A.3 The canonical ensemble
[Schroeder, chuwong 6]
[Poc NNK, muc 4.1; B&B, muc 4.6]

T4p hop vi chinh tic m6 ta nhitng hé c6 ning luong E ¢b dinh. Tir d6 ta suy ra nhiét
d6 can bang T. Tuy nhién, thuong thi day khong phai 1a cach tét nhat dé xét mot hé.
Chang han, mét ly nudc nam trén ban c6 nang luong trung binh xac dinh. Nhung ning
luong thing giang thuong xuyén vi né twong tac voi moi truong. Doi véi nhitng hé
nhu vay, thuong thi s& phit hop hon néu xem chiing nam & nhiét d6 c¢6 dinh T, tir 46 ta
suy ra nang lugng trung binh.

Pé m6 hinh hoa diéu nay, ta s€ xét mot hé —goila § — tiép xuc voi1 mot hé thir hai la
mot bé nhiét 16n — goi 1a R. Bé nhiét nay dugc cho & nhiét 6 can bang T nao do.
Thuat ngit “bé nhiét” nghia 1a ning luong cua S 1 khong dang ké so v6i ctia R. Pic
biét, S c6 thé thoai mai hép thu nang luong tu bé nhiét hay cho bé nhiét nang lugng
ma khong lam thay d6i nhiét d6 T xung quanh.

Cac muc nang luong cia S phan b thé nao trong truong hop nay? Ta ki hiéu cac
trang thai ctia S 1a |n), mdi trang thal c6 nang lwong E,,. S6 trang thai vi mé cua cac
hé S va R két hop duoc cho bdi tong theo tat ca cac trang thai cta S,

Sg(Etotar — En)
QEtorar) = Z Qr(Erprar — En) = Z exp( R to;{al n >
B
n

n

T6i nhan manh lai ring tong theo tat ca cac trang thai cua S, thay vi theo cac mirc
nang luong cua S. Viéc R 1a mot bé nhiét nghia 14 E,, K Etoray- Diéu nay cho phép
khai trién chudi Taylor ham entropy, chi giit lai hai s6 hang dau,

SR (Etotal) aSR En
Q(E;prq) = Z exp < — —
fotal ks 0E ora ki

BL: Str dung f(x) = f(0) + xf'(0) hay f(a —x) = f(a) — xf'(a)

N aS 1 . ;
Nhung ta biét ring —=— = =, nén ta cé
9E¢total T

-Q(Etotal) = eSrR(Etotat)/kB Z e ~En/kpT

n

Bay gio ta ap dung gia thiét co ban cua co hoc thdng ké — rdng moi trang thai ning
luong dat du’oc déu co x4c suat bang nhau — cho hé két hop vai bé nhlet Diéu nay
nghia 1d m&i mot trang thai trong Q(E, ;) trang thai & trén c6 xac suat nhu nhau. S6
trang thai ciia hé + bé nhiét dé¢ hé nam trong |n) 1a eSr/kBe~En/k8T Nén x4c suat dé hé
nam trong trang thai |n) 1a ti sO cua so trang thai nay va tong so trang thai,
e_En/kBT
P = g (1.19)

Day 14 phdn bé Boltzmann, ciing dwgc goi 13 tdp hop chinh tdc. Luu ¥ rang cac chi tiét
cta bé nhiét bi bo qua. Ta khéng can biét Sy (E) cho bé nhiét; moi anh hudng con lai
cianod la nhi¢tdo T.
Ham mii giam nhanh vé khong trong phan b6 Boltzmann nghia la khong thé c6 bat clr
trang thai nao c6 E,, > kBT bi chiém. Tuy nhién, tat ca cac trang thai c6 ning luong

< kpT c6 co hodi bi chiém kha kha. Luu y rang khi T — 0, phan b Boltzmann bat



hé nam & trang thai co ban (tirc 1a trang thai c6 nang luong thap nhat); tit ca trang thai
nang lugng cao cd xac suat bang khong ¢ nhiét d§ khong.

A.3.1 The partition function
Vi ta s& ding nhiéu dai lugng, nén can dua ra ki hiéu mai. Pau tién, thira s nghich
dao cua nhi¢t do duoc ki hi¢u rong rai,

ﬁ:iuzo)

Va thira s6 chuin hoa ndm & miu cua xac suit duoc viét,

7= Z e BEn (1.21)
n

Khi dung ki hiéu nay, xac suit dé hé dugc thiy trong trang thai [n) 1a
—BEn

Z

Khé an tuong, hoa ra dai lugng quan trong nhét trong co hoc théng ké la Z. Mac du
day dugc gioi thiéu la thira s6 chuan hoa vo thuong vo phat, thyc ra né chira moi
thong tin ma ta can vé hé. Ta co thé xem Z, duoc dinh nghla trong (1.21) l1a ham cua
nhiét d6 (nghich dao) B. Khi xem nhu vay, Z duoc goi 13 tong thong ké (partition
function, Zustandssumme).

p(n) = (1.22)

Ta sé& thiy ngay nhiéu tinh chat ctia Z. Nhung ta s& bat ddu bang mét dic diém khé co
ban nhung quan trong: ddi v6i nhitng hé doc 1ap, Z nhan nhau. Diéu nay d& ching
minh. Gia sir ta c6 hai hé khong tuong tac voi nhau. Nang luong cua hé két hop khi do
1a tong cac nang luong riéng 1é. Tong thong ké cho hé két hop 1a

(5D @ W @
7 = Z e P(E"+ER) — Z e~ BEn Z e PEm = 7,7, (1.23)
nm n m

[Poc thém Feynman, Statistical Mechanics]

Hay xem thong tin nao dugc chura trong tong thc*)’ng ké. Ta s& bat dau bang nang
lugng. Trong tap hop vi chinh téc, nang luong ¢ dinh. Trong tap hop chinh tac, diéu
nay khong con ding. Tuy nhién ta c6 thé tinh dé dang nang lugng trung binh,

B = g, = Y 2

n

Nhung cai ndy c6 thé duoc biéu dién rat dep theo téng thong ké bang

d
E)=——InZ (1.25
(E) = = 35InZ (125)
Ta c6 thé xét su trai rong nang lugng quanh trj trung binh — noi cach khac, thang
giang trong phan bo xac suat. Nhu thuong, su trai rong dugc biéu dién bang phuong
sai,
= ((E —(EN?) = (E?) —(E)?
Cai nay ciing c6 thé duoc viét rat gon theo tong thong keé,
0° 0(E)
AE? =—InZ = ———— (1.26
e 35 (1.26)



CM:

1 Z’/
(B%) = ) p(0E; = ) Epe Pin ==
n n

9%z
ap?
ZII ZIZ ZI !
2 — 2y _ S = N = "
AE? = (B%) — (B = — - = (Z) = (n2)) = (h2)
C6 mét biéu thuce khac cho cac thing giang va cung cap thém hiéu biét. Nh¢ lai dinh
nghia nhiét dung (1.9) trong tap hop vi chinh tac. Trong tap hop chinh tic, ning lugng

khong c6 dinh, dinh nghia tuong tng 1a
o(E)

Cr = —
v arT |,

Khi 86, vi B = 1/kpT, su trai rong ning luong trong (1.26) c6 thé dugc biéu dién
theo nhiét dung la

E? = kzT2C, (1.27)

C6 hai diém quan trong 4n trong phurong trinh nho nay. Pau tién 14 phuong trinh lién
hé hai dai lugng kha khac nhau. O vé trai, AE mo ta thing giang x4c suat ciia ning
lwong cua hé. O vé phai, nhiét dung C, mé ta kha nang hip thy ning luong cta hé.
Néu Cy 16n, thi hé c6 thé 1dy vao nhiéu ning lugng ma khong ting nhiét do nhiéu. Pt
(1.27) cho ta biét rang thang gidng ciia hé lién quan dén kha ning hé tiéu tan, hay hap
thu, ning luong. Py 1a vi du dau tién cua két qua tong quat hon dugc goi 1a dink Iy
thang giang-tiéu tan.

Dic diém con lai 1dy dugc tir (1.27) 1a d6 16n cua thing giang khi sé hat N trong hé
tang. Thong thuong E ~ N va C, ~ N, diéu nay nghia la do 16n twong doi cua thang
thang giang la

AE 1

— ~—(1.28

5~ 7 (128)

Gidihan N — oo duoc goi 1a gidi han nhi¢t dong. Nang luong tr6 thanh ngay cang
gan trj trung binh (E) va cd thé duoc xem gan nhu ¢ dinh. Nhung day 1a dlem xudt
phat cho tap hop vi chinh tac. Trong giGi han nhiét dong, tap hop vi chinh tic va chinh
tac trung nhau.

Tét ca cac vi du ma ta s& ban trong mon nay s€ co s6 hat N rdt 16m va ta c6 thé tu xem
1a an toan trong gidi han nhiét dong. Vi Iy do nay, ngay ca trong tap hop chinh tac, ta

s€ thuong viét E' cho nang lugng trung binh thay vi viét (E).

Vi du: On lai H¢ hai trang thai

Ta c6 thé dan lai cac két qua trudc cho hé hai trang thai dung tap hop chinh tic. Cach

nay don gian hon chut. P61 véi mot hat c6 hai mirc nang luong, 0 va €, tong thong ké
duoc cho boi

Z, = z e PEn = 1 4 e7P€ = 2¢7P¢/2 cosh(Be/2)
n

Ta mudn tong thong ké cho N hat nhu vay. Nhung ta thy trong (1.23) rang néu ta c6
nhitng hé doc 1ap, thi ta chi can nhan cac tong thong ké véi nhau. Do dé ta c6

Z = 2Ne™NB /2 coshM (Be/2)



Tir d6 ta dé dang tinh ning lugng trung binh

d Ne
(E) = — %an =— (1 — tanh(Be/2))
Mot chat ‘pién d6i s& cho thaiy rang day cling la biéu thirc ma ta thu dugc trong tap hop
vi chinh tac (1.13). Ta c6 thé tiép tuc tinh nhié¢t dung va thu lai két qua (1.14).

CM:
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So sanh v6i nang lugng cta hé vi chinh tac
eN
E(T) =——
eksT 4+ 1

Hai két qua hoan toan giéng nhau.

Luuy rang, khong glong trong tap hop vi chinh tac, ta khong can phai giai bat cir bai
toan t6 hop nao dé dém cac trang thai. Tong thong ké da 1am hét viéc do6 cho ta. Di
nhién, v6i hé hai trang thai don gian nay, viéc dém trang thai khéng khé nhung trong
nhirng vi du sau ndy, ¢ d6 viéc dém trd nén kho hon, tong tong ké s& 13 cong cu vo gia
dé ctru ching ta.

Ma tran mat do cho tip hop chinh tic

Trong co hoc théng ké, cac x4c suit noi tai cua thé gisi luong tir duoc két hop voi cac
xac suat bat nguodn tur sy khong biét vé trang thai nén tang. Cach dung dé mo ta dicu
nay la theo ma tran mat d9, p. Tap hop chinh tac thyc su 1a lya chon ma tran mat do,

e‘ﬁﬁ

p= (1.24)

CM: [Shankar]

o= s = Y puyenl = 3

Néu ta thyc hién phép do duge mé ta bang toan tir 0, thi xac suat ma ta thay trong
trang thai riéng |¢) duogc cho boi

p(¢) = (p|plP)
Dbi voi cac trang thai riéng ning luong, xac sudt nay tring véi két qua trude do
(1.22).



e_ﬁﬁ e_ﬁEn
In) =

Mo rong cho trang thai |¢) bat ki, xac xuat dé hé nam trong trang thai nay la

p(P) = (Plplp)m

Ta s& khong dung ngdén ngit ma trdn mat do trong mon nay, nhung né la mét cach dep
va rd rang vé mit khai niém dé moé ta nhimg két qua chinh thirc hon.

CM:
(0) = ) p(nl0ln) = Y p(n|0Gmmbln) = ) pmin)(n|0fm)
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A.3.2 Entropy

Hay nhé rang trong tap hop vi chinh tic, entropy dém (In ctia) sb trang thai c¢6 ning
lwong cb dinh. Ta mudn dinh nghia dai luong twong tu trong tap hop chinh tic & d6 ta
c6 mot phan bd x4c sudt trén cac trang thai c6 ning luong khac nhau. Lam sao bay
gi6? Chién lugc s& 1a quay tr lai tap hop vi chinh tic, by gid ap dung cho két hop hé
+ bé nhigét.

p(n) = (n|pln) = (n|

That ra ta s€ dung mot meo nho Gia strta co khong chi mdt ban copy ciia h¢ S, ma la
sO luong 16n, W, ban copy giéng nhau. Mdi hé sdng trong mot trang thai cu thé |n).
Néu W du 16m, thi s6 hé nam trong trang thdi |n) phdi la p(n)W. Ta thiy rang meo lay
W ban copy di phién dich cac x4c suat thanh tinh hudng thue. Dé xac dinh entropy ta
c6 thé xem toan bo W hé nhu nam trong tap hop vi chinh tc ma ta c6 thé ap dung
dinh nghia entropy quen thudc cua Boltzmann (1.2). Ta chi phai chi ra c6 bao nhiéu
cach dé dat p(n)W vao trang thai |n) cho mdi |n). Pay 1a bai toan t6 hop don gian:
cau tra loi 1a

74!

= e

Va entropy khi d6 bang

S=kglnQ = —kBWZp(n) Inp(n) (1.29)

& d6 ta da dung cong thuc Stirling dé don gian cac ham log cua giai thira.
CM:
InQ=InW!'-=Y, In(pmW)=WInW —W =Y, [p(n)W In(p(n)W) —

p(MW]=WIhW-W - [W ZnpMp) + WinW Xnp(n) —W X, p(n)| =

~W3¥,p(M)Inp(n) m 1 1



Day 1a entropy cho tit ca W ban copy ctia hé. Nhung ta ciing biét ring entropy c6 tinh
cong. Nén entropy cho mdt ban copy cua hé, c6 phan bo xac suat p(n) trén cac trang
thai la

S=—ky z p(n) Inp(n) (1.30)

Cong thic dep d& nay 1a nho Gibbs. N6 dugc tai phat minh ra mot sé thap ky sau
trong ngir canh cua ly thuyét thong tin & d6 né dugc goi 1a entropy Shannon cho cac
hé ¢ dién hay entropy von Neumann cho cac hé lugng tir. Trong bdi canh luong tir,
ddi khi né duge viét theo ma tran mat do (1.24) 1a

S=—kgTrplnp
CM:

p() = (nlpln) = Inp(n) = (nlnp n)
S =k ) ) Inp(n) = —ks ) p()(nlnpln) = ks Tr(pIn )

BL: d6i voi In p, ta khong thé khai trién In x quanh 0 ma phai khai trién quanh 1
Inx=(@—-1)---1D2+-(x-1)°+

Khi ta dua ra lan dau entropy trong tap hop vi chmh tic, ta xem no la ham ctia nang
lugng E. Nhung (1.30) cho cach nhin rat khac vé entropy: nd noi rang ta nén xem S la
ham cta mot phan bd xac suat. Khong c6 mau thudn véi tap hop vi chinh tic vi trong
truong hop don gian d6, ban than phan bd xac suit dugc xac dinh bang cach chon
nang lugng E. That vay, s& don gian khi kiém tra rang entropy Gibbs (1.30) tré lai
entropy Boltzmann trong truong hop dac biét khi p(n) = 1/Q(E) cho moi trang thai
|n) c6 nang luong E.

CM:

S=—ky z p(n) Inp(n) = —kj Z Q(lE) InQ(E)~! = ky In Q(E)

Do),1=Q(F) m
[Xem Schroeder, P6.43, p.249]

Trong khi d6, quay tré lai tap hop chinh tic, phan bd x4c suat hoan toan duoc xac
dinh béng viéc chon nhiét 6 T. Diéu nay nghia la entropy 1a ham ctia T mot cach tu
nhién. That vay, thay phan bd Boltzmann p(n) = e #%n /Z vao biéu thic (1.30), ta
thdy rang entropy trong tap hop chinh tic dugc cho boi

k e BEn\ k
S=—-2"% g PEn ln< > = ;'BZEne‘BEn + kgInZ
n n

Z Z

(E)
T

Ciing gidng nhu moi dai lwong quan trong khac, cai nay c6 thé duge biéu dién rat dep
theo tong thong ké 1a

9
S = ky o= (TIn2) (131)

Binh luin vé tip hop vi chinh tic va chinh tic



Tap hop vi chinh tic va chinh tic 14 nhitng phan bd x4c suat khac nhau. Nghia 1a,
dung dmh nghia (1.30), chung cho ra nhiing entropy khac nhau. Tuy nhién, trong gioi
han s6 hat 1én, N — oo, tit ca cac dai luong vat 1y — ké ca entropy — tring nhau trong
hai phan b nay. Ta da thy diéu nay khi tinh phuong sai nang luong (1.28) trong tap
hop chinh tic. Hiy nhin k§ hon diéu nay.

Téng thong ké trong (1.21) 1a tong theo tit c4 trang thai. Ta co thé viét lai n6 nhu tong
theo tat ca cac mirc ning lugng bang cach dung thira sé suy bién

7= Z Q(E;)ePEi
{Ei}
Thira sb suy bién Q(E) 13 ham ting nhanh cua E, con sd hang giam Boltzmann e #
giam nhanh. Nhung d61 voi ca hai ham ma ti 1¢ voi N von 16n ¢d ham mi. Diu nay

dam bao rang tong theo cac murc nang lugng bi ap dao hoan toan bang gia trj cuc dai
E., dugc dinh nghia bang yéu cau:

- -BE —
= (Q(E)e )eep, =0
Va tong thong ké co thé dugc gan dang tt bang

Z =~ Q(E,)e PE-

(Pay la cung kiéu 1ap luan ta da dung trong A.2.1 trong phan ban vé dinh luat hal)
Vi gan diing nay, ta co thé dung (1.25) dé ching to rang nang luong kha di nhat E,
va nang lugng trung binh (E) tring nhau:

(E) =

(Hoic cach khéac, nhung ta can dung két qua (1.7) dudi dang oln Q(E*

= p dédinra
cai nay).
CM:

d d
(E) = ——an = ——[an(E*) —BE.]=E, m
ap ap
Tuong tu, dung (1.31), ta c6 thé ching to rang entropy trong tap hop chinh tic duoc
cho bdi

S =kzInQ(E,)
CM:

d d

aT
Cuc dai hoa entropy

C6 mot cach thong nhat dé nghi vé tap hop vi chinh tac va chinh tic theo nguyén ly
bién phan: cac tap hop khac nhau c6 tinh chat rang chung cuc dai héa entropy khi chiu
nhirng rang budc khac nhau. Sy khac biét duy nhét gitta chung 14 cac rang budc duoc
ap vao.

Hay bét dau bang tap hop vi chinh tic, trong d6 ta ¢ dinh ning lwong cua hé dé cho
ta chi cho phép nhiing xac suat khac khong cho nhiing trang thai c6 nang luong E. Ta
co thé tinh entropy ding cong thire Gibbs (1.30) cho bat clr phén b xac suat nao, bao
gdm cac hé 1éch khoi can bang. Ta chi cAn nhdn manh rang tit ca cac x4c suat cong lai



bang mot: Y, p(n) = 1. Ta c6 thé cuc dai hoa S thoa diéu kién nay bang cach dwa ra
nhan tr Lagrange a va cuc dai héa S + akz; (X, p(n) — 1),

0
dp(n) (_Z p(n)Inp(n) + “Z p(n) — a) =0 - pn) = e®?

Ta biét rang tat ca trang thai c6 ning luong E déu c6 kha ning nhu nhau. Day 14 tip
hop vi chinh tac.

Trong phan bai tap, ban s& dugc yéu cau chirg minh rang tap hop chinh tic c6 thé
duoc xem tuong tu: nd 1a phan bd xac suat cuc dai hoa entropy thdéa di€u kién rang
nang luong trung binh cd dinh.

VD: (E) = X, Exp(n) = const

A.3.3 Free energy

Ta dé lai dai luong quan trong nhat trong tap hop chinh tic dén cudi. N6 duoc goi la
nang luong tu do,

F=(E)—TS (1.32)

Thuc ra c6 mot s dai luong déu c6 tén “nang lugng tu do”, nhung dai lugng F 1a céi
cac nha vat 1y thuong dung. Khi can 1am rd, ta thudng goi n6 13 ning luong tur do
Helmbholtz. Tir “tw do” & day khong ¢ nghia 1a “khong tén”. Ning luong cha bao gid
tur do theo nghia d6. Ma né nén duoc dich 1a ning luong “san c6”.

Theo kinh nghiém, ning luong ty do bt 1iy su canh tranh giita ning lwong va entropy
xuét hién trong hé ¢ nhiét o khong doi. Nhung vao mdt bé nhiét, nang luong khong
nhat thiét phai dat gia hon. That vay, ta thay trong vi du hai trang thai rang trang thai
co ban dong vai tro rat it trong vat 1y ¢ nhiét d6 khac khong. Thay vao d6, vai trd cua
entropy trd nén quan trong hon: su ton tai ctia nhiéu trang thai ning lugng cao ¢ thé
ha guc mot vai trang thai ning luong thap.

Viéc ning luong tu do 1a dai lugng phu hop dé xét cac hé ¢ nhiét d6 khong doi ciing
duoc thu nhan bz‘ing cac tinh chat toan hoc cua nd. Nho lai réng, ta bat dau trong tap
hop vi chinh tic bang dinh nghia entropy S = S(E, V). Néu ta d4o lai biéu thirc nay,
khi d6 ta ciling c6 thé xem ning lugng 13 ham cua entropy va thé tich: E = E(S, V).
Piéu nay dugc phan anh trong dinh luat tha nhét nhiét dong luc hoc (1.16) c6 dang
dE = TdS — pdV. Tuy nhién, néu ta xét sy thay ddi nho cua F, ta thu duoc

dF = d(E) — d(TS) = —SdT — pdV (1.33)
Dangqbié’n phén nay cho ta biét rang ta nén xem nang luong ty do 1a ham cua nhiét do
va thé tich: F = F(T,V). V€& mat toan hoc, F la bién doi Legendre cta E.
Khi ¢6 ning lugng tu do, bién phan (1.33) cho ta biét cach 1ay lai entropy,

a7 (1.34)

Vv

Tuong tu, ap suat duoc cho boi

(1.35)

T

_OF
P="%v



Nang luong tu do 1a dai lusong quan trong nhat ¢ nhiét 46 khong doi. N6 ciing 1a dai
luong lién hé tryc tiép nhat véi tong thong ké Z:

F=—kgTInZ (1.36)
H¢ thirc nay c6 tir (1.25) va (1.31).
CM:

pn (E)
S=kB,BZEn +lepInZ =4 kg InZ - (E) =TS = —kyTInZ m
n F

(E) = — aa[))an(125)S kBa—(Tan)(l?)l)

Dung ddng nhét thirc % = —kgT? 5, cac biéu thirc nay cho phép ta viét lai nang
luong tu do 1a
0 0
=(E)—TS=——InZ — TkBﬁ(Tan)

ap
6 an

dInZ

Mé rong:
Phép bién doi Legendre: dE = TdS — pdV
E(S,V) > F(T,V) =E —TS - G(T,p)
G=F+pV,H=E+pV
F=E—TS - dF = —SdT — pdV

Enthalpy
H=E+pV ->dH=dE+d(pV)=TdS +Vdp — H(S,p)
Nang luong tu do Gibbs

G=F+pV ->dG=dF +d(V) = —SdT — pdV + d(pV) = —SdT + Vdp
- G(T,p)

Thé nhiét dong: E, F, G, H

On tap dao ham riéng:

5),@.6), -

flx,y) »df = (%)y dx + (%) dy = pdx + qdy
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