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Khai nigém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham riéng

M3t phang tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién




Khai nigém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham riéng

M3t phing tiép xtc, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Khai niém ham hai bién

Dinh nghia 1

Mt ham hai bién 13 mét quy tic f ma tuong ting mbi cip (z, ¥)
trong mét tap D véi mot sb duy nhit f(z, y). Tap D dugc goi la
mién x4c dinh ctia ham sb, va cac gia tri tuong ting cta f (z, y)
tao thanh mién gi4 tri cha f.

C4c ham ba bién ho3c nhiéu bién hon c6 thé dugc dinh nghia
tuong tu.
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Khai niém ham nhiéu bién
Ham nhidu bién il e

Khai niém ham hai bién

Dinh nghia 1

Mt ham hai bién 13 mét quy tic f ma tuong ting mbi cip (z, ¥)
trong mét tap D véi mot sb duy nhit f(z, y). Tap D dugc goi la
mién x4c dinh ctia ham sb, va cac gia tri tuong ting cta f (z, y)
tao thanh mién gi4 tri cha f.

C4c ham ba bién ho3c nhiéu bién hon c6 thé dugc dinh nghia
tuong tu.

Khi cho mét ham hai bién f, ta c6 thé viét z = f(z,y) va xem z,
y 13 cac bién doc 14p va z 13 bién phu thudc. Tap xac dinh cla f 13
tap hop 16n nhit cla nhitng diém trong mit phing ma biéu thiic
clia ham sb dugc xac dinh.
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Khai nigém ham nhiéu bién
R Ak Gidi han va lién tuc
Ham nhiéu bién 5

xap xi va su kha vi

Vi du. Cho f (z, y) = /9 — 22 — 4y>.
a. Tinh f(2, 1) va f (2¢, ¢*) .
b. M6 ta mién xac dinh va mién gia tri cia f.
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Khai nigém ham nhiéu bién
Gidi han va lién tuc
o ham g
Mat pha ép xic, xap xi va sy

Ham nhiéu bién

Céc phép toan ham hai bién

Néu f (z, y) va g (z, y) 1a cdc ham hai bién véi mién xéc dinh I3
D, thi
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Khai niém ham nhiéu bién
Ham nhidu bin Gidi han va lién tuc

M3t phang tlep Gc, xap xi va su kha vi

Céc phép toan ham hai bién

Néu f (z, y) va g (z, y) 1a cdc ham hai bién véi mién xéc dinh I3

D, j:h\l

Tong (f+9)(z, y)=Ff(z, y) +g(z, y)
Hiéu (f = )( y)=f(z, y) —g(z, y)
Tich (f.9) (= ) ( z, y).9(, y)
Thuong (g) = ;‘j g(z, y) #
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Khai nigém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham

M3t phan p xtc, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Dudng mdc va mat

DG4 thi clia ham f (x, y) |3 tap hop tit ca cic bd ba thanh phan
dugc sip tha tu (z, y, z) sao cho (z, y) thudc mién xac dinh clia
Fvaz=f(z, y). Db thi cia f (z, y) I3 mét mit trong R2® ma
c6 hinh chiéu ctia né 1&n mit phing Ozy |13 mién xé4c dinh D.
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Khai nigém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham

M3t phan p xtc, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Dudng mdc va mat

DG4 thi clia ham f (x, y) |3 tap hop tit ca cic bd ba thanh phan
dugc sip tha tu (z, y, z) sao cho (z, y) thudc mién xac dinh clia
Fvaz=f(z, y). Db thi cia f (z, y) I3 mét mit trong R2® ma
c6 hinh chiéu ctia né 1&n mit phing Ozy |13 mién xé4c dinh D.
Tap hop céc diém (x, y) trong m3t
phing Ozy thda min f (z, y) = C
dugc goi I3 dudng mic (dudng dong
mdc) cta f tai C, va moét ho toan bd
cac dudng mic dudgc sinh ra khi C thay
déi trén tap gis tri cla f.

Figure 11.2  Graph of a function of two variables
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Ham nhiéu bién
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Kh&i niém ham nhiéu bién
Gidi han va lién tuc

Ham nhiéu bién

Vi du. Vé 2,

or x2yi=1
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Figure 11.5 Three ways of viewing the surface z = 10 — x* — y?
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Kh&i niém ham nhiéu bién
Gidi han va lién tuc

Ham nhiéu bién

or xi4yi=1

of surlace

Figure 11.5 Three ways of viewing the surface z = 10 — x* — y?

Khai niém dudng mdc c6 thé dugc téng quét ap dung cho ham tir
hai bién tré 1&n. D3c biét, néu f |13 ham ba bién z, y, = thi tap
nghiém clia phuong trinh f (z,7, 2) = C |3 mét mién trong
R23du6c goi la mat mirc cha f tai C.
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Khai niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham riéng

M3t phang tiép xdc, X1 su kha vi

Ham nhiéu bién




Khéi niém ham nhiéu bién
Gidi han va lién tuc

Ham nhiéu bién

Trong R?:
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham rié

Mat phan p xtc, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Trong R?:
e Dia mé: B,.(C,r) = \/(a: —a)’+(y-b?<r

e Dia déng: B|C,r| = \/(x —a)? 4+ (y—b?<r

o Mét diém P dugc goi la mot diém trong clia mét tap S
trong R? néu cé mét dia mé nao dé c6 tam tai C' n3m hoan
toan trong S.
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham rié

Mat phan p xtc, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Trong R?:
e Dia mé: B,.(C,r) = \/(a: —a)’+(y-b?<r

e Dia déng: B|C,r| = \/(x —a)? 4+ (y—b?<r

o Mét diém P dugc goi la mot diém trong clia mét tap S
trong R? néu c6 mdt dia mé nao dé cé tam tai C' nam hoan
toan trong S.

o Tap rdng hodc tap chi chia cic diém trong goi 13 tap mé.
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham rié

Mat phan p xtc, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Trong R?:
e Dia mé: B,.(C,r) = \/(a: —a)’+(y-b?<r

e Dia déng: B|C,r| = \/(x —a)? 4+ (y—b?<r

o Mét diém P dugc goi la mot diém trong clia mét tap S
trong R? néu cé mét dia mé nao dé c6 tam tai C' n3m hoan
toan trong S.

o Tap rdng hodc tap chi chia cic diém trong goi 13 tap mé.

o Mbét diém P dudc goi 13 mét diém bién cha mét tap S trong
R2 néu c6 mdt dia mé ndo dé cé tAm tai C' n3m hoan toan
trong S. Tap hop tat cd cac diém bién cla S dugc goi la bién
cla S.
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Khai nié am nhiéu bién

Ham nhiéu bién

Trong R?:

Dia mé: B, (C,r) = \/(a: —a)’+(y-b?<r

Dia déng: B|C,r| = \/(x —a)? 4+ (y—b?<r

M6t diém P dugc goi la mot diém trong clia mét tap S
trong R? néu cé mét dia mé nao dé c6 tam tai C' n3m hoan
toan trong S.

Tap rBng hodc tap chi chia cac diém trong goi 13 tap mé.
Mét diém P ducc goi 13 mét diém bién clia mét tap S trong
R2 néu c6 mdt dia mé ndo dé cé tAm tai C' n3m hoan toan
trong S. Tap hop tat cd cac diém bién cla S dugc goi la bién
cla S.

Mét tap dugc goi la dong néu né chita bién cda né. Tap rbéng
va R? 13 vira déng, vira mé.
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Khai niém ham nhiéu bién

Ham nhidu bién Gidi han va lién tuc

Dao ha
M3t phang tiép xic, xap xi va su kha vi

Ta viét lim f(x, y) = L c6 nghia 13 gid tri ham f (z, y)
(z, y)=(z0, o)

c6 thé 1am cho gan bing sb L mét cach tly y bing cich chon
diém (z, y) thich hop gan diém (zo, yo).
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am nhiéu bién

Ham nhiéu bién

xap xi va su kha vi

Ta viét lim f(x, y) = L c6 nghia 13 gid tri ham f (z, y)
(z, y)=(z0, o)

c6 thé 1am cho gan bing sb L mét cach tly y bing cich chon
diém (z, y) thich hop gan diém (zo, yo).

Dinh nghia 2

Gi6i han lim  f(z, y) = L c6 nghia 13 v6i mdi sb6 ¢ > 0
(l’, y)*)(x(h yo)

cho trudc, tbn tai mét sé & > 0 sao cho khi diém (x, y) thubc
mién xac dinh D théa 0 < \/(:c —20) + (y —yo)? < thi
|f('1"a y) _L| < E.
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Khéi niém ham nhiéu bién
Gidi han va lién tuc
Dao ham ri
t phan X ap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Tinh gi6i han cta ham hai bién

. . 2xy
O Tinh ) o T2
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Khéi niém ham nhiéu bién
R A A Gidi han va lién tuc
Ham nhiéu bién R :

xap xi va su kha vi

Tinh gi6i han cta ham hai bién

. . 2xy
O Tinh ) o T2

@ Tinh  lim  &te—tu—y
(z, y)—(0,0) Y
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham

Mat phan p xtc, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Tinh gi6i han cta ham hai bién

. . 2xy
O Tinh ) o T2

@ Tinh  lim  &te—tu—y
(z, y)—(0,0) Y

© Ching minh gidi han lim  f(z, y) khéng ton tai, véi
(z, y)—(0, 0)

2
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham

M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Tinh gi6i han cta ham hai bién

2xy

O Tinh ) o T2
Q@ Tinh  lim  &Hz—my—y

(@, y)=(0,0) 7Y
© Ching minh gidi han lim  f(z, y) khéng ton tai, véi
(z, y)—(0, 0)

f(z, y) = 7% HD. Tinh doc theo céc dudng y = 0, y = .
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Khai nié am nhiéu bién

Gidi han va lié

Dao ham

Mat ph xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Tinh gi6i han cta ham hai bién

. . 2xy
O Tinh ) o T2

@ Tinh  lim  2HHo—oy—y,
(z, y)—(0, 0) Y

© Ching minh gidi han lim  f(z, y) khéng ton tai, véi

(z, y)—(0, 0)

f(z, y) = 2%, HD. Tinh doc theo cic dudng y = 0, y = x.

x2 +y2

Q@ Chira lim

khéng ton tai.
(z, y)—=(0, 0

) e
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lié

Dao ham ri

M3t phang tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Tinh gi6i han cta ham hai bién

. . 2xy
O Tinh ) o T2

@ Tinh  lim  2HHo—oy—y,
(z, y)—(0, 0) Y

© Ching minh gidi han lim  f(z, y) khéng ton tai, véi

(, 9)—(0, 0)
flz, y) = Ifiyy2.HD. Tinh doc theo cic dudng y =0, y = .
@ Chira lim khéng tdn tai.HD. Tinh doc theo céc

(2, 1)~ (0, 0) i
dusng vy = kx, y = 2.
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Khéi niém ham nhiéu bién
R A A Gidi han va lién tuc
Ham nhiéu bién 2 i

M3t phing tiép xtc, xap xi va su kha vi

Céc quy tic tinh gidi han co ban clia ham hai bién

Gia su lim f(zx, y)=Lva lim gz, y) =M.

(z, y)—(zo, vo) (z, y)—(z0, Yo)
Khi dé, véi hing sb a bat ky,
Quy tic nhan v6 huéng lim laf](x, y) =aL
o, (z, y)—=(zo, o)
Quy tac tong lim [f+9](z, y)y=L+M
; (z, y)—= (20, yo)
Quy tac tich lim [fg] (z, y) = LM
(z, y)— (w0, yo)
Quy tic thuon lim F] T, =L nduM+#£0
y g i 1 (z, y) = 71 #
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham rié

M3t phan p xtc, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Dinh nghia 3
Ham f (z, y) goi I3 lién tuc tai diém (20, yo) néu

Q f (zo, yo) xac dinh;

lim  f(z, y) ton tai;
(‘T: y)—)((ll(), yO)

lim  f(x, y) = f (20, Y0)-
(‘T: y)%(zo’ yO)

Ham f lién tuc trén tap S néu né lién tuc tai moi diém trong S.

v
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Khai niém ham nhiéu bién

Ham nhidu bién €3 i @

ic, xap xi va su kha vi

b
A

Ham £ lién tuc tai (zo, yo) néu gia tri chia ham f (z, y) gan
f (zo, yo) v6i moi (z, y) trong mién xac dinh cta f ma di gan
véi (20, yo). V& miat hinh hoc, diéu nay cé nghia 1a f lién tuc néu
mit z = f (z, y) khdng cé cac “I1& héng’ (holes) hodc cac “ké hd”

(gaps).
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Khéi niém ham nhiéu bién
Gidi han v.

Ham nhiéu bién

ic, xap xi va su kha vi

b
A

Ham £ lién tuc tai (zo, yo) néu gia tri chia ham f (z, y) gan
f (zo, yo) v6i moi (z, y) trong mién xac dinh cta f ma di gan
véi (20, yo). V& miat hinh hoc, diéu nay cé nghia 1a f lién tuc néu
mit z = f (z, y) khdng cé cac “I1& héng’ (holes) hodc cac “ké hd”

(gaps).

a. A “hole” discontinuity b. A “gap” discontinuity

Figure 11.14 Two types of discontinuity
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Khéi niém ham nhiéu bién
R A A Gidi han va lién tuc
Ham nhiéu bién R :

ép xic, xap xi va su kha vi

Cac tinh chAt co ban clia ham lién tuc

TUr c4c tinh chit co ban cha gidi han, ta c6 thé suy ra cac tinh
chat sau.
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Khéi niém ham nhiéu bién
R A A Gidi han va lién tuc
Ham nhiéu bién 2 i
Dao ham rié

M3t phan p xtc, xap xi va su kha vi

Cac tinh chAt co ban clia ham lién tuc

T cac tinh chit co ban cla gidi han, ta c6 thé suy ra céc tinh
chit sau.

N&u f va g |3 cic ham lién tuc trén tap S thi cic ham sau day lién
tuc f+ g, af, fg, f/g tai nhiing diém ma g # 0, /T tai nhiing
noi ma né xac dinh.
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lié

Dao ham ri

Mat phan p xtc, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Cac tinh chAt co ban clia ham lién tuc

T cac tinh chit co ban cla gidi han, ta c6 thé suy ra céc tinh
chit sau.

N&u f va g |3 cic ham lién tuc trén tap S thi cic ham sau day lién
tuc f+ g, af, fg, f/g tai nhiing diém ma g # 0, /T tai nhiing
noi ma né xac dinh.

Néu F' 13 mot ham hai bién sao cho F (z, ) lién tuc tai (zo, yo)
vad G 13 ham mdt bién ma lién tuc tai F (zg, yo), thi ham hop

G o F lién tuc tai (xg, o).
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao i

Mat phang i&p xiic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Cac tinh chAt co ban clia ham lién tuc

T cac tinh chit co ban cla gidi han, ta c6 thé suy ra céc tinh
chit sau.

N&u f va g |3 cic ham lién tuc trén tap S thi cic ham sau day lién
tuc f+ g, af, fg, f/g tai nhiing diém ma g # 0, /T tai nhiing
noi ma né xac dinh.

Néu F' 13 mot ham hai bién sao cho F (z, ) lién tuc tai (zo, yo)
vad G 13 ham mdt bién ma lién tuc tai F (zg, yo), thi ham hop

G o F lién tuc tai (xg, o).

Trong tai liéu nay, néu khéng néi gi thém thi cac ham hai bién
duoc xét & day déu lién tuc tai nhitng noi ma né xac dinh.
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LGEIN ham nhiéu bién
R A A Gidi han va lién tuc
Ham nhiéu bién 2 i
Dao ham riéng

pha xtic, xap xi va sy kha vi

Kiém tra tinh lién tuc cia ham

a. f(z, y) = 27k
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Khéi niém ham nhiéu bién
Gidi han va lién tuc
Dao ham ri
t phan X ap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ha

M3t phang tiép xtc, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Kiém tra tinh lién tuc cia ham

a. f(
b. f (33, y) = y,lx2
c. Chira ham f lién tuc tai (0, 0), véi

- sinl, x#0
f(%y):{g ? xj()
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham rié

Mat ph ic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc ctia ham ba bién

Gidi han lim f(x, y, z) = L c6 nghia |3 v6i mbi sb
(‘737 Y, Z)_>(I0, Yo, ZO)

£ >0, ton tai mét s6 & > 0 sao cho |f (z, y, 2) — L| < € véi moi
(x, y, z) la diém trong mién xac dinh cta f sao cho

0<\/(x—:co)2+(y—yo)2+(z—zo)2<5.
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Ham nhiéu bién

M3 ang tiép xhc, xap xi va sy kha vi

Gidi han va lién tuc ctia ham ba bién

Gidi han lim f(x, y, z) = L c6 nghia |3 v6i mbi sb
(‘737 Y, Z)_>(I0, Yo, ZO)

e >0, ton tai mot 565>Qsao cho |f (z, y, z) — L| < & v8i moi
(x, y, z) la diém trong mién xac dinh cta f sao cho
0< \/($—$0)2+(y—yo)2+(z—zo)2 < 4.
Ham f (x, y, z) 1a lién tuc tai diém Ry (2o, Yo, 20) néu
@ f(wo, yo, 20) xac dinh;

(2] lim f(x, y, z) ton tai;
(z, ¥, 2)—=(20, Yo, 20)
o lim f(xv Y, Z) = f(l‘l)a Yo, ZO)-

(‘7“7 Y, Z)_>(I07 Yo, ZO)
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n ham nhiéu bién

N A A Gidi han va lién tuc
Ham nhiéu bién

Dao ham riéng
M3t phang tiép xic, xap xi va su kha vi




Khai niém ham nhiéu bién

Ham nhiéu bién

M3t phing tiép xtc, xap xi va su kha vi

Mat sb ky hiéu thay thé

Véi z = f (x, y), dao ham riéng f, va f, dudc ky hiéu bdi

_Of 0z

0
fx(xu ?/)—&—%:%Jc(% y):zx:Dx(f)

Vva
0 0 0
h@w=£=£=%@wﬁ@=%m-
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ham nhiéu bién
N A A lién tuc
Ham nhiéu bién 2 ia
Dao ham riéng
M3t phang tiép xic, xap xi va su kha vi

Mat sb ky hiéu thay thé

Véi z = f (x, y), dao ham riéng f, va f, dudc ky hiéu bdi

0 0 0
fole, )= L =0 = e y)= 2= Do ()

Vva
0 0 0
h@w=£=£=wmwﬁ@=%m-

Céc gia tri dao ham riéng cla f (z, y) tai diém (a, b) dugc ky

hiéu béi

0 .0
a—i ) = fz(a, b) va —f = fy(a, b).
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niém ham nhiéu bién
lién tuc

Ham nhiéu bién

ap xi va su kha vi

Vi du. Tim cic dao ham riéng cda ham hai bién
f(x,y) = 2%y + 2%y
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Khai niém ham nhiéu bién
R A A Giéi han lién tuc
Ham nhiéu bién 2 A
Dao ham riéng
M3t phang tiép xic, xap xi va su kha vi

Vi du. Tim cic dao ham riéng cda ham hai bién
f(x,y) = 2%y + 2%y>
Vi du. Cho z = 22 sin (33: + y3).

¢ oz
o T|nh %‘(gp)
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Khai niém ham nhiéu bién
R A A Giéi han lién tuc
Ham nhiéu bién 2 A
Dao ham riéng
M3t phang tiép xic, xap xi va su kha vi

Vi du. Tim cic dao ham riéng cda ham hai bién
f(x,y) = 2%y + 2%y>
Vi du. Cho z = 22 sin (33: + y3).

¢ oz
o T|nh %‘(gp)
@ Tinh z, tai (1,1).
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Kh3 2 am nhiéu bién
Gidi han va lién tuc
ng

M3t phang xtic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Vi du. Tim cic dao ham riéng cda ham hai bién
f(x,y) = 2%y + 2%y>
Vi du. Cho z = 22 sin (33: + y3).
. o)

o T|nh 87;‘(%70)

@ Tinh z, tai (1,1).
Vi du. Tim cic dao ham riéng clia ham ba bién
f(x,y,2) = 2 + 229> + y2°.
Vi du. Cho z 13 ham 3n theo bién 2 va y dugc xac dinh bdi
phuong trinh 222 + y23 = 2. X4c dinh 9z/0x,0z/0y.
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Khai niém ham nhiéu bién
R Ak Gidi han va i
Ham nhiéu bién

M3t phing tiép xtc, xap xi va su kha vi

Hé s géc cla tiép tuyén va tbc db thay dbi

Dudng thing song song véi mit phing Oz va tiép xdc véi mit
z=f(x, y) tai diém P, (zo, Yo, 20) c6 hé sb goc fa (zo, Yo)-

Tuong tu, dudng thing tiép xtc véi mit z = f (z, y) tai Py va
song song véi mit phing Oyz c6 hé sb géc fy (zo, yo).
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham riéng

M3t phang tiép xtic, xAp xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Hé s géc cla tiép tuyén va tbc db thay dbi

Dudng thing song song véi mit phing Oz va tiép xdc véi mit
z=f(x, y) tai diém P, (zo, Yo, 20) c6 hé sb goc fa (zo, Yo)-

Tuong tu, dudng thing tiép xtc véi mit z = f (z, y) tai Py va
song song véi mit phing Oyz c6 hé sb géc fy (zo, yo).

Vi du. Tim hé sb géc clia dudng thing song song véi mit phing
Ozxz va tiép xGc véi mat z = xz/x + y tai diém P (1, 3, 2).

BO MON TO (HOA K CHUONG 11. HAM NHIEU BIEN



Khéi niém ham nhiéu bién
a lién tuc
éng
M3t phang tiép xtic, xAp xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Hé s géc cla tiép tuyén va tbc db thay dbi

Dudng thing song song véi mit phing Oz va tiép xdc véi mit
z=f(x, y) tai diém P, (zo, Yo, 20) c6 hé sb goc fa (zo, Yo)-

Tuong tu, dudng thing tiép xtc véi mit z = f (z, y) tai Py va
song song véi mit phing Oyz c6 hé sb géc fy (zo, yo).

Vi du. Tim hé sb géc clia dudng thing song song véi mit phing
Ozxz va tiép xGc véi mat z = xz/x + y tai diém P (1, 3, 2).

Khi diém (z, y) di chuyén tir diém cb dinh Py (20, yo) thi ham
f(z, y) thay déi véi tbe db duoc cho bdi f, (zo, yo) theo huéng
duong cta truc Oz, va dugc cho béi f, (zo, yo) theo hudng
duong cla truc Oy.
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Khai niém ham nhiéu bién

Ham nhiéu bién

M3t phang tiép xic, xap xi va su kha vi

Dao ham riéng nhu 13 téc d6 thay dbi

Vi du. Trong mét mach dién véi subt dién dong (EMF) E (volt)
va dién trd R (ohm) thi cudng d6 dong dién la I = E/R
(ampere). Tim dao ham riéng ngay khi E = 120 va R = 15 va giai
thich cdc dao ham ndy nhu 13 tbc db thay d8i.

Giai. Vi = ER ! nénta cé 8E =R, ﬂ = —ER 2 vanhu
vay, khi £ =120, R = 15 ta tim dugc

oI o)

2L~ 0.0667; 2L ~ —0.5333.
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Khai niém ham nhiéu bién

R A A Gidi han va lién tuc
Ham nhiéu bién

M3t phing tiép xtc, xap xi va su kha vi

Dao ham riéng nhu 13 téc dé thay déi

Vi du. Trong mét mach dién véi subt dién dong (EMF) E (volt)
va dién trd R (ohm) thi cudng d6 dong dién la I = E/R
(ampere). Tim dao ham riéng ngay khi E = 120 va R = 15 va giai
thich cdc dao ham ndy nhu 13 tbc db thay d8i.

Giai. Vi = ER ! nénta cé 8E =R, ﬂ = —ER 2 vanhu
vay, khi £ =120, R = 15 ta tim dugc

%\z 0.0667; 9% ~ ~0.5333. /

Diéu nay c6 nghia |a néu dién trd c6 dinh 13 15 (ohm) thi cudng do
dong dién ting (vi dao ham duong) tuong Gng véi tbc d6 0.0667
ampere mdi volt khi sut dién déng 13 120 volt. Tuong tu, véi subt
dién dong EMF cb dinh thi cudng d6 dong dién gidm (vi dao ham
4m) tuong iing véi tbc do 0.5333 ampere m8i ohm khi dién trd 13
15 ohm.
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Khéi niém ham nhiéu bién
R Ak Gidi a lién tuc
Ham nhiéu bién A
Dao éng
M3t phang tiép xic, xap xi va su kha vi

Dao ham cap cao cia ham hai bién

Cho z = f (x, y). Céc dao ham riéng cip hai
0? o (0
f = <f) = (f:]c)x = fzz

02 Oz \ Oz
O*f 0 [(Of\ B
= s () ~ =S
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Khéi niém ham nhiéu bién
Gidi han va lién tuc
ng
M3t phing tiép xtc, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Dao ham cap cao cia ham hai bién

Cho z = f (x, y). Céc dao ham riéng cip hai

0? 0 (0
! = % <aj;) = (f:]c)x = faz

i g
O*f 0 [(Of\ B
e =y () = =

Céc dao ham riéng cAp hai hdn hop

i AN
E)xay 895 <3y> = fo)e = fue

O f af\ B
OyOx 8y <6$> o (fm)y = foy-
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€m ham nhiéu bién
Gidi han va lién tuc

Ham nhiéu bién

Vi du. V6i z = f (z,y) = 522 — 2xy + 33>, xac dinh cic dao ham
riéng cAp cao

9%z
o oxdy "
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€m ham nhiéu bién
Gidi han va lién tuc

Ham nhiéu bién

Vi du. V6i z = f (z,y) = 522 — 2xy + 33>, xac dinh cic dao ham
riéng cAp cao

9%z
o oxdy "

9% f
2] oyox "
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€m ham nhiéu bién
Gidi han va lién tuc

Ham nhiéu bién

Vi du. V6i z = f (z,y) = 522 — 2xy + 33>, xac dinh cic dao ham
riéng cAp cao

9%z
o oxdy "
9% f
2] oyox "

92z
0 3.5
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m ham nhiéu bién

R Ak Gidi han va lién tuc
Ham nhiéu bién

ép xic, xap xi va su kha vi

Vi du. V6i z = f (z,y) = 522 — 2xy + 33>, xac dinh cic dao ham
riéng cAp cao
82
o axgy'
92 f
2] oyox "
2
0 2:.
Q fuy(3,2).
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Khai niém ham nhiéu bién

R Ak Gidi han va lién tuc
Ham nhiéu bién

Dao ham ng
M3t phang tiép xic, xap xi va su kha vi

Vi du. V6i z = f (z,y) = 522 — 2xy + 33>, xac dinh cic dao ham
riéng cAp cao
82
o axgy'
92 f
2] oyox "
2
0 2:.
Q fuy(3,2).

Dinh Iy 11.1 (Su bing nhau cla cic dao ham hdn hop)

Néu ham f (x, y) c6 cdc dao ham riéng cap hai hdn hop fay va
fyz lién tuc trén mét khoang mé chia (xo, yo) thi
fy:t ($Oa yO) = fxy (x07 yO) :
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Kh3 2 am nhiéu bién
Gidi han va lién tuc
ng

M3t phang xtic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Vi du. V6i z = f (z,y) = 522 — 2xy + 33>, xac dinh cic dao ham
riéng cAp cao
82
o axgy'
92 f
2] oyox "
2
0 2:.
Q fuy(3,2).

Dinh Iy 11.1 (Su bing nhau cla cic dao ham hdn hop)

Néu ham f (x, y) c6 cdc dao ham riéng cap hai hdn hop fay va
fyz lién tuc trén mét khoang mé chia (xo, yo) thi
fy:t (J/'Oa yO) = fxy (x07 yO) :

Vi du. Xé4c dinh foy, fyos foos foazy V6i f (2, y) = 22yeY.

BO MON TOAN - KHOA KHUD - HCMUTE CHUONG 11. HAM NHIEU BIEN



am nhiéu bién

Ham nhiéu bién

xap xi va su kha vi

Ma&t phuong trinh chita cdc dao ham riéng clia ham can tim duoc
goi la mét phuong trinh dao ham riéng. M6t trong nhiing
phuong trinh dao ham riéng quan trong la phudng trinh khuéch
tan hay phuong trinh truyén nhiét

or _ ,0°T
ot~ ¢ 0x2

véi T'(x,t) 13 nhiét d trong mét thanh mong tai vi tri = va thai
gian t. Hing sb ¢ dugc goi 13 hé s& khuéch tén cha loai vat liéu
cAu tao cda thanh.

Vi du. Kiém tra T (x, t) = e "cos Z théa phuong trinh nhiét

o _ 0T

ot — ¢ ox?’
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Khai niém ham nhiéu bién
Ham nhiéu bién

M3t phing tiép xtc, xap xi va su kha vi

Dao ham riéng cap cao clia ham ba bién

Dinh nghta tuong tu cé thé diing cho ham nhiéu hon hai bién.
Chéng han d&i véi ham ba bién f(z,v, 2):

o of __OF 00 (0
fzzz—ﬁ_az [82( >] fzyz—azayam_az[ay <8$>:|

Vi du. Bing céch tinh toan truc tiép, chi ra ring

facyz = fyzac = fzya:r véi ham f ($7y72) =zYz + $2y32’4
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m ham nhiéu bién
Gidi han va lién tuc
Dao ham riéng
M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién




niém ham nhiéu bién
Gidi han va lién tuc
Dao ham riéng
M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Phuong trinh mat phfing tiép x(ic

Gid sir S 1a mét mat cé phuong trinh z = f (z, y) va cho
Py (z0, Y0, 20) 1a mét diém trén S ma tai d6 ton tai mat phang tiép
xtic. Khi dé6 phuong trinh clia m3t phing tiép xic véi S tai Py 13

z =20 = fa (w0, Yo) (x — o) + fy (0, o) (¥ — Yo) -
Néu phuong trinh nay duoc viét dudi dang Az + By +Cz+D =0
thi ta néi phuong trinh clia m3t phing ndy & dang chuan.

Vi du. Tim phuong trinh clia mat phgng tiép xtc v6i mit
z= tan_l% tai diém P, (1, V3, %)
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iém ham nhiéu bién

Ham nhiéu bién
Dao ha éng
M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Xap xi sO gia cia ham hai bién

Néu f (x, y) va cac dao ham riéng clia né f,, fy xac dinh trén
moét mién mé R chira diém P (zo, yo) va fz, fy lién tuc tai P thi

Af = f(xo+ Az, yo+ Ay) — f (xo0, yo)
~ fz (z0, Y0) Az + fy (w0, yo) Ay,

do dé

f(zo+ Az, yo + Ay) = f (x0, yo)+fz (z0, yo) Ax+fy (0, yo) Ay.
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ham nhiéu bién
va lién tuc
Dao ham riéng
M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Xap xi sO gia cia ham hai bién

Néu f (x, y) va cac dao ham riéng clia né f,, fy xac dinh trén
moét mién mé R chira diém P (zo, yo) va fz, fy lién tuc tai P thi

Af = f(xo+ Az, yo+ Ay) — f (xo0, yo)
~ fz (z0, Y0) Az + fy (w0, yo) Ay,

do dé

f(zo+ Az, yo + Ay) = f (x0, yo)+fz (z0, yo) Ax+fy (0, yo) Ay.

S6 gia clia ham ba bién f(x,y,z) c6 thé dugc dinh nghia tuong tu

Af = f(xo+ Az, yo + Ay, 20 + Az) — f (0, %0, 20)
~ fz (20, Y0, 20) Az + fy (z0,Y0, 20) Ay + f= (z0, 0, 20) Az
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am nhiéu bién
N i A i tuc
Ham nhiéu bién N fen tuc
Dao ham riéng
M3t phang tiép xic, xap xi va su kha vi

Ung dung su x4p xi sb gia clia ham hai bién

Vi du. Mbt cai hdp mé c6 chidu dai 3 ft, rong 1 ft va
cao 2 ft dugc 1am tir vat liéu cé giad 2 d6/ft> dbi véi
m3t bén va 3 dé/ft> dbi véi mit day (hinh 11.20).
Tinh gi4 1am chiéc hdp, va sau d6 sir dung sb gia dé
uéc lugng su thay déi cha gia ndu chidu dai va réng
mdi cai ting 3 in. va chiéu cao gidm 4 in.
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham riéng

M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Ung dung su x4p xi sb gia clia ham hai bién

Vi du. Mbt cai hdp mé c6 chidu dai 3 ft, rong 1 ft va
cao 2 ft dugc 1am tir vat liéu cé giad 2 d6/ft> dbi véi
m3t bén va 3 dé/ft> dbi véi mit day (hinh 11.20).
Tinh gi4 1am chiéc hdp, va sau d6 sir dung sb gia dé
uéc lugng su thay déi cha gia ndu chidu dai va réng
mdi cai ting 3 in. va chiéu cao gidm 4 in.

Figure 11.20 Construction
of abox
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am nhiéu bién
ién tuc
Dao ham riéng
M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Ung dung su x4p xi sb gia clia ham hai bién

Vi du. Mbt cai hdp mé c6 chidu dai 3 ft, rong 1 ft va
cao 2 ft dugc 1am tir vat liéu cé gia 2 do/ft? dbi véi

m3t bén va 3 dé/ft> dbi véi mit day (hinh 11.20).
Tinh gid lam chiéc hdp, va sau do6 st dung so gia dé
uéc lugng su thay doi clia gid néu chiéu dai va rong
moi cai tang 3 in. va chiéu cao gidm 4 in. A
Figure 11.20  Ccnstruction
of a box
Giai.

e Dién tich xung quanh Sy = zy + 2 (2 + yz) .
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham riéng

M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Ung dung su x4p xi sb gia clia ham hai bién

Vi du. Mbt cai hdp mé c6 chidu dai 3 ft, rong 1 ft va
cao 2 ft dugc 1am tir vat liéu cé giad 2 d6/ft> dbi véi
m3t bén va 3 dé/ft> dbi véi mit day (hinh 11.20).
Tinh gi4 1am chiéc hdp, va sau d6 sir dung sb gia dé
uéc lugng su thay déi cha gia ndu chidu dai va réng
mdi cai ting 3 in. va chiéu cao gidm 4 in.

Figure 11.20 Construction
of abox

Giai.
e Dién tich xung quanh Sy = zy + 2 (2 + yz) .
o Téng gi4 tri C (z,y,2) = 3axy + 2.2 (zz 4+ yz) .
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niém ham nhiéu bién
Gidi han va lién tuc
Dao ham riéng
M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Ung dung su x4p xi sb gia clia ham hai bién

Vi du. Mbt cai hdp mé c6 chidu dai 3 ft, rong 1 ft va
cao 2 ft dugc 1am tir vat liéu cé giad 2 d6/ft> dbi véi
m3t bén va 3 dé/ft> dbi véi mit day (hinh 11.20).
Tinh gi4 1am chiéc hdp, va sau d6 sir dung sb gia dé
uéc lugng su thay déi cha gia ndu chidu dai va réng
mdi cai ting 3 in. va chiéu cao gidm 4 in.

Figure 11.20 Construction
of abox

Giai.
e Dién tich xung quanh Sy = zy + 2 (2 + yz) .
o Téng gi4 tri C (z,y,2) = 3axy + 2.2 (zz 4+ yz) .
o U, =3y +4z2,Cy =3z + 42,0, = 4z + 4y.
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iém ham nhiéu bién

Ham nhiéu bién

éng
Mat phang tiép xtic, xAp xi va sy kha vi

Ung dung su xap xi sb gia cia ham hai bién

Vi du. Mbt cai hdp mé c6 chidu dai 3 ft, rong 1 ft va
cao 2 ft dugc 1am tir vat liéu cé giad 2 d6/ft> dbi véi
m3t bén va 3 dé/ft> dbi véi mit day (hinh 11.20).
Tinh gi4 1am chiéc hdp, va sau d6 sir dung sb gia dé
uéc lugng su thay déi cha gia ndu chidu dai va réng
mdi cai ting 3 in. va chiéu cao gidm 4 in.

Figure 11.20 Construction
of abox

Giai.
e Dién tich xung quanh Sy = zy + 2 (2 + yz) .
o Téng gi4 tri C(r,y,z) =3zxy +22(xz+yz).
o U, =3y +4z2,Cy =3z + 42,0, = 4z + 4y.
o Az =3 =025ft; Ay =3 =0.25ft; Az = 73 ~ —0.33ft.
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ham nhiéu bién
va lién tuc
Dao ham riéng
M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Ung dung su x4p xi sb gia clia ham hai bién

Vi du. Mbt cai hdp mé c6 chidu dai 3 ft, rong 1 ft va
cao 2 ft dugc lam tir vat lidu c6 gia 2 d6/ft> dbi véi
mat bén va 3 do/ft2 dbi véi mit day (hinh 11. 20).
Tinh gia 1am chiéc hop, va sau do st dung sb gia dé
uéc lugng su thay déi cla gid néu chiéu dai va réng
mdi cai ting 3 in. va chiéu cao gidm 4 in.

Figure 11.20 Construction
of abox

Gi

Dién tich xung quanh S,y = zy + 2 (2 + yz) .

Téng gi4 tri C (z,y,2) = 3axy + 2.2 (zz 4+ yz) .

Cy =3y +4z,Cy =3z +42,C, = 4z + 4y.

Az =2 =025ft; Ay = 2 =0.25ft; Az = 75 ~ —0.33ft.
AC ~ C, (3,1,2) Ax+C, (3,1,2) Ay+C, (3,1,2) Az ~ 1.67.

® 6 6 6 o O
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham riéng

M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Tinh sai sb phan trim cuc dai bing cich st dung vi phan

Ban kinh va chiéu cao ca mét hinh nén tron thfmg dugc do véi
c4c sai sb tbi da tuong tng 3% va 2%. St dung xap xi sb gia dé
udc luong sai sb phan trim cuc dai trong viéc tinh thé tich cla
hinh nén nady bang cach st dung nhitng phép do nay va sir dung
céng thic V = imR2H.
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham riéng

M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Tinh sai sb phan trim cuc dai bing cich st dung vi phan

Ban kinh va chiéu cao ca mét hinh nén tron thfmg dugc do véi
c4c sai sb tbi da tuong tng 3% va 2%. St dung xap xi sb gia dé
udc luong sai sb phan trim cuc dai trong viéc tinh thé tich cla
hinh nén nady bang cach st dung nhitng phép do nay va sir dung
céng thic V = imR2H.

Giai. Ta ¢6

o |5F] < 0.03; | 5[ < 0.0 Vr = 3nRH; Vig = §mR>.
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iém ham nhiéu bién
Ham nhiéu bién Dao ha eng
M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Tinh sai sb phan trim cuc dai bing cich st dung vi phan

Ban kinh va chiéu cao ca mét hinh nén tron thfmg dugc do véi
cac sai sb t&i da tuong ting 3% va 2%. St dung xap xi sb gia dé
udc lugng sai s6 phan tram cuc dai trong viéc tinh thé tich cua
hinh nén nady bang cach st dung nhitng phép do nay va sir dung
céng thic V = imR2H.
Giai. Ta ¢6

° |%‘ < 0.03; %‘ <0.02; Vg = %WRH; Vi = %TFRQ.

o AV ~ (27rRH) AR + (37R?) AH.
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iém ham nhiéu bién
Ham nhiéu bién Dao ha eng
M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Tinh sai sb phan trim cuc dai bing cich st dung vi phan

Ban kinh va chiéu cao ca mét hinh nén tron thfmg dugc do véi
cac sai sb t&i da tuong ting 3% va 2%. St dung xap xi sb gia dé
udc lugng sai s6 phan tram cuc dai trong viéc tinh thé tich cua
hinh nén nady bang cach st dung nhitng phép do nay va sir dung
céng thic V = imR2H.
Giai. Ta ¢6

° |%‘ < 0.03; %‘ <0.02; Vg = %WRH; Vi = %TFRQ.

o AV ~ (27rRH) AR + (37R?) AH.

o AY %2 (848) + (3) = 3] < 2|3 + |47] = 0.08
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iém ham nhiéu bién

Ham nhiéu bién
Dao ha éng
M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Tinh sai sb phan trim cuc dai bing cich st dung vi phan

Ban kinh va chiéu cao ca mét hinh nén tron thfmg dugc do véi
cac sai sb t&i da tuong ting 3% va 2%. St dung xap xi sb gia dé
udc lugng sai s6 phan tram cuc dai trong viéc tinh thé tich cua
hinh nén nady bang cach st dung nhitng phép do nay va sir dung
céng thic V = imR2H.
Giai. Ta ¢6

° |%‘ < 0.03; %‘ <0.02; Vg = %WRH; Vi = %TFRQ.

o AV ~ (27rRH) AR + (37R?) AH.

o AY %2 (88) + (3) = 3] < 2|3 + |47] = 0.08

Vay sai sb phan trim cuc dai trong viéc tinh thé tich V 13 x4p xi
8%.
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham riéng

M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Vi phan toan phan clia ham hai bién

Dinh nghia 5

Vi phan toan phan cia ham hai bién f(z,y) 12

0 0
& = 5hdo+ Sy = o (@) o+ £, ) dy,

v6i x va y la cac bién doc lap.
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham riéng

M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Vi phan toan phan clia ham hai bién

Dinh nghia 5
Vi phan toan phan cia ham hai bién f(z,y) 12

0 0
& = 5hdo+ Sy = o (@) o+ £, ) dy,

véi x va y 13 cc bién doc 1ap. Tuong tu cho ham ba bién
f(z,y, z), vi phan toan phan ctia ham ba bién I3
of of of

df = (%cd +8d+$d
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham riéng

M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Vi phan toan phan clia ham hai bién

Dinh nghia 5

Vi phan toan phan cia ham hai bién f(z,y) 12

8fd of

4 = 559 e

——dy = fz (z,y)dz + f, (z,y) dy,

véi x va y 13 cc bién doc 1ap. Tuong tu cho ham ba bién
f(z,y, z), vi phan toan phan cta ham ba bién Ia

fd +afd +id

df = ox oy 0z

Vi du. X4c dinh vi phan toan phan clia ham:
Q f(z,y) =2%In(3y? — 2z).
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham riéng

M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Vi phan toan phan clia ham hai bién

Dinh nghia 5

Vi phan toan phan cia ham hai bién f(z,y) 12

8fd of

4 = 559 e

——dy = fz (z,y)dz + f, (z,y) dy,

véi x va y 13 cc bién doc 1ap. Tuong tu cho ham ba bién
f(z,y, z), vi phan toan phan cta ham ba bién Ia

fd +afd +id

df = ox oy 0z

Vi du. X4c dinh vi phan toan phan clia ham:
Q f(z,y) =2%In(3y? — 2z).
Q f(z,y,2) =223+ 5y* — 62.
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am nhiéu bién
ién tuc

Ham nhiéu bién

Dao ham riéng
M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Vi du. Mét cong ty c6 san luong hang ngay 13 Q = 60K /2L1/3
(don vi san pham), véi K 13 vén dau tu (don vi ngan dé la) va L
la lugng nhén luc (don vi gid lao dong). Vbn dau tu hién tai 13
$900,000 va 1,000 gis lao dong dugc sir dung mdi ngay. Uéc lugng
su thay d&i clia san luong néu vén dau tu ting $1,000 v lao déng
gidm 2 gis lam viéc.
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Khai niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc
Dao ham riéng
M3t phang tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Vi du. Mét cong ty c6 san luong hang ngay 13 Q = 60K /2L1/3
(don vi san pham), véi K 13 vén dau tu (don vi ngan dé la) va L
la lugng nhén luc (don vi gid lao dong). Vbn dau tu hién tai 13
$900,000 va 1,000 gis lao dong dugc sir dung mdi ngay. Uéc lugng
su thay d&i clia san luong néu vén dau tu ting $1,000 v lao déng
gidm 2 gis lam viéc.

Giai. Su thay d8i cha sin lugng dugc dac trung bdi dai lugng AQ.
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Khai niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc
Dao ham riéng
M3t phang tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Vi du. Mét cong ty c6 san luong hang ngay 13 Q = 60K /2L1/3
(don vi san pham), véi K 13 vén dau tu (don vi ngan dé la) va L
la lugng nhén luc (don vi gid lao dong). Vbn dau tu hién tai 13
$900,000 va 1,000 gis lao dong dugc sir dung mdi ngay. Uéc lugng
su thay d&i clia san luong néu vén dau tu ting $1,000 v lao déng
gidm 2 gis lam viéc.
Giai. Su thay d8i cha sin lugng dugc dac trung bdi dai lugng AQ.
e K =900, L =1000, AK =1, AL=-2
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ul ham nhiéu bién

Ham nhiéu bién

M3t phang tlep xiic, xAp xi va su kha vi

Vi du. Mét cong ty c6 san luong hang ngay 13 Q = 60K /2L1/3
(don vi san pham), véi K 13 vén dau tu (don vi ngan dé la) va L
la lugng nhén luc (don vi gid lao dong). Vbn dau tu hién tai 13
$900,000 va 1,000 gis lao dong dugc sir dung mdi ngay. Uéc lugng
su thay d&i clia san luong néu vén dau tu ting $1,000 v lao déng
gidm 2 gis lam viéc.
Giai. Su thay déi clia san lugng dugc dac trung bdi dai lugng AQ.

e K =900, L =1000, AK =1, AL=-2

0 dQ(L,K) = R%dK + £%dL =

30K ~V2LY3dK + 20K 1212341
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ul ham nhiéu bién

Ham nhiéu bién

M3t phang tlep xiic, xAp xi va su kha vi

Vi du. Mét cong ty c6 san luong hang ngay 13 Q = 60K /2L1/3
(don vi san pham), véi K 13 vén dau tu (don vi ngan dé la) va L
la lugng nhén luc (don vi gid lao dong). Vbn dau tu hién tai 13
$900,000 va 1,000 gis lao dong dugc sir dung mdi ngay. Uéc lugng
su thay déi clia san luong néu vén dau tu ting $1,000 va lao déng
gidm 2 gis lam viéc.
Giai. Sy thay déi cha san lugng dugc dic trung bdi dai luong AQ.

e K =900, L =1000, AK =1, AL=-2

0 dQ(L,K) = R%dK + £%dL =

30K ~V2LY3dK + 20K /2L 2/3ch
0o AQ ~ YeAK +I2AL =
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ul ham nhiéu bién

Ham nhiéu bién

M3t phang tlep xiic, xAp xi va su kha vi

Vi du. Mét cong ty c6 san luong hang ngay 13 Q = 60K /2L1/3
(don vi san pham), véi K 13 vén dau tu (don vi ngan dé la) va L
la lugng nhén luc (don vi gid lao dong). Vbn dau tu hién tai 13
$900,000 va 1,000 gis lao dong dugc sir dung mdi ngay. Uéc lugng
su thay déi clia san luong néu vén dau tu ting $1,000 va lao déng
gidm 2 gis lam viéc.
Giai. Sy thay déi cha san lugng dugc dic trung bdi dai luong AQ.

o K =900, L=1000, AK =1, AL =—2

0 dQ(L,K) = R%dK + £%dL =

30K—1/2L1/3dK + 20K /2L 2/3ch
~ 20Q _

o AQ ~ AK—i— o AL =
Nhu vy, san qung gidm x4p xi 2 don vi khi vén dau tu ting 1000
d6 va lao dong gidm 2 gid lam viéc.
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham riéng

M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Vi du. (Sai s6 phan tram cuc dai trong mach dién) Khi hai dién
trd Ry vd Ry dudc méc song song, thi téng dién tré R théa

£ = 7+ 71;- Néu Ry do dugc 300 (ohm) véi sai sb téi da 13 2%
va Ry do dugc 500 (ohm) véi sai s6 tbi da 13 3%, hay st dung xap
xi sb gia d& wéc luong sai sb phan trong cuc dai (ng véi R.

=
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am nhiéu bién
ién tuc

Ham nhiéu bién

Dao ham riéng
M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Vi du. (Sai s6 phan tram cuc dai trong mach dién) Khi hai dién
trd Ry vd Ry dudc méc song song, thi téng dién tré R théa
= -+ 71;- Néu Ry do dugc 300 (ohm) véi sai sb tbi da 13 2%
va Ry do dugc 500 (ohm) véi sai s6 tbi da 13 3%, hay st dung xap
xi sb gia d& wéc luong sai sb phan trong cuc dai (ng véi R.
Giai.

@ Tacd

Y ==

AR
Ry

<0.03, ta tim GTLN cia |52|.

<0.02; |52

R
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am nhiéu bién
ién tuc

Ham nhiéu bién

Dao ham riéng
M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Vi du. (Sai s6 phan tram cuc dai trong mach dién) Khi hai dién
trd Ry vd Ry dudc méc song song, thi téng dién tré R théa
= -+ 71;- Néu Ry do dugc 300 (ohm) véi sai sb tbi da 13 2%
va Ry do dugc 500 (ohm) véi sai s6 tbi da 13 3%, hay st dung xap
xi sb gia d& wéc luong sai sb phan trong cuc dai (ng véi R.
Giai.

@ Tacd

Y ==

ARy ARy
Rl R2

v RiRy OR _ Ry  9rR _ _ R}
e Tuh R= Ri+ Ry’ suy ra OR1 ~ (Ri+R2)?’ OR2 — (Ri+R2)*’

< 0.02; <0.03, ta tim GTLN cia |52|.
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Khai niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc
Dao ham riéng
M3t phang tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Vi du. (Sai s6 phan tram cuc dai trong mach dién) Khi hai dién
trd Ry vd Ry dudc méc song song, thi téng dién tré R théa

= -+ 71;- Néu Ry do dugc 300 (ohm) véi sai sb tbi da 13 2%
va Ry do dugc 500 (ohm) véi sai s6 tbi da 13 3%, hay st dung xap
xi sb gia d& wéc luong sai sb phan trong cuc dai (ng véi R.

==

Giai.
e Taco AR—I?I ARIEQ < 0.03, ta tim GTLN cua }%‘.
1 RiR OR _ Ry 9r _ R}
e TUR= R11+1%2 suy ra gp- = (RIJFZRQ)Q,TRZ = (R1+}%2)2-
R2 2
o AR~ ARl + 8R ARy = WARl + WARQ
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am nhiéu bién
ién tuc

Ham nhiéu bién

Dao h?m <
M3t phing tlep xiic, xAp xi va su kha vi

Vi du. (Sai s6 phan tram cuc dai trong mach dién) Khi hai dién
tré Ry va Ry dugc mic song song, thi tong dién tré R thda

£ = 7+ 71;- Néu Ry do dugc 300 (ohm) véi sai sb téi da 13 2%
va Rg do dugc 500 (ohm) v0| sai sb t&i da 1a 3%, hay str dung xap
xi sb gia d& wéc luong sai sb phan trong cuc dai (ng véi R.
Giai.
e Taco AR—I?I ARIEQ < 0.03, ta tim GTLN cua }%‘.
NP _RiRy OR _ RS 9r _ __ R?
°o Th R = Ri+Ro’ Suy ra OR1 — (R1+R2)2’ ORy — (R1+R2)2'
~ OR IR _ RS Lisi
o AR~ 9R; ARy + 8R2AR2 = (R1+R2)2AR1 + 7 +R) sARs.

1 R1+R2 a~ AR Ro ARy R1 ARy
° Vi Rk "N R N RAiR R T
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Khai niém ham nhiéu bién

R A A Gidi han va lién tuc
Ham nhiéu bién

Dao ham riéng
M3t phing tidp xiic, xAp xi va sir kha vi

Vi du. (Sai s6 phan tram cuc dai trong mach dién) Khi hai dién
trd Ry vd Ry dudc méc song song, thi téng dién tré R théa

= -+ 71;- Néu Ry do dugc 300 (ohm) véi sai sb tbi da 13 2%
va Ry do dugc 500 (ohm) véi sai s6 tbi da 1a 3%, hay st dung x4p
xi sb gia d& wéc luong sai sb phan trong cuc dai (ng véi R.

==

Giai.
e Taco % ARRQ < 0.03, ta tim GTLN cua }%‘.
1 2
< 1 _ RiRs OR _ Ry  9rR _ _ R}
° = OR _ " _LOR _ M
Tr B Rithsy' > 1@ 3R, (R1+R2)?’ 0R2 (R1+R2)?
N aR AR _ ___R3 R?
o AR~ ARl + 8R2AR2 = (R1+R2)2AR1 + (7 +R) sARs.
1 _ Ri+Rs a~ AR Ro ARy R1 ARy
o Vi g ="hnr, Nén NR1+R2'R1 + RtR: R,
° M Ro AR1 4 ARs
R R1+R2 Rl+R2 Ry
500 300 _
< 300+500(0 02) —l— 3OOJR,)()O(O.Oi’>) = 0.02375.
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham riéng

M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Su kha vi

Ham f(z,y) kha vi tai (zg,y0) néu sb gia cla f,
Af = f(zo+ Az,yo + Ay) — f (w0,0), cb thé biéu dién

Af = fz(20,90) Az + fy (z0,y0) Ay + 1Az + £2Ay

trong d6 €1 — 0,e2 — 0 khi cd A, — 0 va Ay — 0. Ngoai ra,
f (z,y) duoc goi 13 kha vi trong mién R clia mit phing néu f
kha vi tai moi diém trong R.
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iém ham nhiéu bién

Ham nhiéu bién

Dao ha éng
M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Su kha vi

Ham f(z,y) kha vi tai (zg,y0) néu sb gia cla f,
Af = f(zo+ Az,yo + Ay) — f (w0,0), cb thé biéu dién

Af = fo(z0,90) Az + fy (z0,90) Ay + e1Az + £2Ay
trong d6 €1 — 0,e2 — 0 khi cd A, — 0 va Ay — 0. Ngoai ra,

f (z,y) duoc goi 13 kha vi trong mién R clia mit phing néu f
kha vi tai moi diém trong R.

Néu f(z,y) kha vi tai (zg,y0) thi né ciing lién tuc tai dé.
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i niém ham nhiéu bién
han lién tuc
Dao ham riéng
M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

, 1L, z>0,y>0;
Vi du. Cho f(z,y) = { 0, trudng hop con lai.
dao ham riéng f;, fy ton tai tai géc toa d6 nhung f khéng kh3 vi
tai dé.

Chi ra rang céc
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham riéng

M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

, 1, z>0,y>0;
Vi du. Cho f(z,y) = { 0, truéngyhop con lai.
dao ham riéng f;, fy ton tai tai gbc toa dé nhung f khéng kha vi
tai dé.
Giai.
°

Chi ra rang céc

A — 3 f(0+A 70)7f(070) —
Ta 6 £, (0,0) = A1310130 Leete o = 0. Tuong tu
£y (0,0) = 0.
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am nhiéu bién

Ham nhiéu bién N
M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Vi du. Cho f(z,y) = { (1): txr;:éyh;p%bn lai. Chi ra ring cac
dao ham riéng f;, fy ton tai tai gbc toa dé nhung f khéng kha vi
tai dé.
Giai.
o Tacé f,(0,0) = Alﬂiﬁgow = 0. Tuong tu
£y (0,0) = 0.

e Tinh doc theo y =  trong géc phan tu thir nht ta c6

lim z,y) = 1.
(w,y)—>(0,0)f( v)
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Ham nhiéu bién

, 1, z>0,y>0;
Vi du. Cho f(z,y) = { 0, truéngyhop con lai.
dao ham riéng f;, fy ton tai tai gbc toa dé nhung f khéng kha vi
tai dé.
Giai.

o Tacé f,(0,0) = Alﬂiﬁgow = 0. Tuong tu

£y (0,0) = 0.
e Tinh doc theo y =  trong géc phan tu thir nht ta c6

lim z,y) = 1.
(w,y)—>(0,0)f( v)

e Tinh doc theo truc x ta laic6  lim  f(x,y) =0.
(2,y)—(0,0)

Chi ra rang céc
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Ham nhiéu bién

, 1L, z>0,y>0;
Vi du. Cho f(z,y) = { 0, trudng hop con lai.
dao ham riéng f;, fy ton tai tai géc toa d6 nhung f khéng kh3 vi

Chi ra rang céc

tai dé.
Giai.
A — 3 f(0+A 70)7f(070) —
e Tacé f,(0,0) = A1316130 Leete o = 0. Tuong tu
£y (0,0) = 0.

e Tinh doc theo y =  trong géc phan tu thir nht ta c6
lim f(z,y) =1

(2,9)—(0,0)
e Tinh doc theo truc x ta laic6  lim  f(x,y) =0.
(z,9)—(0,0)
o Nhuvdy, lim f(z,y) khong ton tai, va do d6 f khong

(z,9)—(0,0)
lién tuc tai (0,0) va ciing khéng kha vi tai dé.
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Khéi niém ham nhiéu bién

Giéi han lién tuc

Dao ham riéng

M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Diéu kién di cho su kha vi

Néu f(x,y) 13 ham theo bién x va y, va f, f., f, lién tuc trén mot
dia D c6 tdm tai (zo,yo) thi f kha vi tai (xo, o).
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Khéi niém ham nhiéu bién

Gidi han va lién tuc

Dao ham riéng

M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Ham nhiéu bién

Diéu kién di cho su kha vi

Néu f(x,y) 13 ham theo bién x va y, va f, f., f, lién tuc trén mot
dia D c6 tdm tai (zo,yo) thi f kha vi tai (xo, o).

Vi du. Chira ring f (z,y) = 2%y + xy> kha vi tai moi (z,y).

CHUONG 11. HAM NHIEU BIEN
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iém ham nhiéu bién

Ham nhiéu bién
Dao ha éng
M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Diéu kién di cho su kha vi

Néu f(x,y) 13 ham theo bién x va y, va f, f., f, lién tuc trén mot
dia D c6 tdm tai (zo,yo) thi f kha vi tai (xo, o).

Vi du. Chira ring f (z,y) = 2%y + xy> kha vi tai moi (z,y).

Gidi. Ta ¢
fo (x,y) = 22y + 3
fy (z,y) = 2% + 3ay?
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iém ham nhiéu bién

Ham nhiéu bién
Dao ha éng
M3t phing tiép xic, xap xi va su kha vi

Diéu kién di cho su kha vi

Néu f(x,y) 13 ham theo bién x va y, va f, f., f, lién tuc trén mot
dia D c6 tdm tai (zo,yo) thi f kha vi tai (xo, o).

Vi du. Chira ring f (z,y) = 2%y + xy> kha vi tai moi (z,y).
Giai. Ta c6

fo(2,y) = 22y + ¢

fy (z,y) = 2° + 3ay®

Do f, fz, fy la cdc ham da thic, chiing lién tuc trén toan mit
phing. Vi vay f kha vi tai moi (z,%).
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