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LỜI NÓI ĐẦU 

Giải tích (Toán cao cấp A1) là học phần đầu tiên của chương trình toán dành cho sinh viên 
các nhóm ngành Quản trị kinh doanh. Để học tốt môn Toán cao cấp theo phương thức Đào tạo từ 
xa, bên cạnh các học liệu: sách, giáo trình in, băng đĩa hình,..., sách hướng dẫn cho người học 
toán cao cấp là rất cần thiết. Tập sách hướng dẫn này được biên soạn là nhằm mục đích trên. Tập 
sách được biên soạn theo chương trình qui định năm 2001 của Bộ Giáo dục Đào tạo và theo đề 
cương chương trình được Học viện Công nghệ BC-VT thông qua năm 2007. 

Sách hướng dẫn học toán cao cấp A1 bám sát các giáo trình của các trường đại học đang 
giảng dạy chuyên ngành Quản trị kinh doanh, giáo trình dành cho hệ chính qui của Học viện 
Công nghệ BC-VT biên soạn năm 2001 và kinh nghiệm giảng dạy nhiều năm của tác giả. Chính 
vì thế, tài liệu này có thể dùng để học tập và tham khảo cho sinh viên của tất cả các trường, các 
ngành đại học và cao đẳng. 

Cách trình bày trong sách thích hợp cho người tự học, đặc biệt phục vụ đắc lực trong công 
tác đào tạo từ xa. Trước khi nghiên cứu các nội dung chi tiết, người đọc nên xem phần giới thiệu 
của mỗi chương để thấy được mục đích, yêu cầu chính của chương đó. Trong mỗi chương, mỗi 
nội dung, người đọc có thể tự đọc và hiểu được thông qua các ví dụ minh hoạ. Sau các chương, 
người đọc phải tự trả lời được các câu hỏi ôn tập dưới dạng trắc nghiệm. Nhờ các ví dụ minh hoạ 
được đưa ra từ đơn giản đến phức tạp, người đọc có thể coi đó là bài tập mẫu để tự giải các bài 
tập có trong tài liệu. Người đọc có thể tự kiểm tra, đánh giá kiến thức, khả năng thu nhận dựa 
vào phần hướng dẫn và đáp số được cung cấp ở những trang cuối sách.  

Cũng cần nhấn mạnh rằng, nội dung chính của toán cao cấp là phép tính vi phân và phép 
tính tích phân mà nền tảng của nó là phép tính giới hạn của hàm số. Chính vì thế chúng tôi trình 
bày khá tỉ mỉ hai chương đầu của tài liệu để người học tự đọc cũng có thể có được các kiến thức 
vững vàng để đọc tiếp các chương sau. Trong quá trình tự đọc và học qua mạng, tuỳ theo khả 
năng tiếp thu, học viên có thể chỉ cần nhớ các định lý và bỏ qua phần chứng minh của nó.  

Nhân đây tác giả cũng lưu ý rằng ở bậc trung học phổ thông của nước ta, chương trình 
toán cũng đã bao hàm các kiến thức về vi, tích phân. Tuy nhiên các nội dung đó chỉ mang tính 
chất giới thiệu do lượng thời gian hạn chế, do cấu tạo chương trình. Vì thế nếu không tự đọc một 
cách nghiêm túc các định nghĩa, định lý cũng sẽ vẫn chỉ nắm được một cách hời hợt và như vậy 
rất gặp khó khăn trong việc giải các bài tập toán cao cấp. 

 Sách gồm 5 chương tương ứng với học phần gồm 45 đến 60 tiết: 
 Chương I: Hàm số và giới hạn 
 Chương II: Đạo hàm và vi phân. 
  Chương III: Hàm số nhiều biến số 
 Chương IV: Phép tính tích phân. 
 Chương V: Phương trình vi phân 
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Tuy rằng tác giả đã cố gắng rất nhiều, song thời gian bị hạn hẹp.Vì vậy các thiếu sót còn 
tồn tại trong cuốn sách là điều khó tránh khỏi. Tác giả chân thành chờ đón sự đóng góp ý kiến 
của các bạn đồng nghiệp, học viên xa gần và xin cảm ơn về điều đó. 

 Chúng tôi bày tỏ sự cám ơn đối với Ban Giám đốc Học viện Công nghệ BC-VT, Trung 
tâm Đào tạo BC-VT1, Phòng Đào tạo Đại học từ xa và các bạn đồng nghiệp trong Bộ môn Toán 
của Học viện Công nghệ BC-VT đã khuyến khích động viên, tạo điều kiện cho ra tập tài liệu này 

 
                              Hà Nội, ngày 7 tháng 6 năm 2006 
          Tác giả 
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CHƯƠNG I: HÀM SỐ VÀ GIỚI HẠN 

MỤC ĐÍCH, YÊU CẦU 
Mọi vật xung quanh ta đều biến đổi theo thời gian. Chúng  ta có thể nhận thấy điều đó qua 

sự chuyển động cơ học của các vật thể: ô tô, máy bay; sự thay đổi của các đại lượng vật lý: nhiệt 
độ, tốc độ, gia tốc; sự biến động kinh tế trong một xã hội: Giá cổ phiếu, lãi suất tiết kiệm,.... Tất 
cả các loại hình đó được gán một tên chung là đại lượng hay hàm số, nó phụ thuộc vào đối số 
nào đó, chẳng hạn là thời gian. Xem xét hàm số tức là quan tâm đến giá trị, tính chất và biến 
thiên của nó. Việc đó đặt ra như một nhu cầu khách quan của con người và xã hội.  

Trong chương này, chúng ta cần nắm được các nội dung sau: 
1. Mô tả định tính và định lượng các hàm số sơ cấp cơ bản. Nhận biết hàm số sơ cấp, tính 

chất giới hạn và liên tục của nó. 
2. Khái niệm giới hạn của hàm số trong các quá trình khác nhau, các tính chất về giới hạn 

và thành thạo các phương pháp khử các dạng bất định dựa trên phép thay thế các VCB, VCL 
tương đương, đặc biệt các giới hạn đáng nhớ:      

           1
sin

limsinlim
00

==
→→ x

x
x

x
xx

, e
xx

x

x

x

x
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⎠
⎞

⎜
⎝
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⎠
⎞

⎜
⎝
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−∞→+∞→

11lim11lim  

3. Khái niệm liên tục, gián đoạn của một hàm số. Các tính chất hàm số liên tục trên một 
đoạn kín. 

4. Các hàm số thường dùng trong phân tích kinh tế.            

NỘI DUNG 
1.1. CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN VỀ HÀM SỐ 
1.1.1. Các định nghĩa cơ bản  
     A. Định nghĩa hàm số 
        Cho X là tập không rỗng của � . Một ánh xạ f  từ  X vào �  gọi là một hàm số một biến số                       

                                  
:

    ( )
f X

x f x
→�

 

X gọi là tập xác định của f ,  )(Xf  gọi là tập giá trị của f . Đôi khi ký hiệu 

     Xxxfy ∈=   ),( , x gọi là đối số ( biến độc lập), y gọi là hàm số (biến phụ thuộc) 

     B. Hàm số chẵn, hàm số lẻ 
  Cho X đối xứng với 0 tức là  XxXx ∈−∈∀ ,      

Hàm số f (x) chẵn khi và chỉ khi  )()( xfxf −=  . 

Hàm số f (x) lẻ khi và chỉ khi  ).()( xfxf −−=  

     C. Hàm số tuần hoàn 
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   Hàm số f (x) gọi là tuần hoàn trên X nếu tồn tại *τ +∈� ,( *
+� được kí hiệu là tập các số    

dương) sao cho  Xx ∈∀  thì 

                x+τ X∈  và f (x+τ )= f (x). 

  Số T dương bé nhất trong các số τ  gọi là chu kì của hàm số tuần hoàn f(x). 
      D. Hàm số đơn điệu 

   Cho f (x) với  .Xx ∈  

1. Nói rằng f (x) tăng nếu   )()(,, 212121 xfxfxxXxx ≤⇒≤∈∀ . 

      và f (x) tăng ngặt nếu   )()(,, 212121 xfxfxxXxx <⇒<∈∀ . 

2. Nói rằng f (x) giảm nếu  )()(,, 212121 xfxfxxXxx ≥⇒≤∈∀ . 

      và f (x) giảm ngặt nếu     )()(,, 212121 xfxfxxXxx >⇒<∈∀  .  

3. Nói rằng f (x) đơn điệu nếu nó tăng hoặc giảm. 

Nói rằng f (x) đơn điệu ngặt nếu nó tăng ngặt hoặc giảm ngặt. 

     E. Hàm số bị chặn 
1. Hàm số f (x) bị chặn trên trong X nếu tồn tại số A sao cho :                           

AxfXx ≤∈∀ )(,   .    

2. Hàm số f (x) bị chặn dưới trong X nếu tồn tại số B sao cho:    , ( )x X B f x∀ ∈ ≤ . 

         3. Hàm số f (x) bị chặn trong X nếu tồn tại các số A,B sao cho: 

                      AxfBXx ≤≤∈∀ )(, . 

   F. Hàm số hợp 
   Cho f : X →�  và g:  Y →�  với YXf ⊂)(  gọi ánh xạ 

                        0 :
         ( ( ))
g f X

x g f x
→�

 

  Hay y = g( f (x)) là hàm số hợp của hai hàm f  và g. 

   G. Hàm số ngược 
 Cho song ánh   : ,      ,f X Y X Y→ ⊂�  

 Ánh xạ ngược XYf →− :1  gọi là hàm số ngược của f  

                                )(1 yfxy −=  

   Thông thường đối số kí hiệu là x, hàm số kí hiệu là y, vậy hàm ngược của )(xfy = là 

hàm số )(1 xfy −= . Vì thế trên cùng mặt phẳng toạ độ Oxy, đồ thị của hai hàm số f  và 1−f là 
đối xứng nhau qua đường phân giác của góc phần tư thứ I và III. 
1.1.2. Các hàm số sơ cấp cơ bản 
     A. Hàm luỹ thừa 

Choα ∈� . Hàm luỹ thừa với số mũ α  ,được kí hiệu là αP , là ánh xạ từ *
+�  vào � , xác  

định như sau * , ( )x P x xαα+∀ ∈ =�     
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Nếu  0>α , coi rằng 0)0( =αP .      Nếu  0=α , coi rằng 1)0(0 =P  

Đồ thị của )(xPα  cho bởi h.1.1 

                                                  y                     
        1>α        1=α     

                           10 << α   
                     
               1    0=α   
            

         0<α   
                                                             O              1  
                 

H.1.1 
     B. Hàm mũ cơ số a 

 Xét * \{1}a +∈� . Hàm mũ cơ số a, kí hiệu là xaexp , là ánh xạ từ �  vào *
+� , xác định như   

sau:  ,  exp .x
ax x a∀ ∈ =�  Đồ thị của xay =  cho bởi h.1.2.                     

     C. Hàm lôgarit cơ số a 

Xét * \{1}a +∈� . Hàm lôgarit cơ số a, kí hiệu là  alog ,là ánh xạ ngược với ánh xạ aexp ,   

như vậy *( , ) ,         log y
ax y y x x a+∀ ∈ × = ⇔ =� �  

Đồ thị của hàm số xy alog=  cho bởi hình h.1.3.                                                                

Chú ý: Hàm luỹ thừa có thể mở rộng khi miền xác định là � . 
 
 
                         y                  y  
          logax, a>1 
    ax, a>1 
 
                        1            O       1            x 
                               

      ax, 0 < a < 1     
     x         logax, 0<a<1 
        H.1.2        H.1.3 
 
Tính chất của hàm số lôgarit 

1.    01log =a  
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2. *   , ,       x y +∀ ∈�
yx

y
x

yxxy

aaa

aaa

logglolog

logloglog

−=

+=
 

                   log loga ax xαα α∀ ∈ =�  

3.    *, ,     log log .logb b aa b x a x+∀ ∈ =�  

4.    *
1,         log loga
a

x x x+∀ ∈ = −�  

Chú ý:  Sau này người ta thường lấy cơ số a là số e và gọi là lôgarit Nêpe hay lôgarit tự 

nhiên của x, kí hiệu y = lnx và suy ra 
a
x

xa ln
lnlog = ,  e = 2,718281828459045…,   

                                                   
1lg 0,434294...

ln10
e = =  

    D. Các hàm số lượng giác 
Các hàm số lượng giác: sinx, cosx, tgx, cotgx đã được xét kỹ trong chương trình phổ thông 

trung học. Dưới đây chúng ta chỉ nhắc lại một số tính chất cơ bản của chúng.  
Tính chất: 
1.   sinx  xác định trên � , là hàm số lẻ, tuần hoàn với chu kì T = 2π và bị chặn: 

                               1 sin 1,x x− ≤ ≤ ∀ ∈�  

2.   cosx  xác định trên � , là hàm số chẵn, tuần hoàn với chu kì T = 2π và bị chặn: 

                                            1 cos 1,x x− ≤ ≤ ∀ ∈�  

3.  tgx xác định trên � \{ ,
2

k kπ π+ ∈� }, là hàm số lẻ, tuần hoàn với chu kỳ π=T  và 

nhận giá trị trên khoảng ),( +∞−∞ . 

4.  cotgx  xác định trên � \{ ,k kπ ∈� }, là hàm số lẻ, tuần hoàn với chu kỳ π=T  và nhận 
giá trị trên khoảng ),( +∞−∞ . 

    E. Các hàm số lượng giác ngược  

1. Hàm arcsin (đọc là ác-sin) là ánh xạ ngược của sin: [ ]1,1
2

,
2

−→⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

ππ
    

Kí hiệu là arcsin: [ ]  . ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−→−

2
,

2
1,1 ππ

    

Vậy ta có: [ ] yxxyyx sinarcsin         , 
2

,
2

,1,1 =⇔=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈∀−∈∀

ππ
   

Đồ thị của y = arcsinx cho trên hình 1.4  
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                                                        x 
 
 
 
 
 
                           H.1.4                                                                   H.1.5    

2. Hàm arccosin (đọc là ác- cô- sin) là ánh xạ ngược của [ ] [ ]1,1,0:cos −→π  kí hiệu: 

              [ ] [ ]π,01,1:arccos →−       

[ ] [ ] yxxyyx cosarccos,,0,1,1                              =⇔=∈∀−∈∀ π      

Đồ thị hàm số y = arccosx cho trên hình 1.5 
 

         [ ]ππ ,0arcsin
2

∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − x  xxx ==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − )sin(arcsinarcsin

2
cos π

 

Vậy        
2

arcsinarccos π
=+ xx  

3. Hàm arctang (đọc là ác-tang) là ánh xạ ngược của : , ,
2 2

tg π π⎛ ⎞− →⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  kí hiệu: 

             : ,
2 2

arctg π π⎛ ⎞→ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  

  Vậy ta có , ,       
2 2

x y y arctgx x tgyπ π⎛ ⎞∀ ∈ ∀ ∈ − = ⇔ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  

  Đồ thị của y = arctgx cho trên hình 1.6. 
4. Hàm arccôtang (đọc là ác-cô-tang) là ánh xạ ngược của  cotg: (0, )π →�  kí hiệu: 

              cot : 0,
2

arc g π⎛ ⎞→ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  

    Vậy ta có    , 0,      cot cot
2

x y y arc gx x gyπ⎛ ⎞∀ ∈ ∀ ∈ = ⇔ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  

    Đồ thị hàm y = arccotgx cho trên hình 1.7 

y 

2
π

 
arcsinx 

-1 2
π

−  

O 1 
2
π

 

arccosx π

y 

2
π

 

1 
π

2
π

 
   x O   
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y

2
π

arctg

0
2
π x

tg

 
 
                                                                           H.1.6                                             
 

2
π

2
π

π

π

y

x0

arccotg

 
 
             H.1.7 
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         ,            cot ( cot )x g arc gx x∀ ∈ =�    

Vậy   
2

cot π
=+ gxarcarctgx  

Người ta gọi  hàm số luỹ thừa, hàm số mũ, hàm số lôgarit, các hàm số lượng giác và các 
hàm số lượng giác ngược là các hàm số sơ cấp cơ bản.                       
    H. Đa thức, hàm hữu tỉ. 

1.  Ánh xạ P:  X →�  được gọi là đa thức khi và chỉ khi tồn tại n∈² và                

1
0 1  ( , ,..., ) n

na a a +∈�  sao cho ∑
=

=∈∀
n

i

i
i xaxPXx

0
)(         ,   

    Nếu 0≠na , gọi n là bậc của đa thức, kí hiệu degP(x) = n 

2.    Ánh xạ f :    X →�  được gọi là hàm hữu tỉ khi và chỉ khi tồn tại hai đa thức  

   P,  Q:    X →�  sao cho 
)(
)()(,0)(,
xQ
xP

xfxQXx =≠∈∀        

   Gọi  
)(
)()(
xQ
xP

xf =  là hàm hữu tỉ thực sự khi và chỉ khi: degP(x) < degQ(x) 

3.    Hàm hữu tỉ tối giản là các phân thức có dạng: 

                   
kax

A
)( −

hoặc  
kqpxx

CBx
)( 2 ++

+
 

    Trong đó  k ∈² * , CBAqpa ,,,,, là các số thực và qp 42 − <0 

    Dưới đây ta đưa ra các định lí được chứng minh trong lí thuyết đại số 
Định lí 1.1:  Mọi đa thức bậc n với các hệ số thực đều có thể phân tích ra thừa số trong dạng:   

          ml
mm

k
l

k
n qxpxqxpxxxaxP ββαα )...()()...()()( 2

11
2

1
11 ++++−−=  

         trong đó ),1( lii = α  là các nghiệm thực bội ik  của đa thức, còn , ,j j jp q β ∈�  

với mj ,...,2,1=  và mjqpnk jj

m

j
j

l

i
i ,1;042 2

11
=<−=+ ∑∑

==

          ,  β  

Định lí 1.2: Mọi hàm hữu tỉ thực sự đều có thể phân tích thành tổng hữu hạn các hàm hữu tỉ tối   
                   giản.                                              . 
1.1.3. Hàm số sơ cấp 

   Định nghĩa: Hàm số sơ cấp là những hàm số được tạo thành bởi một số hữu hạn các phép 
tính cộng, trừ, nhân, chia và các phép lấy hàm hợp đối với các hàm số sơ cấp cơ bản và các hằng 
số, chẳng hạn osx 3 2( ) ln 2 arcsinxcf x e x x−= −  là một hàm số sơ cấp. 

1.1.4. Các hàm số trong phân tích kinh tế 
     A.  Hàm cung và hàm cầu 
      Khi phân tích thị trường hàng hóa và dịch vụ, các nhà kinh tế sử dụng khái niệm hàm cung 
(supply function) và hàm cầu (demand function) để biểu diễn sự phụ thuộc của lượng cung và 
lượng cầu của một loại hàng hóa vào giá trị của hàng hóa đó. Hàm cung và hàm cầu biểu diễn 
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tương ứng là: ( ), ( )s dQ S p Q D p= = , trong đó: p là giá hàng hóa, sQ là lượng cung (quantity 

supplied), tức là lượng hàng hóa mà người bán bằng lòng bán ở mỗi mức giá; dQ là lượng cầu 
(quantity demanded), tức là lượng hàng hóa mà người mua bằng lòng mua ở mỗi mức giá. 
      Tất nhiên, lượng cung và lượng cầu hàng hóa không chỉ phụ thuộc vào giá cả của hàng hóa 
đó, mà còn chịu ảnh hưởng của nhiều yếu tố khác, chẳng hạn như thu nhập và giá của các hàng 
hóa liên quan. Khi xem xét các mô hình hàm cung và hàm cầu ở dạng nêu trên người ta giả thiết 
rằng các yếu tố khác không thay đổi. Quy luật thị trường trong kinh tế học nói rằng, đối với các 
hàng hóa thông thường, hàm cung là hàm đơn điệu tăng, còn hàm cầu là đơn điệu giảm. Điều 
này có nghĩa là, với các yếu tố khác giữ nguyên, khi giá hàng hóa tăng lên thì người bán sẽ muốn 
bán nhiều hơn và người mua sẽ mua ít đi. Các nhà kinh tế gọi đồ thị của hàm cung và hàm cầu là 
đường cung và đường cầu. Giao điểm của đường cung và đường cầu gọi là điểm cân bằng của thị 
trường. Ở mức giá cân bằng p ta có ,s dQ Q Q= = tức là người bán bán hết và người mua mua 
đủ, thị trường không có hiện tượng dư thừa hoặc khan hiếm hàng hóa. 
Chú ý: Trong các tài liệu kinh tế người ta thường sử dụng trục hoành để biểu diễn lượng Q, trục 
tung để biểu diễn giá p. Cách biểu diễn như vậy tương ứng với việc biểu diễn hàm ngược của 
hàm cung và hàm cầu: 1 1( ), ( )s dp S Q p D Q− −= = . Trong kinh tế học nhiều khi người ta vẫn gọi 
các hàm này là hàm cung và hàm cầu. Đồ thị của chúng được cho trên H.1.8. 
     B. Hàm sản xuất ngắn hạn 
      Các nhà kinh tế học sử dụng khái niệm hàm sản xuất để mô tả sự thuộc của sản lượng hàng 
hóa (tổng số lượng sản phẩm hiện vật) của một nhà sản xuất vào các yếu tố đầu vào của sản xuất, 
như vốn và lao động v,v… 

                                   

1( )sp S Q−=

1( )sp D Q−=

 
                                                                  H.1.8 
    Trong kinh tế học khái niệm ngắn hạn và dài hạn không được xác định bằng một khoảng thời 
gian cụ thể, mà được hiểu theo nghĩa như sau: 
    Ngắn hạn là khoảng thời gian mà ít nhất một trong các yếu tố sản xuất không thay đổi. Dài 
hạn là khoảng thời gian mà tất cả các yếu tố sản xuất có thể thay đổi. 
    Khi phân tích sản xuất, người ta thường quan tâm đến hai yếu tố sản xuất quan trọng là vốn 
(capital) và lao động (labor), được kí hiệu tương ứng là K và L. 
    Trong ngắn hạn thì K không thay đổi, do đó hàm sản xuất ngắn hạn có dạng: 
                                                     ( )Q f L=  
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trong đó L là lượng lao động được sử dụng và Q là mức sản lượng tương ứng. Chú ý rằng người 
ta xét hàm sản xuất sản lượng Q và các yếu tố sản xuất K, L được đo theo luồng (flow), tức là đo 
theo định kì (hàng ngày, hàng tuần, hàng tháng, hàng năm v,v…) 
    C. Hàm doanh thu, hàm chi phí và hàm lợi nhuận  
      Tổng doanh thu (total revenue), tổng chi phí (total cost) và tổng lợi nhuận (total profit) của 
nhà sản xuất phụ thuộc vào hàng hóa. Khi phân tích sản xuất, cùng với hàm sản xuất, các nhà 
kinh tế học còn sử dụnh các hàm số: 
   1. Hàm doanh thu là hàm số biểu diễn sự phụ thuộc của tổng doanh thu, kí hiệu TR vào sản 
lượng Q: 
                                                 TR = TR(Q) 
Chẳng hạn, tổng doanh thu của nhà sản xuất cạnh tranh là hàm bậc nhất: 
                                                 TR = pQ 
trong đó  p là giá sản phẩm trên thị trường. 
    2. Hàm chi phí là hàm số biểu diễn sự phụ thuộc của tổng chi phí, kí hiệu TC vào sản lượng Q: 
                                                  TC = TC(Q) 
.  3. Hàm lợi nhuận là hàm số biểu diễn sự phụ thuộc của tổng lợi nhuận, kí hiệu π  vào sản 
lượng Q: 
                                                  ( )Qπ π=  

    Hàm lợi nhuận có thể xác định thông qua hàm doanh thu và hàm chi phí: 
                                                  π = TR(Q) −  TC(Q). 
   D. Hàm tiêu dùng 
    Lượng tiền mà người tiêu dùng dành để mua sắm hàng hóa và dịch vụ phụ thuộc vào thu nhập. 
Các nhà kinh tế sử dụng hàm tiêu dùng để biểu diễn sự phụ thuôc của biến tiêu dùng, kí hiệu C 
(consumption) vào biến thu nhập Y (income): 
                                                C = f(Y) 
    Theo qui luật chung, khi thu nhập tăng, người ta có xu hướng tiêu dùng nhiều hơn, do đó hàm 
tiêu dùng là hàm đồng biến. 
1.2.GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ 
1.2.1. Khái niệm về giới hạn 
     A. Định nghĩa giới hạn 

    Ta gọi −δ lân cận của điểm a∈�  là tập ),()( δδδ +−=Ω aaa  

    Gọi A- lân cận của ∞+  là tập ),()( +∞=+∞Ω AA  với A>0 và khá lớn. 

    Gọi B- lân cận của ∞−  là tập ),()( BB −−∞=−∞Ω  với B>0 và khá lớn. 

    Cho f  xác định ở lân cận điểm a  (có thể không xác định tại a ) 

1. Nói rằng f  có giới hạn là l  khi x dần đến a (gọi tắt: có giới hạn là l tại a) nếu  

                  { } εε ηη <−⇒Ω∈∀⊂Ω∃>∀ lxfaaxXa )(\)(,)(,0  

2.  Nói rằng f  có giới hạn là ∞+  tại a nếu 

                  { } AxfaaxXaA >⇒Ω∈∀⊂Ω∃>∀ )(\)(,)(,0 ηη . 
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3.  Nói rằng f  có giới hạn là ∞−  tại a nếu f−  có giới hạn là ∞+  tại a 

4.  Nói rằng f  có giới hạn là l  tại ∞+  nếu 

                  εε <−⇒+∞Ω∈∀⊂+∞Ω∃>∀ lxfxX AA )()(,)(,0 . 

5.  Nói rằng f  có giới hạn là l  tại ∞−  nếu 

                  εε <−⇒−∞Ω∈∀⊂−∞Ω∃>∀ lxfxX BB )()(,)(,0 . 

6.  Nói rằng f  có giới hạn là ∞+  tại ∞+  nếu 

                  AxfxXA MM >⇒+∞Ω∈∀⊂+∞Ω∃>∀ )()(,)(,0 . 

7. Nói rằng f  có giới hạn là ∞−  tại ∞+  nếu và chỉ nếu f−  có giới hạn là ∞+  tại       

   ∞+    
8. Nói rằng f  có giới hạn là ∞+  tại ∞−  nếu    

                AxfxXA MM >⇒−∞Ω∈∀⊂−∞Ω∃>∀ )()(,)(,0 . 

9. Nói rằng f  có giới hạn là ∞−  tại ∞−  khi và chỉ khi f−  có giới hạn là ∞+   tại ∞−  
Khi )(xf có giới hạn là l  tại a hoặc tại ∞±  nói rằng )(xf  có giới hạn hữu hạn tại a hoặc tại 
∞± . Ngược lại )(xf có giới hạn là ∞± , nói rằng nó có giới hạn vô hạn. 

     B. Định nghĩa giới hạn một phía. 

1.  Nói rằng f  có giới hạn trái tại a là 1l  nếu 

              .)(0,),)((0,0 1 εηηε η <−⇒<−<∀⊂Ω∃>∃>∀ lxfxaxXa  

2.   Nói rằng f  có giới hạn phải tại a là 2l  nếu 

              .)(0,,0,0 2 εηηε <−⇒<−<∀>∃>∀ lxfaxx      

    Kí hiệu f  có giới hạn là l  tại a thường là: 

              lxf
ax

=
→

)(lim     hoặc     ( )
x a

f x l
→
→  

    Tương tự có các kí hiệu:  
x

lim ( ) , ;       lim ( ) , ,
x a

f x f x l
→ →±∞

= +∞ −∞ = +∞ −∞  

    Kí hiệu f  có giới hạn trái tại a là 1l , thường dùng   ( ) 1)(lim lafxf
ax

== −

→ −
 

    Tương tự      ( ) 2)(lim lafxf
ax

== +

→ +
 

 Hệ quả:  Điều kiện cần và đủ để  lxf
ax

=
→

)(lim  là .)()( lafaf == +−  

1.2.2. Tính chất của hàm có giới hạn. 
     A. Tính duy nhất của giới hạn      

Định lí 1.3: Nếu lxf
ax

=
→

)(lim  thì l  là duy nhất. 

     B. Tính bị chặn  

Định lí 1.4: Nếu lxf
ax

=
→

)(lim  thì )(xf bị chặn trong một lân cận của a. 

Chứng minh: 
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   Lấy ,1=ε   { } .1)(\)(,0 <−⇒Ω∈∀>∃ lxfaax ηη  

   Hay  lllxfllxfxf +≤+−≤+−= 1)()()(  

Chú ý:  

• Trường hợp −∞=+∞= aa ,  cũng chứng minh tương tự. 

• Định lí đảo: Hàm )(xf  không bị chặn trong lân cận của a thì không có giới hạn hữu hạn 
tại a. 

Chẳng hạn 
xx

xf
1sin1)( =  không có giới hạn hữu hạn tại 0. 

    C. Tính chất thứ tự của giới hạn và nguyên lí kẹp. 

Định lí 1.5: Cho  lxf
ax

=
→

)(lim . Khi đó: 

1. Nếu  lc <  thì trong lân cận đủ bé của  )(: xfca <   

2. Nếu  dl <  thì trong lân cận đủ bé của  dxfa <)(:   

3. Nếu  dlc <<  thì trong lân cận đủ bé của  dxfa << )(: c   

Chứng minh: 

1. { } )()(\)(,,0
11 xfccllxfaaxcl <⇒−<−⇒Ω∈∀∃>−= ηηε  

2. { } dxfldlxfaaxld <⇒−<−⇒Ω∈∀∃−= )()(\)(,,
22 ηηε       

3. { } dxfcaaxMin <<⇒Ω∈∀=∃ )(\)(),( 2,1 ηηηη  

Chú ý: Định lí trên không còn đúng khi thay các bất đẳng thức ngặt bằng các bất đẳng thức 
không ngặt. 

Định lí 1.6:  Cho ,)(lim lxf
ax

=
→

 khi đó 

1. Nếu )(xfc ≤  trong lân cận của a thì lc ≤  

2. Nếu dxf ≤)(  trong lân cận của a thì dl ≤  

3. Nếu dxfc ≤≤ )(  trong lân cận của a thì dlc ≤≤  

Nhờ vào lập luận phản chứng, chúng ta thấy định lí trên thực chất là hệ quả của định lí 1. 
Định lí 1.7( Nguyên lí kẹp): Cho ba hàm số hgf ,,  thoả mãn: )()()( xhxgxf ≤≤  trên X; và 

lxhxf
axax

==
→→

)(lim)(lim    Khi đó     lxg
ax

=
→

)(lim                                                                   

Chứng minh:     εηηηε <−⇒<−<∀∃>∀ lxfaxx )(0:,,,0 121          

                                      εη <−⇒<−< lxhax )(0 2  

     Lấy ),( 21 ηηη Min=  thì 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−

<−
⇒<−<∈∀

ε

ε
η

lxh

lxf
axXx

)(

)(
0      :  

     .)()()( εε <−≤−≤−<−⇒ lxhlxglxf  Tức là lxg
ax

=
→

)(lim  

Chú ý: Định lí đúng với các trường hợp −∞=+∞= aa ,  
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Định lí 1.8: Nếu trong lân cận của a có )()( xgxf ≤  và +∞=
→

)(lim xf
ax

 thì: 

                                 +∞=
→

)(lim xg
ax

 

Chứng minh: 

          AxfaxxA >⇒<−<∀∃>∀ )(0:,,0 11 ηη                 

   Mặt khác   )()(0:, 22 xgxfaxx ≤⇒<−<∀∃ ηη          

   Lấy AxgaxxMin >⇒<−<∀= )(0:),,( 21 ηηηη    chứng tỏ ( )
x a

g x
→
→−∞  

Chú ý:   

• Định lí đúng với trường hợp −∞=+∞= aa ,  

• Tương tự có định lí khi ( )
x a

f x
→
→−∞  

    D. Các phép tính đại số của hàm số có giới hạn 
Định lí 1.9: (Trường hợp giới hạn hữu hạn): 

1. ( ) ( )
x a x a

f x l f x l
→ →
→ ⇒ →  

2. ( ) 0 ( ) 0
x a x a

f x f x
→ →
→ ⇔ →  

3. 1( )
x a

f x l
→
→  và 2 1 2( ) ( ) ( )

x a x a
g x l f x g x l l

→ →
→ ⇒ + → +  

4. ( ) . ( ) ,        
x a x a

f x l f x lλ λ λ
→ →
→ ⇒ → ∈�  

5. ( ) 0
x a

f x
→
→  và )(xg  bị chặn trong lân cận của ( ). ( ) 0

x a
a f x g x

→
⇒ →  

6. 1( )
x a

f x l
→
→  và 2 1 2( ) ( ). ( ) .

x a x a
g x l f x g x l l

→ →
→ ⇒ →  

7. 1( )
x a

f x l
→
→  và 1

2
2

( )( ) 0
( )x a x a

lf xg x l
g x l→ →

→ ≠ ⇒ →         

Định lí 1.10 (Trường hợp giới hạn vô hạn): 

1. Nếu  ( )
x a

f x
→
→+∞  và mxg ≥)(  trong lân cận của a thì ( ) ( )

x a
f x g x

→
+ →+∞  

2. Nếu  ( )
x a

f x
→
→+∞  và 0)( >≥ mxg  trong lân cận của a thì ( ). ( )

x a
f x g x

→
→+∞  

E. Giới hạn của hàm hợp 

   Cho :       ,   :       f X g Y→ →� �   và  YXf ⊂)(   

Định lí 1.11:  Nếu   ( )
x a

f x b
→
→  và ( )

y b
g y l

→
→  thì ( ( ))

x a
g f x l

→
→  

Chứng minh:   

            

)(0        :,            

)(0         :,,0

ηδδ

εηηε

ηη <−⇒<−<∀∃

<−⇒<−<∀∃>∀

bxfaxx

lygbyy

          

εδη <−⇒<−<∀ lxfgaxx ))((0   : , vậy    ( ( ))
x a

g f x l
→
→  
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    F. Giới hạn của hàm đơn điệu 

Định lí 1.12:   Cho :    ( , ) ,      ,f a b a b→ ∈� �  hoặc ,a b∈�  và là hàm tăng. 

1. Nếu f  bị chặn trên bởi M thì  *lim ( )
x b

f x M M
−→

= ≤  

2. Nếu f  không bị chặn trên thì +∞=
−→

)(lim xf
bx

 

Định lí 1.12 có thể suy diễn cho trường hợp ( )f x giảm trên (a,b).Kết quả cho trên hình 1.9 

  :   ( , )f a b →�          Kết luận                                                  Đồ thị 

 

     Tăng và bị       ( ) ( )
( , )x b

x Sup f x
ab

f
−→

→  

    chặn trên                                                           a              b 
                                                                                             
     Giảm và bị  

    chặn dưới        
( , )

( ) ( )
x b a b

f x Inf f x
−→

→  

 
    Giảm và bị  

    chặn trên         
( , )

( ) ( )
x a a b

f x Sup f x
+→

→  

 

    Tăng và bị       ( )  ( )
x a

f x Inf f x
+→

→  

     chặn dưới        
 
  Tăng và không 

   bị chặn trên       ( )
x b

f x
−→

→ +∞  

 
  Giảm và không  

   bị chặn dưới      ( )
x b

f x
−→

→ −∞  

 

  Giảm và không  ( )
x a

f x
+→

→ +∞  

   bị chặn trên       
    

  Tăng và không  ( )
x a

f x
+→

→ −∞  

  bị chặn dưới                                                     
                                              

H.1.9 
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Định lí 1.13: Nếu )(xf  xác định tại a và tăng ở lân cận của a thì luôn tồn tại một giới hạn trái 
và một giới hạn phải hữu hạn tại a đồng thời có hệ bất đẳng thức: 

                      )(lim)()(lim xfafxf
axax +− →→

≤≤  

Chứng minh: 
   Rõ ràng:  )(xf  tăng và bị chặn trên bởi )(af  ở lân cận bên trái của a. 

                   )(xf  tăng và bị chặn dưới bởi )(af  ở lân cận bên phải của a. 

   Theo định lí 1.12, chúng ta nhận được kết quả cần chứng minh. Ta có kết quả  
   tương tự khi f  giảm. Hình 1.10. mô tả định lí 1.13. 

                                        y 
 
 

                          )( +af   

                           )(af   

                          )( −af  

   
                                    0                         a                          x 
                                                 H.1.10 

1.2.3. Các giới hạn đáng nhớ  

     A.             1
sin

limsinlim
00

==
→→ x

x
x

x
xx

                                                  (1.1)  

Chứng minh: Dễ dàng thấy được  { }0\
2

,
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

ππx   

thì có bất đẳng thức kép:  1sincos <<
x

xx . 

Dùng định nghĩa chứng minh được 1coslim
0

=
→

x
x

. Vậy suy ra công thức (1.1) 

      B.             e
xx

x

x

x

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−∞→+∞→

11lim11lim                                         (1.2)                                    

      C.              −∞=+∞=
+→+∞→

xx
xx

lnlim              ,lnlim
0

                                    (1.3) 

Chứng minh:  Vì lnx tăng trên *
+�  nên tại ∞+  hàm số có giới hạn hữu hạn hoặc là ∞+ . 

Giả sử có giới hạn hữu hạn l  thì  .2lnlimlnlim xlx
xx ∞→+∞→

==  

Tuy nhiên  ln 2 ln 2 ln ln 2x x l l= + → = +  vô lý. 

Vậy  * 1ln .      ,       ln ln
x x o

x x x
x ++→+∞ →

→ +∞ ∀ ∈ = − → −∞�  
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Ví dụ 1: Chứng minh: 01lim      ,0sinlim
0

==
±∞→→ + x

x
xx

 

Giải: 

          0>∀ε (ε bé)  { }0\)0(εΩ∈∀x  có xx <sin . 

        Lấy εεεη <⇒<<∀= xxx sin0      :,  

        0>∀ε  để Ax
x

=>⇔<
ε

ε 11
 

        Vậy * 1, :       .A x x A
x

ε+∃ ∈ ∀ > ⇒ <�  Chứng tỏ 
1 0

xx →±∞
→  

Ví dụ 2:  Tính  ( )11lim         ,
22
312lim 22

4
−−+

−+
−+

∞→→
xx

x
x

xx
 

Giải:     

        
4

2 2

2 2

2 1 3 2( 4).( 2 2) 2.2 2 2 . 2
2.3 32 2 ( 4).( 2 1 3)

21 1 0
1 1

x

x

x x x
x x x

x x
x x

→

→∞

+ − − − +
= → =

− − − + +

+ − − = →
+ + −

 

Ví dụ 3:  Tính  20

3coscoslim
x

xx
x

−
→

 

Giải: 

       2

22

22
2

3sin2
2

sin2)3cos1()1(cos3coscos
x

xx

x
xx

x
xx +−

=
−+−

=
−

 

                           

2 2

2 2 0

3sin sin1 9 1 92 2 4
2 2 2 23

2 2

x

x x

x x →
= − + →− + =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Ví dụ 4:  Tính  ( )
2

2 1

2 0

1lim ,       lim 1 sin
1

x

x
x x

x x
x→∞ →

⎛ ⎞−
+⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

Giải: 

       

2 22
2

1 2.2 2 1 -2
2 2 x

1 21 e     
1 1

x xx
xx

x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+
− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠

→∞

⎛ ⎞− ⎛ ⎞= − →⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎝ ⎠
  

     ( ) ( )
1 1 sin.

sin
0

1 sin 1 sin
x

x x x
x

x x e
→

+ = + →  

D. Sự tồn tại giới hạn của các hàm sơ cấp 

Định lí 1.14:  Hàm số sơ cấp xác định tại 0x  thì )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→
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1.3. ĐẠI LƯỢNG VÔ CÙNG BÉ(VCB) VÀ ĐẠI LƯỢNG VÔ CÙNG LỚN(VCL) 
1.3.1. Đại lượng VCB 
     A. Định nghĩa: 

Hàm số :      Xα →� , gọi là đại lượng VCB tại a nếu như ( ) 0
x a

xα
→
→ , a có thể là ∞+  

hoặc -∞  

Hệ quả: Để tồn tại lxf
ax

=
→

)(lim  điều kiện cần và đủ là hàm số lxfx −= )()(α  là VCB tại a. 

     B. Tính chất đại số của VCB 
    Dựa vào tính chất đại số của hàm có giới hạn, nhận được tính chất đại số của các VCB 

sau đây: 

1. Nếu nixi ,...,2,1),( =α  là các VCB tại a  thì tổng  ∑
=

n

i
i x

1

)(α , tích  ∏
=

n

i
i x

1

)(α  cũng   là   

   VCB tại a 
2. Nếu )(xα  là VCB tại a, )(xf  bị chặn trong lân cận của a thì )().( xfxα  là VCB tại a. 

    C. So sánh các VCB 
    Cho )(),( xx βα  là các VCB tại a. 

1. Nếu 0
x a

α
β →
→  thì nói rằng α  là VCB cấp  cao hơn β  tại a, kí hiệu  )(βα o=  tại a,   

             cũng nói rằng β  là VCB cấp thấp hơn α  tại a. 

2. Nếu 0
x a

cα
β →
→ ≠  thì nói rằng βα ,  là các VCB ngang cấp tại a. 

         Đặc biệt 1=c thì nói rằng βα ,  là các VCB tương đương tại a. Khi đó kí hiệu βα ~  tại a. 

Rõ ràng nếu βα ,  ngang cấp tại a thì tồn tại hằng số c khác không để: βα c~  tại a. 

3. Nếu )( ko αγ =  thì nói rằng γ  là VCB có cấp cao hơn k so với VCB α  tại a 

4. Nếu 0)(c      ~ ≠kcαγ  thì nói rằng γ  là VCB có cấp k so với VCB α  tại a 

Hệ quả 1: Nếu 11 ~,~ ββαγ  tại a thì 
1

1limlim
β
α

β
α

axax →→
=  

Hệ quả 2: Nếu )(βα o=  tại a thì ββα ~+  tại a . 

Hệ quả 3: Qui tắc ngắt bỏ VCB cấp cao: 

     Nếu *α  là VCB cấp thấp nhất trong số các VCB  ( )mii ,1   , =α    

     và *β  là VCB cấp thấp nhất trong số các VCB  ( )nii ,1   , =β   tại a . Khi đó: 

                           *

*

1

1 limlim
β
α

β

α

axn

j
j

m

i
i

ax →

=

=

→
=

∑

∑
 

Chú ý: Các VCB đáng nhớ là: 
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1. 
0
0, 0

x
xα α

→
→ >  

2. ( ) ( )x0, 1            a 0, 0 1x

x x
a a a

→−∞ →+∞
→ > → < <  

3. 
0 0 0
0,          0,           arcsin 0

x x x
sinx tgx x

→ → →
→ → →  

4. 
0
0

x
arctg

→
→  

1.3.2. Đại lượng VCL 
     A. Định nghĩa 

    Hàm số A: X →�  gọi là đại lượng VCL tại a nếu như ( )
x a

A x
→
→+∞  hoặc ∞−  

(a có thể là ∞+  hoặc ∞− ). 

Hệ quả: Để )(xA  là VCL tại a thì cần và đủ là 
)(

1)(
xA

x =α  là VCB tại a. 

     B. Tính chất của VCL 

1. Nếu nixAi ,...,2,1),( =  là các VCL cùng dấu ( )∞+  hay ( )∞−  tại a thì tổng       

∑
=

n

i
i xA

1

)(     là VCL mang dấu đó tại a. 

    Nếu nixBi ,...,2,1),( =  là các VCL tại a thì tích ∏
=

n

i
i xB

1

)(  là VCL tại a 

2. Nếu )(xA  là VCL tại a và )(xf  giữ nguyên dấu tại a và lân cận của nó thì 
)().(    xfxA  là VCL tại a. 

     C. So sánh các VCL 
Cho )(),( xBxA  là các VCL tại a 

1.  Nếu 
( )
( ) x a

A x
B x →

→ ∞  thì nói rằng )(xA  là VCL cấp cao hơn )(xB  tại a, hay B  là    

     VCL có cấp thấp hơn A  tại a 

2.  Nếu ( ) 0
( ) x a

A x c
B x →

→ ≠  thì nói rằng BA,  là VCL ngang cấp tại a. 

Đặc biệt 1=c  thì nói rằng BA,  là các VCL tương đương tại a, kí hiệu BA ~  tại a. 

Hệ quả 1: Nếu 11 ~,~ BBAA  tại a thì 
)(
)(lim

)(
)(lim

1

1

xB
xA

xB
xA

axax →→
=  

Hệ quả 2: Nếu )(xA  là VCL cấp cao hơn )(xB tại a thì ABA ~+ . 

Hệ quả 3: Qui tắc ngắt bỏ các VCL cấp thấp: 

    Nếu *A  là các VCL cấp cao nhất trong số các VCL  mixAi ,...,2,1),( =  và *B  là VCL 

cấp cao nhất trong số các VCL njxBj ,...,2,1),( =   tại a thì ta có 
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)(
)(lim

)(

)(
lim *

*

1

1

xB
xA

xB

xA

axn

j
j

m

i
i

ax →

=

=

→
=

∑

∑
 

Chú ý: Các VCL sau đây thường hay dùng: 

1. ( ),        0
x

xα α
→+∞
→ +∞ >  

2. ( ) ( ),  1                     ,  0 1                    x x

x x
a a a a

→+∞ →−∞
→ +∞ > → +∞ < <  

3. ( ) ( )
0

log ,  1                log ,  0 1                    a ax x
x a x a

+→+∞ →
→ +∞ > → +∞ < <  

4. ( ) ( )
0

log ,  1                log ,  0 1                    a a xx
x a x a

+ →+∞→
→ −∞ > → −∞ < <  

Ví dụ 5:  Tính  
x

x
x

x
xx

sinlim1cos.sinlim
0 ∞→→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

        ,  

Giải:        
00

1 10, cos 1 limsin .cos 0

1 sin0, sin 1 lim 0

xx

xx

sinx x
x x

xx
x x

→→

→∞→∞

→ ≤ ⇒ =

→ ≤ ⇒ =
 

Ví dụ 6: Tính  
x
xxtg

x
x

xx 2

32

00 sin
lim                ,

4sin
2sinlim −

→→
  

Giải:        

1lim
sin

lim~sin,~

2
1

4
2lim

4sin
2sinlim

4~4sin
2~2sin

2

2

02

32

0

2222

00

==
−

⇒

==⇒
⎭
⎬
⎫

→→

→→

x
x

x
xxtgxxxxtg

x
x

x
x

xx
xx

xx

xx
 

Ví dụ 7: Tìm  
1
1lim              ,

2
1lim              ,

22
1lim 2

2

3

2

2

2

−
+

+
++

−
−+

∞→∞→∞→ x
x

x
xx

x
xx

xxx
 

Giải:        
2
1

2
lim

22
1lim 2

2

2

2

==
−
−+

∞→∞→ x
x

x
xx

xx
 

        01limlim
2

1lim 3

2

3

2

===
+
++

∞→∞→∞→ xx
x

x
xx

xxx
        1lim

1
1lim 2

2

2

2

==
−
+

∞→∞→ x
x

x
x

xx
   

1.4. SỰ LIÊN TỤC CỦA HÀM SỐ 
1.4.1. Các khái niệm cơ bản 
     A. Hàm liên tục tại một điểm 

Cho :      f X →�  và Xa∈ . Nói rằng )(xf  liên tục tại a nếu 

                                 )()(lim afxf
ax

=
→

   hay  )lim()(lim xfxf
axax →→

=  

Tức là εηηε <−⇒<−∀>∃>∀ )()(           :,0,0 afxfaxx  

     B. Hàm liên tục một phía tại a 
Cho :      , .f X a X→ ∈�  Nói rằng hàm f  liên tục bên trái tại a nếu 
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                                 )()()(lim afafxf
ax

== −

→ −
  

Hàm f  liên tục bên phải tại a nếu 

                                 )()()(lim afafxf
ax

== +

→ +
 

Hệ quả: Để hàm )(xf  liên tục tại a điều kiện cần và đủ là: 

                                  )()()( afafaf == +−  

     C. Hàm liên tục trên một khoảng 
1. Hàm )(xf  liên tục tại mọi điểm Xx∈  thì nói rằng nó liên tục trên tập X . 

2. Hàm )(xf  liên tục trên khoảng mở (a,b) và liên tục trái tại b, liên tục phải tại a nói rằng 
nó liên tục trên [a,b] 
    D. Điểm gián đoạn của hàm số 

1. Nếu )(xf  không liên tục  tại a, nói rằng )(xf  có điểm gián đoạn tại ax = . 

2. Nếu a là điểm gián đoạn và )(),( +− afaf  là các số hữu hạn thì gọi ax = là điểm gián 

đoạn loại 1 của hàm số và gọi )()()( −+ −= afafahf  là bước nhảy của )(xf tại a. 

Hệ quả: Nếu )(xf  tăng (giảm) ở lân cận điểm a khi đó )(xf  liên tục tại a khi và chỉ khi   

0)( =ahf . Điều này suy ra từ định lí 1.13 của hàm số đơn điệu. 

3. Nếu a là điểm gián đoạn của )(xf  và không phải là điểm gián đoạn loại 1 thì nói rằng 
)(xf  có điểm gián đoạn loại 2 tại ax = . 

Các định nghĩa trên được mô tả trên hình 1.11. 
 

                      y                                                                                     y                                                       
                     
 
 
 
 
                                                 

              1a       2a      O        3a       4a                                     a    1a          2a     O           3a        b            

             loại 1         loại 2                                                liên tục từng khúc  
                                                         H.1.11 

     E. Hàm liên tục từng khúc 

Hàm  [ ]:        , ,        , .f a b a b→ ∈� �  

Nói rằng hàm f  liên tục từng khúc trên [ ]ba,  nếu như chỉ có một số hữu hạn các điểm 
gián đoạn loại 1 của hàm số trên đoạn đó. 
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1.4.2. Các phép toán đại số của hàm liên tục 
Định lí 1.15: Cho , :       ,           ,f g X a X λ→ ∈ ∈� �  

1. Nếu )(xf  liên tục tại a thì )(xf  liên tục tại a. 

2. Nếu )(),( xgxf  cùng liên tục tại a thì )()( xgxf +  liên tục tại a. 

3. Nếu )(xf  liên tục tại a thì )(xfλ  liên tục tại a. 

4. Nếu )(),( xgxf  liên tục tại a thì )().( xgxf  liên tục tại a. 

5. Nếu )(),( xgxf  liên tục tại a và 0)( ≠xg  thì 
)(
)(

xg
xf

 liên tục tại a. 

Định lí 1.16:  Cho :       ,          :        f X a X g Y→ ∈ →�     �  và .)( YXf ⊂  Nếu )(xf liên 
tục tại a và )(yg  liên tục tại )(afb =  thì hàm hợp ))(( xfg  liên tục tại a. 

Chứng minh tương tự như chứng minh định lí về giới hạn của hàm hợp. 
Chú ý:   

• Định lí 1.16 cũng được phát biểu tương tự cho f  liên tục trên X và g  liên tục trên Y. 

• Sử dụng định lí 1.16, nhận được các giới hạn quan trọng dưới đây: 

Vì khi thỏa mãn định lí 1.16 thì ))(lim())((lim xfgxfg
axax →→

=  do đó: 

                      e
x

x
a

a

x
log)1(loglim

0
=

+
→

                                                           (1.4) 

Đặc biệt         1)1ln(lim
0

=
+

→ x
x

x
                                                                      (1.5)     

                       )10(        ,ln1lim
0

≠<=
−

→
aa

x
ax

x
                                    (1.6) 

Thật vậy gọi )1(log1 +=⇒−= yxay a
x . Theo (1.4) sẽ có: 

                            a
ey

y
x

a

aa
y

x

x
ln

log
1

)1(log
lim1lim

00
==

+
=

−
→→

 

                            
( )

α=
−+ α

→ x
x

x

11lim
0

                                                     (1.7)  

      Gọi ( ) )1ln()1ln(11 yxxy +=+α⇒−+= α  

                            
( )

α=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +α
+

==
−+

→→

α

→ x
x

y
y

x
xy

x
x

xxx

)1ln(
)1ln(

lim)(lim11lim
000

 

Từ trên dễ dàng nhận được định lý sau: 
Định lý 1.17: Mọi hàm số sơ cấp xác định tại ax =  thì liên tục tại a. 
1.4.3. Tính chất của hàm số liên tục trên một đoạn  

     Cho [ ]:       ,f a b →�  là liên tục, ba < . 

     A.Tính trù mật của hàm số liên tục 

Định lí 1.18: Nếu )(xf  liên tục trên [ ]ba,  và 0)().( <bfaf  thì tồn tại ( )bac ,∈  để 0)( =cf  
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Chứng minh: Thực hiện phương pháp chia đôi đoạn [ ]ba, . Nếu trong quá trình chia đôi tìm 

được điểm c sẽ dừng lại. Nếu không tìm được c thì nhận được dãy các đoạn lồng nhau [ ]( )nn ba ,  

trong đó 0)(,0)( >< nn bfaf  và nnn
abab

2
−

=− . 

Suy ra 0)()lim()(lim ≤==
∞→∞→

cfafaf nnnn
 và 0)()lim()(lim ≥==

∞→∞→
cfbfbf nnnn

 

trong đó ),( bac∈ . Vậy 0)( =cf . 

Định lí 1.19: Nếu )(xf  liên tục trên [ ]ba,  khi đó )(xf  nhận giá trị trung gian  

           giữa )(af  và )(bf , nghĩa là: [ ] [ ] γγ =∈∃∈∀ )(,,,)(),( cfbacbfaf  

 
Chứng minh : 
    Định lí đúng với )(af=γ  hoặc )(bf=γ . 

    Giả sử )()( bfaf <  và xét ).()( bfaf <γ< Đặt γ−= )()( xfxg  liên tục trên [ ]ba,  và 

0)(,0)( >< bgag . Theo định lí 1.18 thì tồn tại ),( bac∈  để 0)( =cg  hay γ=)(cf . 

       B.Tính bị chặn của hàm số liên tục 

 Định lí 1.20: Hàm số )(xf  liên tục trên [ ]ba,  thì đạt được giá trị lớn nhất và nhỏ nhất trên   

                       [ ]ba, , nghĩa là: 

              [ ] [ ]baxbaxx Mm ,,,, ∈∀∈∃          có )()()( Mm xfxfxf ≤≤  

Chúng ta không chứng minh định lí này. 
 

TÓM TẮT NỘI DUNG CHƯƠNG I 
•  Các khái niệm và tính chất cơ bản về hàm số: định nghĩa hàm số, hàm số tuần hoàn, 
hàm số chẵn, lẻ, hàm số hợp, hàm số ngược, hàm số cho dưới dang tường minh, dạng ẩn, 
dạng tham số. Tính chất cơ bản của hàm số: đơn điệu, bị chặn. 
•  Các hàm số sơ cấp cơ bản: hàm số lũy thừa, hàm số mũ, hàm số lôgarit, hàm số lượng 
giác, hàm số lượng giác ngược, đa thức, hàm hữu tỉ. Hàm số sơ cấp. 
•  Các hàm số được dùng trong phân tích kinh tế 
•  Định nghĩa giới hạn của hàm số tương ứng với các quá trình   
    Chẳng hạn, f  có giới hạn là l  khi x dần đến a (gọi tắt: có giới hạn là l tại a) nếu  

                  { } εε ηη <−⇒Ω∈∀⊂Ω∃>∀ lxfaaxXa )(\)(,)(,0  

•  Tính chất của hàm có giới hạn. 
     A. Tính duy nhất của giới hạn      

           Nếu lxf
ax

=
→

)(lim  thì l  là duy nhất. 

     B. Tính bị chặn  

           Nếu lxf
ax

=
→

)(lim  thì )(xf bị chặn trong một lân cận của a. 

    C. Tính chất thứ tự của giới hạn và nguyên lí kẹp. 
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          Cho  lxf
ax

=
→

)(lim . Khi đó: 

    1. Nếu  lc <  thì trong lân cận đủ bé của  )(: xfca <   

          2. Nếu  dl <  thì trong lân cận đủ bé của  dxfa <)(:   

          3. Nếu  dlc <<  thì trong lân cận đủ bé của  dxfa << )(: c   

4. Nếu )(xfc ≤  trong lân cận của a thì lc ≤  

5. Nếu dxf ≤)(  trong lân cận của a thì dl ≤  

6. Nếu dxfc ≤≤ )(  trong lân cận của a thì dlc ≤≤  

  Cho ba hàm số hgf ,,  thoả mãn: )()()( xhxgxf ≤≤  trên X; lxhxf
axax

==
→→

)(lim)(lim      

   khi đó     lxg
ax

=
→

)(lim  

          7. Nếu trong lân cận của a có )()( xgxf ≤  và +∞=
→

)(lim xf
ax

 thì: 

                                 +∞=
→

)(lim xg
ax

 

    D. Các phép tính đại số của hàm số có giới hạn 
 (Trường hợp giới hạn hữu hạn): 

       1. ( ) ( )
x a x a

f x l f x l
→ →
→ ⇒ →  

       2. ( ) 0 ( ) 0
x a x a

f x f x
→ →
→ ⇔ →  

      3. 1( )
x a

f x l
→
→  và 2 1 2( ) ( ) ( )

x a x a
g x l f x g x l l

→ →
→ ⇒ + → +  

      4. ( ) . ( ) ,        
x a x a

f x l f x lλ λ λ
→ →
→ ⇒ → ∈�  

      5. ( ) 0
x a

f x
→
→  và )(xg  bị chặn trong lân cận của ( ). ( ) 0

x a
a f x g x

→
⇒ →  

      6. 1( )
x a

f x l
→
→  và 2 1 2( ) ( ). ( ) .

x a x a
g x l f x g x l l

→ →
→ ⇒ →  

      7. 1( )
x a

f x l
→
→  và 1

2
2

( )( ) 0
( )x a x a

lf xg x l
g x l→ →

→ ≠ ⇒ →         

(Trường hợp giới hạn vô hạn): 

     1 .Nếu  ( )
x a

f x
→
→+∞  và mxg ≥)(  trong lân cận của a thì ( ) ( )

x a
f x g x

→
+ →+∞  

     2. Nếu  ( )
x a

f x
→
→+∞  và 0)( >≥ mxg  trong lân cận của a thì ( ). ( )

x a
f x g x

→
→+∞  

    E. Giới hạn của hàm số hợp 

        Nếu   ( )
x a

f x b
→
→  và ( )

y b
g y l

→
→  thì ( ( ))

x a
g f x l

→
→  

    F. Giới hạn của hàm số bị chặn    

      Cho :    ( , ) ,      ,f a b a b→ ∈� �  hoặc ,a b∈�  và là hàm tăng. 

3. Nếu f  bị chặn trên bởi M thì  *lim ( )
x b

f x M M
−→

= ≤  
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4. Nếu f  không bị chặn trên thì +∞=
−→

)(lim xf
bx

 

    G. Giới hạn của hàm số sơ cấp 

      Hàm số sơ cấp xác định tại 0x  thì )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

    

•   Các giới hạn đáng nhớ  

      1.              1
sin

limsinlim
00

==
→→ x

x
x

x
xx

                                         

      2.             e
xx

x

x

x

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−∞→+∞→

11lim11lim                                          

      3.            −∞=+∞=
+→+∞→

xx
xx

lnlim              ,lnlim
0

                                     

      4.               e
x

x
a

a

x
log)1(loglim

0
=

+
→

           Đặc biệt         1)1ln(lim
0

=
+

→ x
x

x
                                                    

      5.               )10(        ,ln1lim
0

≠<=
−

→
aa

x
ax

x
 

•   Đại lượng VCB 
     A. Định nghĩa: 

Ánh xạ :      Xα →� , gọi là đại lượng VCB tại a (trong quá trình x dần về a) nếu như   

( ) 0
x a

xα
→
→ , a có thể là ∞+ ( hoặc -∞ ) 

         Để tồn tại lxf
ax

=
→

)(lim  điều kiện cần và đủ là hàm số lxfx −= )()(α  là VCB tại a. 

     B. Tính chất đại số của VCB 

1. Nếu nixi ,...,2,1),( =α  là các VCB tại a  thì tổng  ∑
=

n

i
i x

1
)(α , tích  ∏

=

n

i
i x

1

)(α  cũng   là   

    VCB tại a 
2. Nếu )(xα  là VCB tại a, )(xf  bị chặn trong lân cận của a thì )().( xfxα  là VCB tại a. 

    C. So sánh các VCB 

      1. Nếu 0
x a

α
β →
→  thì nói rằng α  là VCB cấp  cao hơn β  tại a, kí hiệu  )(βα o=  tại a, cũng   

          nói rằng β  là VCB cấp thấp hơn α  tại a. 

      2 .Nếu 0
x a

cα
β →
→ ≠  thì nói rằng βα ,  là các VCB ngang cấp tại a. 

          1=c thì nói rằng βα ,  là các VCB tương đương tại a. Khi đó kí hiệu βα ~  tại a. 

Rõ ràng nếu βα ,  ngang cấp tại a thì tồn tại hằng số c khác không để βα c~  tại a. 

      3. Nếu )( ko αγ =  thì nói rằng γ  là VCB có cấp cao hơn k so với VCB α  tại a 

      4. Nếu 0)(c      ~ ≠kcαγ  thì nói rằng γ  là VCB có cấp k so với VCB α  tại a 
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      5. Nếu 11 ~,~ ββαγ  tại a thì 
1

1limlim
β
α

β
α

axax →→
=  

      6. Nếu )(βα o=  tại a thì ββα ~+  tại a . 

      7. Qui tắc ngắt bỏ VCB cấp cao: 

     Nếu *α  là VCB cấp thấp nhất trong số các VCB  ( )mii ,1   , =α    

     và *β  là VCB cấp thấp nhất trong số các VCB  ( )nii ,1   , =β   tại a . Khi đó: 

                           *

*

1

1 limlim
β
α

β

α

axn

j
j

m

i
i

ax →

=

=

→
=

∑

∑
 

•  Đại lượng VCL 
     A. Định nghĩa 

    Ánh xạ A: X →�  gọi là đại lượng VCL tại a (trong quá trình x dần về a)nếu như   

( )
x a

A x
→
→+∞  hoặc ∞− ,(a có thể là ∞+  hoặc ∞− ). 

 Để )(xA  là VCL tại a thì cần và đủ là 
)(

1)(
xA

x =α  là VCB tại a. 

     B. Tính chất của VCL 

1. Nếu nixAi ,...,2,1),( =  là các VCL cùng dấu ( )∞+  hay ( )∞−  tại a thì tổng          

∑
=

n

i
i xA

1
)(     là VCL mang dấu đó tại a. 

2. Nếu nixBi ,...,2,1),( =  là các VCL tại a thì tích ∏
=

n

i
i xB

1

)(  là VCL tại a 

3. Nếu )(xA  là VCL tại a và )(xf  giữ nguyên dấu tại a và lân cận của nó thì   

 )().(    xfxA  là VCL tại a. 

     C. So sánh các VCL 
Cho )(),( xBxA  là các VCL tại a 

        1.  Nếu 
( )
( ) x a

A x
B x →

→ ∞  thì nói rằng )(xA  là VCL cấp cao hơn )(xB  tại a, hay B  là    

     VCL có cấp thấp hơn A  tại a 

        2.  Nếu ( ) 0
( ) x a

A x c
B x →

→ ≠  thì nói rằng BA,  là VCL ngang cấp tại a. 

1=c  thì nói rằng BA,  là các VCL tương đương tại a, kí hiệu BA ~  tại a. 

        3. Nếu 11 ~,~ BBAA  tại a thì 
)(
)(lim

)(
)(lim

1

1

xB
xA

xB
xA

axax →→
=  

        4. Nếu )(xA  là VCL cấp cao hơn )(xB tại a thì ABA ~+ . 
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        5. Qui tắc ngắt bỏ các VCL cấp thấp: 

    Nếu *A  là các VCL cấp cao nhất trong số các VCL  mixAi ,...,2,1),( =  và *B  là VCL    

    cấp cao nhất trong số các VCL njxBj ,...,2,1),( =  tại a thì ta có 

                                     
)(
)(lim

)(

)(
lim *

*

1

1

xB
xA

xB

xA

axn

j
j

m

i
i

ax →

=

=

→
=

∑

∑
 

                                 
•  Các khái niệm cơ bản về sự lien tục của hàm số 
     A. Hàm liên tục tại một điểm 

Cho :      f X →�  và Xa∈ . Nói rằng )(xf  liên tục tại a nếu 

                                 )()(lim afxf
ax

=
→

   hay  )lim()(lim xfxf
axax →→

=  

Tức là εηηε <−⇒<−∀>∃>∀ )()(           :,0,0 afxfaxx  

     B. Hàm liên tục một phía tại a 
Cho :      , .f X a X→ ∈�  Nói rằng hàm f  liên tục bên trái tại a nếu 

                                 )()()(lim afafxf
ax

== −

→ −
  

Hàm f  liên tục bên phải tại a nếu 

                                 )()()(lim afafxf
ax

== +

→ +
 

         Để hàm )(xf  liên tục tại a điều kiện cần và đủ là: 

                                  )()()( afafaf == +−  

    C. Điểm gián đoạn của hàm số 
     1.Nếu )(xf  không liên tục  tại a, nói rằng )(xf  có điểm gián đoạn tại ax = . 

     2.Nếu a là điểm gián đoạn và )(),( +− afaf  là các số hữu hạn thì gọi ax = là điểm gián đoạn   

        loại 1 của hàm số và gọi )()()( −+ −= afafahf  là bước nhảy của )(xf tại a. 

    Nếu )(xf  tăng (giảm) ở lân cận điểm a khi đó )(xf  liên tục tại a khi và chỉ khi   0)( =ahf .  

    D. Các phép toán đại số của hàm liên tục 

      1. Nếu )(xf  liên tục tại a thì )(xf  liên tục tại a. 

      2  Nếu )(),( xgxf  cùng liên tục tại a thì )()( xgxf +  liên tục tại a. 

     3. Nếu )(xf  liên tục tại a thì )(xfλ  liên tục tại a. 

     4. Nếu )(),( xgxf  liên tục tại a thì )().( xgxf  liên tục tại a. 

     5. Nếu )(),( xgxf  liên tục tại a và 0)( ≠xg  thì 
)(
)(

xg
xf

 liên tục tại a. 

     6. Cho :       ,          :        f X a X g Y→ ∈ →�     �  và .)( YXf ⊂  Nếu )(xf liên tục tại a   
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       và )(yg  liên tục tại )(afb =  thì hàm hợp ))(( xfg  liên tục tại a. 

     7.  Mọi hàm số sơ cấp xác định tại ax =  thì liên tục tại a. 
   E.Tính chất của hàm số liên tục trên một đoạn  

    1 .Nếu )(xf  liên tục trên [ ]ba,  và 0)().( <bfaf  thì tồn tại ( )bac ,∈  để 0)( =cf  

    2. Nếu )(xf  liên tục trên [ ]ba,  khi đó )(xf  nhận giá trị trung gian  giữa )(af  và )(bf ,    

       nghĩa là: 

                          [ ] [ ] γγ =∈∃∈∀ )(,,,)(),( cfbacbfaf  

      

   3. Hàm số )(xf  liên tục trên [ ]ba,  thì đạt được giá trị lớn nhất và nhỏ nhất trên [ ]ba, , 

      nghĩa là: 

              [ ] [ ]baxbaxx Mm ,,,, ∈∀∈∃          có )()()( Mm xfxfxf ≤≤  

 

CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP CHƯƠNG I 
1.1.  Hàm số không xác định tại a thì không có giới hạn tại a? 

              Đúng  �                     Sai � 
1.2.  Hàm số bị chặn tại lân cận điểm a thì có giới hạn tại a? 

              Đúng  �                     Sai � 
1.3.  Hàm số không bị chặn tại lân cận điểm a thì có giới hạn tại a là vô cùng? 

              Đúng  �                     Sai � 
1.4.  Tổng hoặc tích vô hạn các hàm số có giới hạn hữu hạn tại a là hàm có giới hạn tại a? 

              Đúng  �                     Sai � 
1.5.  Tổng hoặc tích hai hàm số không có giới hạn hữu hạn tại a là hàm không có giới hạn tại a? 

              Đúng  �                     Sai � 
1.6.  Hàm số có giới hạn trái và phải tại điểm a thì có giới hạn tại a ? 

              Đúng  �                     Sai � 
1.7.  Tích vô hạn các VCB cũng là một VCB? 

              Đúng  �                     Sai � 
1.8.  Tổng vô hạn các VCB cũng là một VCB? 

              Đúng  �                     Sai � 
1.9.  Tổng hữu hạn các VCL cũng là một VCL? 

              Đúng  �                     Sai � 
1.10.  Hàm số liên tục tại điểm a thì có giới hạn tại a? 

              Đúng  �                     Sai � 
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1.11.  Hàm số liên tục trái và phải tại điểm a thì liên tục tại a? 

              Đúng  �                     Sai � 
1.12.  Hàm số xác định tại điểm a thì liên tục tại a? 

              Đúng  �                     Sai � 
1.13.  Hàm số liên tục trên khoảng mở (a,b) thì bị chặn trên khoảng đó? 

              Đúng  �                     Sai � 
1.14.  Hàm số liên tục trên khoảng mở (a,b) thì không thể có GTNN, GTLN trên khoảng đó? 

              Đúng  �                     Sai � 
1.15.  Hàm số liên tục trên khoảng (a,b) và ( ) ( ) 0f a f b >  thì vô nghiệm trên khoảng đó? 

              Đúng  �                     Sai � 

1.16.   Cho hàm số   ( ) rccos(lgx)f x a= . Tính  )10(),1(),
10
1( fff . 

1.17.  Tìm miền xác định và miền giá trị của các hàm số: 

           a. 22)( xxf −= ,               b.  
1

1)(
2 +

=
x

xg , 

           c.  xxxh −= 2)( ,           d.  xxk −= 2)(  . 

1.18.  Xét xem hàm số có chẵn hoặc lẻ không và phác hoạ đồ thị của nó. 

a.  xxf =)( ,                   b.   12)( 2 +−= xxxg , 

c.   
24

1)(
x

xh
−

−= ,       d.   2)( −+= xxxk . 

1.19.  Xét xem hàm số nào tuần hoàn và tìm chu kì của nó 

a.  xxf 3sin10)( = ,          b.   xxg 2sin)( = , 

c.   tgxxh =)( ,                d.    xxk sin)( = . 

 
1.20.  Tìm hàm ngược của các hàm số sau: 

a.  32 += xy ,                         b.   0,12 <−= xxy  , 

c. 3 31 xy −= ,                        d.   ln
2
xy = ,                    

1.21. Tìm các giới hạn  

  a. 
( )

( )103

202

2 1612
2lim
+−

−−
→ xx

xx
x

,                        b. 
1

...lim
2

1 −
−+++

→ x
nxxx n

x
, 
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  c. 
12
12lim 50

100

1 +−
+−

→ xx
xx

x
,                               d. 

( )
2

1

)(
)(lim

ax
axnaax nnn

ax −
−−− −

→
. 

1.22. Tìm các giới hạn  

  a. 
1

lim
+
++

+∞→ x
xxx

x
,                         b. 

12
lim

43

+
++

+∞→ x
xxx

x
. 

1.23. Tìm các giới hạn  

  a. 
x

xx nm

x

βα +−+
→

11
lim

0
 ,                    b. 

x
xx nm

x

11.1
lim

0

−++
→

βα
. 

1.24. Tìm các giới hạn  

  a. 
ax

ax
ax −

−
→

sinsinlim ,                                b. 30

sin11
lim

x
xtgx

x

+−+
→

, 

  c. 
x

xxx
x cos1

3cos.2cos.cos1lim
0 −
−

→
,               d. 

x
xx

x 2

3

0 sin
coscoslim −

→
. 

1.25. Tìm các giới hạn  

  a. 
45

2lim 24 +−
−

→ xx
x

x
,                                 b. xxx

x
−−+

+∞→

3 23 1lim . 

1.26. Tìm các giới hạn  

  a. 
x

x

x xx
xx −

+∞→ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
+− 1

2

2
2

12
13lim   ,                     b. 

1
1

2

2

1
1lim

+
−

∞→ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
− x

x

x x
x

, 

  c. ( )x
x

x
1

0
21lim −

→
  ,                                   d. ( )x

x
x

1

0
coslim

→
. 

 1.27.     Tính giới hạn các hàm số sau 

  a. ( )tgx

x
xsinlim

2
π

→

  ,                                    b. [ ]xx
x

lnsin)1ln(sinlim −+
+∞→

, 

  c. 
xx

ee xx

x βα

βα

sinsin
lim

0 −
−

→
,                           d. ( )2 1lim ,            0n n

n
n x x x+

→∞
− > . 

  1.28.     Tính giới hạn các hàm số sau 

   a. ( ) xg

x
x

2cot2

0
1lim +

→
,                                b. 

x

x x
tgx sin

1

0 sin1
1lim ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
+

→
, 

  c. 
( )
( )x

x

x e
e

2

3

3ln
2lnlim
+
+

∞→
. 

 
1.29.     Xét sự liên tục của các hàm số sau: 

  a. xxf =)(  ,                                          b. ( )( )2 4 2           2
( )

                              2

x x x
f x

A x

⎧ − − ≠⎪= ⎨
=⎪⎩
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1.30.    Hàm )(xf  liên tục trên [ ]1,0  và chỉ nhận giá trị hữu tỉ và
2
1

2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛f .   

Hãy tính       ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

2
2f  

1.31.    Chứng minh rằng mỗi phương trình đại số bậc lẻ có ít nhất một nghiệm thực. 
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CHƯƠNG II: ĐẠO HÀM VÀ VI PHÂN  

MỤC ĐÍCH, YÊU CẦU 

Phép tính vi phân của hàm một biến số gắn liền với phép tính đạo hàm của hàm số. Khái 
niệm đạo hàm là một trong những tư tưởng quan trọng nhất của giải tích. Trong chương I, chúng 
ta đã đặt vấn đề xem xét hàm số, nhưng vấn đề cốt lõi của hàm số là tốc độ biến thiên của nó 
chưa được xét đến. Nhờ vào khái niệm đạo hàm người ta có thể khảo sát toàn diện một đại lượng 
biến thiên. Khái niệm đạo hàm gắn liền với các đại lượng vật lý: vận tốc tại thời điểm t của một 
vật chuyển động, nhiệt dung của vật thể ở nhiệt độ to, cường độ dòng điện,v.v...; gắn liền với các 
hiện tượng hoá học: tốc độ phản ứng hoá học ở thời điểm t; gắn liền với các bài toán kinh tế xã 
hội: tốc độ tăng trưởng kinh tế, phương án tối ưu trong giao thông, trong sản xuất kinh doanh, 
v.v.... 

Các nội dung cơ bản cần nắm vững gồm: 

1. Phân biệt các khái niệm: đạo hàm, vi phân, tính khả vi của hàm số. Ý nghĩa của chúng. 

   2. Nắm vững các qui tắc tính đạo hàm, vi phân của hàm số dựa vào: bảng đạo hàm các hàm số 
sơ cấp cơ bản; các tính chất của hàm số khả vi, đặc biệt công thức đạo hàm của hàm số hợp. 

   3. Công thức đạo hàm và vi phân cấp cao của các hàm số sơ cấp cơ bản, từ đó nhận được công 
thức Taylor của chúng. Ý nghĩa của công thức Taylor. 

   4. Ứng dụng đạo hàm: khử các dạng bất định (qui tắc Lôpitan), xét sự biến thiên của hàm số, 
tìm cực trị của hàm số, tìm điểm uốn và xét tính lồi hoặc lõm của hàm số.  

NỘI DUNG 

2.1. ĐẠO HÀM 

Từ nay về sau ta coi rằng :  ,   f X X φ→ ≠  và X  không thu về một điểm, tức là X  là 

khoảng nào đó trên , và X  là tập các ánh xạ đã nói ở trên, còn fC  là đồ thị của hàm số f . 

2.1.1. Đạo hàm tại một điểm 

2.1.1.1. Định nghĩa đạo hàm tại một điểm  

Cho , , Xa X a h X f∈ + ∈ ∈ . Nói rằng f  khả vi tại a nếu tồn tại giới hạn hữu hạn 

                                         
h

afhaf
h

)()(lim
0

−+
→

 

Giới hạn này thường kí hiệu )(' af hay )(a
dx
df

 gọi là đạo hàm của f  tại a. 

Nếu cho hàm  ( )y f x=  thì đạo hàm của hàm số tại a còn được kí hiệu '( )y a  



Chương2: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

 37

Tỉ số 
x
af

h
afhaf

Δ
Δ )()()(

=
−+

 gọi là tỉ số của các số gia hàm số và số gia đối số. 

2.1.1.2. Định nghĩa đạo hàm một phía 

1. Cho XhaXa ∈+∈ , . Nói rằng f  khả vi phải tại a nếu tồn tại giới hạn hữu hạn 

                      
h

afhaf
h

)()(lim
0

−+
+→

 

     Giới hạn này kí hiệu là )(' af p , gọi là đạo hàm phải của f tại a. 

2. Cho XhaXa ∈+∈ , . Nói rằng f  khả vi trái tại a nếu tồn tại giới hạn hữu hạn  

                      
h

afhaf
h

)()(lim
0

−+
−→

 

     Giới hạn này kí hiệu là )(' aft , gọi là đạo hàm trái của f tại a. 

Hệ quả 1: Để f  khả vi tại a điều kiện cần và đủ là f  khả vi trái và phải tại a đồng thời                          

                                               )(')(')(' afafaf pt ==  

Hệ quả 2: (điều kiện cần của hàm khả vi):  Nếu f  khả vi tại a thì f  liên tục tại a 

Chứng minh:  Lấy *h∈  để Xha ∈+ ,  ( * được kí hiệu tập các số thực khác không) 

     rõ ràng  
h

afhafhafhaf )()(.)()( −+
+=+       

     mà  
0 0

( ) ( ) '( ) ( ) ( )
h h

f a h f a f a f a h f a
h → →

+ −
→ ⇒ + → . Chứng tỏ f liên tục tại a. 

Chú ý:  

1. f có thể liên tục tại a nhưng không khả vi tại a chẳng hạn các hàm dưới đây và đồ thị của 
chúng trên hình 2.1. mô tả điều đó 

• f ∈  cho bởi xxf =)( . liên tục tại 0 nhưng không khả vi tại 0 vì 
h
h

 không có 

giới hạn khi 0→h , ở đây ta thấy:  )0('11)0(' pt ff =≠−=  

• f +∈  cho bởi xxf =)(  liên tục tại 0 nhưng không khả vi tại 0 vì với *h +∈                      

0

1
h

h
h h +→

= → +∞  ( + được kí hiệu tập các số không âm) 

• f ∈  cho bởi 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

00

0,1sin.
)(

x

x
x

x
xf
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liên tục tại 0 vì 
0

( ) 0 (0)
x

f x x f
→

≤ → =  nhưng không khả vi vì  
hh

h
h 1sin

1sin.
=  

         không có giới hạn khi 0→h  

x
x

 

( )f x

                                                                             H.2.1 

1. Nếu f  khả vi phải (hoặc trái) tại a thì f  liên tục phải (hoặc trái) tại a. 

2. Nếu f  khả vi phải và trái tại a thì f  liên tục tại a. 

2.1.1.3.Ý nghĩa hình học của đạo hàm 

Nếu f  khả vi tại a thì tồn tại tiếp tuyến của đồ thị fC  tại điểm ))(,( afaA . Tiếp tuyến 

này không song song với trục 0y và có hệ số góc là )(' af . 

Trường hợp f  không khả vi tại a mà tồn tại )(' aft  và )(' af p . Lúc đó gọi điểm 

fCafaA ∈))(,(  là điểm góc của fC ,và hai bán tiếp tuyến tại A không song song với nhau. 

Trường hợp f  không khả vi tại a nhưng có 

            
0

( ) ( )   
h

f a h f a
h +→

+ −
→ +∞ hoặc −∞  

hoặc     
0

( ) ( )  
h

f a h f a
h −→

+ −
→ +∞ hoặc −∞  thì tại ))(,( afaA  đường cong fC  có một 

bán tiếp tuyến song song với Oy. Hình 2.2. mô tả các nội dung trên. 
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( )f a( )f a

aa

fC

fC

 

                                                             H.2.2                        

2.1.1.4. Ý nghĩa cơ học của đạo hàm 

Cho chất điểm chuyển động tại thời điểm t được định vị bởi véc tơ bán kính )(tr   

(Xem hình 2.3.) 

                        

( )r t

O

x

y

z

 

                                                         H.2.3   

                                             

Gọi )(trr =  là phương trình chuyển động của chất điểm. 

Giả sử  tại thời điểm 21,tt  véc tơ bán kính của chất điểm là )(),( 21 trtr  

Gọi   
12

12

12

)()(
tt

trtr
tt

rvTB −
−

=
−

=
Δ

   là vận tốc trung bình từ thời điểm 1t  đến 2t  
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Vận tốc tức thời )( 1tv của chất điểm tại thời điểm 1t  sẽ là giới hạn của tỉ số trên khi 

012 →− tt  

          
2 1

2 1
1 1

2 1

( ) ( )( ) lim ( )
t t

r t r tv t r t
t t

•

→

−
= =

−
 

Vậy vận tốc tức thời của chất điểm chính bằng đạo hàm của véc tơ bán kính theo thời gian t. 

2.1.1.5. Ý nghĩa của đạo hàm đối với các bài toán kinh tế       

Xét mô hình hàm số: 

                                   ( )y f x=  

Trong đó x và y là các biến số kinh tế (ta coi biến độc lập x là biến số đầu vào và biến số phụ 
thuộc y là biến số đầu ra). Trong kinh tế học người ta quan tâm đến xu hướng biến thiên của biến 
phụ thuộc y tại một điểm 0x  khi biến độc lập x thay đổi một lượng nhỏ. Chẳng hạn, khi xét mô 

hình sản xuất ( )Q f L= người ta thường quan tâm đến số lượng sản phẩm hiện vật tăng thêm khi 
sử dụng thêm một đơn vị lao động 

Khi hàm số khả vi tại 0x và khi 1xΔ =  suy ra /
0( )y f xΔ ≈ . Như vậy, đạo hàm /

0( )f x biểu diễn 
xấp xỉ lượng thay đổi giá trị của biến số y khi biến số x tăng thêm một đơn vị. Trong kinh tế học, 
các nhà kinh tế gọi /

0( )f x là giá trị y – cận biên của x tại điểm 0x . Đối với mỗi hàm kinh tế, giá 
trị cận biên có tên gọi cụ thể như sau: 

•  Đối với mô hình hàm sản xuất ( )Q f L=  thì  /
0( )f L được gọi là sản phẩm hiện vật cận biên 

của lao động tại 0L . Sản phẩm hiện vật cận biên của lao động được kí LMPP (hiệu là Marginal 

Physical Product of labor):   / ( )LMPP f L= . Tại mỗi điểm L, LMPP  cho biết xấp xỉ lượng sản 
phẩm hiện vật gia tăng khi sử dụng thêm một đơn vị lao động. 

•  Đối với mô hình hàm doanh thu ( )TR TR Q= thì /
0( )TR Q  gọi là doanh thu cận biên tại điểm 

0Q . Doanh thu cận biên được kí hiệu là MR (Marginal Revenue): / ( )MR TR Q= . Tại mỗi mức 
sản lượng Q, MR cho biết xấp xỉ lượng doanh thu tăng thêm khi xuất thêm một đơn vị sản phẩm. 
Đối với doanh nghiệp cạnh tranh ta có:TR pQ MR p= ⇒ = (p là giá sản phẩm trên thị trường). 

•  Đối với mô hình hàm chi phí ( )TC TC Q=  thì /
0( )TC Q được gọi là chi phí cận biên tại điểm 

0Q . Chi phí cận biên được kí hiệu là MC (Marginal Ccst)): / ( )MC TC Q= . Tại mỗi mức sản 
lượng Q, MC cho biết xấp xỉ lượng chi phí tăng thêm khi sản xuất thêm một đơn vị sản phẩm 

•  Đối với hàm tiêu dùng ( )C C Y= thì /
0( )C Y được gọi là xu hướng tiêu dùng cận biên tại 0Y . 

Xu hướng tiêu dùng cận biên được kí hiệu là MPC (Marginal Propensity to Consume): 
/ ( )MPC C Y= . Tại mỗi mức thu nhập Y, MPC là số đo xấp xỉ lượng tiêu dùng gia tăng khi có 

thêm $1 thu nhập.  
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 Chẳng hạn, hàm sản xuất của một doanh nghiệp là 5Q L= . Ở mức sử dụng L = 100 đơn vị 
lao động (chẳng hạn 100 giờ lao động một tuần), mức sản lượng tương ứng là Q = 50 sản phẩm. 
Sản phẩm cận biên của lao động tại điểm L = 100 sẽ là: 

                                        / 5 0,25
2LMPP Q

L
= = =  (khi L = 100) 

Điều này có nghĩa là khi tăng mức sử dụng lao động hàng tuần từ 100 lên 101 thì sản lượng hàng 
tuần sẽ tăng thêm khoảng 0,25 đơn vị hiện vật. 

2.1.2. Các phép tính đại số của các hàm khả vi tại một điểm 

Định lí 2.1: Cho f  và g  khả vi tại a khi đó:  

1. gf +  khả vi tại a và )(')(')()'( agafagf +=+  

2. , fλ λ∀ ∈ khả vi tại a và )('.)()'( afaf λλ =  

3. gf .  khả vi tại a và )(').()().(')()'.( agafagafagf +=  

4. Nếu 0)( ≠ag  thì 
g
f

 khả vi tại a và 
)(

)(').()().(')( 2

'

ag
agafagafa

g
f −

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
  . 

Định lí 2.2: (Đạo hàm của hàm hợp). 

   Cho ,    : ,    :a X f X g Y∈ → →  với YXf ⊂)( . Nếu f  khả vi tại a và g khả vi tại   

 )(af  thì hàm hợp gof  khả vi tại a và  

                             ( ) ).('.)(')()'( afafgagof =                                                (2.1) 

Định lí 2.3: (Đạo hàm của hàm ngược). 

   Giả sử  :f X →  đơn điệu ngặt và liên tục trên X khả vi tại Xa∈  và 0)(' ≠af  

   Khi đó hàm ngược của f là 1 : ( )f f X− →  khả vi tại )(af và 

                             ( ) ( )
)('

1)('1

af
aff =−                                                            (2.2) 

Nếu gọi 1−f
C  là đồ thị của hàm 1−f  thì các tiếp tuyến tại ( ) fCafaA ∈)(,  và 

( ) 1),(' −∈
f

CaafA  đối xứng với nhau qua đường phân giác của góc phần tư thứ I và III  

Hình 2.4. mô tả điều đó  
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1f
C −

fC

' ( ) 0f a ≠ ' ( ) 0f a =

                             

H.2.4 

 

2.1.3. Đạo hàm trên một khoảng (ánh xạ đạo hàm)                 

     A.Định nghĩa: Cho Xf ∈  khả vi tại mỗi điểm ( , )x a b∈ ⊆  

Kí hiệu ánh xạ ' : ( , )                       f a b →  

                               )(' xfx  

là ánh xạ đạo hàm hay đạo hàm của )(xf  trên (a,b) thường kí hiệu )(' xf  hay   

),(),( baxx
dx
df

∈∀ . Cũng nói rằng )(xf  khả vi trên Xba ⊆),(  

     B.Các tính chất 

Các định lí dưới đây suy ra một cách dễ dàng từ các định lí ở mục 3.12. 

Định lí 2.4: Cho , :f g X →  khả vi trên X , (tức là Xba =),( ) khi đó. 

1. gf +  khả vi trên X  và '')'( gfgf +=+  

2. , fλ λ∀ ∈ khả vi trên X  và ')'( ff λλ =            (2.3) 

3. gf .  khả vi trên X  và '')'.( fggfgf +=  

4. 0)( ≠xg  trên X  thì 
g
f

 khả vi trên X  và 2

'
''

g
fggf

g
f −

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

Bằng một phép qui nạp đơn giản, nhận được:  

Nếu n∈ *  và nfff ,...,, 21  khả vi trên X  thì 

        ∑
=

n

i
if

1
khả vi trên X  và ∑∑

==

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ n

i
i

n

i
i ff

1

'

1
'  
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       ∏
=

n

i
if

1

 khả vi trên X  và ∑∏
=

+−
=

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ n

k
nkkk

n

i
i ffffff

1
1

'
11

'

1
......  

Định lí 2.5: Cho Xf ∈  và Yg∈ . Nếu f khả vi trên X  và g khả vi trên  )(Xf  thì gof  khả   

                   vi trên X  và 

                           ')'()'( fofggof =       (2.1’) 

         Mở rộng ')')('()'( fofgogofhhogof =  

Định lí 2.6: Cho Xf ∈  đơn điệu ngặt trên X , khả vi trên X  và 0)(' ≠xf  trên X  khi đó  

                  1−f  khả vi trên )(Xf  và  

                           
'

1)'( 1

f
f =−        (2.2’) 

2.1.4. Đạo hàm của các hàm số thông thường 

     A. Hàm số mũ 

Cho ( ) ,     :xf x a f= →  

       
( ) ( ) 1 ln

x h x h
x xf x h f x a a aa a a

h h h

++ − − −
= = →  (nhờ vào công thức (1.6)) 

Vậy hàm mũ khả vi trên . Đặc biệt xx ee =)'(      (2.4) 

     B. Hàm số lôgarit 

Cho 
*

( ) log ,af x x y f += = ∈ . Hàm ngược yax =  

axaa
yaax y

y

ln
1

ln
1'ln' ==⇒=      (2.5)  

Đặc biệt xy ln=  thì 
x

y 1'=  

     C. Hàm luỹ thừa 

Cho 
*

( ) , ,f x x y fα α += = ∈ ∈  lấy logarit cả 2 vế sẽ có 

                 xy lnln α=  

Sử dụng đạo hàm của hàm hợp ta có 

                 1'1' −=⇒= ααα xy
xy

y
      (2.6) 

Trường hợp 0≤x  tuỳ theo α  để biểu thức 1−αx  xác định thì ta vẫn có 1' −= ααxy  
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     D. Hàm lượng giác 

Cho [ ]( ) sin , 1,1f x x f= ∈ −  

       
h

x
h

x
h

xhx sinhcos1coshsinsin)sin(
+

−
=

−+
 

                               
h

x
h

h

x sinhcos2
sin2

sin
2

+=  

Theo công thức (1.1) suy ra 

2

0 0

2sinsinh 21,    0
h h

h

h h→ →
→ →  

Vậy         (sin ) ' cos ,    x x x= ∀ ∈       (2.7)  

Tương tự có thể chỉ ra  xxf cos)( =  cũng khả vi trên  

và xxxxx sin
2

cos)'(cos
2

sincos −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

ππ
   (2.8) 

suy ra tgx  khả vi trên \ ,
2

k kπ π⎧ ⎫+ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 và 

               xtg
xx

xx
x
xtgx 2

22

22'

1
cos

1
cos

sincos
cos
sin)'( +==

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=   (2.9) 

          cotgx khả vi trên { }\ ,k kπ ∈  và  

               )cot1(
sin

1)'(cot 2
2 xg

x
gx +−=−= .     (2.10) 

E. Hàm lượng giác ngược          

Cho [ ][ ]1,1,0,arccos)( −∈== πfyxxf  ta sẽ chứng minh )(xf  khả vi trên )1,1(− . 

Thật vậy hàm ngược của nó yyxyx 2cos1sin'cos −−=−==   .  vì ),0( π∈y  

Vậy  
22 1

1
cos1
1)'(arccos

xy
x

−
−=

−
−=      (2.11) 

Tương tự  
21

1)'(arcsin
x

x
−

=        (2.12) 

                 21
1)'(
x

arctgx
+

=        (2.13) 

                 21
1)'cot(
x

gxarc
+

−=       (2.14)  
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     F. Hàm cho theo tham số 

Cho Xf ∈  dưới dạng tham số  

               : ( , ) ,        : ( , )x X yα β α β→ →  

Cụ thể 
⎩
⎨
⎧

=∈=
=

Ttty
tx

),()(
)(

βαψ
ϕ

        víi
 

Nếu yx,  khả vi trên T, tồn tại hàm ngược )(1 xt −= ϕ  khả vi và )(' tϕ  khác không trên T, 
thì theo công thức tính đạo hàm của hàm số ngược và hàm số hợp sẽ nhận được  

                   
)('
)('

t
t

dx
dy

ϕ
ψ

=                                                                    (2.15) 

     G. Đạo hàm lôgarit 

     Nếu f có dạng tích của các nhân tử với số mũ cố định hoặc ( ) , ( ) 0, ( )vf x u u u x v v x= = > =   
thì ta có thể xét đạo hàm logarit của f  tương tự như hàm luỹ thừa trong mục C hoặc hàm số mũ 
trong mục A. Sau đó sử dụng định lí đạo hàm của hàm hợp. 

Thật vậy  γβα ωvuxf =)(  trong đó , ,α β γ ∈  còn các hàm )(),(),( xxvxu ω  khả vi trên 
X  và luôn dương trên X . Khi đó. 

                    ωγβα lnlnln)(ln ++= vuxf  

                    
ω
ωγβα ''''

++=
v
v

u
u

f
f

. 

               )(''')(' xf
v
v

u
uxf ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=⇒

ω
ωγβα      (2.16) 

Hoặc có thể biểu diễn  

                      wvuexf lnlnln)( γβα ++=     

Các cách tính đạo hàm thông qua công thức đạo hàm của hàm lôgarit gọi là đạo hàm lôga. 

H. Bảng các đạo hàm của các hàm số thông dụng     

                                     ' 0                y C const x y x= = ∀ ∈ = ∀ ∈  

    1
1,                                   '          y x x X y x x X Xα αα α −= ∈ ∀ ∈ = ∀ ∈ ⊂     

    sin                                           ' cos            y x x y x x= ∀ ∈ = ∀ ∈  

    cos                                           ' sin          y x x y x x= ∀ ∈ = − ∀ ∈  

             2
2

1      \ , ,   ' 1   \ ,
2 cos 2

y tgx x k k y tg x x k k
x

π ππ π⎧ ⎫ ⎧ ⎫= ∀ ∈ + ∈ = = + ∀ ∈ + ∈⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭
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             { } { }2
2

1cot ,   \ , ,   ' (1 cot )  \ ,
sin

y gx x k k y g x x k k
x

π π= ∀ ∈ ∈ = − = − + ∀ ∈ ∈  

                                                  ' ln         x xy a x y a a x= ∀ ∈ = ∀ ∈  

    * *1log                                         '          
lnay x x y x

x a+ += ∀ ∈ = ∀ ∈  

    [ ] )1,1(
1

1'1,1arcsin
2

−∈∀
−

=−∈∀= x
x

yxxy                                          

    [ ] )1,1(
1

1'1,1arccos
2

−∈∀
−

−=−∈∀= x
x

yxxy                                      

    2

1                                         '    
1

y arctgx x y x
x

= ∀ ∈ = ∀ ∈
+

 

    2

1cot                                    '    
1

y arc gx x y x
x

= ∀ ∈ = − ∀ ∈
+

 

Ví dụ 1:  Hãy tính đạo hàm tại 0 của các hàm số sau (nếu có) 

1. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

00

01sin
)(

2

1

x

x
x

x
xf

               

     
 

2. 3
1

2 )( xxf =  

3. 3
2

3 )( xxf =  

Giải:  

1. 

2

1 1

0

1sin( ) (0) 1sin 0 '(0)
h

hf h f h h f
h h h →

−
= = → =   

2. 

1
3

2 2
2 0
3

( ) (0) 1
h

f h f h
h h h

→

−
= = →+∞  , )(2 xf không khả vi tại 0 

3. 

2
3

3 3
1 0
3

( ) (0) 1
h

f h f h
h h h

+→

−
= = → +∞  

                                       
0h −→

→ −∞    , )(3 xf không khả vi tại 0 

Ví dụ 2: Tính đạo hàm, vẽ đồ thị của hàm số và đạo hàm của nó các hàm sau đây. 

1. xxy =  
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2. xy ln=  

Giải: 

        Trước hết ta hãy tính )(' xy  

1. 
2

2

,    0
,       0

x x
y x x

x x

⎧− ≤⎪= = ⎨
≥⎪⎩

 
2 ,      0

'
2 ,         0

x x
y

x x
− <⎧

⇒ = ⎨ >⎩
 

     xyyyy
x
xy ptp

x
t 2'0)0(')0('0)0('0lim)0('

2

0
=⇒====

−
=

−→
    .     ,   trên  

2.  
⎩
⎨
⎧

>
<−

==
0ln
0)ln(

ln
xx
xx

xy
        

    
   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

<−
−=⇒

01

0)1(1

'
x

x

x
xy

             

   
   

x
y 1'=⇒  với *x∈  

     Hình 2.5. mô tả các đồ thị của y và y’ 

O x

y

1

1

-1

-1

2
'y

y

O

y

1

1

-1

-1
x

y

'y

 

                                                          H.2.5                                                     

 

Ví dụ 3 :   Tính đạo hàm 'xy  của hàm số   

     
⎩
⎨
⎧

−=
+=

arctgtty
tx )1ln( 2

 

Giải:                      
2

1
2
1

11

)1ln(
)('

2

2

2

t

t
t

t
td

arctgttd
dx
dyyx =

+

+
−

=
+

−
==  
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2.2. VI PHÂN CỦA HÀM SỐ 

2.2.1. Định nghĩa vi phân tại một điểm 

Cho ,Xf f∈ khả vi tại Xa∈ . Vi phân của f  tại a kí hiệu )(adf  xác định bởi công 
thức 

                         hafadf ).(')( = với h∈        (2.17) 

    Vậy )(adf  là một hàm tuyến tính của h 

    Xét hàm số xxf =)(  trên R , '( ) 1,f x x= ∀ ∈  vậy hdx .1=  

    Từ đó cũng thường kí hiệu dxafadf ).(')( = hoặc ( ) '( ).dy a f a dx=  

Hệ quả: Để )(xf  khả vi tại a điều kiện cần và đủ là tồn tại hằng số λ ∈  và một  

    VCB )(hα tại 0 sao cho  

                                 )()()( hhhafhaf αλ +=−+  đồng thời )(' af=λ . 

Thật vậy )(xf  khả vi tại a khi và chỉ khi tồn tại )(' af   

nghĩa là   )(')()(lim
0

af
h

afhaf
h

=
−+

→
 

hay       
0

( ) ( ) '( ) ( ) 0
h

f a h f a f a h
h

α
→

+ −
− = →  

                  )().(')()( hhhafafhaf α+=−+  

Vậy   λ=)(' af  

Tương tự như đạo hàm tại một điểm, ta nhận được tính chất đại số của vi phân. 

Định lí 2.7:  Nếu , Xf g∈  và khả vi tại Xa∈  thì 

1. )()())(( adgadfagfd +=+  

2. )())(( adfafd λλ =  với λ ∈  

3. ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )d f g a f a dg a g a df a= +  

4. ( ))()()()(
)(

1)( 2 adgafadfag
ag

a
g
fd −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 khi 0)( ≠ag  

Chú ý: 

• )()()( afafhaf Δ=−+  là số gia của hàm số ứng với số gia đối số hx =Δ . Vậy nếu 
)(xf  khả vi tại a thì với h khá bé sẽ có công thức tính gần đúng số gia của hàm số  

                 )()( adfaf ≈Δ . Từ đó nhận được  ( ) ( ) ( )f a h f a df a+ ≈ +  
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• Xét hàm hợp gof . Nếu f  khả vi tại a và g khả vi tại )(af  theo định lí 2 thì gof  khả vi 
tại a. Tức là  

                    ( ) ( ) ( ) ( )( ) '( ) ' ( ) '( ) ' ( ) ( )d gof a gof a h g f a f a h g f a df a= = = . 

     Như vậy dù x  là biến độc lập hay biến phụ thuộc thì dạng vi phân đều giống nhau. 
Người ta nói vi phân cấp 1 có tính bất biến. 

2.2.2. Vi phân trên một khoảng 

    Cho Xf ∈  khả vi trên Xba ⊆),( . Vi phân của hàm số trên ),( ba  được xác định theo    

    công thức 

                   hxfxdf ).(')( =  với ),( bax∈ . 

   Tương tự như định lí trên, ta nhận được định lí sau đây. 

Định lí 2.8: Nếu gf ,  khả vi trên ),( ba  thì trên khoảng đó cũng thoả mãn các hê thức sau. 

1. )()())(( xdgxdfxgfd +=+  

2. )())(( xdfxfd λλ =  

3. ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )d f g x f x dg x g x df x= +  

4. ( ))()()()(
)(

1)( 2 xdgxfxdfxg
xg

x
g
fd −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 khi 0)( ≠xg  

Ví dụ 4:  Tính gần đúng '4060sin o  

Giải:   

           Đặt xxf sin)( = , ta có xxf cos)(' =  

           Chọn 
3

60 π
== o

ox , khi đó 
270180.60

.40'40 ππ
===h  

 Theo công thức xấp xỉ ta có:  

                                
  .              872,0006,0866,0

2702
1

2
3

270
.60cos60sin'4060sin

=+=+≈

+≈

π

πooo

 

Ví dụ 5: Một hình cầu bằng kim loại bán kính R , khi nóng lên bán kính nở thêm một đoạn RΔ .   

          Tính thể tích mới của hình cầu một cách chính xác và gần đúng. 

Áp dụng bằng số cmRcmR 1,0,5 =Δ=  

Giải: 

 Công thức tính thể tích V  của hình cầu là: 
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                                                3

3
4 RV π=  

 Sau khi giãn nở, bán kính hình cầu là RR Δ+ , thể tích mới của hình cầu tính chính xác 
là: 

  333 868,176)1,05(
3
4)(

3
4 cmRRVV  πππ =+=Δ+=Δ+  

 Nếu tính gần đúng, ta xem : dVV ≈Δ ( Số gia của thể tích gần bằng vi phân) và khi đó 

thể tích 3

3
4 RV π

=  xem như hàm số của đối số R . Vậy: 

  
32

2

101,0.5.4

.4'.

cm

RRRVdV R

      ππ

π

==

Δ=Δ=
 

 Thể tích ban đầu của hình cầu: 

  333 666,1665
3
4

3
4 cmRV  πππ ===  

 Vậy thể tích mới của hình cầu tính gần đúng là: 

  3666,176 cmdVVVV  π=+≈Δ+  

 Sai số tuyệt đối trong bài toán này là: 

  333 202,0666,176868,176 cmcmcm    πππ =−   

 Như vậy sai số tương đối là: 

  0011,0
868,176

202,0
==

π
πδ  

2.3. ĐẠO HÀM VÀ VI PHÂN CẤP CAO 

2.3.1. Đạo hàm cấp cao 

     A.Định nghĩa 

1. Cho f khả vi trên X , nếu )(' xf khả vi tại Xa∈  thì nói rằng f  có đạo hàm cấp 2 tại 

a và kí hiệu đạo hàm đó là )(" af . Tương tự  đạo hàm cấp n của )(xf  tại a, kí hiệu là )()( af n  

chính là đạo hàm của hàm )()1( xf n−  tại a. 

2. Nói rằng )(xf  khả vi đến cấp n (hay n lần) trên X  khi và chỉ khi tồn tại )()( xf n  trên 

X , *n∈  trong đó )()( xf n  là đạo hàm của )()1( xf n−  

3. Nói rằng )(xf  khả vi vô hạn lần trên X  khi và chỉ khi )(xf  khả vi mọi cấp trên X , . 

Sau đây thường kí hiệu  )()()0( xfxf =  

Chú ý:  
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• Nếu f  khả vi đến cấp n trên X  thì ,p q∀ ∈  sao cho nqp ≤+  ta có  

                                           ( ) )()()( qpqp ff +=  

• Tập xác định của )(nf  thường chứa trong tập xác định của )1( −nf  

     B.Định lí 2.9: 

Cho ,   , Xf gλ∈ ∈ , n∈ *  khả vi n lần trên X , khi đó trên X  có các hệ thức sau đây  

1. ( ) )()()( nnn gfgf +=+  

2. ( ) )()( nn ff λλ =  

3. ( ) ∑
=

−=
n

k

knkk
n

n gfCfg
0

)()()( gọi là công thức Leibnitz 

4. 0)( ≠xg  trên X  thì 
g
f

 khả vi n lần trên X  

2.3.2. Vi phân cấp cao 

     A.Định nghĩa 

1. Nếu f  khả vi đến cấp n tại Xa∈  thì biểu thức nn haf ).()(  gọi là vi phân cấp n tại a kí 

hiệu là )(afd n . Vậy là nnn hafafd )()( )(=  hay nnn dxafafd )()( )(=  

2. Nếu f  khả vi đến cấp n trên X  thì vi phân cấp n của f trên X  được kí hiệu là 

Xxxfd n ∈),(  và xác định theo công thức sau 

               nnnnn dxxfhxfxfdXx )()()(, )()( ==∈∀     hoặc ( )( ) ( )n n nd y x f x dx=     

     B.Công thức tính vi phân cấp cao 

Từ định lí về đạo hàm cấp cao, trực tiếp nhận được các công thức tính vi phân cấp cao 
dưới đây  

Định lí 2.10: Nếu gf ,  khả vi đến cấp n trên X  thì khi đó  

1. gdfdgfd nnn +=+ )(  

2. Với ,    ( )n nd f d fλ λ λ∈ =  

3. ∑
=

−=
n

k

knkk
n

n gdfdCgfd
0

.).(  

4. Nếu 0)( ≠xg  thì 
g
f

 có vi phân đến cấp n. 

Chú ý: 
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• Không có công thức tổng quát cho 
)(n

g
f
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 cũng như 

g
fd n . 

• Tính bất biến của vi phân bị phá vỡ khi lấy vi phân cấp cao (từ 2 trở lên), Ví dụ sau sẽ 
chứng tỏ điều đó. Cho hàm hợp gof , trong đó  

                   ( ) 623 )()(,)( xxfgffgxxf =⇒==  

             ( ) ( )5 2 4 2( ) 6 ( ) 30dg f x x dx d g f x x dx⇒ = ⇒ =  

     Mặt khác  ( ) ( )2 22 2( )dg f fdf d g f df= ⇒ =  

     mà       242422 3018)(3 dxxdxxfgddxxdf ≠=⇒=                         

Ví dụ 6:  Cho ( ) ,mf x x x= ∈  , m∈  

               Tính )()( xf n  với  n∈  

Giải: 

        ...,)1()(",)(' 21            −− −== mm xmmxfmxxf   

        kmk xkmmmxf −+−−= )1)...(1()()(  

Chứng tỏ  

               
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
=
<+−−

=

−

mn
mnm
mnxnmmm

xf

nm

n

    nÕu                                        

  nÕu                                        

     nÕu

0
!

)1)...(1(
)()(  

Ví dụ 7:  Chứng minh nếu xxf sin)( =  thì  

( ),      ( ) sin
2

nx f x x nπ⎛ ⎞∀ ∈ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, n∈ *  

Giải:  

       Trường hợp  n =1. Đúng ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==

2
sincos)'(sin πxxx  

       Giả sử  công thức đúng với n 

                 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += +

2
)1(sin

2
cos)(

2
sin)( )1()( πππ nxnxxfnxxf nn   

       Tương tự cũng nhận được  

                 ( )(cos ) cos ,      ,
2

nx x n xπ⎛ ⎞= + ∀⎜ ⎟
⎝ ⎠

 n∀ ∈    
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Ví dụ 8: Tính đạo hàm cấp 100 của hàm số xxxf sin)( 2=  

Giải:  Áp dụng công thức Leibnitz 

                     ∑
=

−=
100

0

)100()(2
100

)100( )(sin)()(
k

kkk xxCxf  

                     )98(22
100

)99(21
100

)100(20
100

)100( )(sin)"()(sin)'()(sin)( xxCxxCxxCxf ++=  

                                 )49sin(9900
2

99sin200)50sin(2 πππ ++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++= xxxxx  

                                 xxxxx sin9900cos200sin2 −−=  

Ví dụ 9:  Cho : ( 1,1)f − →  

                       
)1()1(

32)( 2 +−
+

=
xx

xxf   hãy tính )()( xf n  

Giải:  Phân tích )(xf  thành các phân thức tối giản 

               
1

1.
4
1

1
1.

4
1

)1(
1.

2
5)( 2 +

+
−

−
−

=
xxx

xf  

               n
n

n
n

n
nn

x
n

x
n

x
nxf

)1(
!)1.(

4
1

)1(
!)1.(

4
1

)1(
)!1(.)1.(

2
5)( 12

)(

+
−+

−
−−

−
+

−= ++  

2.4. CÁC ĐỊNH LÍ VỀ GIÁ TRỊ TRUNG BÌNH 

2.4.1. Định lí Phéc ma (Fermat) 

     A. Điểm cực trị của hàm số 

   Cho Xf ∈ . Gọi hàm số đạt cực trị địa phương tại Xa ∈  khi và chỉ khi tồn tại Xa ⊂)(δΩ  

để 0)()( ≥− afxf  hoặc 0)()( ≤− afxf )(ax δΩ∈∀ . 

Trường hợp thứ nhất xảy ra nói rằng f đạt cực tiểu địa phương tại a, trường hợp sau nói 
rằng f  đạt cực đại địa phương tại a. 

Nếu chỉ có 0)()( >− afxf  hoặc 0)()( <− afxf  nói rằng hàm số đạt cực trị địa 
phương ngặt tại a. 

     B. Định lí Fermat 

Định lí 2.11: Nếu )(xf  khả vi tại a và đạt cực trị địa phương tại a thì 0)(' =af  

Chứng minh: Theo giả thiết tồn tại )(aδΩ sao cho )(ax δΩ∈∀  ta có 0)()( ≤− afxf  

(Ta đã giả thiết hàm đạt cực đại địa phương) 

*h∀ ∈ sao cho )(aha δΩ∈+  sẽ có 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥
−+

⇒<

≤
−+

⇒>

0)()(0

0)()(0

h
afhafh

h
afhafh

 

Chuyển qua giới hạn khi 0→h  sẽ có  

                          
⎩
⎨
⎧

≥
≤

0)('
0)('

af
af

  0)(' =⇒ af    

Hàm đạt cực tiểu địa phương cũng được chứng minh tương tự 

Chú ý:    

• Sau này thường nói rằng hàm đạt cực trị tại a theo nghĩa là đạt cực trị địa phương tại a. 

• Nếu hàm đạt cực trị tại a thì a phải là điểm trong của X . Như vậy nếu )(xf  xác định 
trên [a, b] thì không có khái niệm đạt cực trị tại đầu mút a và b, có chăng chỉ nói về các 
đạo hàm trái tại b và phải tại a. 

• Định lí Fermat có thể phát biểu tổng quát hơn: Nếu )(xf  khả vi phải và trái tại a và 
đạt cực đại (cực tiểu) tại a thì  

                          0)(' ≥aft  và 0)(' ≤af p  

                         0)('( ≤aft  và 0)(' ≥af p ) 

• Hàm số có cực trị tại a chưa chắc khả vi tại a 

Chẳng hạn ( )f x x= có cực tiểu  chặt tại 0 vì ( )0 , 0,   0 0,x x f< ∀ ≠ = . 

Tuy nhiên không khả vi tại 0 vì  

                 
( ) (0) hf h f

h h
−

=    không có giới hạn khi 0→h  

• Hàm số khả vi tại a và 0)(' =af  chưa chắc đạt cực trị tại a, chẳng hạn  

       3)( xxf =   có 0)0(' =f  tuy nhiên 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥≥

≤≤

00
00

3

3

xx
xx

    víi

    víi
  Vậy nó không có cực trị tại 0. 

2.4.2. Định lí Rôn (Rolle) 

Định lí 2.12: Cho [ ],a bf ∈  thoả mãn. 

1. f  liên tục trên [a, b] 

2. f  khả vi trên (a, b) 

3. )()( bfaf = . Khi đó tồn tại ),( bac∈  sao cho 0)(' =cf  
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y

x

( ) ( )f a f b=

a c bO

 

                                                             H.2.6 

Chứng minh: 

     Theo tính chất của hàm liên tục trên [a, b] thì )(xf  sẽ đạt giá trị nhỏ nhất m và lớn 
nhất M trên [a, b] 

              
[ ] [ ]

)()(
,,

xfInfxfMinm
baba

==  ;    
[ ] [ ]

)()(
,,

xfSupxfMaxM
baba

==  

Nếu m = M thì ),(0)(')( baxxfconstxf ∈∀=⇒=     

Nếu m < M, vì )()( bfaf =  nên không có đồng thời )(afM =  và )(bfm =  hoặc 
)(afm =  và )(bfM = . Chứng tỏ hàm đạt giá trị nhỏ nhất m hoặc lớn nhất M tại điểm 
),( bac∈  Tức là )()( xfcf ≤  hoặc )()( xfcf ≥  theo định lí Fermat thì 0)(' =cf  

Chú ý: 

• Định lí Rolle có thể minh hoạ hình học như sau : 

Tồn tại ít nhất một điểm ( ) fCcfcM ∈)(,  với ),( bac∈  tại đó tiếp tuyến của fC  song 

song với trục 0x. Xem hình 3.6. 

• Điểm ),( bac∈  tương ứng số )1,0(∈θ  sao cho )( abac −+= θ  

2.4.3. Định lí số gia hữu hạn. (định lí Lagơrăng (Lagrange)) 

Định lí 2.13: Cho [ ],a bf ∈  thoả mãn: 

1. liên tục trên [a, b] 

2. khả vi trên (a, b). Khi đó tồn tại ),( bac∈  để có  

                        )(')()()( cfabafbf −=−      (2.18) 

Chứng minh: 
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     Xét hàm [ ],a bϕ∈  xác định bởi ( )( ) ( )( ) ( ) f b f ax f x x a
b a

ϕ −
= − −

−
 Rõ ràng )(xϕ  liên 

tục trên [a, b], khả vi trên (a, b) và )()()( afba ==ϕϕ . Theo định lí Rolle tồn tại ),( bac∈  sao 
cho 0)(' =cϕ  

                           0)()()(')(' =
−
−

−=
ab

afbfcfcϕ  

Suy ra                            
ab

afbfcf
−
−

=
)()()('  hay ))((')()( abcfafbf −=−  

Như vậy             hcfaf ).(')( =Δ  trong đó   bah =+     

                                                                   hac θθ +=∈    ),1,0(       

Chú ý:     

          Định lí Lagrange có thể minh hoạ hình học như sau : 

Tồn tại ít nhất một điểm ( ) fCcfcM ∈)(,  với ),( bac∈  mà tiếp tuyến tại đó song song   

với đường thẳng AB, trong đó ( ) ( ))(,)(, bfbBafaA  , . Xem hình 2.7. 

Hệ quả 1: (Định lí giới hạn của đạo hàm ) 

     Cho ( , )
0 ( , ), a bx a b f∈ ∈  thoả mãn: 

1. )(xf  liên tục tại 0x  

2. )(xf  khả vi trên { }0\),( xba  

3. lxf
xx

=
→

)('lim
0

.  Khi đó f  khả vi tại 0x  và )(' xf  liên tục tại 0x  

Chứng minh: 

     Vì  lxf
xx

=
→

)('lim
0

 nên  0,0 >∃>∀ ηε  sao cho  

                                       { } εη <−⇒<−<∈∀ lxfxxxbax )('0:\),( 00       

Áp dụng định lí Lagrange trên [ ]0, xx , như vậy tồn tại ),( 0xxcx ∈  sao cho  

                          )(')()()( 00 xcfxxxfxf −=−  và đương nhiên  

                          η<−<− 00 xxxcx  

Từ đó suy ra  ε<−=−
−
− lcfl

xx
xfxf

x )(')()(

0

0  

Điều này chứng tỏ lxf =)(' 0  và từ điều kiện của định lí suy ra )(' xf  liên tục tại 0x . 
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y

x

( )f a

a c bO

( )f b

A

B

C

    

                                                         H.2.7 

 

Chú ý: 

      Chúng ta nhận được định lí tương tự  đối với đạo hàm trái hoặc phải  

Hệ quả 2:  Cho [ ],a bf ∈  thoả mãn: 

1. f  liên tục phải tại a 

2. f  khả vi trên (a,b) 

3. lxf
ax

=
+→

)('lim  khi đó có l
h

afhafaf
h

p =
−+

=
+→

)()(lim)('
0

 

Hệ quả 3: Cho ( , )a bf ∈  thoả mãn. 

1. f  liên tục tại ),(0 bax ∈  

2. f  khả vi trên { }0\),( xba  

3. )(,)('lim
0

−∞+∞=
→

xf
xx

 khi đó )(,)()(lim
0

0

0

−∞+∞=
−
−

→ xx
xfxf

xx
 

2.4.4. Định lí số gia hữu hạn suy rộng (Định lí Côsi(Cauchy)) 

Định lí 2.14: Cho [ ],, a bf g∈  thoả mãn: 

1. gf ,  liên tục trên [a, b] 

2. gf ,  khả vi trên (a, b)       (2.19) 

3. ),(0)(' baxxg ∈∀≠    . Khi đó tồn tại ),( bac∈  để có 
)('
)('

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf

=
−
−

 

Chứng minh: 
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     Trước hết thấy ngay )()( bgag ≠ , vì nếu )()( bgag = , theo định lí Rolle suy ra tồn tại 
),( bac∈  để 0)(' =cg , vô lí theo giả thiết. 

Xét hàm số [ ],a bϕ∈  cho bởi  

                   ( ))()(
)()(
)()()()()( agxg

agbg
afbfafxfx −

−
−

−−=ϕ  

Hàm ϕ  thoả mãn các điều kiện của định lí Rolle nên tồn tại ),( bac∈  để 0)(' =cϕ ,  

tức là   0)('
)()(
)()()(' =

−
−

− cg
agbg
afbfcf  hay 

)('
)('

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf

=
−
−

 

Chú ý: 

• Thấy ngay rằng định lí Lagrange là trường hợp riêng của định lí Cauchy 
      (lấy xxg =)(  trên [a, b] ) 

• Định lí Rolle là trường hợp riêng của định lí Lagrange (cho )()( bfaf = ). 

 

2.5. ỨNG DỤNG CÁC ĐỊNH LÍ VỀ GIÁ TRỊ TRUNG BÌNH 

2.5.1. Công thức Taylo (Taylor), công thức Maclôranh (McLaurin) 

     A.Định nghĩa 

1. Cho hàm f khả vi đến cấp (n + 1) tại Xa∈  . Gọi đa thức )(xPn  với nxPn ≤)(deg    

              thoả mãn điều kiện  

                     nkafaP kk
n ,0)()( )()( ==             

   là đa thức Taylor của )(xf  tại lân cận điểm a, hay là phần chính qui của khai  triển hữu   

   hạn bậc n tại a của )(xf  

2. Nếu a = 0 thì )(xPn  gọi là đa thức McLaurin của )(xf  

     B.Định lí 2.15: 

Nếu )(xPn  là đa thức Taylor của )(xf  tại lân cận của a thì nó là duy nhất và có dạng  

        n
n

n ax
n

afaxafafxP )(
!

)(...)(
!1

)(')()(
)(

−++−+=  

Chứng minh: 

    Giả sử tồn tại đa thức thứ  hai là )(xQn  khi đó hiệu )()( xQxP nn −  là đa thức có 

 bậc không vượt quá n và có nghiệm ax =  bội  n + 1, chứng tỏ )()( xQxP nn =  

Đặt n
nn axAaxAAxP )(...)()( 10 −++−+=  
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       ),...,1,0(
!

)()(!)(
)(

)()( nk
k

afAafAkaP
k

k
k

k
k

n ==⇒==      

Chứng tỏ      ∑
=

−=
n

k

n
k

n ax
k

afxP
0

)(

)(
!

)()(  

     C.Công thức Taylor 

Cho )(xPn  là đa thức Taylor của )(xf  tại lân cận của a 

1. Gọi )()()( xPxfxr nn −=  là phần dư  Taylor bậc n tại a của )(xf  

Hệ quả:  Phần dư )(xrn  có dạng: 

                            1
)1(

)(
)!1(

)()( +
+

−
+

= n
n

n ax
n

cfxr  với ),( xac∈    (2.20) 

      tức là 10),( <<−+= θθ     axac , gọi là phần dư trong dạng Lagrange 

Chứng minh: 

     Rõ ràng 0)(...)(')( )( ==== ararar n
nnn  

Đặt 0)(...)()()()( )('1 ====⇒−= + aGaGaGaxxG nn  và )!1()()1( +=+ naG n  

Với ax ≠ và )(ax δΩ∈ , theo định lý Cauchy sẽ có 

        
)()(
)()(

)(
)(

aGxG
arxr

xG
xr nnn

−
−

= =
)(
)(

1
'

1
'

cG
crn  , ),(1 xac ∈  

       
' ' '

1 1 2
2 1'

1 1 2

( ) ( ) ( ) "( )  , ( , ) 
( ) '( ) '( ) "( )

n n n nr c r c r a r c c a c
G c G c G a G c

−
= = ∈

−
 

Sau (n +1) lần áp dụng định lí Cauchy, kết quả sẽ là 

       
)(
)(

)(
)(

)1(

)1(

cG
cr

xG
xr

n

n
nn

+

+

=  với ),(...),(),( 1 xacacac nn ⊂⊂⊂∈ −  

mà  )!1()(),()( )1()1()1( +== +++ ncGcfcr nnn
n  

Suy ra 1
)1(

)(
)!1(

)()( +
+

−
+

= n
n

n ax
n

cfxr . 

2.     ∑
=

+
+

−
+

−+
+−=

n

k

n
n

k
k

ax
n

axafax
k

afxf
0

1
)1()(

)(
)!1(

))(()(
!

)()( θ
             (2.21) 

 Được gọi là công thức Taylor bậc n,  hay khai triển hữu hạn bậc n hàm )(xf  tại lân cận của a 

3.   ∑
=

+
+

+
+=

n

k

n
n

k
k

x
n

xfx
k

fxf
0

1
)1()(

)!1(
)(

!
)0()( θ

     (2.22) 
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Được gọi là công thức McLaurin bậc n,  hay khai triển hữu hạn bậc n của )(xf  tại lân cận của 0.  

Chú ý: 

        •  Nếu )1( +nf  bị chặn ở lân cận của a thì rõ ràng )(
)!1(

)(
)(
)( )1(

ax
n

cf
ax
xr n

n
n −

+
=

−

+

 dần đến 0 khi 

ax →  nghĩa là ( )n
n axxr )(0)( −=  

        •  Với giả thiết )1( +nf  bị chặn ở lân cận của a thì có thể lấy gần đúng )(xf  ở lân cận của a 

bằng đa thức )(xPn  với sai số là ( )n
n axxr )(0)( −= . 

        •  Người ta đã chứng minh phần dư viết trong dạng khác, gọi là dạng Cauchy: 

                           1
)1(

)1(
!

)()( +
+

−= nn
n

n x
n

xfxr θθ
 

     D.Công thức McLaurin của các hàm thường dùng 

1. ( ) ,    xf x e x= ∀ ∈ . 

Ta có  ( ) (0) 1,    kf k= ∀ ∈  

Suy ra        )(0
!0

n
n

k

k
x x

k
xe += ∑

=

       (2.23) 

2. ( ) sin ,     ,     f x x x= ∀ ∈   

      ( ) ( ) 0 ,         2
( ) sin (0) sin ,

2 2 ( 1) ,    2 1
k k

m

k mkf x x k f m
k m

π π =⎧⎛ ⎞= + ⇒ = = ∀ ∈⎨⎜ ⎟ − = +⎝ ⎠ ⎩
  

                      ∑
=

+
+

+
+

−=
n

m

n
m

m x
m
xx

0

22
12

)(0
)!12(

)1(sin                (2.24) 

     Tương tự  ∑
=

++−=
n

m

n
m

m x
m

xx
0

12
2

)(0
)!2(

)1(cos .    (2.25) 

( ) (1 ) ,   ,   f x x x Xα α= + ∈ ∈  , X  phụ thuộc α . Với x  ở lân cận của 0, k∀ ∈  ta có 

     kk xkxf −++−−= αααα )1)(1)...(1()()(  

     )1)...(1()0()( +−−= kf k ααα  

     Suy ra  ∑
=

+
+−−

+=+
n

k

nk xx
k

kx
1

)(0
!

)1)...(1(1)1( αααα .   (2.26) 

Các trường hợp đặc biệt: 

• Với 1−=α  
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                      )(0)1(...1
1

1 2 nnn xxxx
x

+−+−+−=
+

 

                  ⇒ )(0...1
1

1 2 nn xxxx
x

+++++=
−

 

• Với 
2
1

=α  

                      )(0
8
1

2
111 22 xxxx +−+=+  

• Với 
2
1

−=α  

                      )(0
8
3

2
11

1
1 22 xxx

x
++−=

+
 

3. )1ln()( xxf += . Trong lân cận 0 thì  

     ( 1) ( 1)
1

!( ) ( 1) (0) ( 1) . !,
( 1)

n n n n
n

nf x f n n
x

+ +
+= − ⇒ = − ∀ ∈

+
 

     )(0)1(...
2

)1ln( 1
2

n
n

n x
n
xxxx +−++−=+ −      (2.27)  

4. ( ) .    f x tgx= Trong lân cận của 0 hàm khả vi mọi cấp 

Ta biểu diễn 

3 5

3
3

2 4

...sin 3! 5! 0( )
cos 31 ...

2! 4!

x xxx xtgx x x
x xx

− + +
= = = + +

− + +
   (2.28) 

2.5.2. Qui tắc Lôpitan (L’Hospital) 

     Cho ,   , Xa X f g∈ ∈  thoả mãn các điều kiện sau: 

1. liên tục tại a và khả vi ở lân cận { }aa \)(δΩ  

2. { }aaxxg \)(0)(' δΩ∈∀≠            

3. l
xg
xf

ax
=

→ )('
)('lim   

             Khi đó  l
agxg
afxf

ax
=

−
−

→ )()(
)()(lim . 

Chứng minh: 

     εααε <−⇒<−<∀>∃>∀ l
xg
xfaxx
)('
)('0:,0,0      
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Lấy { }aax \)(αΩ∈  sao cho α<−< ax0 . Theo định lí Cauchy sẽ tồn tại 

{ }aacx \)(αΩ∈  sao cho axacx −<−<0  để có 
)('
)('

)()(
)()(

x

x

cg
cf

agxg
afxf

=
−
−

 

Chứng tỏ εΩαε α <−
−
−

⇒∈∀>∃>∀ l
agxg
afxfax
)()(
)()()(,0,0  

nghĩa là l
agxg
afxf

ax
=

−
−

→ )()(
)()(lim  

Chú ý: 

• Nếu 0)()( == agaf  thì rõ ràng qui tắc L’Hospital cho ta điều kiện đủ để tìm giới hạn 

dạng 
0
0

                        l
xg
xf

xg
xf

axax
==

→→ )('
)('lim

)(
)(lim  

• Nếu ∞==
→→

)(lim)(lim xgxf
axax

, thì bằng cách xét các hàm số 
)(

1
xf

 và 
)(

1
xg

 và như vậy 

cũng nhận được điều kiện để tìm giới hạn dạng 
∞
∞

. 

• Nhận thấy rằng trong phép chứng minh qui tắc L’Hospital nếu ∞=a  hoặc ∞=l  kết 
quả vẫn đúng. 

• Cần lưu ý rằng qui tắc L’Hospital chỉ cho điều kiện đủ để tìm giới hạn. Bởi vì khi không 

tồn tại 
)('
)('lim

xg
xf

ax→
 vẫn có thể tồn tại 

)(
)(lim

xg
xf

ax→
. Chẳng hạn : 

     
2
1

2
coslim =

+
∞→ x

xx
x

. Tuy nhiên 
2
sin1lim

)'2(
)'cos(lim x

x
xx

xx

−
=

+
∞→∞→

 không tồn tại  

• Để tìm 
)('
)('lim

xg
xf

ax→
 đương nhiên có thể áp dụng qui tắc L’Hospital trong đó f và g  thay 

bởi 'f  và 'g . Như vậy, trong một bài toán tìm giới hạn , có thể lặp lại qui tắc L’Hospital một số 
lần. 

Ví dụ 10:  Tính 
)cos1(

sinlim
0 xx

xx
x −

−
→

 

Giải: 

       Áp dụng các công thức khai triển hữu hạn sẽ nhận được  

       
3
1

)(0
2

)(0
6
1

lim
)cos1(

sinlim
3

2

43

00
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
=

−
−

→→

xxx

xx

xx
xx

xx
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Ví dụ 11: Tính 
x

xe x

x sin
cos11lim

0

−−− −

→ +
 

Giải: 

       ( ) )(0)(0)(0111 xxxxxxe x +=+=+−−=− −  

        )(0
2

)(0
2

)(0
2

11cos1 3
2

3
2

xxxxxxx +=+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−=−  

        )(0)(0
6

sin 4
3

xxxxxx +=+−=  

Vậy 
0 0 0

0( ) 0( )
1 1 cos 2lim lim lim 1

sin 0( )

x

x x x

xx x x
e x x

x x x x+ + +

−

→ → →

+ − −
− − −

= = =
+

 

Ví dụ 12:     Tìm        

                    a.  
x

x
x β

α )1ln(lim
0

+
→

,      b.   ,lnlim
0

xx
x

α
+→

  )0( >α    

Giải: 

a. Nhận xét  
0 0 0

(ln(1 )) ' ln(1 )1lim lim lim
( ) 'x x x

x xx
x x

α
α α α αα

β β β β β→ → →

+ ++= = ⇒ =  

b. I

x

xxx
xx

==
++ →→

α

α

1
lnlimlnlim

00
,   0lim

)'1(

)'(lnlim
00

=
−

=
++ →→ α

α

α

x

x

x
xx

.Vậy I = 0. 

Ví dụ 13:     Tính   

a.  αx
x

x

lnlim
+∞→

,   )0( >α ,   b. xx a
xα

+∞→
lim ,   )0,1( >> αa    

Giải:  

     a.  01
1

)'(
)'(ln

1 →==
− ααα αα xx

x
x

x
 khi +∞→x  chứng tỏ 0lnlim =

+∞→ αx
x

x
 

      b.  
aa

x
a
x

xx ln)'(
)'( 1−

=
αα α

, lấy đạo hàm hữu hạn n lần sao cho 0≤− nα . Khi đó 

 0
ln

)1)...(1(
+∞→

−

→
+−−

xnx

n

aa
xn αααα

 chứng tỏ 0lim =
+∞→ xx a

xα
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 Vậy ta đã so sánh được các VCL  xaxx ,,ln α  tại ∞ .  

Ví dụ 14: Bằng phương pháp lôga hãy tính các giới hạn sau đây 

  x
x

x

x
x

x
gxI

x
xIxI ln

1

0
3

cos1
1

0
2

0
1 )(cotlim   ,sinlim   ,lim

++ →

−

→→
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==  

Giải: 

             0lnln
0+→

→=
x

x xxx  (theo ví dụ 4) 

   10
1 ==⇒ eI   

             
x

xx
x

x
xx

x x

cos1
lnsinlnsinln

cos1
1sinln

cos1
1

−

−
=

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

 

 
xx

xxx
x

xx
2sin
sincos

)'cos1(
)'lnsin(ln −
=

−

−
 

 
3
1

cos2sin
1

cossin2sin
sin

)'sin(
)'sincos(

022 −→
+

−
=

+
−

=
−

→x
x

x
xxxxx

xx
xx

xxx  

 3
1

2

−
=⇒ eI  

 gx
x

gx x cotln
ln
1)ln(cot ln

1

=  

 1
cossin1

)
sin

1(
cot

1

)'(ln
)'cot(ln

0

2

−→−=
−

=
+→xxx

x

x

xgx
x
gx  

 1
3

−=⇒ eI  

2.6. SỰ BIẾN THIÊN CỦA HÀM SỐ 

2.6.1. Tính đơn điệu của hàm khả vi 

Định lí 2.16: Cho [ ],a bf ∈  thỏa mãn: 

1. f  liên tục trên đoạn [a, b] 

2. f  khả vi trên khoảng (a, b) 

3. ),(,0)(' baxxf ∈∀=  khi đó f(x) không đổi trên [a, b] 

Chứng minh: 
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 Lấy bất kỳ ],[, 21 baxx ∈ . Theo định lí Lagrange tồn tại ),( 21 xxc∈  sao cho 

)()(0))((')()( 211212 xfxfxxcfxfxf =⇒=−=−  vì 11 , xx  tùy ý vậy f(x) không đổi trên  
đoạn [a, b], tức là f(x) = const trên [a, b] 

Định lí 2.17:  Cho f  liên tục trên [a, b], khả vi trên (a, b). Để f  tăng trên [a, b] thì cần và đủ là 
),(,0)(' baxxf ∈∀≥  

Chứng minh:  

 *   Giả sử f  tăng trên [a, b]. Cho *
0 ( , ),x a b h∈ ∀ ∈  sao cho ),(0 bahx ∈+ , ta có:   

   0
)()( 00 ≥

−+
h

xfhxf
 

   Qua giới hạn khi 0→h  nhận được 0)(' 0 ≥xf  

 *   Ngược lại, giả sử 0)('),,( ≥∈∀ xfbax . Lấy tùy ý ],[, 21 baxx ∈ . Áp dụng định lí 

Lagrange trên ],[ 21 xx  sẽ có ),( 21 xxc∈  sao cho: 

   )(')()()( 1212 cfxxxfxf −=−  

          )(0))()()(( 1212 xfxfxfxx ⇒≥−−⇒  tăng trên [a, b]  

 Thay f  bởi  –f  sẽ nhận được định lí trong trường hợp hàm giảm. 

2.6.2. Điều kiện hàm số đạt cực trị 

Định lí 2.18:  Cho  Xf ∈ . Nếu tồn tại lân cận Xa ⊂Ω )(δ  và 0)(' ≥xf  trên ),( aa δ−  và 

0)(' ≤xf  trên ),( aa δ+  thì f  có một cực đại tại a. 

Định lí này suy trực tiếp từ định lí 2.17 trong mục 2.6.1 và định nghĩa cực trị của hàm số. 

Định lí 2.19: Cho có đạo hàm liên tục đến cấp n tại lân cận )(aδΩ  và thỏa mãn điều kiện: 

  0)(,0)(...)(' )()1( ≠=== − afafaf nn  

 Khi đó:     

a. Nếu n chẵn thì f(x) đạt cực trị tại a: đạt cực tiểu nếu 0)()( >af n , đạt cực đại nếu   

0)()( <af n . 

b. Nếu n lẻ thì f(x) không đạt cực trị tại a. 

Chứng minh: 

 Trong lân cận đủ bé của a, ta có công thức Taylor tại lân cận đó: 

  n
n

n
n

ax
n

fax
n

afaxafafxf )()()(
)!1(

)(...)(
!1

)(')()(
)(

1
)1(

−+−
−

++−+= −
− θ

 

  ),(,)(
!

)()()(
)(

xaax
n

fafxf n
n

∈−+= θθ       
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a. Nếu n chẵn thì 0)( ≥− nax  

 Giả sử f(n)(a) > 0, do tính liên tục của f(n)(x) ở lân cận a nên 0)()( >θnf  trong )(aδΩ .    

              Vậy f đạt cực tiểu tại a. 

 Giả sử f(n)(a) > 0, khi đó )()( afxf ≤  chứng tỏ f đạt cực đại tại a.  

         b.  Nếu n lẻ, ( )nax −  đổi dấu ở lân cận )(aδΩ  trong khi đó 0)()( ≠af n . Giả sử 

0)( 0
)( >= faf n  do tính liên tục của f(n)(x) nên 0)()( >θnf ở lân cận khá bé của a. Lúc đó 

nn axf ))(()( −θ  có dấu thay đổi khi x đi qua a. Vậy 

    )()( afxf <  nếu ax <  

     )()( afxf > nếu ax >    .  
                Suy ra f(x) không đạt cực trị tại a.   

Ví dụ 15: Tìm các khoảng tăng, giảm và cực trị của hàm số: 3
2

3
2

)1( −+= xxy  

Giải:  Hàm số xác định x∀ ∈  và khả vi trên  { }\ 0;1   

      /
3 3

2 1 1
3 1

y
x x

⎛ ⎞= +⎜ ⎟−⎝ ⎠
, 0/ =y  khi   33 1−−= xx .Giải phương trình này nhận được 

2
1

=x  

        Từ biểu thức của /y  ta có bảng biến thiên của hàm số: 

 

        

 

 

 

 

 

 

 

   Vậy hàm số giảm trong các khoảng  )1;
2
1(),0;(−∞  

         hàm số tăng trong các khoảng  );1(),
2
1;0( +∞  

         1)1()0(min === yyy  

 x ∞−        0       
2
1

   1  ∞+  

 
y’      -             +          0          -  +  

 ∞+                  3 2     ∞+  
      
y                   1     1 
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          3
max 2)

2
1( == yy  

2.7. BÀI TOÁN TÌM GIÁ TRỊ LỚN NHẤT, GIÁ TRỊ BÉ NHẤT 

 Bài toán:  Cho hàm số )(xf  xác định trên tập X . Tìm giá trị bé nhất (GTBN) , giá trị 
lớn nhất (GTLN) của hàm số trên tập đó. 

 Nói rằng hàm )(xf  đạt GTBN là m tại Xx ∈1  khi và chỉ khi : 

    Xxxfxfm ∈∀≤=     ),()( 1  

 Nói rằng hàm )(xf  đạt GTLN là M tại Xx ∈2  khi và chỉ khi :   

    XxxfxfM ∈∀≥=     ),()( 2  

2.7.1. Hàm liên tục trên đoạn kín [a, b] 

 Theo tính chất liên tục của hàm số trên một đoạn kín bao giờ cũng tồn tại m,M. Theo 
định lý Fermat nếu hàm khả vi tại x0 và đạt cực trị tại đó thì f’(x0) = 0. Vì cực trị có tính địa 
phương nên các điểm tại đó hàm đạt GTBN, GTLN chỉ có thể là hoặc các điểm tại đó hàm số 
không khả vi hoặc các điểm làm đạo hàm triệt tiêu hoặc các điểm a, b. Từ đó các quy tắc tìm m, 
M tương ứng x1, x2 như sau: 

a. Tìm các giá trị f(a), f(b). 

b. Tìm các giá trị của hàm số tại các điểm hàm số không khả vi. 

c. Tìm giá trị của hàm số tại các điểm làm triệt tiêu đạo hàm f’(x). 

d. So sánh các giá trị tìm được ở trên để tìm ra giá trị bé nhất, đó là m, tìm ra giá trị lớn 
nhất, đó là M. 

2.7.2. Hàm liên tục trên khoảng mở, khoảng vô hạn 

 Trong trường hợp này, thay vì tính f(a), f(b), ta tìm giới hạn của hàm số khi x dần tới a, 
dần đến b, hoặc dần đến∞ . Tuy nhiên phải xem xét hàm số có đạt được giới hạn này không. Các 
bước tiếp theo thực hiện như mục trên. 

Ví dụ 16: Tìm GTBN, GTLN của hàm số 2 23 ( 2 ) ,    0 3y x x x= − ≤ ≤  

Giải: 

                  3 9)3(,0)0( == yy  

 Hàm số khả vi trên khoảng (0, 3) \ {2}. 0)2( =y . 

  0
)2(

1
3
4'

3
=

−

−
=

xx
xy  khi 1=x , 1)1( =y  

  { } 09,1,0min 3 ==m  đạt được tại 2,0 == xx   

  { } 33 99,1,0max ==M  đạt được tại 3=x  
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Ví dụ 17:  Tìm GTBN, GTLN của hàm số  +∞<≤= xxy x 1,0,     

Giải: 

 Hàm số khả vi trên khoảng );1,0( +∞ . 

  +∞===
+∞→+∞→

x

xx
xyy limlim,

10
1)1,0(

10
    

  0)1(ln' =+= xxy x  khi 1−= ex  

  eeey
1

1 )(
−− =  

 Vậy  
ee ee

m 1101

1
10
1,1min =

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=  đạt được tại 1−= ex  

 Hàm số không có GTLN. 

2.8. HÀM LỒI 

2.8.1. Khái niệm về hàm lồi, hàm lõm và điểm uốn 

     A. Định nghĩa 

1.  Ánh xạ  :f X →  được gọi là lồi nếu 

 )()1()())1((],1,0[,, 212121 xfxfxxfXxx λλλλλ −+≤−+∈∀∈∀   (2.29) 

     Nói rằng  f  là lõm khi và chỉ khi  –f  là lồi. 

     Đồ thị của hàm lồi  f  trên (a, b) được mô tả trên hình 2.8. 

     Đặt  fCxfxMxfxMxxx )),(,()),(,(,)1( 22211121 λλ −+= là đồ thị của hàm số f 

                       

y

x1x x 2x

1M

2M

0

)(xf
)( 1xf

)( 2xf

)()1()( 21 xfxf λλ −+

 

     H.2.8 
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      Như vậy ánh xạ f  lồi khi và chỉ khi với bất kỳ cặp điểm ),( 21 MM  của fC , mọi điểm 

fCM ∈  có hoành độ nằm giữa các hoành độ của M1 và M2 đều nằm phía dưới đoạn M1M2 . Nói 

cách khác đường cong nằm dưới mọi dây cung tương ứng 

2.  Cho Xf ∈ . Giả sử ],[],[ cbbaX ∪=  mà f  lồi (lõm) trên [a, b], f  lõm (lồi) trên [b, c]  
Khi đó điểm U(b, f(b)) gọi là điểm uốn của đồ thị Cf  của hàm số. Như vậy điểm uốn là điểm 
phân biệt giữa các cung lồi và cung lõm của đồ thị hàm số. 

     B.  Định lí 

Định lí 2.20:  Để f  là lồi trên X  điều kiện cần và đủ là Xa∈∀ , tỷ số gia tại a của f  tăng trên   

                      }{\ aX , tức là  

   
ax

afxfxa −
−

=
)()()(τ  tăng trên }{\ aX . 

Chứng minh: 

 Lấy tùy ý Xcba ∈,,  sao cho a <b <c . Gọi A(a, f(a)), B(b, f(b)), C(c, f(c)) và P(AB), 
P(AC), P(BC) là các hệ số góc của các đường AB, AC, BC. 

Như vây )()(),()( ACPcABPb aa == ττ . Do vậy định lí được chứng minh khi ta chỉ ra 

)()( ACPABP ≤  là điều kiện cần và đủ của hàm lồi. 

 Đặt cab )1( λλ −+= , trong đó ]1,0[∈
−
−

=
ac
bcλ  

 f  lồi có nghĩa là: 

  )()1()())1(( cfafcaf λλλλ −+≤−+  

       
ac

afcf
ab

afbf
cfabafbcbfac

−
−

≤
−
−

⇔

−+−≤−⇔
)()()()(

)()()()()()(
  

 hay   )()( ACPABP ≤  

2.8.2. Điều kiện hàm lồi 

Định lí 2.21: Giả sử f  là lồi trên X  khi đó f  khả vi phải và trái tại mọi điểm trong của X  và   

                     Xcba ∈∀ ,,  sao cho a < b < c, ta có 

  
bc

bfcfbfbf
ab

afbf
pt −

−
≤≤≤

−
− )()()(')(')()(

     

Định lí 2.22: Cho Xf ∈  khả vi. Để f  lồi trên X  điều kiện cần và đủ là f’  tăng trên X  

Chứng minh: 

 Giả sử f  lồi trên X , lấy Xba ∈,  sao cho ba < . Theo định lí 1 ta có: 
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  )(')(')()()(' xfbf
ab

afbfaf ⇒≤
−
−

≤  tăng trên X 

 Ngược lại cho f’(x) tăng trên X, cho  Xba ∈,  sao cho a < b và ]1,0[∈λ , đặt 
bax )1( λλ −+=  ( các trường hợp a = b hoặc 1,0 == λλ là tầm thường). Áp dụng định lí 

Lagrange cho f  trên [a, x], [x, b] thì tồn tại ),(),,( bxdxac ∈∈  sao cho 

  )('))(1()(')()()( cfabcfaxafxf −−=−=− λ  

  )(')()(')()()( dfabdfxbxfbf −=−=− λ  

 Vì f’ tăng nên ))()()(1())()(()(')(' xfbfafxfdfcf −−≤−⇒≤ λλ . Nghĩa là 

  )()1()()( bfafxf λλ −+≤  

 Chứng tỏ f  lồi trên X. 

Hệ quả 1:  Cho  f  khả vi hai lần trên X. Để f  là lồi điều kiện cần và đủ là 0)(" ≥xf  

Hệ quả 2:  Để u(a, f(a)) là điểm uốn của đồ thị hàm Xf ∈  với Xa∈ , f  khả vi hai lần trên X , 
điều kiện cần và đủ là f”(a) = 0 và f”(x)  đổi dấu khi x đi qua điểm a. 

Ví dụ 18: Xét tính lồi, lõm và tìm điểm uốn của đồ thị hàm số 0   ,ln >= a
x
a

x
ay  

Giải: 

 Hàm số khả vi mọi cấp khi 0>x . 

 )ln1(' 2 x
a

x
ay +−=  

 )ln23(" 3 x
a

x
ay +=  

 0"=y  khi 0ln23 =+
x
a

 hay 2
3

aex =       

 Ta có 0"<y  khi 2
3

.eax >  và 0">y  khi 2
3

aex < . 

 Vậy hàm số lõm trong khoảng ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
2
3

,0 ae , lồi trong khoảng  ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+∞,2

3

ae  vậy 2
3

aexU =    

    2
3

2
3 −

−= aeyU  

TÓM TẮT NỘI DUNG CHƯƠNG II 

•  Định nghĩa đạo hàm tại một điểm  

Cho , , Xa X a h X f∈ + ∈ ∈ . Nói rằng f  khả vi tại a nếu tồn tại giới hạn hữu hạn 
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h

afhaf
h

)()(lim
0

−+
→

 

Giới hạn này thường kí hiệu )(' af hay )(a
dx
df

 gọi là đạo hàm của f  tại a. 

•  Định nghĩa đạo hàm một phía 

   1. Cho XhaXa ∈+∈ , . Nói rằng f  khả vi phải tại a nếu tồn tại giới hạn hữu hạn 

                      
h

afhaf
h

)()(lim
0

−+
+→

 

     Giới hạn này kí hiệu là )(' af p , gọi là đạo hàm phải của f tại a. 

   2. Cho XhaXa ∈+∈ , . Nói rằng f  khả vi trái tại a nếu tồn tại giới hạn hữu hạn  

                      
h

afhaf
h

)()(lim
0

−+
−→

 

     Giới hạn này kí hiệu là )(' aft , gọi là đạo hàm trái của f tại a. 

Để f  khả vi tại a điều kiện cần và đủ là f  khả vi trái và phải tại a đồng thời                          

                                               )(')(')(' afafaf pt ==  

Nếu f  khả vi tại a thì f  liên tục tại a 

•  Các phép tính đại số của đạo hàm tại một điểm 

    Cho f  và g  khả vi tại a khi đó:  

  1. gf +  khả vi tại a và )(')(')()'( agafagf +=+  

  2. , fλ λ∀ ∈ khả vi tại a và ( ) '( ) '( )f a f aλ λ=  

  3. gf .  khả vi tại a và ( ) '( ) '( ) ( ) ( ) '( )f g a f a g a f a g a= +  

  4. Nếu 0)( ≠ag  thì 
g
f

 khả vi tại a và 
'

2

'( ) ( ) ( ) '( )( )
( )

f f a g a f a g aa
g g a

⎛ ⎞ −
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
  . 

  5. Đạo hàm của hàm hợp: 

   Cho ,    : ,    :a X f X g Y∈ → →  với YXf ⊂)( . Nếu f  khả vi tại a và g khả vi tại   

 )(af  thì hàm hợp gof  khả vi tại a và  

            ( ) ).('.)(')()'( afafgagof =                                                 

  6. Đạo hàm của hàm ngược: 

   Giả sử  :f X →  đơn điệu ngặt và liên tục trên X khả vi tại Xa ∈  và 0)(' ≠af  

   Khi đó hàm ngược của f là 1 : ( )f f X− →  khả vi tại )(af và 
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                             ( ) ( )
)('

1)('1

af
aff =−                                                             

•  Các phép tính đại số của các hàm khả vi trên một khoảng      

    Cho , :f g X →  khả vi trên X , (tức là Xba =),( ) khi đó. 

  1. gf +  khả vi trên X  và '')'( gfgf +=+  

  2. , fλ λ∀ ∈ khả vi trên X  và ')'( ff λλ =             

  3. fg  khả vi trên X  và ( ) ' ' 'fg f g fg= +  

  4. 0)( ≠xg  trên X  thì 
g
f

 khả vi trên X  và 2

'
''

g
fggf

g
f −

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

  5. Cho Xf ∈  và Yg∈ . Nếu f khả vi trên X  và g khả vi trên  )(Xf  thì gof  khả   

      vi trên và  ')'()'( fofggof = .  Mở rộng ')')('()'( fofgogofhhogof =  

  6 .Cho Xf ∈  đơn điệu ngặt trên X , khả vi trên X  và 0)(' ≠xf  trên X  khi đó  

                  1−f  khả vi trên )(Xf  và   
'

1)'( 1

f
f =−        

•  Bảng các đạo hàm của các hàm số thông dụng     

•  Định nghĩa vi phân tại một điểm 

Cho ,Xf f∈ khả vi tại Xa ∈ . Vi phân của f  tại a kí hiệu )(adf  xác định bởi công   

thức:  ( ) '( ).     df a f a dx=        

•  Các phép tính đại số của vi phân tại một điểm 

    Cho f  và g  khả vi tại a khi đó:  

   1. )()())(( adgadfagfd +=+  

  2. )())(( adfafd λλ =  với λ∈  

  3. )()()()())(.( adfagadgafagfd +=  

  4. ( ))()()()(
)(

1)( 2 adgafadfag
ag

a
g
fd −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 khi 0)( ≠ag  

•  Các phép tính đại số của vi phân trên một khoảng  

    Cho , Xf g∈  khả vi trên Xba ⊆),( . Vi phân của hàm số trên ),( ba  được xác định theo      

    công thức:  ( ) '( )df x f x dx=  với ),( bax∈ . 

  1. )()())(( xdgxdfxgfd +=+  
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  2. )())(( xdfxfd λλ =  

  3. )()()()())(.( xdfxgxdgxfxgfd +=  

  4. ( ))()()()(
)(

1)( 2 xdgxfxdfxg
xg

x
g
fd −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 khi 0)( ≠xg  

•  Đạo hàm cấp cao 

      Qui ước: )()()0( xfxf = . Đạo hàm cấp n được kí hiệu là ( ) ( )nf x và xác định như sau: 

                                                
( 1)

( ) ( )( )
n

n df xf x
dx

−

=  

      Nếu f  khả vi n lần trên X  thì ,p q∀ ∈  sao cho nqp ≤+  ta có  

                                           ( ) )()()( qpqp ff +=  

•  Các phép tính đại số của đạo hàm cấp cao 

    Cho ,   , Xf gλ∈ ∈ , n∈ *  khả vi n lần trên X , khi đó trên X  có các hệ thức sau đây  

    1. ( ) )()()( nnn gfgf +=+  

    2. ( ) )()( nn ff λλ =  

    3. ( ) ∑
=

−=
n

k

knkk
n

n gfCfg
0

)()()( gọi là công thức Leibnitz 

    4. 0)( ≠xg  trên X  thì 
g
f

 khả vi n lần trên X  

•  Vi phân cấp cao 

nnn dxafafd )()( )(= ,     ( )( ) ( )n n nd f x f x dx=  

•  Các phép tính đại số của vi phân cấp cao 

    Nếu gf ,  khả vi đến cấp n trên X  thì khi đó  

  1. gdfdgfd nnn +=+ )(  

  2. Với ,    ( )n nd f d fλ λ λ∈ =  

  3. ∑
=

−=
n

k

knkk
n

n gdfdCgfd
0

.).(  

  4. Nếu 0)( ≠xg  thì 
g
f

 có vi phân đến cấp n. 

•  Định lí Fermat 
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Nếu )(xf  khả vi tại a và đạt cực trị địa phương tại a thì 0)(' =af  

•  Định lí Rôn (Rolle) 

   Cho [ ],a bf ∈  thoả mãn. 

  1.  f  liên tục trên [a, b] 

  2.  f  khả vi trên (a, b) 

  3.  )()( bfaf = . Khi đó tồn tại ),( bac∈  sao cho 0)(' =cf  

Điểm ),( bac∈  tương ứng số )1,0(∈θ  sao cho )( abac −+= θ  

•  Định lí số gia hữu hạn. (định lí Lagơrăng (Lagrange)) 

   Cho [ ],a bf ∈  thoả mãn: 

  1.   liên tục trên [a, b] 

  2.  khả vi trên (a, b). Khi đó tồn tại ),( bac∈  để có  

                        )(')()()( cfabafbf −=−       

•  Định lí số gia hữu hạn suy rộng (Định lí Côsi(Cauchy)) 

   Cho [ ],, a bf g∈  thoả mãn: 

  1.  gf ,  liên tục trên [a, b] 

  2.  gf ,  khả vi trên (a, b)        

  3.  ),(0)(' baxxg ∈∀≠    . Khi đó tồn tại ),( bac∈  để có 
)('
)('

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf

=
−
−

 

•  Công thức Taylo (Taylor), công thức Maclôranh (McLaurin) 

      

  1. Cho hàm f khả vi đến cấp (n + 1) tại Xa∈  . Gọi đa thức )(xPn  với nxPn ≤)(deg    

             thoả mãn điều kiện  

                     nkafaP kk
n ,0)()( )()( ==             

   là đa thức Taylor của )(xf  tại lân cận điểm a, hay là phần chính qui của khai  triển hữu   

   hạn bậc n tại a của )(xf  

  2. Nếu a = 0 thì )(xPn  gọi là đa thức McLaurin của )(xf  

     Nếu )(xPn  là đa thức Taylor của )(xf  tại lân cận của a thì nó là duy nhất và có dạng  

        n
n

n ax
n

afaxafafxP )(
!

)(...)(
!1

)(')()(
)(

−++−+=  
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  3. Gọi )()()( xPxfxr nn −=  là phần dư  Taylor bậc n tại a của )(xf  

     Phần dư )(xrn  có dạng: 

                            1
)1(

)(
)!1(

)()( +
+

−
+

= n
n

n ax
n

cfxr  với ),( xac∈     

     10),( <<−+= θθ     axac , gọi là phần dư trong dạng Lagrange 

•  Công thức McLaurin của các hàm thường dùng 

  1.  )(0
!0

n
n

k

k
x x

k
xe += ∑

=

 

  2.  ∑
=

+
+

+
+

−=
n

m

n
m

m x
m
xx

0

22
12

)(0
)!12(

)1(sin    

  3.  ∑
=

++−=
n

m

n
m

m x
m

xx
0

12
2

)(0
)!2(

)1(cos . 

  4.  ∑
=

+
+−−

+=+
n

k

nk xx
k

kx
1

)(0
!

)1)...(1(1)1( αααα . 

                  )(0)1(...1
1

1 2 nnn xxxx
x

+−+−+−=
+

 

                  )(0...1
1

1 2 nn xxxx
x

+++++=
−

 

  5.  )(0)1(...
2

)1ln( 1
2

n
n

n x
n
xxxx +−++−=+ −  

  6.  )(0
3

!4!2
1

!5!3
cos
sin 3

3

42

53

xxx
xx

xxx

x
xtgx ++=

+−

+−
==  

•  Qui tắc Lôpitan (L’Hospital) 

     Cho ,   , Xa X f g∈ ∈  thoả mãn các điều kiện sau: 

    1.  liên tục tại a và khả vi ở lân cận { }aa \)(δΩ  

    2.  { }'( ) 0 ,         ( ) \g x x a aδ≠ ∀ ∈Ω  

   3.  l
xg
xf

ax
=

→ )('
)('lim    Khi đó  l

agxg
afxf

ax
=

−
−

→ )()(
)()(lim  
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•  Tính đơn điệu của hàm khả vi 

   Cho [ ],a bf ∈  thỏa mãn: 

1. f  liên tục trên đoạn [a, b] 

      2. f  khả vi trên khoảng (a, b) 

3. ),(,0)(' baxxf ∈∀= . Khi đó f(x) không đổi trên [a, b] 

    Cho f  liên tục trên [a, b], khả vi trên (a, b). Để f  tăng trên [a, b] thì cần và đủ là   

   ),(,0)(' baxxf ∈∀≥  

•  Điều kiện hàm số đạt cực trị 

1. Cho  Xf ∈ . Nếu tồn tại lân cận Xa ⊂Ω )(δ  và 0)(' ≥xf  trên ),( aa δ−  và 0)(' ≤xf    

      trên  ),( aa δ+  thì f  có một cực đại tại a. 

    2.  Cho có đạo hàm liên tục đến cấp n tại lân cận )(aδΩ  và thỏa mãn điều kiện: 

  0)(,0)(...)(' )()1( ≠=== − afafaf nn  

 Khi đó:     

             a  Nếu n chẵn thì f(x) đạt cực trị tại a: đạt cực tiểu nếu 0)()( >af n , đạt cực đại nếu   

0)()( <af n . 

b .Nếu n lẻ thì f(x) không đạt cực trị tại a. 

•  Khái niệm về hàm lồi, hàm lõm và điểm uốn 

    Ánh xạ  :f X →  được gọi là lồi nếu 

 )()1()())1((],1,0[,, 212121 xfxfxxfXxx λλλλλ −+≤−+∈∀∈∀    

   Nói rằng  f  là lõm khi và chỉ khi  –f  là lồi. 

  1. Cho  f  khả vi hai lần trên X. Để f  là lồi điều kiện cần và đủ là 0)(" ≥xf  

  2. Để u(a, f(a)) là điểm uốn của đồ thị hàm Xf ∈  với Xa∈ , f  khả vi hai lần trên X , điều   

      kiện cần và đủ là f”(a) = 0 và f”(x)  đổi dấu khi x đi qua điểm a. 

  3. Cho Xf ∈  khả vi. Để f  lồi trên X  điều kiện cần và đủ là f’  tăng trên X  
 

CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP CHƯƠNG II. 

2.1.  Hàm số liên tục tại 0x  thì khả vi tại đó? 

                             Đúng                Sai     
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2.2.  Hàm số khả vi tại 0x  thì liên tục tại đó?    

                             Đúng                Sai     

2.3.   Hàm số khả vi tại 0x  khì và chỉ khi có đạo hàm tại đó?    

                             Đúng                Sai     

2.4.   Hàm số khả vi tại 0x   khi có các đạo hàm trái và phải tại đó?    

                             Đúng                Sai     

2.5.    Tổng, tích, hai hàm số khả vi tại 0x  là một hàm khả vi tại đó?    

                             Đúng                Sai     

2.6.    Tổng, tích, thương các hàm số không khả vi tại 0x  là một hàm không khả vi tại đó?    

                             Đúng                Sai     

2.7.   Hàm số đạt cực trị tại 0x  thì có tiếp tuyến của đồ thị tại điểm có hoành độ tại 0x ?    

                             Đúng                Sai     

2.8.   Hàm số đạt cực trị tại 0x  thì có đạo hàm cấp hai tại điểm 0x ?    

                             Đúng                Sai     

2.9.   Hàm số đạt cực trị tại 0x  thì đạt GTLN hoặc GTNN tại điểm 0x ?    

                             Đúng                Sai     

2.10.  GTLN hoặc GTNN đạt đựợc tại điểm 0x là giá trị cực trị tại đó?    

                             Đúng                Sai     

2.11.   Hàm số liên tục trên khoảng hở (a,b) và có đạo hàm trên khoảng đó thì các kết luận    
của định lí Rolle, Lagrange vẫn đúng? 

                             Đúng                Sai     

2.12.   Định lí Rolle, Lagrange, Cauchy  khẳng định tính đuy nhất về giá trị trung bình?  

                             Đúng                Sai     

2.13.  Phần dư Taylor, phần dư Cauchy của hàm số tại điểm 0x là đa thức của x?    

                             Đúng                Sai     

2.14.  Qui tắc Lôpitan mô tả điều kiện cần và đủ cho phép tính giới hạn?    

                             Đúng                Sai     

2.15.  Vi phân cấp 3 của hàm số có tính bất ?    
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                             Đúng                Sai     

2.16.  Dùng định nghĩa hãy tính các đạo hàm các hàm số 

 a. 12)( += xxf  

 b. 
x

xxf 1)( +=  

 c. 
x

xxf +
=

1)(  

 d. xxf =)(  

2.17.  Tính đạo hàm của các hàm số: 

 a.  
2

ln xtgy =                b.  )1ln( 2 ++= xxy  

 c.  xey
1sin2

=     d.  4

2

1
2arcsin

x
xy
+

=  

 e.  
3

3
11 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +=
x

y    f.  21
2

2
1

x
xarctgy

−
=  

 

 

2.18.  Tính đạo hàm của các hàm số 

 a.  
1ln
1lnln

+
−

=
xx
xxy    b.  

22

1

xax
y

−
=  

 c.  
4

2

1
ln

ax

xy
−

=    d.  5)4cos1(
1

x
y

+
=  

2.19.  Tính đạo hàm của các hàm số 

 a.  
x
xy

+
−

=
1
1cos2    b.  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

x
xtgy 11  

 c.  
x
xy

+
−

=
1
1arcsin               d.  xy 532 logloglog=  

2.20.  Tính đạo hàm sau bằng phương pháp đạo hàm lôga: 

 a.  
2xxy =     b.  xxy cos)(sin=  
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 c.  
5 2

43

)3(

2)1(

−

−+
=

x

xxy   d.  
x

x
xy ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

=
1

 

 e.  xxy sin2 )1( +=    f.  3
22

2

)1(
)1(

−
+

=
x

xxy  

2.21.  Tính đạo hàm sau bằng phương pháp đạo hàm lôga 

 a.  xxy
1

=     b.  22 xxy xx−=  

 c.  )1ln( −−= xxx
e
xy x

x
  d.  xy x sinlogcos=  

2.22.  Tính vi phân của hàm số 

 a.  
2

ln
2
1

sin2
cos

2
xtg

x
xy −=   

 b.  Cho 12)( 3 +−= xxxf . Tính )1(),1( dffΔ   )0( >a  

 c.  Với 2ax <<  chứng minh  
a
xaxa

2
2 +≈+   )0( >a  

 d.  x
x

xy 6
2
13 2

1

++=  tại 1=x  và 2,0=dx  

2.23.  Tính đạo hàm cấp n của các hàm số: 

 a.  xxy −+= 22    b.  )ln( baxy +=  

 c.  
dcx
baxy

+
+

=    c.  xy =  

2.24.  Tính các đạo hàm cấp cao sau: 

 a.  xxy sin)1( 2 +=  ,   tính y(20) 

 b.  
x

ey
x

=   ,   tính  y(10) 

 c.  xey x sin.=  ,   tính  y(n) 

 d.  bxaxy sin.sin=  ,  tính  y(n) 

2.25.   Dùng qui tắc L’Hospital tìm các giới hạn sau: 
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 a.  x

x

x ex
xe
+∞→

2
lim  b.  

x

x
x

2
sin1

1lim
1 π
−

−
→

  c.  
)ln(

)ln(lim axax ee
ax

−
−

→
 

 d.  
)1ln(

2lim
1 x

xtg

x −−→

π

 e.  
x

x
x sinln21

lnlim
0 ++→

  f.  
xg

x
x

2
cot

lim
0 π

π

→
 

2.26.   Tìm các giới hạn sau: 

 a.  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

→ 1
11lim

0 xx ex
   b.  )1ln(.lnlim

1
−

→
xx

x
 

 c.  100
1

0

2lim −−

→
xe x

x
   d.  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−→ qpx x
q

x
p

11
lim

1
 

 e. ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
−

−→ )1(3
1

)1(2
1lim

31 xxx
 f.  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

→ xgxx cos2cot
lim

2

ππ
π

 

2.27.   Tìm các giới hạn sau: 

 a.  x

x
x ln

0
)1(lim +

→
,  b.  x

x
tgx cos2

2

)(lim
π

→

, c.  xx

x
ex

1
2

0
)(lim +

→
 

 d.  
2

1

0
lim x

x x
tgx

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→
,  e.  )1ln(

1

0
lim −

→

xe
x

x  , f.  
2

1

0 ln
lnlim

x

x

x

x bxb
axa
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

→
. 

2.28.   Tìm các khoảng tăng, giảm và cực trị của các hàm số sau: 

 a.  )1( xxy +=   b.  xxy ln=   c.  2
3

2 )1( −= xy  

 d.  
x

ey
x

=    e.  )0(,2 >−= axaxxy  

2.29.   Tìm cực trị các hàm số sau: 

 a.  )1(2 xxxy −=   b.  )2( += xxy  c.  3
2

3
2

)2( −+= xxy  

 d.  2

2x

xey
−

=    e.  
x

xy ln1 +
=  f.  

3
cos3

2
cos2 xxy +=  
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2.30.   Tìm giá trị lớn nhất, bé nhất của các hàm số: 

 a.  ,
1
1

2

2

xx
xxy

++
+−

=   10 ≤≤ x  

 b.  ,
1

22

x
b

x
ay

−
+=   0,0,10 >><< bax  

 c.  ,2 2 xtgtgxy −=   
2

0 π
<≤ x  

 d.  ,
1
1

x
xarctgy

+
−

=   10 ≤≤ x  
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CHƯƠNG III.  HÀM SỐ NHIỀU BIẾN SỐ 
 

MỤC ĐÍCH, YÊU CẦU 

Phép tính vi phân hàm số nhiều biến số là sự mở rộng một cách tự nhiên và cần thiết của phép 
tính vi phân hàm số một biến số. Các bài toán thực tế thường xuất hiện sự phụ thuộc một biến 
số vào hai biến số hoặc nhiều hơn, chẳng hạn nhiệt độ T của một chất lỏng biến đổi theo độ 
sâu z và thời gian t theo công thức tT e z−= , nhiệt lượng toả ra trên dây dẫn phụ thuộc vào 
điện trở của dây, cường độ của dòng và thời gian dẫn điện theo công thức 

20, 24Q RI t= ,v.v…Vì vậy, khảo sát hàm số nhiều biến số vừa mang tính tổng quát vừa mang 
tính thực tiễn. Để học tốt chương này, ngoài việc nắm vững các phép tính đạo hàm của hàm 
một biến số, người học phải có các kiến thức về hình học không gian (xem [ ]2 ).Trong 

chương này, yêu cầu người học nắm vững các nội dung chính sau: 

1. Các khái niệm chung của không gian n  (n chiều). 
 Mô tả được miền xác định và đồ thị của hàm hai biến. 
2. Phép tính đạo hàm riêng và vi phân toàn phần. 
 Nắm vững các qui tắc tính đạo hàm riêng trên cơ sở tính đạo hàm của hàm một biến. Công 
thức tính đạo hàm riêng của hàm số ẩn. Công thức vi phân toàn phần và biết cách áp dụng vào 
phép tính gần đúng. 
3. Nắm vững khái niệm và cách tính đạo hàm theo hướng. Giải thích được đạo hàm riêng theo 
các biến x, y, z chính là đạo hàm theo hướng các trục Ox, Oy, Oz. 
4. Bài toán tìm cực trị. 
 Qui tắc tìm cực trị tự do, phương pháp nhân tử Lagrange.  

NỘI DUNG 

3.1. CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN 

3.1.1. Không gian n chiều 

* Ta đã biết mỗi điểm trong không gian 3 chiều được đặc trưng hoàn toàn bởi bộ 3 số (x, y, z) 
là 3 tọa độ Descartes của nó: x là hoành độ, y là tung độ và z là cao độ. 

Tổng quát như sau: Mỗi bộ có thứ tự n số thực ),...,,( 21 nxxx  gọi là một điểm n chiều. Kí 

hiệu M ),...,,( 21 nxxx có nghĩa là điểm n chiều M có các toạ độ nxxx ,...,, 21 . Tập các điểm 

M ),...,,( 21 nxxx gọi là không gian Euclide n chiều. Kí hiệu tập này là n . 

* Cho M ),...,,( 21 nxxx n∈ , N ),...,,( 21 nyyy n∈ . Gọi khoảng cách giữa M và N, kí hiệu 
d(M, N), là số thực tính theo công thức: 
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∑
=

−=−++−=
n

i
iinn yxyxyxNMd

1

222
11 )()(......)(),(  

Tương tự như trong 2 3, ,  ta nhận được bất đẳng thức tam giác trong n . Tức là với 3 

điểm A, B, C bất kỳ trong n  ta có: 

  ),(),(),( CBdBAdCAd +≤  

* Cho ),...,,( 00
2

0
10 nxxxM n∈ và 0>ε .  Tập { }n

0 0(M ) M : d(M, M )εΩ = ∈ < ε  gọi là ε - lân 

cận hoặc lân cận bán kính ε  của M0 hoặc hình cầu mở tâm M0 bán kính ε  (H.3.1a). 

* Cho nE ⊂ . Điểm EM ∈ gọi là điểm trong của E nếu có )0()( >∃⊂Ω εε EM . Điểm 

N n∈ gọi là điểm biên của E nếu bất kỳ )(MεΩ đều chứa những điểm thuộc E và điểm 

không thuộc )0( >∀εE . Tập E gọi là mở nếu mọi điểm của nó đều là điểm trong, gọi là 

đóng nếu nó chứa mọi điểm biên của nó. Tập các điểm biên của E kí hiệu E∂ . Bao đóng của 

E hay tập E đóng ký hiệu E  và có EEE ∂= ∪ (H.3.1a). 

* Tập E gọi là bị chặn hay giới nội nếu như tồn tại số N sao cho NE (0)⊂ Ω . 

* Tập E gọi là liên thông nếu mỗi cặp điểm M1, M2 trong E đều được nối với nhau bởi một 
đường cong liên tục nào đó nằm trọn trong E. Tập liên thông E gọi là đơn liên nếu nó bị giới 
hạn bởi một mặt kín (một đường cong kín trong 2 ; một mặt cong kín trong 3 ) (H.3.1a). 
Tập liên thông E gọi là đa liên nếu nó bị giới hạn bởi từ hai mặt kín trở lên rời nhau từng đôi 
một (H.3.1b). 

 
 

Ví dụ 1: Xét các tập sau trong 2 . 

  { }4:),( 22 <+= yxyxA  

                 { })0,0(),0,1(),2,1( −=B  và  2  

Giải: 

{ }4:),( 22 =+=∂ yxyxA  - đường tròn tâm O bán kính 2, { }4:),( 22 ≤+= yxyxA  - hình 
tròn kể cả biên. 
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A, 2  là các tập liên thông, B không liên thông (gồm 3 điểm rời rạc). 

A, B là các tập giới nội, 2  không giới nội (cả mặt phẳng 0xy). 
3.1.2. Định nghĩa hàm nhiều biến số 

Cho nD ⊂ . Gọi ánh xạ: 
  :f D →  

Hay là 1 2 n 1 2 nM(x , x ,...., x ) D u f (M) f (x , x ,...., x )∈ = = ∈6  là một hàm số của n biến số 

xác định trên D. D gọi là miền xác định của hàm số f; nxxx ,....,, 21  là các biến số độc lập, còn 
u gọi là biến số phụ thuộc. 
3.1.3. Miền xác định của hàm nhiều biến số 

Người ta quy ước: Nếu cho hàm số u = f(M) mà không nói gì về miền xác định D của nó thì 
phải hiểu rằng miền xác định D của hàm số là tập hợp các điểm M sao cho biểu thức f(M) có 
nghĩa. 
Miền xác định của hàm số thường là tập liên thông. Sau đây là một số ví dụ về miền xác định 
của hàm số 2 biến số, 3 biến số. 
Ví dụ 2: Tìm miền xác định của các hàm số sau và mô tả hình học các miền đó: 

a) 221 yxz −−= ,                b) )ln( yxz += ,              c) 
2229 zyx

yu
−−−

=                

Giải: 

a. Miền xác định là tập 2(x, y)∈ sao cho 01 22 ≥−− yx  hay 122 ≤+ yx . Đó là hình tròn 
đóng tâm O bán kính bằng 1 (H.3.2a). Hình tròn đóng này có thể mô tả bởi hệ bất phương 
trình: 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−≤≤−−

≤≤−
22 11

11

xyx

x
 

b. Miền xác định là tập 2(x, y)∈  thoả mãn x + y > 0 hay y > -x. Đó là nửa mặt phẳng có 
biên là đường y = -x (H.3.2b). Nửa mặt phẳng này được mô tả bởi hệ bất phương trình:  

⎩
⎨
⎧

+∞<<−
+∞<<∞−

yx
x

 

c. Miền xác định là tập 3(x, y, z)∈ thoả mãn 9222 <++ zyx . Đó là hình cầu mở tâm O bán 
kính bằng 3 (H.3.2c). Hình cầu mở này mô tả bởi hệ bất phương trình:  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−≤≤−−−

−≤≤−−

<<−

2222

22

99

99

33

yxzyx

xyx

x
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21 xy

21 xy

0

x

y

-1

-1

1

1

y

x
0

xy

H.3.2a H.3.2b

x

y

z

3
3

3

H.3.2c  
3.1.4. Ý nghĩa hình học của hàm hai biến số 

Cho hàm 2 biến z = f(x,y) với Dyx ∈),( . Tập các điểm 3(x, y, z)∈  với z = f(x,y) gọi là đồ 
thị của hàm số đã cho. Như thế đồ thị của hàm 2 biến thường là một mặt cong trong không 
gian 3 chiều Oxyz. Đồ thị của hàm số mô tả một cách trực quan hàm số thể hiện được ý nghĩa 
hình học của hàm số. Dưới đây ta xét các mặt cong đặc biệt và đơn giản, thông dụng trong 
toán học và ứng dụng. 
     A. Mặt phẳng: 
Mặt phẳng là đồ thị của hàm hai biến tuyến tính, nói cách khác phương trình mặt phẳng có 
dạng: Ax + By + Cz + D = 0 trong đó 0222 >++ CBA . Chẳng hạn 0≠C  có 

)(1 ByAxD
C

z ++−= , hàm số này xác định trên 2 . 

     B. Ellipsoid 
Ellipsoid là mặt cong, phương trình chính tắc của nó có dạng (H.3.3) 

   12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x  
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Đây là hàm hai biến cho dưới dạng không tường minh (dạng ẩn). Hàm số là đa trị.  Chẳng hạn 
coi z là biến phụ thuộc vào x và y thì miền xác định là hình ellipse có các bán trục a và b: 

2 2

2 2 1x y
a b

+ ≤  

Khi a = b = c = R ta có mặt cầu tâm gốc toạ độ và bán kính là R: 2222 Rzyx =++  

 
     C. Paraboloid elliptic 

Phương trình chính tắc của paraboloid elliptic có dạng (H.3.4): z
b
y

a
x

=+ 2

2

2

2

 

Miền xác định của hàm số trên là 2 . Khi a = b tức là phương trình có dạng: zayx 222 =+  

Gọi đó là paraboloid tròn xoay. 

 
      D. Mặt trụ bậc 2 
* Mặt trụ elliptic (H.3.5) có phương trình chính tắc: 
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   12

2

2

2

=+
b
y

a
x  

* Mặt trụ hyperbolic (H.3.6) có phương trình chính tắc: 

   12

2

2

2
−=−

b
y

a
x  

* Mặt trụ parabolic (H.3.7) có phương trình chính tắc: 

   pxy 22 =  

      E. Mặt nón bậc 2 
Phương trình chính tắc của mặt nón có dạng (H.3.8) 

   02

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x  

3.1.5. Giới hạn của hàm số nhiều biến số 

Khái niệm giới hạn của hàm số nhiều biến số cũng được đưa về khái niệm giới hạn của hàm 
một biến số. Ở đây một biến số đóng vai trò là khoảng cách d(M0, M) giữa hai điểm M0 và M 
trong không gian n . Để đơn giản trong cách viết chúng ta xét trong không gian 2 chiều 2 . 

* Nói rằng dãy điểm Mn(xn, yn) dần đến điểm M0(x0, y0); kí hiệu 0MM n →  khi ∞→n  nếu    

                             0),(lim 0 =
∞→ nn

MMd hay là 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

∞→

∞→

0

0

lim

lim

yy

xx

nn

nn  

* Cho hàm z = f(x,y) xác định ở lân cận M0(x0, y0), có thể trừ điểm M0. Ta nói rằng hàm f(M) 
có giới hạn là l  khi M(x,y) dần đến M0(x0, y0) nếu mọi dãy điểm Mn(xn, yn) thuộc lân cận dần 
đến M0 ta đều có: lyxf nn

n
=

∞→
),(lim  

Thường kí hiệu lMf
MM

=
→

)(lim
0

 hay 
0 0( , ) ( , )

lim ( , )
x y x y

f x y l
→

=  

Sử dụng ngôn ngữ "," δε  có thể định nghĩa như sau: Hàm số f(M) có giới hạn l  khi 

0MM →  nếu εδδε <−⇒<<>∃>∀ lMfMMd )(),(0:0,0 0  

Chú ý: 1. Tất cả các khái niệm giới hạn vô hạn hoặc các định lí về giới hạn:  tổng, tích, 
thương, giới hạn thứ tự, nguyên lí kẹp đều giống như hàm số một biến số. 

             2. Từ định nghĩa ta nhận thấy:  Giới hạn l  của hàm số ( , )f x y  khi 0M M→  không 

phụ thuộc đường đi của M  tiến đến 0M , vì thế nếu chỉ ra hai đường đi của M  tiến đến 

0M mà  ( )f M  tiến đến hai giá trị khác nhau thì hàm số không có giới hạn tại 0M .    

Ví dụ 3: Tìm các giới hạn 

a. 22

2

)0,0(),(
lim

yx
yx

yx +→
  b. 22)0,0(),(

lim
yx

xy
yx +→

  c. 
22)0,0(),(

lim
yx

xy
yx +→

 

Giải: 
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a. Ta có 22
22

2

),(,0 yxOMdy
yx
yx

+=≤−
+

 

εδε =∃>∀ ,0  khi 
2

2 2
2 20 0x yx y y y

x y
δ δ δ ε< + < ⇒ < ⇒ − ≤ < =

+
 

Vậy 0lim 22

2

)0,0(),(
=

+→ yx
yx

yx
 

b. Cho )0,0(),( OyxM → theo đường y = Cx, C = const (hằng số) thì 22

2

22 )1( xC
Cx

yx
xy

+
=

+
 

2220 1
lim

C
C

yx
xy

x +
=

+
⇒

→
 chứng tỏ dãy giá trị hàm có giới hạn khác nhau phụ thuộc vào C. 

Theo chú ý 2, suy ra hàm không có giới hạn. 

c. 
2 2 2 2

xxy 0 . y y .
x y x y

− ≤ ≤
+ +

 Tương tự a. suy ra 0lim
22)0,0(),(
=

+→ yx
xy

yx
 

3.1.6. Sự liên tục của hàm số nhiều biến số 

     A. Định nghĩa 
* Hàm số f(M) xác định trên miền D và DM ∈0 . Ta nói rằng hàm số f(M) liên tục tại 0M  

nếu )()(lim 0
0

MfMf
MM

=
→

. 

* Hàm số f(M) xác định trên miền D. Nói rằng hàm số liên tục trên miền D nếu nó liên tục tại 
mọi điểm DM ∈ . 

* Hàm số f(M) liên tục trên miền đóng D  nếu nó liên tục trên miền D và liên tục tại mọi điểm 
DN ∂∈  theo nghĩa DMNfMf

NM
∈=

→
),()(lim . 

* Nếu đặt ),(),(),( 000000 yxfyyxxfyxf −Δ+Δ+=Δ  gọi là số gia toàn phần của hàm số tại 

(x0,y0) thì hàm số f(x,y) liên tục tại (x0, y0) nếu như 0),( 00 →Δ yxf  khi 0→Δx  và 0→Δy . 

     B. Tính chất 
Hoàn toàn tương tự như hàm một biến số ta có tính chất quan trọng sau đây: 

Định lý 3.1: Nếu f(x,y) liên tục trong miền đóng D  giới nội thì nó đạt giá trị lớn nhất và giá 
trị bé nhất trong miền D  tức là: DMDM ∈∈∃ 21 ,  để có bất đẳng thức kép: 

  DMMfMfMf ∈∀≤≤ ),()()( 21  
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3.2. ĐẠO HÀM VÀ VI PHÂN 

3.2.1. Đạo hàm riêng 

Cho hàm số u = f(x,y) xác định trong miền D và DyxM ∈),( 000 . Cố định y = y0 trong hàm 
số đã cho sẽ nhận được hàm số một biến số u = f(x, y0). Nếu hàm số này có đạo hàm tại x0 thì 
đạo hàm đó được gọi là đạo hàm riêng của f(x, y) đối với x tại M0(x0, y0) và kí hiệu như sau: 

),( 00 yxux′  hay ),( 00 yx
x
u
∂
∂  hay ),( 00 yxf x′  hay ),( 00 yx

x
f
∂
∂  

Đặt ),(),(),( 000000 yxfyxxfyxfx −Δ+=Δ  gọi đó là số gia riêng của hàm f(x, y) theo biến 
x tại (x0, y0) và ta có: 

  
x

yxfyx
x
f x

x Δ
Δ

=
∂
∂

→Δ

),(lim),( 00

000  

Tương tự ta có định nghĩa đạo hàm riêng của hàm số đối với y tại M0(x0, y0) và ký hiệu: 

  ),( 00 yxuy′ , ),( 00 yx
y
u
∂
∂ , ),( 00 yxf y′ , ),( 00 yx

y
f
∂
∂  

Chú ý: Có thể chuyển toàn bộ các phép tính đạo hàm của hàm một biến số: cộng, trừ, nhân, 
chia, … sang phép tính đạo hàm riêng. 
Ví dụ 4: Tính đạo hàm riêng sau: 

a. 3 /, (1,2), (1,1)x yu x y u u′= . 

b. ),(),,(),0( yxuyxuxxu yx
y ′′>= . 

c. ),,(),,,(),,,(,2 zyxuzyxuzyxu
z
yarctgzxu zyx ′′′= . 

Giải: 

a. 6)2,1(3),( 2 =′⇒=′ xx uyxyxu , 

 1)1,1(),( 3 =′⇒=′ yy uxyxu . 

b. xxuyxu y
y

y
x ln,1 =′=′ −  

c. 
z
yxzarctgzyxux 2),,( =′ , 

 22

22

2

2
2

1

11),,(
zy

zx

z
yz

zxzyxu y
+

=

+

=′ , 

 )(
1

1),,( 22
2

2

22
22

zy
yz

z
yarctgx

z
yz

yzx
z
yarctgxzyxuz

+
−=

+

−=′ . 



Chương3: phép tính vi phân hàm số nhiều biến số 

 90

3.2.2. Vi phân toàn phần 

     A. Định nghĩa 
* Cho hàm số u = f(x, y) xác định trong miền D chứa (x0, y0). Nếu số gia toàn phần của hàm 
số tại (x0, y0) ứng với số gia ,x yΔ Δ  của các đối số có dạng: 

  yxyBxAyxf Δ+Δ+Δ+Δ=Δ ....),( 00 βα     (3.1) 

trong đó A, B là những số chỉ phụ thuộc vào (x0, y0), còn βα ,  dần đến 0 khi 0MM → tức là 
khi 0,0 →Δ→Δ yx  thì nói rằng hàm số f(x, y) khả vi tại M0, còn biểu thức yBxA Δ+Δ ..  
được gọi là vi phân toàn phần của hàm số tại M0 và kí hiệu là df(x0, y0), hay du(x0, y0). Như 
vậy yBxAyxdf Δ+Δ= ..),( 00  

* Hàm số u = f(x, y) được gọi là khả vi trong miền D nếu nó khả vi tại mọi điểm của miền D. 
     B. Điều kiện cần của hàm số khả vi 
Định lý 3.2:  Nếu f(x, y) khả vi tại (x0, y0) thì liên tục tại đó.                                              
Từ (3.1) suy ra 0),( 00 →Δ yxf  khi 0,0 →Δ→Δ yx . 

Định lý 3.3: Nếu f(x, y) khả vi tại (x0, y0) thì hàm có các đạo hàm riêng tại (x0, y0) và                   
),(),,( 0000 yxfByxfA yx ′=′= . 

Chứng minh:  
Từ (3.1) suy ra: 

  βα +=
Δ

Δ
+=

Δ
Δ B

y
yxf

A
x

yxf yx ),(
,),( 0000  

Vậy ByxfAyxf yx =′=′ ),(,),( 0000  chứng tỏ  

                0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )x ydf x y f x y x f x y y′ ′= Δ + Δ              (3.2) 

     C. Điều kiện đủ của hàm số khả vi 
Định lý 3.4: Nếu hàm số u = f(x, y) có các đạo hàm riêng ),(),,( yxfyxf yx ′′ liên tục tại 

M0(x0,y0) thì f(x, y) khả vi tại M0(x0, y0). 
Chứng minh: 
Ta có ),(),(),( 000000 yxfyyxxfyxf −Δ+Δ+=Δ  

    [ ] [ ]),(),(),(),( 00000000 yxfyyxfyyxfyyxxf −Δ++Δ+−Δ+Δ+=                                  

Áp dụng công thức số gia hữu hạn (công thức Lagrange) cho hàm một biến số f(x, y0 + ∆y) tại 
lân cận x0 và f(x0, y) ở lân cận y0 sẽ nhận được: 

  xyyxxfyyxfyyxxf x ΔΔ+Δ+′=Δ+−Δ+Δ+ ),(),(),( 0100000 θ  

  yyyxfyxfyyxf y ΔΔ+′=−Δ+ ),(),(),( 2000000 θ  

Trong đó 10,10 21 <<<< θθ  

Cũng theo giả thiết ),(),,( yxfyxf yx ′′ liên tục tại (x0, y0) nên: 
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  ),(),(),( 00010 yxyxfyyxxf xx ΔΔ+′=Δ+Δ+′ αθ  

  ),(),(),( 00200 yxyxfyyxf yy ΔΔ+′=Δ+′ βθ  

Trong đó 0,0 →→ βα  khi 0,0 →Δ→Δ yx . 

Từ đó nhận được: 

  yxyyxfxyxfyxf yx Δ+Δ+Δ′+Δ′=Δ βα),(),(),( 000000   

chứng tỏ hàm số khả vi tại (x0, y0). 

Nếu xét các hàm số h(x, y) = x và g(x, y) = y trong 2  thì rõ ràng:  
dh(x, y) = dx = 1.∆x 
dg(x, y) = dy = 1.∆y 

Vậy vi phân toàn phần của hàm số f(x, y) tại (x0, y0) có thể viết dưới dạng: 

  dyyxfdxyxfyxdf yx ),(),(),( 000000 ′+′=     (3.2)’ 

     D. Ý nghĩa của vi phân toàn phần 
Nếu hàm số f(x, y) khả vi tại (x0, y0) thì rõ ràng: 

  yxyxdfyxf Δ+Δ+=Δ βα),(),( 0000  

Vì rằng 0
22

→+≤
Δ+Δ

Δ+Δ βαβα
yx
yx  khi 0,0 →Δ→Δ yx . 

Suy ra df(x0, y0) khác số gia toàn phần ∆f(x0, y0) một vô cùng bé có bậc cao hơn vô cùng bé 
2 2x yρ = Δ + Δ  khi 0,0 →Δ→Δ yx . Vậy với yx ΔΔ ,  khá bé sẽ nhận được: 

                                                      dff ≈Δ . 

Từ đó nhận được 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )f x x y y f x y df x y+ Δ + Δ ≈ +                                   (3.3)                                

Công thức (3.3) thường được sử dụng để tính gần đúng giá trị của hàm số. 
Chú ý: Tính khả vi của tổng, tích, thương hai hàm cũng giống như hàm một biến số. 
Ví dụ 5: Thực hiện phép tính vi phân các hàm số: 

a. Cho f(x,y) = x cos xy, tính ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
,1 πdf  với Δx = 0,01 , Δy = 0,02. 

b. Cho f(x,y) = xy2, 
2

)( xyeyx − . Tính df(x,y). 

Giải: 

a. xyxyxyyxf x sincos),( −=′ , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′

4
1

2
2

4
,1 ππ

xf , 

 xyxyxf y sin),( 2−=′ , 
2
2

4
,1 −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′ π

yf , 
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 01,0.
4

1
2
202,0.

2
201,0.

4
1

2
2

4
,1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πππdf . 

b. 
22

)(),( 2 xyxy
x eyxyeyxf −+=′ , 

 
22

)(2),( xyxy
y eyxyxeyxf −+−=′ , 

 [ ] [ ]{ }dyyxxydxyxyeyxdf xy 1)(2)(1),( 22

−−+−+= . 

Ví dụ 6: 

a. Tính gần đúng 
97,0
05,1arctg . 

b. Một hình trụ bằng kim loại có chiều cao h = 20 cm và bán kính đáy r = 4 cm. Khi nóng lên 
h và r nở thêm các đoạn Δh = Δr = 0,1 cm. Hãy tính gần đúng thể tích hình trụ khi nóng lên. 
Giải: 

a. Ta viết 
03,01
05,01

97,0
05,1

−
+

= arctgarctg . Xét hàm số 
y
xarctgyxf =),(  

Rõ ràng ),(
97,0
05,1

00 yyxxfarctg Δ+Δ+= , trong đó x0 = y0 = 1, Δx = 0,05 và Δy=-0,03. 

Áp dụng công thức xấp xỉ (3.3) ta có: 

 )03,0).(1,1(05,0).1,1()1,1(),(),(),( 000000 −′+′+=+≈Δ+Δ+ yx fffyxdfyxfyyxxf  

22

2

2

1

11),(
xy

y

y
xy

yxf x +
=

+
=′ ,  22

2

22

1

1),(
xy

x

y
xy

xyxf y +
−=

+
−=′  

0 0
1 1 1( , ) .0,05 .0,03 0,04 0,785 0,04 0,825.
1 2 2 4

f x x y y arctg π
+ Δ + Δ ≈ + + = + = + =  

 b.     Ta có 22 ,2, rVrhVhrV hr πππ =′=′=  

Áp dụng công thức (1.3): 
32222 6,337.1,0.4.1,0.20.4.220.4.2),( cmhrrrhhrhhrrV πππππππ ≈++≈Δ+Δ+≈Δ+Δ+  

Chứng tỏ sai số tuyệt đối không quá 33,0 cmπ  và sai số tương đối không quá 0,3 1 .
337 100

π
π
≈  

3.2.3. Đạo hàm riêng cấp cao 

Đạo hàm riêng cấp hai của một hàm là đạo hàm riêng các đạo hàm riêng cấp một của nó. Hàm 
hai biến f(x,y) có 4 đạo hàm riêng cấp hai sau đây: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=′′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=′′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=′′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=′′
y
f

y
f

y
f

x
f

x
f

y
f

x
f

x
f yyxxyx 22 ,,,  
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hay 2

222

2

2

,,,
y

f
xy
f

yx
f

x
f

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂  

Hoàn toàn tương tự ta cũng có các định nghĩa đạo hàm riêng cấp cao hơn của hàm nhiều biến 
hơn. 

Ví dụ 7: Tính các đạo hàm riêng )3()3()3( ,,2 xyzxyxyx fff  biết zyxezyxf 42),,( +−= . 

Giải:  
zyx

yx
zyx

x
zyx

x efefef 42)3(4242 2,, 22
+−+−+− −==′′=′  

zyx
xyz

zyx
xyx

zyx
xy efefef 42)3(42)3(42 8,2,2 +−+−+− −=−=−=′′  

Nhận xét: Trong ví dụ trên có )3()3(
2 xyxyx

ff = . 

Định lý 3.5(Schwarz): Nếu f(x,y) có các đạo hàm riêng hỗn hợp xyf ′′  và yxf ′′  trong lân cận 

)( 0MδΩ  và liên tục tại M0(x0, y0) thì các đạo hàm hỗn hợp bằng nhau tại M0:       

)()( 00 MfMf yxxy ′′=′′ . 

Chứng minh: Lấy t, s đủ bé. Lập các hàm số sau đây trong lân cận M0: 
  g(x, y) = f(x + t, y) – f(x, y) 
  h(x, y) = f(x, y + s) – f(x, y) 
Rõ ràng g(x0, y0 + s) – g(x0, y0) = h(x0 + t, y0) – h(x0, y0) 
Áp dụng định lý Lagrange cho hàm g(x0, y) tại y0 nhận được: 

  ),(.),(),( 1000000 syxgsyxgsyxg y θ+′=−+   

        [ ]syxfsytxfs yy 100100 ,(),( θθ +′−++′=  

Tiếp tục áp dụng định lý Lagrange cho hàm ),( 10 syxf y θ+′  tại x0 nhận được: 

  ),(),(),( 10200000 sytxfstyxgsyxg yx θθ ++′′=−+  

Hoàn toàn tương tự cũng có: 

  ),(),(),( 20100000 sytxfstyxhytxh xy γγ ++′′=−+  

Cho 0, →st , do tính liên tục nhận được ),(),( 0000 yxfyxf yxxy ′′=′′  

Chú ý: Định lý trên cũng mở rộng cho các đạo hàm cấp cao hơn và hàm nhiều biến hơn. 
3.2.4. Vi phân cấp cao 

Ta nhận thấy dyyxfdxyxfyxdf yx ),(),(),( ′+′=  cũng là một hàm số của x, y nên có thể xét vi 

phân của nó. Nếu df(x,y) khả vi thì vi phân của nó gọi là vi phân cấp hai của f(x, y), kí hiệu 
)),((),(2 yxdfdyxfd =  và nói rằng f(x, y) khả vi đến cấp 2 tại (x, y). 

Tổng quát vi phân cấp n, nếu có sẽ kí hiệu: )),((),( 1 yxfddyxfd nn −=  

Công thức vi phân cấp 2 như sau: 
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 dy
y
fdx

x
f

y
dxdy

y
fdx

x
f

x
yxdfdyxfd ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

== )),((),(2  

      2
2

222
2

2

2

dy
y

fdxdy
xy
f

yx
fdx

x
f

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂
∂

=  

Giả sử các đạo hàm riêng hỗn hợp liên tục, theo định lý Schwarz ta có: 

 2
2

22
2

2

2
2 2),( dy

y
fdxdy

yx
fdx

x
fyxfd

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

=                                            (3.4) 

Người ta dùng kí hiệu luỹ thừa tượng trưng để viết gọn như sau: 

 ),(),( yxfdy
y

dx
x

yxdf ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=  

Tổng quát có ),(),( yxfdy
y

dx
x

yxfd
n

n
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=                                             (3.5) 

3.2.5. Đạo hàm của hàm số hợp 

Cho nD ⊂  và các ánh xạ  m: Dϕ →  

            f : (D)ϕ →  

hay               1 2 mu u(y , y ,..., y )=  với   

1 1 1 2 n

2 2 1 2 n

m m 1 2 n

y y (x , x ,..., x )
y y (x , x ,..., x )
..................................
y y (x , x ,..., x )

=⎧
⎪ =⎪
⎨
⎪
⎪ =⎩

           

Ánh xạ tích : →Df Dϕ  cụ thể là mu f ( (M)), M D, (M)= ϕ ∈ ϕ ⊂  gọi là hàm số hợp.   

   Để cho đơn giản, sau đây ta xét n = 2, m = 2, khi đó hàm hợp f ϕD  xác định trên miền 
phẳng D 
Định lý 3.6 : Cho u = f(x,y) với x = x(s, t); y = y(s, t) thoả mãn: 
Các biến trung gian x(s, t), y(s, t) có các đạo hàm riêng cấp 1 tại (a, b), 
f(x, y) khả vi tại điểm (x0, y0) = (x(a, b), y(a, b)).  
Khi đó hàm hợp u = u(s, t) có đạo hàm riêng cấp 1 tại (a, b) tính theo công thức: 

                               
s
y

y
u

s
x

x
u

s
u

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂  

                              
t
y

y
u

t
x

x
u

t
u

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂                                                           (3.6)                       

Công thức (3.6) có thể viết dưới dạng ma trận: 
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x x
u u u u s t

y ys t x y
s t

∂ ∂⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ∂ ∂= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

t
y

s
y

t
x

s
x

được gọi là ma trận Jacobi của x, y đối với t, s; còn định thức của ma trận này gọi 

là định thức Jacobi của x, y đối với t, s hay Jacobian  của x, y đối với t, s và ký hiệu: 

                               

t
y

s
y

t
x

s
x

tsD
yxD

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
),(
),(                                                             (3.7) 

Ví dụ 8: Tính các đạo hàm riêng 
22,,ln tsystxyeu x −=== . 

Giải: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
+−=+=

∂
∂

22
22 2)ln(2.1..ln

ts
ststes

y
etye

s
u stxx , 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−−=−+=

∂
∂

22
22 2)ln()2.(1..ln

ts
ttsset

y
esye

t
u stxx . 

Ví dụ 9:  Cho 222,1 zyxr
r

u ++== . Chứng minh 0222 =′′+′′+′′=Δ
zyx

uuuu . 

Giải: 

Nhận xét: hàm số 
r

u 1
=  đối xứng với x, y, z. Do đó ta chỉ cần tính 2x

u ′′ , sau đó thay x bởi y và 

z. 

32 .1.
r
x

r
x

r
ruu xx −=−=′′=′ , 

5

2

343
31.1.31

2 r
x

rr
x

r
x

r
u

x
+−=+−=′′ , 

Suy ra 033)(33
335

222

3 =+−=
++

+−=Δ
rrr

zyx
r

u . 

Chú ý: Nếu u = f(x, y), y = y(x) khi đó u là hàm số hợp của một biến x. Do vậy người ta đưa 

ra khái niệm đạo hàm toàn phần và công thức tính sẽ là: y
y
f

x
f

dx
du ′

∂
∂

+
∂
∂

= . . 

3.2.6. Vi phân của hàm hợp 

Xét hàm hợp u = f(x, y), x = x(s, t), y = y(s, t).  
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Nếu hàm hợp có các đạo hàm riêng 
t
u

s
u

∂
∂

∂
∂ ,  liên tục thì nó khả vi và ta có:                   

dt
t
uds

s
udu

∂
∂

+
∂
∂

=  

Bây giờ ta biểu diễn du qua biến trung gian x, y theo công thức (3.6) có: 

                      dt
t
y

y
u

t
x

x
uds

s
y

y
u

s
x

x
udu ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=  

                           ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

= dt
t
yds

s
y

y
udt

t
xds

s
x

x
u   

                           dy
y
udx

x
u

∂
∂

+
∂
∂

= . 

Như vậy dạng của công thức vi phân cấp 1 không đổi dù x, y là các biến độc lập hay là hàm 
của các biến s, t. Tính chất này gọi là tính chất bất biến dạng của vi phân cấp 1. 
Chú ý: Cũng như hàm một biến số, vi phân cấp cao không có tính bất biến dạng. 
3.2.7. Đạo hàm của hàm số ẩn 

     A. Hàm ẩn một biến 
Cho một hệ thức giữa hai biến, x, y dạng:    F(x, y) = 0                                   (3.8) 
trong đó F(x, y) là hàm hai biến xác định trong miền mở D chứa (x0, y0) và   F(x0, y0) = 0. Giả 
sử rằng ( ) )(,, 00 xyxxx ∃+−∈∀ δδ  sao cho ( , ( ))x y x D∈ và F(x, y(x)) = 0. Hàm số y = y(x) 
gọi là hàm ẩn của x xác định bởi phương trình (3.8). 
Định lý 3.7: Nếu F(x, y) thoả mãn các điều kiện: 
F liên tục trong lân cận )( 0MδΩ  và F(M0) = 0. 

Các đạo hàm riêng 
y
F

x
F

∂
∂

∂
∂ ,  liên tục và 0),( 00 ≠

∂
∂ yx

y
F trong lân cận )( 0MδΩ thì phương 

trình (3.8) xác định một hàm ẩn y(x) khả vi liên tục trong khoảng ),( 00 εε +− xx  và ta có:            

y

x

F
F

dx
dy

′
′

−=                                                          (3.9) 

Chú ý:  Để nhận được công thức (3.9) chúng ta chỉ việc lấy vi phân 2 vế của (3.8) trong đó có 
y = y(x) và áp dụng tính bất biến của dạng vi phân cấp 1. 

Thật vậy dF(x, y) = 0 hay 0=′+′ dyFdxF yx  hay 0. =′′+′ yFF yx . Từ đó suy ra (3.9). 

Ví dụ 10: Tính )1(y′  biết π=− yexy x sin  

Giải: 
Lấy đạo hàm toàn phần (hay vi phân) và coi y là hàm của x hai vế của phương trình đã cho 
có: 

0.cossin =′−−′+ yyeyeyxy xx  
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Thay 1=x  vào phương trình hàm ẩn, nhận được: (1) sin (1)y e yπ− = . Dùng phương pháp đồ 
thị giải phương trình này, nhận được nghiệm π=)1(y . 

Vậy      0)1(.cossin)1( =′−−′+ yeey πππ  

  
e

y
+

−=′
1

)1( π . 

Ví dụ 11: Tính yy ′′′, biết 0=+− arctgyyx  

Giải: 
Lấy đạo hàm toàn phần hai vế coi y = y(x) 

22
2

2

2 110
1

1 yyy
y

yy
y

yy +=′⇒
+

=′⇒=
+
′

+′−  

Lấy đạo hàm tiếp ta có yyyyyy ′=′′+′ 22 22
2

5

2 (1 ) 2(1 ) .y y yy y
y y

′ ′− +′′ ′′⇒ = ⇒ = −  

     B. Hàm ẩn hai biến 
Định lý 3.8: Cho phương trình hàm ẩn F(x, y, z) = 0 và F(x, y, z) thoả mãn các điều kiện: 
F(x, y, z) liên tục trong hình cầu mở  )( 0MδΩ  và F(M0) = F(x0, y0, z0) = 0; 

Các đạo hàm riêng zyx FFF ′′′ ,, liên tục và 0),,( 000 ≠′ zyxFz  trong hình cầu )( 0MδΩ  

Khi đó phương trình hàm ẩn xác định một hàm ẩn z = z (x, y) có các đạo hàm riêng liên tục 
trong lân cận ),( 00 yxεΩ  đồng thời: 

                   
z

y

z

x

F
F

y
z

F
F

x
z

′

′
−=

∂
∂

′
′

−=
∂
∂ ,                                                              (3.10) 

Tương tự như định lý 3.7. ta không chứng minh định lý này. 
Cũng như trong trường hợp hàm ẩn một biến, để tính các đạo hàm riêng cũng như vi phân của 

hàm ẩn ta lấy vi phân toàn phần hai vế của phương trình hàm ẩn sau đó đi tìm dz
y
z

x
z ,,

∂
∂

∂
∂  

Ví dụ 12: Cho xyz = x + y + z. Coi z là hàm số ẩn, hãy tính dzzz yx ,, ′′ .  

Giải: 
Lấy vi phân toàn phần phương trình hàm ẩn sẽ có: 
 d(xyz) = d(x + y + z) 
 yz dx + zx dy + xy dz = dx + dy + dz 
 (xy – 1) dz = (1- yz) dz + (1-zx) dy 

 [ ]dyzxdxyz
xy

dz )1()1(
1

1
−+−

−
−=  

 
1
1,

1
1

−
−

−=′
−
−

−=′⇒
xy
xzz

yx
yzz yx . 



Chương3: phép tính vi phân hàm số nhiều biến số 

 98

3.2.8. Đạo hàm theo hướng. Građiên (Gradient) 

 
 
     A. Định nghĩa:  

Cho u(x, y, z) xác định trên miền 3D ⊂  và DzyxM ∈),,( 0000 , một hướng được đặc trưng 

bởi véc tơ 
→

A  có véc tơ đơn vị (cos , cos , cos )α β γ
→

→

→
=
AA
A

, như vậy:   

                 (Ox, ), ( , ), ( , )Oy Ozα β γ
→ → →

= = =A A A . Người ta gọi  cos , cos , cosα β γ  là các côsin 

chỉ phương của 
G
A . Rõ ràng 2 2 2cos os os 1.c cα β γ+ + =  (H.3.9) 

Lấy DM ∈  sao cho 00 Aρ=MM , lập tỉ số 
ρρ

)()( 0MuMuu −
=

Δ  

Nếu tỉ số trên có giới hạn hữu hạn khi 0→ρ  thì giới hạn ấy được gọi là đạo hàm của hàm 

u(M) theo hướng A  tại M0 và kí hiệu là 0( )u M∂
∂
G
A

 tức là: 

 )()()(lim 0
0

0
MuMuMu

A∂
∂

=
−

→ ρρ
 

Chú ý: 

1. Cũng giống như ý nghĩa của đạo hàm, có thể coi rằng đạo hàm theo hướng A  biểu thị tốc 

độ biến thiên của hàm u(M) theo hướng A . 

2. Nếu A  có hướng của trục Ox thì )0,0,1(0A . Giả sử ),,( 0000 zyxM thì ),,( 000 zyxM ρ+  khi 
đó: 
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         )(),,(),,(lim)( 0
000000

00
0

M
x
uzyxuzyxuMu
∂
∂

=
−+

=
∂

∂
→ ρ

ρ
ρA

 

Chứng tỏ các đạo hàm riêng zyx uuu ′′′ ,,  là đạo hàm của hàm u theo hướng của các trục Ox, Oy, 

Oz. 
     B. Công thức tính 

Định lý 3.9: Nếu hàm số u(x, y, z) khả vi tại M0(x0, y0, z0) và A  bất kỳ có các côsin chỉ 
phương γβα cos,cos,cos  thì: 

γβα cos)(cos)(cos)()( 0000 M
z
uM

y
uM

x
uMu

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂

∂

A
              (3.11) 

Chứng minh: 
Theo ý nghĩa của hàm khả vi ta có: 

 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y zu u M u M u M x u M y u M z o ρ′ ′ ′Δ = − = Δ + Δ + Δ +  

trong đó ( )o ρ  là VCB bậc cao hơn ρ  khi 0→ρ . 

Mặt khác γρβραρ cos,cos,cos =Δ=Δ=Δ zyx  suy ra: 

 0 0 0
( )( )cos ( )cos ( )cosx y z

u ou M u M u M ρα β γ
ρ ρ
Δ ′ ′ ′= + + + . 

Chuyển qua giới hạn khi 0→ρ  sẽ có (3.11) 

     C. Građiên 

Cho u(x, y, z) có các đạo hàm riêng tại 3
0 0 0 0M (x , y , z ) D∈ ⊂ . 

Gọi véc tơ ))(),(),(( 000 MuMuMu zyx ′′′  là građiên của hàm u(x, y, z) tại M0 và kí hiệu là    

grad u(M0). 

 ))(),(),(()( 0000 MuMuMuMugrad zyx ′′′=  

          kMujMuiMu zyx )()()( 000 ′+′+′=                                (3.12) 

trong đó kji ,,  là các véc tơ đơn vị của các trục Ox, Oy, Oz. 

     D. Liên hệ giữa građiên và đạo hàm theo hướng. 
Định lý 3.10: Nếu u(M) khả vi tại M0 thì tại đó có: 

  0 .u ch gradu gradu
→∂

= =
∂

G
A

G A
A

.                                                            (3.13)                                

  
Chứng minh: 

Ta có kji γβα coscoscos0 ++=A  nên (3.11) có thể viết như sau: 

 θcos)().()( 00000 MugradMugradMu AA
A

==
∂

∂  
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         trong đó θ  là góc giữa hai véc tơ A  và grad u(M0), mà 10 =A ,      

        )(cos)( 00 MugradchMugrad
A

=θ . Vậy nhận được công thức (3.13) 

Chú ý: Từ (3.13) suy ra )()(max 00 MugradMu
=

∂

∂

A
 khi 1cos =θ , tức là A  cùng phương 

với grad u(M0) chứng tỏ grad u(M0) cho ta biết phương theo nó tốc độ biến thiên của u tại M0 
có giá trị tuyệt đối cực đại. 

Ví dụ 13: Cho xyzzyxu 3333 +++= , M0(1, 2, -3), A (2, 1, -2).  

Tính grad u(M0) và )( 0Mu
A∂

∂ . 

Giải: 

 xyzuzxyuyzxu zyx 33,33,33 222 +=′+=′+=′  

Vậy grad u(1, 2, -3) = (3 – 18, 12 – 9, 27 + 6) = (-15, 3, 33) = 3(-5, 1, 11) 

A (2, 1, -2) 31
3
2.11

3
1.1

3
2.53)3,2,1(

3
2,

3
1,

3
2

0 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−=−

∂

∂
⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⇒

A
A u   

3.3. CỰC TRỊ 

3.3.1. Cực trị tự do 

     A. Định nghĩa và điều kiện cần của cực trị 

Điểm 2
0 0 0M (x , y )∈  gọi là điểm cực đại (địa phương) của hàm f(M) nếu có lân cận đủ bé 

của M0 để trong lân cận đó (trừ M0) xảy ra bất đẳng thức f(M) < f(M0) 
Tương tự ta có khái niệm điểm cực tiểu (địa phương) của hàm số f(M).                             
Điểm M0(x0, y0) trong các trường hợp trên gọi chung là điểm cực trị. 
Tương tự như định lý Fermat đối với hàm một biến số, ta có điều kiện cần của cực trị dưới 
đây. 
Định lý 3.11. Nếu f(x, y) đạt cực trị tại M0 và có các đạo hàm riêng tại đó thì các đạo hàm 
riêng bằng 0. 
Chứng minh: Giả sử f(x, y) đạt cực trị tại (x0, y0). Theo định nghĩa suy ra hàm một biến 
f(x,y0) đạt cực trị tại x0, f(x0, y) đạt cực trị tại y0. Theo định lý Fermat ta có: 

 0),(

0

0 =
=xxdx

yxdf hay ( ) 0, 00 =
∂
∂ yx

x
f  

 0),(

0

0 =
= yydy

yxdf hay ( ) 0, 00 =
∂
∂ yx

y
f  

Chú ý: Điểm mà tại đó các đạo hàm riêng bằng không gọi là điểm dừng của hàm số. Như vậy 
điểm dừng chưa chắc là điểm cực trị. Chẳng hạn u = xy có điểm dừng là (0 0) nhưng trong bất 
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kỳ lân cận nào của gốc toạ độ (0, 0) đều có các điểm ),( 11 yx  và ),( 22 yx  để 
)0,0(),( 11 fyxf >  và )0,0(),( 22 fyxf <  (lấy 0,0,0,0 2211 ><>> yxyx ). 

     B. Điều kiện đủ của cực trị 
Trong thực tế thường gặp hàm hai biến f(x, y) và để tìm cực trị của nó, người ta thường sử 
dụng định lí sau đây, coi như là điều kiện đủ để hàm đạt cực trị. Ta không chứng minh định lý 
này. 
Định lý 3.12. Giả sử f(x, y) có đạo hàm riêng cấp hai liên tục tại lân cận điểm dừng (x0, y0) 
và gọi: 

),(),,(),,( 002

2

00

2

002

2

yx
y

fCyx
yx
fByx

x
fA

∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂
∂

= và ACB −=Δ 2    (3.14) 

Nếu Δ > 0 thì hàm số không đạt cực trị tại (x0, y0) 

Nếu Δ = 0 thì chưa kết luận gì được về (x0, y0) 

Nếu Δ < 0 thì hàm số đạt cực trị tại (x0, y0) 
Cụ thể đạt cực đại nếu A < 0, đạt cực tiểu nếu A > 0. 
Ví dụ 14: Xét cực trị của hàm số 

 2244 2 yxyxyxz −−−+= . 

Giải: 

Nhận xét: Hàm số z khả vi mọi cấp trên 2 , ta có thể áp dụng định lý 3.12. 
* Tìm điểm dừng: 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−=′

=−−=′

0224

0224
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xyyz
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⎪
⎨
⎧

=−−

=

02 3
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yxx
yx

  
⎩
⎨
⎧

=−

=
⇒

0)1( 2xx
yx

 

 Nhận được ba điểm dừng: 

 
⎩
⎨
⎧

−=
−=

⎩
⎨
⎧

=
=

⎩
⎨
⎧

=
=

1
1

,
1
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,
0
0

y
x

y
x

y
x

           

* 

   ( )
0)0,0(

16)16(44

212,2,212
22

22
2

=Δ
−−−=Δ

−=−=−=′′=

yx

yCBxzA x

 

Nhận thấy z(0,0) = 0. 

Với x = y = 
n
1  thì 02121,1

22 <⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

nnnn
z  với n > 1 

Với x = 
n
1 , y = -

n
1   thì 021,1

4 >=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

nnn
z . 

Như vậy trong bất kỳ lân cận nào của gốc toạ độ ta luôn tìm được các điểm (tìm được n) để 
hàm đổi dấu, chứng tỏ hàm không đạt cực trị tại (0, 0) 
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Δ (1, 1) = Δ (-1, -1) = -96 < 0 và A (1, 1) = A(-1, -1) = 10 > 0. 
Vậy hàm đạt cực tiểu tại (1,1) và (-1, -1) 
Giá trị cực tiểu là z (1,1) = z(-1, -1) = -2. 
3.3.2. Cực trị có điều kiện 

     A. Định nghĩa và điều kiện cần 

Điểm M0(x0, y0) 2∈  gọi là điểm cực đại của hàm số f(x, y) với ràng buộc (hoặc có điều kiện) 
0),( =yxϕ  nếu thoả mãn 0)( 0 =Mϕ  đồng thời tồn tại lân cận đủ bé của 0M   trên đường 

cong ràng buộc 0),( =yxϕ , trong lân cận đó có bất đẳng thức f(M) < f(M0) 

Tương tự ta có khái niệm điểm cực tiểu của hàm số với ràng buộc 0),( =yxϕ  

Để đơn giản bài toán tìm cực trị của hàm hai biến với điều kiện 0),( =yxϕ  được kí hiệu như 
sau: 

                  
⎩
⎨
⎧

= 0),(
),(

yx
yxextf

ϕ
                                                  (3.15) 

Trong đó ext là viết tắt của từ extremum nghĩa là cực trị. 
Định lý 3.13. Giả sử  M0(x0, y0) là điểm cực trị có điều kiện của hàm số f(x,y) với điều kiện 
(3.15) và thoả mãn: 
Các hàm f(x, y) và ),( yxϕ  có các đạo hàm riêng cấp 1 liên tục trong lân cận của M0(x0, y0) 
của đường cong ràng buộc (3.15) 

M0(x0, y0) không phải là điểm dừng của hàm ),( yxϕ . Khi đó tồn tại số thực λ thoả mãn hệ 
phương trình: 

             
⎩
⎨
⎧

=′+′
=′+′

0),(),(
0),(),(

0000

0000

yxyxf
yxyxf

yy

xx

ϕλ
ϕλ

                                      (3.16) 

Chú ý: Hàm số ),(),(),,( yxyxfyxL λϕλ +=  được gọi là hàm Lagrange và λ được gọi là 
nhân tử Lagrange. Như vậy với điều kiện cho phép ta sẽ đi tìm điểm dừng (x0, y0, λ0) của hàm 
Lagrange (do điều kiện tiên quyết ),,(),( 00000 λϕ λ yxFyx ′= =0), tiếp theo xem xét một số các 
điều kiện của bài toán  (3.15) để có kết luận chính xác xem điểm (x0, y0) có phải là điểm cực 
trị có điều kiện hay không. 
 

Ví dụ 15: Tìm cực trị của hàm số z = x2 + y2  với ràng buộc ax + by + c = 0, c ≠ 0, 
                a2 + b2 > 0. 
Giải:    Về hình học, đây là bài toán tìm cực trị của bình phương khoảng cách từ gốc toạ độ 
đến các điểm trên đường thẳng (H.3.10). Vậy bài toán có duy nhất cực tiểu đó là chân đường 
vuông góc hạ từ O tới đường thẳng. 
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),( 00 yx

),( yx

a
c

b
c

x

y

0

H.3.10  
Lập hàm Lagrange: L = x2 + y2 + λ(ax + by + c) 

Tìm điểm dừng của L: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++=′

=+=′
=+=′

0

02
02

cbyaxL

byL
axL

y

x

λ

λ
λ

 

Thay 
2

,
2

byax λλ
−=−= vào phương trình cuối nhận được:         

                                22
22 2,)(

2 ba
ccba
+

=−=+− λλ  

                               2222 ,
ba

bcy
ba

acx
+

−=
+

−=⇒  

Điểm dừng duy nhất M0 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
− 2222 ,

ba
bc

ba
ac  là điểm cực tiểu và giá trị cực tiểu bằng 

22

2

ba
c
+

. 

     B. Điều kiện đủ 
Định lý 3.14. Giả sử f(x, y) và ),( yxϕ  có đạo hàm riêng cấp 2 liên tục ở lân cận (x0,y0) và 
(x0, y0, λ) là điểm dừng của hàm Lagrange, khi đó: 

* Nếu ( ) 2
0000

2
0000

2 ),,(),,(2),,(,, 22 dyyxLdxdyyxLdxyxLyxLd
yxyx

λλλλ ′′+′′+′′=  

xác định dấu đối với dx, dy trong miền thoả mãn ràng buộc: 

 0,0),(),(),( 22
000000 ≠+=′+′= dydxdyyxdxyxyxd yx ϕϕϕ  

thì f(x,y) đạt cực trị có ràng buộc tại (x0, y0). Đạt cực đại nếu d2L(x0, y0,λ) >0 và đạt cực tiểu 
nếu d2L(x0, y0,λ) <0. 

* Nếu  d2L(x0, y0,λ) không xác định dấu trong miền nói trên thì hàm không đạt cực trị ràng 
buộc tại (x0, y0). 
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Ví dụ 16: Giải bài toán 

( )
1

0, 0, 0

ext x y z
xyz
x y z

+ +⎧
⎪ =⎨
⎪ > > >⎩

 

Giải: 
* Hàm Lagrange: L(x,y,z,λ ) = x + y + z + λ(xyz - 1) 
* Tìm điểm dừng:  

    

/

/

/

/

1 0

1 0

1 0

1 0

x

y

z

L yz

L zx

L xy

L xyzλ

λ

λ

λ

⎧ = + =
⎪

= + =⎪
⎨

= + =⎪
⎪ = − =⎩

 

Nhân 2 vế của phương trình thứ nhất với x và để ý đến phương trình thứ tư sẽ nhận được 
1−=λ  và x = y = z = 1 

* Xét dấu của d2L(1,1,1,-1) với dx, dy, dz thoả mãn 0)(
1
=

=== zyx
xyzd  và dx2 + dy2 + dz2 ≠ 0 

Ta có  

yLxLzLLLL zxyzxyzyx
−=′′−=′′−=′′′′=′′==′′ ,,,0 222  

Suy ra )(2)1,1,1,1(2 dzdxdydzdxdyLd ++−=−  

Mặt khác 0)()(
)1,1,1()1,1,1(

=++=++= dzdydxxydzzxdyyzdxxyzd  

Suy ra dz = - dx – dy 

 0)())((2)1,1,1,1( 22222 >+++=+−−=− dydxdydxdydxdxdyLd khi dx2 + dy2+dz2 > 0 

Vậy hàm số đạt cực tiểu có ràng buộc tại (1,1,1) và min (x + y + z) = 3 

TÓM TẮT NỘI DUNG CHƯƠNG III. 

•Giới hạn : lMf
MM

=
→

)(lim
0

 hay lyxf
yxyx

nn =
→ ),(),( 00

),(lim , 2 2
0 0 0( , ) ( ) ( )d M M x x y y= − + −  

          nếu εδδε <−⇒<<>∃>∀ lMfMMd )(),(0:0,0 0  

•  Sự liên tục của hàm số: Hàm số f(M) xác định trên miền D và DM ∈0 . Ta nói rằng hàm số 

f(M) liên tục tại 0M  nếu )()(lim 0
0

MfMf
MM

=
→

 

•  Đạo hàm riêng:  Đặt ),(),(),( 000000 yxfyxxfyxfx −Δ+=Δ  gọi đó là số gia riêng của 
hàm f(x, y) theo biến x tại (x0, y0) và ta có: 

  
x

yxfyx
x
f x

x Δ
Δ

=
∂
∂

→Δ

),(lim),( 00

000 , 0 0( , )xf x y′ ,  

Tương tự ta có định nghĩa đạo hàm riêng của hàm số đối với y tại M0(x0, y0) và ký hiệu: 
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  ),( 00 yxuy′ , ),( 00 yx
y
u
∂
∂ , ),( 00 yxf y′ , ),( 00 yx

y
f
∂
∂  

 Có thể chuyển toàn bộ các phép tính đạo hàm của hàm một biến số: cộng, trừ, nhân, chia,… 
sang phép tính đạo hàm riêng. 
•  Vi phân toàn phần của hàm số f(x, y) tại (x0, y0) và công thức tính gần đúng : 

  dyyxfdxyxfyxdf yx ),(),(),( 000000 ′+′=     

   dff ≈Δ   hay 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )f x x y y f x y df x y+ Δ + Δ ≈ +    

•  Đạo hàm riêng cấp cao 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=′′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=′′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=′′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=′′
y
f

y
f

y
f

x
f

x
f

y
f

x
f

x
f yyxxyx 22 ,,,  

hay 2

222

2

2

,,,
y

f
xy
f

yx
f

x
f

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂  

•  Công thức Schwarz :    )()( 00 MfMf yxxy ′′=′′ . 

•  Vi phân cấp cao 

 2
2

22
2

2

2
2 2),( dy

y
fdxdy

yx
fdx

x
fyxfd

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

=                                             

Người ta dùng kí hiệu luỹ thừa tượng trưng để viết gọn như sau: 

  ( , ) ( , )
n

nd f x y dx dy f x y
x y

⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

•  Đạo hàm của hàm số hợp 

  
s
y

y
u

s
x

x
u

s
u

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ , 

t
y

y
u

t
x

x
u

t
u

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂      

•  Đạo hàm của hàm ẩn           
y

x

F
F

dx
dy

′
′

−= ,        
z

y

z

x

F
F

y
z

F
F

x
z

′

′
−=

∂
∂

′
′

−=
∂
∂ ,       

•  Đạo hàm theo hướng.  Nếu hàm số u(x, y, z) khả vi tại M0(x0, y0, z0) và A  bất kỳ có các 
côsin chỉ phương γβα cos,cos,cos  thì: 

γβα cos)(cos)(cos)()( 0000 M
z
uM

y
uM

x
uMu

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂

∂

A
               

•  Građiên:      ))(),(),(()( 0000 MuMuMuMugrad zyx ′′′=  

                       kMujMuiMu zyx )()()( 000 ′+′+′=                                 

trong đó kji ,,  là các véc tơ đơn vị của các trục Ox, Oy, Oz. 

   graduchu
AA

=
∂

∂    
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•  Cực trị: Giải hệ    
/

0 0

/
0 0

( , ) 0

( , ) 0
x

y

f x y

f x y

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
                                                                           

 ),(),,(),,( 002

2

00

2

002

2

yx
y

fCyx
yx
fByx

x
fA

∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂
∂

= Gọi ACB −=Δ 2                         

Nếu Δ > 0 thì hàm số không đạt cực trị tại (x0, y0) 

Nếu Δ = 0 thì chưa kết luận gì được về (x0, y0) 

Nếu Δ < 0 thì hàm số đạt cực trị tại (x0, y0) 
Cụ thể: đạt cực đại nếu A < 0, đạt cực tiểu nếu A > 0 
•Cực trị có điều kiện. Phương pháp nhân tử Lagrange 

Tìm 0 0( , , )x y λ thoả mãn hệ phương trình:  
( , ) ( , ) 0
( , ) ( , ) 0

( , ) 0

x x

y y

f x y x y
f x y x y

x y

λϕ
λϕ

ϕ

′ ′⎧ + =
⎪ ′ ′+ =⎨
⎪ =⎩

     

CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP CHƯƠNG III  

3.1.  Miền liên thông D là miền có biên chỉ là một đường cong kín.   
        Đúng                              Sai   

3.2.  Nếu tồn tại 
0

0lim ( , )
y y

f x y
→

thì tồn tại 
0 0( , ) ( , )

lim ( , )
x y x y

f x y
→

và chúng bằng nhau. 

        Đúng                              Sai  

3.3.  Hàm số f(x,y) có đạo hàm riêng tại 0 0( , )x y thì khả vi tại đó. 

        Đúng                               Sai  

3.4.  Hàm số f(x,y) khả vi tại 0 0( , )x y thì liên tục tại đó . 

        Đúng                              Sai  

3.5.  Hàm số f(x,y) khả vi tại 0 0( , )x y thì có các đạo hàm riêng tại đó .  

        Đúng                              Sai  

3.6.  Tồn tại  // //
0 0 yx 0 0( , ), ( , )xyf x y f x y thì   // //

0 0 yx 0 0( , ) ( , )xyf x y f x y=      

        Đúng                              Sai  
3.7.  Nếu f(x,y) có đạo hàm  riêng liên tục đến cấp hai và ( ), ( )x x t y y t= = khả vi đến cấp hai                        

                      2 2
2 // 2 // // 22 .xyx y

d f f dx f dx dy f dy= + +  

        Đúng                              Sai  

3.8.  Hàm số f(x,y) đạt cực trị và khả vi tại 0 0( , )x y thì các đạo hàm riêng triệt tiêu tại đó. 

        Đúng                              Sai  

3.9.  Các đạo hàm riêng triệt tiêu tại 0 0( , )x y thì hàm số đạt cực trị tại đó 

         Đúng                              Sai  
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3.10. Hàm số đạt giá trị lớn nhất tại 0 0( , )x y D∈  thì đạt cực trị tại đó         

         Đúng                              Sai  
3.11. Tìm miền xác định của các hàm số sau:       

         a.   lnz xy= ,                            b.   2 2 2 29 1z x y x y= − − − + − ,              

         c.   1 1z
x y x y

= −
+ −

,         d.   2

1z
y x

=
−

.    

3.12.  Tính đạo hàm riêng các hàm số sau: 

          a.   2 2ln( ),z x x y= + +           b.   2 xsin
y

z y= , 

          c.   
3

, 0yz x x= > ,                    d.    yarctg .
x

z =  

3.13.  Chứng minh các hệ thức sau đây với các điều kiện tương ứng  

          a.  / / 2x yxz yz+ = , với 2 2ln( )z x xy y= + +  .  

          b.  / / 0x yyz xz+ = , với 2 2( )z f x y= − ,f(t) khả vi. 

 
3.14.  Tính đạo hàm của các hàm số hợp sau:    

          a.  
2 22 2 2, osx,v= xu vz e u c y−= = + .       

          b.  2 2ln( ), , .xz u v u xy v
y

= + = =  

3.15.  Tính vi phân toàn phần của các hàm số sau: 

            a.   ln yz tg
x

= . 

            b.   ( osy + xsiny)xz e c= . 

3.16.   Tính đạo hàm của các hàm số ẩn xác định bởi các phương trình tương ứng 

            a.  3 3 2 , onstx y y x a a c− = = , tính /y . 

            b.  x+yarctg , onst,
a

y a c
a

= =  tính /y . 

            c.  zx+ y+z = e , tính / /,x yz z  

            d.  3 3 3x + y +z  = 3xyz , tính / /,x yz z . 

 3.17.   Chứng minh các hệ thức sau đây, với các điều kiện tương ứng 

            a.  2 2
// // // 2( )xyx y

z z z= , với  ( )xz xf
y

= , f(t) khả vi liên tục đến cấp hai. 
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            b.  
2 2

2 2 0u u
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

, với  2 21ln ,u r x y
r

= = + . 

            c..  
2 2

2 2 0u u
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

, với  2 2 2ln ,u r r x y= = + . 

           d.  
2 2 2

2 2 2 0u u u
x y z
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

, với  2 2 21 ,u r x y z
r

= = + + . 

3.18.   Cho  2 3u xy z= , 0 1(1, 2, 1), (0,4, 3)M M− − . Tính 0

0 1

( )u M
M M

∂
∂
JJJJJJG . 

3.19.   Cho  
2 2 2

2 2 2

x y zu
a b c

= + + , ( , , ),r x y z=
G

. Tính ( )u M
r

∂
∂
G , r

G
gọi là véc tơ bán kính. 

           Khi nào ( )u M gradu
r

∂
=

∂
G  

3.20.   Cho  
2 2 2

1 1u
r x y z

= =
+ +

, ( os ,cos ,cos )l c α β γ=
G

.Tính ( )u M
l

∂
∂
G ? 

           Khi nào ( ) 0u M
l

∂
=

∂
G . 

3.21.  Tìm cực trị của các hàm số  

           a.  )4)(( +−+= yxyxez x . 

           b.  xyyxz 333 −+= . 

           c.  ),2)(2( 22 ybyxaxz −−=  0≠ab . 

           d.  .ln10ln422 yxyxyxz −−++=  

            e.  yxyxz −−+= 33 . 

            f.  2244 242 yxyxyxz −+−+= .  

            g.  ,2050
yx

xyz ++=    với  x > 0, y > 0  . 

            h.  yxyxz 233 −+= .      

3.22.   Tính khoảng cách từ gốc toạ độ đến mặt phẳng x + 2y + 3z = 3. 

3.23.    Cho ellipse 
2 2

1
4 9
x y

+ = , tìm các điểm trên đó có khoảng cách gần nhất đến đường          

           thẳng 3x – 4y = 0. 
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CHƯƠNG IV: PHÉP TÍNH TÍCH PHÂN 

MỤC ĐÍCH, YÊU CẦU 
Phép tính tích phân là phép tính cơ bản thứ hai của toán cao cấp. Đây là phép tính ngược 

của phép tính vi phân. Chính vì thế để tính tích phân nhanh chóng, chính xác cần thông thạo 
phép tính đạo hàm của hàm số. Cần nắm vững các nội dung sau đây: 

1. Định nghĩa tích phân xác định, ý nghĩa của nó. Điều kiện tồn tại tích phân xác định. 
2. Định nghĩa nguyên hàm, tích phân bất định và phân biệt với tích phân xác định. 
3. Công thức Niutơn- Lépnit, điều kiện áp dụng. 
4. Phương pháp tính tích phân: dựa vào bảng nguyên hàm các hàm số sơ cấp, tính chất 

của tích phân và hai phương pháp cơ bản (đổi biến số và tích phân từng phần). 
5. Các bài toán ứng dụng tích phân xác định. 
6. Tích phân suy rộng. Ý nghĩa và ứng dụng của nó.     

NỘI DUNG 
4.1. KHÁI NIỆM VỀ TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 
4.1.1. Định nghĩa tích phân xác định 

          Cho  [ ]: ,  ,  f a b a b→ <  

1. Ta gọi một họ hữu hạn các điểm )( ix , ni ,0=  sao cho  

           bxxxxa nn =<<<<= −110 ...       

     là một phân hoạch (hay một cách chia) đoạn [ ]ba,  và gọi ini
xMax Δλ

10 −≤≤
= , trong đó   

1,01 −=−= + nixxx iii  , Δ  là bước của phân hoạch đã chọn. Tập phân hoạch  kí hiệu là )( n℘  

2. Ta gọi một cách chọn ứng với phân hoạch là một cách lấy n điểm iξ , sao cho 

[ ] 1,0, 1 −=∈ + nixx iii  , ξ  

3. Ta gọi số thực ∑
−

=

=
1

0
)(

n

i
ii xf Δξσ là tổng Riơman (Riemann) của hàm f ứng với một 

phân hoạch và một cách chọn. Rõ ràng với [ ]baRf ,∈  sẽ có dãy tổng Riemann σ .  Kí hiệu là 

)( nσ . 

4. Nếu 0→λ  mà In →σ  hữu hạn ( không phụ thuộc vào cách chia đoạn [a,b] và cách 

chọn các điểm iξ  ứng với cách chia đó ) thì I  gọi là tích phân xác định của f  trên [ ]ba, , kí 

hiệu là ∫
b

a

dxxf )( . Nếu tồn tại I thì nói rằng f  khả tích trên [ ]ba,                                                            

Như vậy                 ∑∫
−

=
→

=
1

00
)(lim)(

n

i
ii

b

a

xfdxxf Δξ
λ

                                      (4.1)  
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Trong kí hiệu trên: ∫ là dấu lấy tích phân, ∫
b

a

là lấy tích phân từ a đến b, a là cận dưới, b 

là cận trên của tích phân, x là biến lấy tích phân, )(xf là hàm dưới dấu tích phân, dx  là vi phân 
của biến lấy tích phân. 
Chú ý: 

• Chúng ta sẽ nhận được ý nghĩa hình học của tích phân xác định như  sau: Nếu 0)( ≥xf  

trên [ ]ba,  thì tổng Riemann chính là tổng diện tích các hình chữ nhật có kích thước tương ứng 

ixΔ và 1,0)( −= nif i  , ξ . Đó là diện tích của hình thang gần đúng diện tích của hình thang cong 

giới hạn bởi trục Ox, đường cong fC của hàm số, các đường thẳng bxax ==  , . Như vậy 

∫
b

a

dxxf )(  chính là diện tích của hình thang cong đã mô tả ở trên, kí hiệu là hình thang [ ]fCba ,, .  

     Xem hình 4.1.                                                                  
 

iξix 1+ix

y

0 a b x
 

 
                                                              H.4.1          

• Nếu )(xf  khả tích trên [ ]ba,  thì  ∫ ∫=
b

a

b

a

dttfdxxf )()( . Bởi vì tích phân ở vế phải cũng 

chính là giới hạn của dãy tổng Riemann ∑
−

=

=
1

0

)(
n

i
iin xf Δξσ , vì cả hai đều thực hiện phân hoạch 

[ ]ba, với cùng một hàm số f . Như vậy tích phân xác định không phụ thuộc vào biến lấy tích 
phân  

• Người ta định nghĩa    ∫ ∫−=
a

b

b

a

dxxfdxxf )()(                 (4.2)                                      

Đặc biệt                     ∫ =
a

a

dxxf 0)(                                                      (4.3)  
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4.1.2. Điều kiện tồn tại tích phân xác định 
     A. Điều kiện cần 
Định lí 4.1: Nếu f khả tích trên [a, b] thì f bị chặn trên [a, b] 

Chứng minh: Lý luận phản chứng: 

Giả sử f không bị chặn trên, khi đó lập được dãy con của )( nσ dần đến ∞+ bằng cách lấy 

các điểm iξ  trong lân cận không bị chặn trên của f . Chứng tỏ không tồn tại giới hạn hữu hạn 

của nσ . Vậy f bị chặn trên, tương tự f cũng bị chặn dưới. Tức là tồn tại ,m M ∈  sao cho 

[ ]baxMxfm ,)( ∈∀≤≤  ,   

                                                       
     B. Điều kiện đủ 
Định lí 4.2: Nếu )(xf liên tục trên [a, b] thì khả tích trên đoạn đó 

Định lí 4.3: Nếu )(xf đơn điệu và bị chặn trên [a, b] thì khả tích trên đoạn đó. 

Hệ quả: Nếu )(xf liên tục từng khúc trên [a, b] thì khả tích trên đoạn đó.                  

Dưới đây ta đưa ra các định lí và sẽ không chứng minh, về một lớp hàm khả tích, lớp hàm này 
chứa tất cả các lớp hàm đã xét ở trên 
Định lí 4.4: Nếu )(xf bị chặn trên [a, b] và chỉ có hữu hạn điểm gián đoạn thì )(xf khả tích   

                  trên [a, b] 

Định lí 4.5: Nếu )(xf khả tích trên [a, b] thì )()(.,)( constkxfkxf =     cũng khả tích trên      

                  [a, b]. 
Định lí 4.6: Nếu gf ,  khả tích trên [a, b] thì tổng, hiệu, tích của chúng cũng khả tích trên [a, b] 

Định lí 4.7: Nếu f khả tích trên [a,b] thì khả tích trên mọi đoạn [ ] [ ]ba,, ⊂βα . Ngược lại   

                 nếu [a, b] được tách ra thành một số đoạn và trên mỗi đoạn đó hàm khả tích thì   
               f khả tích trên[a, b]. 

4.1.3. Các tính chất của tích phân xác định 
Cho gf , khả tích trên [a, b] và a < b, λ  là hằng số. 

1. ∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(  với ),( bac∈  

2. ∫∫ =
b

a

b

a

dxxfdxxf )()( λλ  

3. ( ) ∫∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

4. Nếu 0)( ≥xf trên [a, b] thì   0)( ≥∫
b

a

dxxf  
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5. Nếu [ ]baxxgxf ,),()( ∈∀≥  thì  ∫ ∫≥
b

a

b

a

dxxgdxxf )()(  

6. Nếu 0≥f  trên [a,b], f liên tục tại [ ]bax ,0 ∈  và 0)( 0 >xf  thì ∫ >
b

a

dxxf 0)(  

Thật vậy )( 0xδΩ∃  để )(),(
2
1)( 00 xxxfxf δΩ∈∀≥  

Xét   
[ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈

∈
=

)(\,0

)()(
2
1

)(
0

00

xbax

xxxf
xe

δ

δ

Ω

Ω

                

      
 

Suy ra  [ ]baxxexf ,),()( ∈∀≥ . Theo 5. 

         02).(
2
1)()( 0 >=≥ ∫∫ δxfdxxedxxf

b

a

b

a

 

7. ∫∫ ≤
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(  

8. Nếu [ ]baxMxfm ,,)( ∈∀≤≤  thì  )()()( abMdxxfabm
b

a

−≤≤− ∫  

             Mdxxf
ab

m
b

a

≤
−

≤⇒ ∫ )(1
. Đặt ∫−

=
b

a

dxxf
ab

)(1μ  

     Gọi μ  là giá trị trung bình của f  trên [a, b], khi đó ta có  

                                         )()( abdxxf
b

a

−=∫ μ  

     Nếu )(xf liên tục trên [a, b] theo định lí 1.19 của mục 1.4.3 sẽ tồn tại [ ]bac ,∈ sao cho   

    )(cf=μ . Do đó:        ( ) ( )( )
b

a

f x dx f c b a= −∫  

   Giá trị [ ]bac ,∈  có thể biểu diễn  ( ) ,0 1c a b aθ θ= + − < < . Vậy công thức trên có thể 

viết dưới dạng 

  :                                      ( )( ) ( ) ( ),0 1
b

a

f x dx f a b a b aθ θ= + − − < <∫  

     Như vậy trên đường cong fC đồ thị của hàm 0)( ≥xf  trên [a, b] bao giờ cũng tìm 

được điểm ( ))(, cfcM  để hình chữ nhật có kích thước b-a  và )(cf có diện tích bằng diện tích 

của hình thang cong [ ]fCba ,, . Xem hình 4.2 
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y

0 xa b

A

B
M

M1

M32

 
                             
                                                        H.4.2 

4.1.4. Công thức Niutơn-Lépnít (Newton-Leibnitz). 
     A. Hàm tích phân của cận trên 

Cho )(xf khả tích trên [a, b]. Lấy 0x cố định, [ ]bax ,0 ∈ . Cho [ ]bax ,∈ khi đó theo định lí 

6 thì hàm )(xf khả tích trên [ ]xx ,0  với x  tuỳ ý trong [a, b]. Hàm số 

                           ∫=
x

x

dttfx
0

)()(φ                                                  (4.4) 

gọi là hàm tích phân của cận trên hay tích phân của hàm )(xf  theo cận trên  

Định lí 4.8: Nếu ( )f x  khả tích trên  [a, b] thì )(xφ là hàm liên tục trên [a, b] 

Chứng minh: Lấy ),( bax∈ và *h∈ sao cho [ ]bahx .∈+  xét số gia hàm số tại x : 

                      hdttfxhxx
hx

x

μφφφΔ ==−+= ∫
+

)()()()(  

trong đó  
[ ] [ ] [ ] [ ]

fSupfSupfInffInf
bahxxhxxba ,,,,

≤≤≤≤
++

μ   (Theo tính chất 8.) 

Từ đó  
0

( ) 0
h

xφ
→

Δ →  , vậy )(xφ  liên tục tại ),( bax∈  

Chú ý: Cũng tương tự như trên ta sẽ chứng minh )(xφ  liên tục phải tại a, liên tục trái tại b. 

Định lí 4.9: Nếu )(xf  liên tục trên [a, b] thì )(xφ  khả vi trên [a, b] và có      

                                 [ ]   baxxfx ,,)()(' ∈∀=φ .      (4.5) 

Chứng minh:  

Lấy ),( bax∈  ta có  
( ) ( ) ( ),0 1x h x f x h

h
φ φ μ θ θ+ −

= = + < < , với h  khá bé   

Vì )(xf liên tục tại x  nên  khi 0→h  thì ( )f x hθ+  dần đến )(xf . Theo định nghĩa của 
đạo hàm, giới hạn đó chính là )(' xφ  

Vậy                            )()(' xfx =φ  

Tương tự, ta chứng minh được các đạo hàm một phía:     ,  )()(')()(' bfbafa tp == φφ  
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Hệ quả:  

Nếu )(),( xx βα  khả vi trên )(, xfX liên tục trên X và [ ] XxXxx ∈∀⊂   )(),( βα  thì    

∫=
)(

)(

)()(
x

x

dttfxG
β

α

 khả vi trên X  và ( ) ( ) )(')()(')()(' xxfxxfxG ααββ −=   (4.6)                         

  

      B. Nguyên hàm của hàm số và tích phân bất định 
Định nghĩa:Cho , :f F X → . Gọi F  là một nguyên hàm của f  trên X  nếu F  khả vi trên 

X  và thoả mãn: XxxfxF ∈∀=   ,  )()(' . 

Định lí 4.10: Nếu )(xf  liên tục trên X  thì sẽ có nguyên hàm trên X  và nếu )(xF  là một 

nguyên hàm thì tập hợp các nguyên hàm của f  là { }( )   ,  F x C C+ ∈  

Chứng minh:  Theo định lí 4.9, rõ ràng tồn tại nguyên hàm của )(xf  là 

                     
0

( ) ( ) ( )
x

x

x f t dt xφ φ= ⇒∫ có đạo hàm cấp 1 liên tục 

Giả sử )(xF là một nguyên hàm của f  trên X  thì ( )   ,  F x C C+ ∀ ∈  cũng là nguyên 
hàm của f  vì  

                     ( ) XxxfxFCxF ∈∀==+    ,   )()()( '' . 

Ngược lại nếu φ  là một nguyên hàm nào đó của f  trên X  thì )()( xxF φ−  khả vi trên 
X , ngoài ra    

                      ( ) 0)()()()( ' =−=− xfxfxxF φ  trên X  

                  CxFxconstxxF +=⇒=−⇒ )()()()( φφ  trong đó C∈ . 

Tập hợp các nguyên hàm của )(xf trên X  gọi là tích phân bất định của )(xf ,  

Kí hiệu  ∫ dxxf )( . Vậy  

                   CxFdxxf +=∫ )()(                              (4.7) 

Trong đó )(xF  là một nguyên hàm của )(xf trên X . 

     C. Công thức Newton-Leibnitz. 
Định lí 4.11:  Nếu )(xf liên tục trên [a, b] có một nguyên hàm là )(xF  trên [a, b] thì 

                             )()()( aFbFdxxf
b

a

−=∫                                           (4.8) 

Đại lượng )()( aFbF −  được kí hiệu b
axF )(  gọi là biến phân từ  a  đến b của )(xF . 

Chứng minh: Theo định lí trên, tồn tại C∈  sao cho  

                              ,)()( CxxF += φ   trong đó ∫=
x

a

dttfx )()(φ   
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               ∫∫ +=+=+=
b

a

b

a

CdxxfCdttfCbbF )()()()( φ  

               CCaaF =+= )()( φ  

Vậy  ∫=−
b

a

dxxfaFbF )()()( . 

Chú ý: Công thức Newton-Leibnitz cho cách tính tích phân của các hàm liên tục bằng cách tìm 
một nguyên hàm của hàm số đó rồi tính biến phân của nó từ a đến b. 
4.2. HAI PHƯƠNG PHÁP CƠ BẢN TÍNH TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 
4.2.1. Phép đổi biến 
Định lý 4.12:  Nếu  :[ , ]ϕ α β → , ϕ  có đạo hàm liên tục trên ],[ βα  và ].,[]),([ ba⊂βαϕ  

                      :[ , ]f a b → , f liên tục trên [a, b] 

             khi đó: 

                                  ∫∫ =
)(

)(

' )().()).((
βϕ

αϕ

β

α

ϕϕ dxxfdtttf       (4.9)     

Chứng minh:  Theo giả thiết  f liên tục, suy ra tồn tại nguyên hàm của nó  F(x) có đạo hàm liên 
tục Theo công thức Newton - Leibnitz nhận được: 

      ∫ −=
)(

)(

))(())(()(
βϕ

αϕ

αϕβϕ FFdxxf  

     Theo định lý về hàm hợp ta có ( ( ))F tϕ  có đạo hàm liên tục trên ],[ βα  và    

     )().()(.))}(({ '''' tftFtF ϕϕϕϕ ϕ == .Chứng tỏ ))(( tF ϕ  là nguyên hàm của )().( ' tf ϕϕ .   

     Vậy tích phân vế trái là ))(())(( αϕβϕ FF − . Chứng tỏ phép biến đổi tích phân      
)(tx ϕ=  đã được chứng minh. 

Định lý 4.13:  Nếu  :[ , ]ϕ α β →  với ϕ  đơn điệu và có đạo hàm liên tục trên ],[ βα  

                      :[ , ]f a b →  ,       f liên tục trên [a, b] 

             với )(xt ϕ=  mà ( ) ( ) ,f x dx g t dt g=  liên tục trên )](),([ ba ϕϕ , khi đó:     

                                     ∫ ∫=
b

a

b

a

dttgdxxf
)(

)(

)()(
ϕ

ϕ

      (4.10) 

     Định lý ở đây được chứng minh tương tự như định lý 1, ở đây đã thực hiện phép  đổi 
biến tích phân  )(xt ϕ= . 

Chú ý: Khi thực hiện phép đổi biến, nhận được tích phân có cận mới. Tuỳ theo các  hàm dưới 
dấu tích phân mà chọn một trong hai cách đổi biến. 
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4.2.2. Phép tích phân từng phần 
Định lý 4.14:  Nếu , :[ , ]u v a b →   và   ,u v  có đạo hàm liên tục trên [a, b] thì: 

                      ∫ ∫−=
b

a

b

a

b
a dxxvxuxvxudxxvxu )(').()().()().('     (4.11)    

Chứng minh:  Nếu ,u v có đạo hàm liên tục, dễ dàng nhận được công thức sau: 

                              ∫ ∫−= dxvuvuvdxu '..'.        

         Thật vậy ∫∫ +=⇒+= dxvuvdxuvuvuvuvu '.'.          '.'.)'.(              

          Suy ra  ∫ ∫−=
b

a

b

a

b
a dxvuvuvdxu '..'  

 Ví dụ 1: Chứng minh các công thức dưới đây: 

a. Cho f liên tục trên [0, a] thì   ∫ ∫ −=
a a

dxxafdxxf
0 0

)()(  

b. Cho f liên tục trên [0, 1] thì:  ∫ ∫=
2

0

2

0

)(cos)(sin
π π

dxxfdxxf  

                                                  ∫ ∫=
π ππ

0 0

)(sin
2

)(sin dxxfdxxxf             

c. Cho f  liên tục trên [-a, a] thì  

   ∫ ∫− ⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

a

a

a

xfdxxf

xf
dxxf

0

)()(2

)(0
)(

ch½n sè lµ hµm         nÕu

lÎ sè lµ hµm  nÕu                    

 

d. Cho f  liên tục trên ),( +∞−∞  và tuần hoàn với chu kỳ T  thì: 

                                    
0

( ) ( ) ,          
a T T

a

f x dx f x dx a
+

= ∀ ∈∫ ∫  

 Giải: 
a. Đổi biến x = a – t 

b. Đổi biến x = t−
2
π

 và đổi biến x = t−π  

c. ∫∫∫
−−

+=
a

a

a

a

dxxfdxxfdxxf
0

0

)()()(  

Đổi biến x = - t,  ∫∫ −=
−

a

a

dxxfdxxf
0

0

)()(     ∫ ∫
−

−+=⇒
a

a

a

dxxfxfdxxf
0

)}()({)(    

)(xf  là hàm số lẻ a][0,x   ∈∀−−=⇔ ),()( xfxf . Do đó: ∫
−

=
a

a

dxxf 0)(  
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)(xf  là hàm số chẵn a][0,x   ∈∀−=⇔ ),()( xfxf . Do đó: ∫ ∫
−

=
a

a

a

dxxfdxxf
0

)(2)(  

d.  ∫ ∫ ∫∫
++

++=
0

0

)()()()(
a

T Ta

a

Ta

a

dxxfdxxfdxxfdxxf  

Đổi biến x = t + T và nhớ rằng )()( xfTxf =+  sẽ có: 

                        ∫ ∫∫∫ −==+=
+ a

a

aTa

T

dxxfdttfdtTtfdxxf
0

0

0

)()()()(  

suy ra  ∫ ∫
+

=
Ta

a

T

dxxfdxxf
0

)()(  

 Ví dụ 2:  Tính các tích phân sau: 

a. ∫ −=
a

dxxaI
0

22
1  

b. ∫ +
=

2

0
22 cos1

sin
π

dx
x

xI    

Giải: 

a. Đổi biến   [ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈⇒∈=

2
,0,0sin πtaxtax  ,  

    
4

coscos
2

0
1

π
π

aadttataI == ∫    

b. Đổi biến [ ]0,1
2

,0cos ∈⇒⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈= txxt π

 ,  

     
41

1
0

0

1
22

π
==

+
−= ∫ arctgt

t
dtI  

 
Ví dụ 3:  (Tích phân Wallis) 

                  Tính 
2

0

cos  ,  n
nI xdx n

π

= ∈∫  

Giải:    

       a.  Đặt xvdxxxnduxdxdvxu nn sinsincos)1(coscos 21 =−=⇒== −−  ,    ,  

          ∫ −−+= −−
2

0

222
0

1 )cos1(cos)1(sincos

π
π

dxxxnxxI nn
n  

              22
1)1()1( −−

−
=⇒−−−= nnnn I

n
nIInIn  



Chương 4: Phép tính tích phân 

 118

           
3
2

3
2

2
.

2
1

2
11cos

2 1302

2

0
10 ======= ∫ IIIIdxxII       ,      ,        , 

ππ
π

    

           
2

.
!)!2(

!)!12(
2

.
2
1.

4
3...

)2(2
32.

2
12

2
ππ

m
m

m
m

m
mI m

−
=

−
−−

=  

           
!)!12(

!)!2(1.
3
2...

12
)2(2.

1212 +
=

−
−

+
=+ m

m
m
m

m
mI m            

            

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

−

=
lÎ  u        nÕ

ch½n      nÕu

n
n

n

n
n

n

In

!!
!)!1(

2!!
!)!1( π

     

. 
4.3. PHƯƠNG PHÁP TÍNH TÍCH PHÂN BẤT ĐỊNH 

Ta đã biết rằng  CxFdxxf +=∫ )()(  trên X  Trong đó )(xF là một nguyên hàm của 

)(xf  trên X  và C là hằng số tuỳ ý. 

4.3.1. Bảng các nguyên hàm thông dụng 
     A. Tính chất cơ bản của tích phân bất  định. 

Trước hết thấy ngay rằng các tính chất sau đây của tích phân bất định là hiển nhiên.  
          Cho gf ,  có nguyên hàm, λ∈   

1. ( ) dxxfdxxfdxfdxxf )()(   ,  )()(
'

== ∫∫  

2. ( ) ∫∫∫ +=+ dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

3. ∫∫ = dxxfdxxf )()(. λλ  

4. Nếu )(xf  có một nguyên hàm là )(xF  thì ( ) )(')( xuxuf  có một nguyên hàm là 
( ))(xuF  khi u có đạo hàm liên tục, tức là  

( ) ( ) CxuFdxxuxufCxFdxxf +=⇒+= ∫∫ )()(')()()( , đặc biệt ( ) ( )df x f x C= +∫  

     B. Bảng các nguyên hàm 
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      Hàm số )(xf       Nguyên hàm )(xF       Tập xác định  X  

   { }, \ 1xα α ∈ −  
   

1

1

+

+

α

αx
 

   *
+  

   
x
1

    xln     *  
 

   *, ,0 1xa aα α ∈ < ≠       xa
a

α

α ln
1

 
    

   xeα     xeα
α
1

 
    

   xcos     xsin      

    xsin     xcos−      

   tgx     xcosln−     \ ,
2

k kπ π⎧ ⎫+ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

   gxcot     xsinln     { }\ ,k kπ ∈  

   xtg
x

2
2 1

cos
1

+=  
   tgx  

   \ ,
2

k kπ π⎧ ⎫+ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

   xg
x

2
2 cot1

sin
1

+=  
   gxcot−     { }\ ,k kπ ∈  

   *
2 2

1 ,a
a x

∈
+

     
a
xarctg

a
1

 
    

   21
1
x−

    
x
x

−
+

1
1ln

2
1

    { }\ 1,1−  

   
21

1
x+

     )1ln( 2xx ++      

   *

22
,1 Ra

xa
∈

−
     

a
xarcsin     { }\ ,a a−  

   
1

1
2 −x

    1ln 2 −+ xx     [ ]\ 1,1−  

 
4.3.2. Hai phương pháp cơ bản tính tích phân bất định 
     A. Phương pháp tích phân từng phần 

Cho ,u v  có dạo hàm liên tục trên X  khi đó  

           ∫∫ −= )()()().()()( xduxvxvxuxdvxu   trên X                                      (4.12) 
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Chú ý: 

• Phương pháp này thường áp dụng tính các tích phân các hàm số có dạng sau đây:   
xxPexPxxP xk αα sin)()(ln)(  ,  , , xxarctgxxPxxPxxP ββα αα sincos)(arcsin)(cos)( xx e, e ,  ,  , , 

trong đó: k ∈ , *, ,α β ∈  P(x) là đa thức. 

• Để tính ∫ dxexP xα)( , ta có thể dùng phương pháp hệ số bất định.                            

                  CexQdxexP xx +=∫ αα )()(  

     Trong đó )(deg)(deg xQxP =  

• Trong quá trình tính toán có thể phải lặp lại một số hữu hạn lần phương pháp tích phân 
từng phần. 
     B. Phương pháp đổi biến số 

Đặt )(tx ϕ= , với ϕ  đơn điệu và ϕ  có đạo hàm liên tục trên Y  khi đó  

                  [ ]
)(1)(')()(

xt
dtttfdxxf −=∫∫ =

ϕ
ϕϕ                                                (4.13) 

Đặt )(xt ψ=  khi đó dttgdxxf )()( =  

                  )()()( xtdttgdxxf ψ=∫∫ =                                                            (4.14) 

Chú ý:  
Đổi biến số để tính nguyên hàm theo biến mới dễ dàng hơn. Trong kết quả phải trở về biến 

lấy tích phân bất định ban đầu. Điều này khác hẳn khi tính tích phân xác định. 
Ví dụ 4:  Tính các tích phân sau: 

a. ∫ +
=

xx
dxI

)1(1        

b. ∫= 3 2

3

2
sin

x
dxxI    

Giải:        

a. Đặt tdtdxttx 202 =>=   ,    ,      

 Cxarctg
t

dt
tt

tdtI +=
+

=
+

= ∫∫ 2
1

2
)1(

2
221  

b. Đặt dttdxtx 23 3==   ,                                                                                        

 Cxtdtdtt
t

tI +−=== ∫∫ 32
22 cos3sin33.sin

 

Ví dụ 5:  Tính:     ∫ +−+
++

= dx
xx

xI
1)1(

21
2

 

Giải: 

Đặt tdtdxxt 21 =+=   ,   
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Ctarctg
tt

tdt
tt

t
t

dt
t
tI +

+
−

++
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++
+

−
−

=
−
+

= ∫∫ 3
12

3
2

1
)1(ln

1
22

1
2

1
22 2

2

23  

   Cxarctg
xx

x
+

++
−

+++
−+

=
3

112
3

2
21

)11(ln
2

 

Ví dụ 6:  Tính:  ∫ += dxI x 123  

Giải: 

Đặt  tdtdxtx ==+   ,  12  

    CtdtttdtI t
t

t
t

t +−=−== ∫∫ 3
)3(ln

1
3ln

3.3
3ln

1
3ln

3.3 2  

       ( ) Cx
x

+−+=
+

13ln.12
)3(ln

3
2

12

 

4.3.3. Cách tính tích phân bất định của các hàm số hữu tỉ 
Nhận xét: 

• Nếu hàm hữu tỉ có dạng { }
n

n 1
n

P(x )f (x) x   ,  n \ 0,1
Q(x )

−= ∈ , bằng cách đổi biến  nxt =  sẽ   

             nhận được:                                                                             

                                ∫∫ = dt
tQ
tP

n
dxxf

)(
)(1)(    

     Như vậy ta đã hạ thấp bậc của các đa thức có mặt trong hàm  f        

       •  Mọi hàm hữu tỉ (đôi khi gọi là phân thức hữu tỉ) không thực sự đều phân tích thành tổng   
           của một đa thức với một phân thức hữu tỉ thực sự. 
       •  Sử dụng định lí 2 trong mục 2.1.2 và tính chất của tích phân bất định, thấy rằng quá trình  
           tích phân các hàm hữu tỉ là quá trình tích phân các phân thức tối giản.   

Dưới đây ta trình bày phương pháp tích phân các phân thức tối giản thực sự. 
     A. Tích phân các phân thức tối giản loại thứ nhất 

                       n
dxI   ,  a

(x a)
= ∈

−∫  

              Nếu 1=n  thì  Cax
ax

dx
+−=

−∫ ln , với constC =  khi xét ax <  hoặc ax >  

       Nếu  { }*n \ 1∈  thì  C
axnax

dx
nn +

−−
−=

− −∫ 1)(
1.

1
1

)(
 

B. Tích phân các phân thức tối giản loại thứ hai 

2 n
xI dx  ,  , ,a, b,c

(ax bx c)
λ +μ

= λ μ ∈
+ +∫  và 2 *b 4ac 0,n− < ∈  

          •  Nếu 0=λ                                                                                      
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                    ∫ ++
= ncbxax

dxI
)( 2μ  

Biến đổi  acbbax
a

cbxax 421
4

2
2

2 −=Δ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
Δ−
+

+
Δ

−=++  ,  

Thực hiện đổi biến  
Δ−
+

=
baxt 2

     Suy ra  ∫ +
Δ−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Δ
−= n

n

t
dt

a
aI

)1(2
4

2μ  

Dẫn đến tính    ∫ +
= nn t

dttJ
)1(

)( 2  bằng phương pháp truy toán. 

        Trước hết  ∫ +=
+

= Carctgt
t

dttJ 21 1
)(  

         Tích phân từng phần sẽ có  

                      ∫ ++
+

+
= 12

2

2 )1(
2

)1(
)( nnn t

dttn
t
ttJ  

                          )(2
)1( 12 +−+

+
= nnnn JJn

t
tJ  

                   nnn t
tJnnJ

)1(
)12(2 21 +

+−=+  

Chú ý: 

Có thể tính  nJ  bằng phép đổi biến  θθθ dtgdtarctgt )1( 2+=⇒=     

∫∫ −
− =

+
= θθ

θ
θ d

tg
dJ n

nn                        )1(2
12 cos

)1(
                                     

Tuyến tính hoá θ)1(2cos −n  (phần B mục 1.2.3) rồi tính nguyên hàm, sau đó trở về biến t. 

         •  Nếu .0≠λ           

             ∫ ++

+
= dx

cbxax

aax

a
I n)(

22

2 2
λ
μ

λ
                                                           

               ∫∫ ++
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

++
+

= nn cbxax
dxba

a
dx

cbxax
bax

a )(
2

2)(
2

2 22 λ
μλλ

 

     Tích phân thứ nhất tính được nhờ phép đổi biến   cbxaxu ++= 2  

              C
cbxaxnu

dudx
cbxax

bax
nnn +

++−
==

++
+

−∫∫ 122 )(
1  

1
1

)(
2

 

     Tích phân thứ hai tính theo nJ  đã trình bày ở trên. 

Ví dụ 7  Tính  ∫ +
=

13x
dxI  và   ∫ +

= 23 )1(x
dxJ  

Giải: 
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Phân tích  
1

2.
3
1

1
1.

3
1

)1)(1(
1

1
1

223 +−
−

−
+

=
+−+

=
+ xx

x
xxxxx

 

               1
2

22 2
3)1ln(

2
1

1
3)12(

2
1

1
2 Ixxdx

xx
xdx

xx
x

−+−=
+−
−−

=
+−

−
∫∫  

Trong đó Cxarctg
x

dx
xx

dxI +
−

=

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
+−

= ∫∫ 3
12

3
2

4
3

2
11 221  

Cuối cùng   CxarctgxxxI +
−

++−−+=
3

12
3

1)1ln(
6
11ln

3
1 2  

Bằng phép tích phân từng phần sẽ có  

                    )(3
1)1(

3
1 323

3

3 JI
x

xdx
x

x
x

xI −+
+

=
+

+
+

= ∫  

Suy ra     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+=

1
2

3
1)( 3x

xIxJ  

                       C
x

xxarctgxxx +
+

+
−

++−−+=
)1(33

12
33

2)1ln(
9
11ln

9
2

3
2  

4.3.4. Tính nguyên hàm các phân thức hữu tỉ đối với một số hàm thông dụng 
A. Hàm hữu tỉ đối với sin và côsin 
1. Trường hợp tổng quát. 

Xét   ∫ dxxxR )cos,(sin  trong đó R  là ‘’phân thức hữu tỉ hai biến’’ 

Thực hiện phép đổi biến: 
2
xtgt = . Khi đó  

22

2

2 1
2

1
1cos

1
2sin

t
dtdx

t
tx

t
tx

+
=

+
−

=
+

=     ,      ,    

Khi đó đưa về dạng  ∫ dt
tQ
tP
)(
)(

  

Tuy nhiên bậc của )(tP  và )(tQ  thường là cao, làm cho quá trình tính toán rất nặng nhọc. 
Sau đây ta xét một số trường hợp đặc biệt, với cách đổi biến thích hợp sẽ tính toán dễ dàng hơn. 

2. Trường hợp đặc biệt thứ nhất. 

• Nếu )cos,sin()cos,(sin xxRxxR −−=  thì đổi biến  tgxt =  hoặc  gxt cot=  

• Nếu )cos,(sin)cos,(sin xxRxxR −−=  thì đổi biến  xt sin=  

• Nếu )cos,sin()cos,(sin xxRxxR −−=  thì đổi biến  xt cos=  

3. Trường hợp đặc biệt thứ hai. 

Khi (sin ,cos ) sin .cos   ,   ,m nR x x x x m n= ∈  

• Nếu m  lẻ thì đổi biến xt cos=  

• Nếu n  lẻ thì đổi biến xt sin=  
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• Nếu nm,  chẵn và không cùng dương thì đổi biến tgxt =  

• Nếu nm,  chẵn và cùng dương thì tuyến tính hoá sau đó tính nguyên hàm. 

     B. Hàm hữu tỉ đối với xe ,   α α∈  

Xét  ∫= dxefI x )( α , trong đó )(xf  là hàm hữu tỉ. Thực hiện phép đổi biến   

dxedtet xx αα α==   ,  , Khi đó  

        dt
t
tfI ∫=
)(1

α
  

Đó là tích phân của hàm hữu tỉ đã xem xét trong phần 4.3.3      

Ví dụ 8:   Tính 1
cos

>
+

= ∫ a
xa

dxI   ,   

Giải:   

     Đặt 
2
xtgt =  thì ∫ −++

= 2)1()1(
2

taa
dtI  ⇒  Cxtg

a
aarctg

a
I +⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−

−
=

21
1

1
2
2

 

Ví dụ 9:    Tính  ∫ ++
=

5cossin4 xx
dxI  

Giải: 

      Đổi biến  
2
xtgt =  ,  ∫∫∫ +

=
++

=
+

+
−

+
+

+= 22

2

2

2

2

)2(882
2

5
1
1.3

1
2.4

1
2

t
dt

tt
dt

t
t

t
t

dt
tI  

 

                                           Cxtg
C

t
+

+
−=+

+
−=

2
2

1
2

1
 

Ví dụ 10:  Tính các tích phân sau. 

a. ∫= dx
x
xI 4

3

1 sin
cos

,         b.  ∫= xdxxI 23
2 cossin , 

c. dx
x
xI ∫= 6

2

3 cos
sin

,          d. xdxxI 42
4 cossin∫= . 

Giải: 

  a. ∫=    ,  dx
x
xI 4

3

1 sin
cos

đặt xdxdtxt cossin ==   ,  

      ∫∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

−
== dt

tt
dt

t
t

x
xdxxI 244

2

4

2

1
111

sin
coscos

 C
xx

C
tt

++−=++−=
sin

1
sin3

11
3
1

33  

  b.   ,  xdxxI 23
2 cossin∫= đặt xdxdtxt sincos −==   ,   
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      CxxdtttxdxxxI +−=−−== ∫∫ 3
cos

5
cos)1(sincossin

35
2222

2  

  c. ∫=    ,   dx
x
xI 6

2

3 cos
sin

đặt 
x

dxdttgxt 2cos
==   ,   

      ∫∫∫ +=== dttt
x

dx
xx

xdx
x
xI )1(

coscos
1

cos
sin

cos
sin 22

222

2

6

2

3 Cxtgxtg
++=

53

53

 

 d.  ∫∫ +== dxxxxdxxI )2cos1(2sin
8
1cossin 242

4  

 ∫∫ +−= xxddxx 2sin2sin
16
1)4cos1(

16
1 2  Cxxx ++−= 3sin

48
14sin

64
1

16
1 3   

Ví dụ 11:  Tính tích phân bất định sau 

                  ∫ ∈
+

*
2   ,  

)1(
R

e
dx

x αα  

Giải: 

          Đặt dxedtet xx αα α==   ,   

     ∫ ∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+

−=
+

=
+

dt
ttttt

dt
e

dx
x 222 )1(

1
1

111
)1(

1
)1( ααα  

              C
t

tt +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
++−=

1
11lnln1

α
   C

e
ex x

x +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
++−= α

αα
α 1

1)1ln(1  

4.4. MỘT SỐ ỨNG DỤNG CỦA TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 
Chú ý:  Trong mục này khi xem xét một hình phẳng hay một vật thể, chúng ta cần để ý đến tính 
chất đối xứng của hình để đơn giản quá trình tính toán hoặc để chọn một hệ qui chiếu thích hợp 
để giải quyết bài toán được dễ dàng hơn. 
4.4.1. Tính diện tích hình phẳng 
     A. Miền phẳng giới hạn bởi các đường cong trong toạ độ Đềcác(Descartes)                                             

        y                                                                                                    y                                                       

                               1f                                                         

                                                                                          d  

                                                                                       2g                             1g  

                             2f  

 
 
                                                                                         c  
          
O         a                               b              x                                          O                             x 
 

                                                                      H.4.3  
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Giả sử miền phẳng D giới hạn bởi các đường: 

)()()( 21 xfyxfybabxax ==<==   ,    ,    ,    ,   trong đó 21, ff  liên tục từng khúc trên 
[a, b]. Gọi diện tích của miền phẳng D là S. Theo ý nghĩa hình học của tích phân xác định, nhận 
được công thức tính S như sau: 

                        ∫ −=
b

a

dxxfxfS )()( 21               (4.15) 

Tương tự, nếu D giới hạn bởi các đường: 

)()()( 21 ygxygxdcdycy ==<==   ,    ,    ,    ,   trong đó 21, gg  liên tục từng khúc trên 
[c, d] thì  

                       ∫ −=
d

c

dyygygS )()( 21                                        (4.16) 

     B. Giả sử miền phẳng D giới hạn bởi đường cong cho dưới dạng tham số: 

                             
⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(
tyy
txx

       10 ttt ≤≤  

     Khi đó             ∫=
β

α

dttxtyS )().( ,                                                                (4.17) 

Ví dụ 10:  Tính diện tích của hình elíp có các bán trục a,b. 
 Giải:     Hình êlíp giới hạn bởi êlíp có phương trình 

                               12

2

2

2

=+
b
y

a
x

     

      Do tính chất  đối xứng của êlíp qua các trục toạ độ và do phương trình tham số                              
của êlíp có dạng:  tbytax sincos ==   ,  ,  π20 ≤≤ t     

      nên ta có:    abdttabS π

π

  ∫ ==
2

0

2 .sin4  

Ví dụ 11:  Hãy tính diện tích của hình giới hạn bởi trục hoành và một nhịp của đường Cycloid   
                  cho bởi phương trình tham số: 

                                  )sin( ttax −=  

                                  )cos1( tay −=      ,       π20 ≤≤ t  .        ( Xem hình 4.4)  

        y 

        2a  

           
 
      
              0                           π a                           2π a                       3π a 
    

  H.4.4                               
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 Giải:              ( ) ( )∫∫ =+−=−=
ππ

π
2

0

222
2

0

22 3coscos21cos1 adtttadttaS  

4.4.2. Tính độ dài đường cong phẳng 
     A. Phương trình cho trong hệ toạ độ Descartes vuông góc   

     Giả sử đường cong AB  cho bởi phương trình  

                         ( ) ( ))(,)(,)( bfbBafaAxfy    ,       ,    =  

     Trong đó f có đạo hàm liên tục trên [ ], ,    ( )a b a b<  

     Nếu gọi l  là độ dài cung AB  thì l  được tính theo công thức 

                               dxxfl
b

a
∫ += )('1 2                                                                (4.18)  

     B. Phương trình cho trong dạng tham số                              

               0 1

( )
     

( )
x t

t t t
y t

ϕ
ψ

=⎧
≤ ≤⎨ =⎩

.         ,ϕ ψ có đạo hàm liên tục trên [ ]10 ,tt      

                               dtttl
t

t
∫ +=
1

0

)(')(' 22 ψϕ                                                          (4.19)  

Ví dụ 12:  Hãy tính độ dài của một nhịp Cycloid cho trong ví dụ 11. 
Giải:   

      taytatx sin'    ,    )cos1()(' =−=  

      dttadttatal ∫∫ −=+−=
ππ

00

2222 cos122sin)cos1(2  

        atadtta 8
2

cos8
2

sin4 0

0

=== ∫ π

π

 

Ví dụ 13:  Hãy tính độ dài của Astroid, phương trình tham số có dạng. 

      
3

3

cos
sin ,      0,       0 2

x a t
y a t a t π

⎧ =⎪
⎨

= > ≤ ≤⎪⎩
 

     hoặc trong hệ toạ độ Descartes có dạng      3
2

3
2

3
2

ayx =+ .     ( Xem hình 4.5)                                        
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Giải:  

     ttayttax cossin3'sincos3' 22 =−=    ,   .       atatdtal 62cos32sin6 2
0

2

0

=−== ∫
π

π

 

4.4.3. Tính thể tích vật thể 
     A. Công thức tổng quát 

Giả sử vật thể (V ) nằm giữa hai mặt phẳng vuông góc với trục Ox, các mặt phẳng này có 
phương trình là ax = và babx <=    ,   . Các thiết diện của vật thể (V ) vuông góc với trục Ox 

nằm trên mặt phẳng có phương trình  [ ]0 0,    ,x x x a b= ∈  có diện tích tương ứng )( 0xS . (Xem 

hình 4.6). Khi đó thể tích của vật thể (V ), kí hiệu là V, tính theo công thức                                                                 
 
 
  
           z 
 
 
                                  y 
 
 

                                                      )( 0xS  

           O          a                                                                                 b               x  
                                                                                                                     

                                a                                    0x                                         

 
                                                          H.4.6                                        

                                   ∫=
b

a

dxxSV )(                                                             (4.20) 
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     B. Công thức tính cho vật thể tròn xoay 

   
               y                          )(xfy =  

 
 
 
                          a                                                                 x 
                                      a                                                                                 
 
z 
    z   
                                             H.4.7 
Vật thể (V) tròn xoay là vật thể được tạo thành do một hình thang cong giới hạn bởi các 

đường:  ,     ,     ( ),     0x a x b a b y= = < =  và [ ]( ) 0,      ,y f x x a b= ≥ ∈   quay xung quanh trục 

Ox (xem hình 4.8). Cụ thể hơn, phần không gian bị chiếm chỗ do hình thang cong quay xung 
quanh trục Ox gọi là vật thể tròn xoay. 

Như vậy các thiết diện vuông góc với trục Ox là các hình tròn. Diện tích của thiết diện 
nằm trên mặt phẳng 0xx =  sẽ là  )(. 0

2 xfπ . Từ đó nhận được công thức tính: 

                             ∫=
b

a

dxxfV )(2π                                                           (4.20) 

Ví dụ 14:  Hãy tính thể tích của êlipxôít với các bán trục a, b, c: 

                             12

2

2

2

2

2

≤++
c
z

b
y

a
x

     

Giải:    
     Thiết diện của elipxôit vuông góc với trục Ox là một hình elíp. Thiết diện  

     nằm trên mặt phẳng [ ]aaxxx ,00 −∈=    ,    được giới hạn bởi elip có các bán   

     trục   2

2
0

2

2
0 11

a
xc

a
xb −−    ,    phương trình là  

                              
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=+

0

2

2
0

2

2

2

2

1

xx
a
x

c
z

b
y

 

     Theo ví dụ 1, diện tích thiết diện biểu diễn dưới dạng  

                              ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

2
0

0 1)(
a
xbcxS π  
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     Vậy  ∫
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

a

a

a abc
a
xabcdx

a
xbcV πππ

3
4

3
21 02

3

2

2

 

Ví dụ 15:  Tính thể tích vật thể do một nhịp Cycloid quay xung quanh trục Ox   
     tạo ra. Biết Cycloid cho bởi phương trình tham số là. 

                              
⎩
⎨
⎧

+∞−∞∈−=
−=

),()cos1(
)sin(

ttay
ttax

              
 

Giải: 

     ∫∫ −==
ππ

ππ
2

0

33
2

0

2 )cos1( dttadxyV
a

 

        ∫ −+−=
π

π
2

0

323 )coscos3cos31( dtttta  

        
2 2

3 2 2 3
0

0 0

3 12 3sin (1 cos 2 ) (cos3 3cos ) 5
2 4

a t t dt t tdt a
π π

ππ π π
⎧ ⎫⎪ ⎪= − + + − + =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫  

 
4.5. TÍCH PHÂN SUY RỘNG 
4.5.1. Tích phân suy rộng với cận vô hạn 
     A. Định nghĩa 

1. Cho  [ ): ,   ,  f a a+∞ → ∈ , khả tích trên  [ ] aAAa >∀  ,  , . 

    Tích phân suy rộng của f  với cận  ∞+  được kí hiệu là: ∫
+∞

a

dxxf )(  

    Nói rằng tích phân suy rộng  ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ về số  I ∈  nếu 

                  Idxxf
A

a
A

=∫+∞→
)(lim   kí hiệu  Idxxf

a

=∫
+∞

)(  

   Nếu I  không tồn tại hoặc ∞=I , thì nói rằng tích phân suy rộng ∫
+∞

a

dxxf )(  phân kỳ. 

2. Cho  ( ]: ,   ,  f a a−∞ → ∈ , khả tích trên [ ] aBaB <∀  ,   ,  

    Tích phân suy rộng của f  với cận ∞− , kí hiệu là  ∫
∞−

a

dxxf )( . 

    Nói rằng tích phân suy rộng  ∫
∞−

a

dxxf )(  hội tụ về số J ∈  nếu 

                   ∫∫
∞−

−∞→
==

aa

B
B

dxxfJdxxf )()(lim  
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  Nếu J  không tồn tại hoặc ∞=J , thì nói rằng tích phân suy rộng ∫
∞−

a

dxxf )( phân kỳ. 

        3. Cho  :f →  khả tích trên [ ], ,   ,A B A B∀ ∈ . Tích phân suy rộng của f với các cận  

            vô hạn được kí hiệu là:  ∫
+∞

∞−

dxxf )( . 

  Nói rằng tích phân suy rộng  ∫
+∞

∞−

dxxf )(  hội tụ khi và chỉ khi các tích phân suy rộng    

   ∫
∞−

a

dxxf )(  và ∫
+∞

a

dxxf )(  cùng hội tụ,  a∀ ∈ . Trong trường hợp này kí hiệu     

                            ( ) ( ) ( )   ,  
a

a

f x dx f x dx f x dx a
+∞ +∞

−∞ −∞

= + ∀ ∈∫ ∫ ∫  

    Rõ ràng nếu f  liên tục trên tập xác định của nó, và có nguyên hàm )(xF  thì có thể 
dùng kí hiệu Newton-Leibnitz như sau: 

                   ∞+

+∞→

+∞

=−=∫ aA
a

xFaFAFdxxf )()()(lim)(  

                    

                   a

B

a

xFBFaFdxxf ∞−−∞→
∞−

=−=∫ )()(lim)()(    

                   ∞+
∞−−∞→+∞→

+∞

∞−

=−=∫ )()(lim)(lim)( xFBFAFdxxf
BA

       

Ví dụ 16:  Xét sự hội tụ, phân kỳ của các tích phân suy rộng sau:  

a. ∫
+∞

+0
21 x

dx
  ,    b. ∫

+∞

∞− + 21 x
dx

   ,    c. sin   ,  
a

xdx a
+∞

∈∫    ,    d. 
1

  ,  dx
xα

α
+∞

∈∫  

Giải:   

a. 
2

0lim
1 0

0
2

π
=−==

+ +∞→

∞+
+∞

∫ arctgarctgxarctgx
x

dx
x

 

     Vậy tích phân suy rộng đã cho hội tụ. 

b. πππ
=+=−==

+ −∞→+∞→

∞+
∞−

+∞

∞−
∫ 22

limlim
1 2 arctgxarctgxarctgx

x
dx

xx
 

    Vậy tích phân suy rộng trên hội tụ. 

c. xaxxdx
xa

a

coslimcoscossin
+∞→

∞+
+∞

−=−=∫  

Không tồn tại giới hạn của xcos  khi ∞→x , vậy tích phân suy rộng đã cho phân  
kỳ. 
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d. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠
−

=
=

∞+
−

+∞
∞+

∫
1     1.

1
1

1                 ln

11

1

1 α
α

α

α

α
nÕu

nÕu

x

x

x
dx

  

    Nhận thấy  
⎩
⎨
⎧

<∞

>
=+∞= −+∞→+∞→ 1    

1    01lim   ,    lnlim 1 α
α

α nÕu
nÕu

x
x

xx
  

Vậy tích phân hội tụ với 1>α , khi đó  
1

1

1 −
=∫

+∞

ααx
dx

, và phân kỳ với 1≤α  Chú ý: 

Tương tự như ý nghĩa hình học của tích phân xác định, ở đây ta thấy: 
Nếu tích phân suy rộng hội tụ và 0)( ≥xf  thì một miền vô hạn có diện tích  hữu hạn, tính 

được nhờ vào tích phân suy rộng với cận vô hạn  
     B. Điều kiện hội tụ của tích phân suy rộng 

Sau đây ta xét trường hợp tích phân suy rộng  ∫
∞

a

dxxf )(  với 0)( ≥xf . 

Các trường hợp tích phân suy rộng khác với )(xf  giữ nguyên dấu, chúng ta có thể suy 
diễn tương tự để nhận được các kết quả tương ứng. 

Đặt        ∫=
A

a

dxxfA )()(φ  

Vì 0)( ≥xf  trên  [ )+∞,a , chứng tỏ )(Aφ  đơn điệu tăng trên [ )+∞,a . Từ định lí về giới 
hạn của hàm đơn điệu (Xem mục 1.2.2) suy ra: 

Định lí 4.15:  Cho hàm số 0)( ≥xf và khả tích trên [ ] aAAa >∀   ,   ,  để tích phân suy rộng 

∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ, điều kiện cần và đủ là tồn tại RL∈  sao cho ALA ∀≤   ,  )(φ   

Định lí 4.16:(Tiêu chuẩn so sánh) Cho các hàm số )(),( xgxf  khả tích trên [ ] aAAa >∀  ,  ,  và  
abxxgxf >≥∀≤≤   ,  )()(0  khi đó  

Nếu  ∫
+∞

a

dxxg )(  hội tụ thì  ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ. 

Nếu  ∫
+∞

a

dxxf )(  phân kỳ thì  ∫
+∞

a

dxxg )(  phân kỳ 

Chứng minh: 

Ta có thể biểu diễn  ∫∫∫
+∞+∞

+=
b

b

aa

dxxfdxxfdxxf )()()(  

Như vậy sự hội tụ hay phân kỳ của tích phân suy rộng ∫
+∞

a

dxxf )(  là đồng thời với sự hội tụ 

hay phân kỳ của tích phân suy rộng ∫
+∞

b

dxxf )(  
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Nếu ∫
+∞

a

dxxg )(  hội tụ ∫
+∞

⇒
b

dxxg )(  hội tụ, theo định lí 4.15 suy ra ∫ ∀≤
A

b

ALdxxg   ,  )( . 

Theo tính chất của tích phân xác định sẽ có A  ,  ∀≤≤ ∫∫ Ldxxgdxxf
A

b

A

b

)()(  

Chứng tỏ  ∫
+∞

b

dxxf )(  hội tụ  

Nếu  ∫
+∞

b

dxxf )(  phân kỳ ∫⇒
A

b

dxxf )(  không bị chặn  

Tức là ( )+∞∈∃>∀ ,0 0 bAM    sao cho ∫∫∫ >≥⇒>
000

)()()(
A

b

A

b

A

b

MdxxfdxxgMdxxf  

Chứng tỏ ∫
A

b

dxxg )(  không bị chặn theo định lí 4.15 suy ra ∫
+∞

b

dxxg )(  phân kỳ 

Định lí 4.17:  Cho các hàm số )(),( xgxf  không âm và khả tích trên [ ] aAAa >∀  ,  , . Khi đó: 

1. Nếu *( )lim    ,   
( )x

f x l l
g x +→+∞

= ∈  thì các tích phân suy rộng  ∫
+∞

a

dxxf )(  và  

    ∫
+∞

a

dxxg )(  cùng hội tụ hoặc cùng phân kỳ. 

2. Nếu  0
)(
)(lim =

+∞→ xg
xf

x
 và  ∫

+∞

a

dxxg )( hội tụ thì  ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ  

3. Nếu  +∞=
+∞→ )(

)(lim
xg
xf

x
 và ∫

+∞

a

dxxg )(  phân kỳ thì  ∫
+∞

a

dxxf )(  phân kỳ  

Chứng minh:  

1. εεε +<<−⇒>∀>∃> l
xg
xflbxb
)(
)(00   ,    ,   

    Vì )()()()()(0)( xglxfxglxg εε +<<−⇒≥  

    Lấy ε  sao cho 0>=− cl ε . Theo định lí 4.16: Nếu ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ thì  

    ∫
+∞

−
a

dxxgl )()( ε  hội tụ ∫
+∞

⇒
a

dxxg )(  hội tụ. 

    Nếu ∫
+∞

a

dxxg )(  hội tụ ∫
+∞

+⇒
a

dxxgl )()( ε  hội tụ ∫
+∞

⇒
a

dxxf )(  hội tụ. 

2. Lấy )()()(001 xgxgxfbxb =≤≤⇒>∀>∃= εε   ,    ,   
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    Theo định lí 4.16 chứng tỏ  ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ   

3. M
xg
xfbxbM >⇒>∀>∃>∀
)(
)(00    ,     ,  , Lấy 1=M  thì )()( xgxf > , Theo     

định lí 2 suy ra  ∫
+∞

a

dxxf )(  phân kỳ 

Hệ quả 1:  Giả sử với x  đủ lớn hàm số )(xf có dạng: 

                 0)(0)()( ≥>= xhk
x
xhxf k    ,      ,   . Khi đó  

    Nếu 1>k  và +∞<≤≤ ch0  thì ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ. 

    Nếu 1≤k  và 0)( >≥ cxh  thì  ∫
+∞

a

dxxf )(  phân kỳ 

    Trong đó c  là hằng số. 

Hệ quả 2:  Nếu 0)( ≥xf  và là VCB cấp k so với VCB  
x
1

 tại ∞+ ( ( ) ~ , 0k

cf x c
x

≠ ) thì   

                ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ khi 1>k  và phân kỳ khi 1≤k  

    Hệ quả 1 được suy ra trực tiếp từ định lí 4.16 và ví dụ 16d. 
    Hệ quả 2 được suy ra trực tiếp từ định lí 4.17 và ví dụ 16d. 

Ví dụ 17:  Xét sự hội tụ, phân kỳ của các tích phân sau 

    a. ∫
∞+

+0
2

2
3

1
dx

x
x

 ,          b. ∫
+∞

+1
21 xx

dx
  ,           c. ∫

+∞ −

1
2

2

dx
x

e x

 

Giải: 

a. 

3
12
2

2 ~
1

x x
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 theo hệ quả 2, tích phân suy rộng phân kỳ. 

b. 22

1 1~
1 xx x

⎛ ⎞
⎜ ⎟

+⎝ ⎠
, tích phân suy rộng hội tụ  

c. 
2

2 2

1: 0
x

x

e
x x

−

⇒+∞

⎛ ⎞
→⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
, theo định lí 4.17, tích phân suy rộng hội tụ. 

     Dưới đây ta sẽ đưa ra định lí tổng quát về điều kiện hội tụ của tích phân suy rộng. 

Định lí 4.18  Để tích phân suy rộng ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ, điều kiện cần và đủ là: 
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                 εφφε <−⇒>∀>∀>∃>∀ )()'('0 000 AAAAAAaA   ,    ,    ,   

                                  Hay       ε<∫
'

)(
A

A

dxxf  

    Dựa vào tính chất của tích phân xác định 

                  ∫∫ ≤
''

)()(
A

A

A

A

dxxfdxxf  

    Ta nhận được hệ quả sau đây 

Hệ quả 3:  Nếu  ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ thì  ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ. 

     C. Sự hội tụ tuyệt đối và bán hội tụ của tích phân suy rộng 

1. Nói rằng tích phân suy rộng ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ tuyệt đối nếu tích phân suy rộng    

           ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ. 

2. Nói rằng tích phân suy rộng ∫
+∞

a

dxxf )(  bán hội tụ nếu ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ và ∫
+∞

a

dxxf )(    

            phân kỳ. 

Định lí 4.19:  Nếu tích phân suy rộng ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ tuyệt đối và hàm số )(xg  bị chặn trên 

[ )+∞,a  thì ∫
+∞

a

dxxgxf )()(  hội tụ tuyệt đối.  

Chứng minh: 

     Giả sử  fMgf .. ≤ ,                 

  Theo định lí 4.16 suy ra  ∫
+∞

a

dxxgxf )().(  hội tụ, chứng tỏ ∫
+∞

a

dxxgxf )().(  hội tụ tuyệt đối. 

Ví dụ 18:  Xét sự hội tụ của các tích phân suy rộng: 

       a.  *
2 2

0

cos   ,   , x dx k
k x

α α
+∞

∈ ∈
+∫      ;     b.  ∫

+∞

−0
2 1xe
xdx

      ;      c.  ∫
+∞

−1
2 1

ln dx
xx

x
 

Giải:  

a. Nhận xét: 222

1~11cos
xxk

xx
+

∀≤   ;    ,  α khi ∞→x                                           

       Ta biểu diễn 
1

2 2 2 2 2 2
0 0 1

cos cos cosx x xdx dx dx
k x k x k x

α α α+∞ +∞

= +
+ + +∫ ∫ ∫   
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        Tích phân thứ nhất là tích phân xác đinh, hàm dưới dấu tích phân liên tục nên khả tích vậy 
hội tụ tuyệt đối. Tích phân thứ hai là suy rộng, theo định lí 4.19, hội tụ tuyệt đối. Vậy tích phân 
đã cho hội tụ tuyệt đối.  

b. Vì   ;0

2
12

lim
1

lim
2020

=
−

=
− →→

x
e
x

e
x

xxxx
 

         0    ,
111 2

0
2

0
2

>
−

+
−

=
−

∫∫∫
+∞+∞

a
e
xdx

e
xdx

e
xdx

a
x

a

xx
 

Tích phân thứ nhất hội tụ (đó là tích phân xác định vì hàm dưới dấu tích phân khả tích).        

Lấy 1>λ ,có 0
1

1:
1 2

1

2
→

−
=

−

+

xx e
x

xe
x λ

λ khi ∞→x .                               

       Vì ∫
+∞

a x
dx
λ  hội tụ, 0>a  suy ra tích phân suy rộng đã cho hội tụ. 

c. 0
1
11lim

1
1lim

1
lnlim

12121
=

+
−

=
−

−
=

− →→→ x
x

xxx
x

xx
x

xxx
                                                    

     Ta có ∫∫∫
+∞+∞

−
+

−
=

− a

a

dx
xx

xdx
xx

xdx
xx

x
1

ln
1

ln
1

ln
2

1
2

1
2

 

Tích phân thứ nhất hội tụ (tồn tại ) vì hàm dưới dấu tích phân khả tích trên [ ] 1,1 >∀aa   ,   

     Lấy 21 << λ  nhận được  0
11

1.ln1:
1

ln

2

22
→

−
=

−
−

x
x

x
xxx

x
λλ  khi ∞→x . 

     Ta có ∫
+∞

a x
dx
λ  hội tụ, ⇒>∀ 0a  tích phân đã cho hội tụ. 

4.5.2. Tích phân suy rộng với hàm dưới dấu tích phân có cực điểm 
     A. Định nghĩa 

1. Cho o: ( , ) \{x }f a b →  . Nói rằng ),(0 bax ∈  là cực điểm của f  nếu ∞=
→

)(lim
0

xf
xx

. 

Hàm số có cực điểm tại a  hoặc b nếu ∞=+ )(af  hoặc ∞=− )(bf  

2. Cho [ ): ,   ,  ( )f a b f b−→ = ∞ , khả tích trên [ ] 0, >∀− εε   ,  ba  đủ bé. Tích phân suy 

rộng của f  trên [ ]ba, , kí hiệu ∫
b

a

dxxf )( . Nói rằng tích phân suy rộng hội tụ về I ∈  nếu                     

Idxxf
b

a

=∫
−

→

ε

ε
)(lim

0
, kí hiệu  ∫=

b

a

dxxfI )(  

Nếu không tồn tại giới hạn hữu hạn (không có I  hoặc ∞=I ) thì nói rằng tích phân suy 

rộng ∫
b

a

dxxf )(  phân kỳ. 
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      3.  Cho  : ( , ]   ,  ( )f a b f a+→ = ∞  khả tích trên ],[ ba ε+                                                

  Nói rằng tích phân suy rộng ∫
b

a

dxxf )(  hội tụ về J  nếu  

                    Jdxxf
b

a

=∫
+

→
ε

ε
)(lim

0
  (hữu hạn). 

     Nếu không tồn tại J thì nói rằng tích phân suy rộng phân kỳ. 

      4.  Cho [ ] o: , \{x }f a b → , ),( baxo ∈  là cực điểm của f  

 Nói rằng tích phân suy rộng  ∫
b

a

dxxf )(  hội tụ khi và chỉ khi các tích phân suy rộng 

∫
0

)(
x

a

dxxf  và ∫
b

x

dxxf
0

)(  cùng hội tụ, khi đó kí hiệu: 

                    ∫∫∫ +=
b

x

x

a

b

a

dxxfdxxfdxxf
0

0

)()()(  

Chú ý:  Nếu hàm )(xf  liên tục trên [ ]ba,  trừ ra các cực điểm của nó và có nguyên hàm là 
)(xF , ta có thể dùng công thức Newton- Leibnitz và viết 

                    )()(lim)(
0

aFbFdxxf
b

a

−−=
→∫ ε

ε
 hoặc )(lim)()(

0
ε

ε
+−=

→∫ abFdxxf
b

a

 

Ví dụ 19:  Xét sự tồn tại của các tích phân suy rộng sau: 

a.  ∫
− −

1

1
21 x

dx
  ;                            b.    ,  

( )

b

a

dx
x a α α ∈
−∫  

Giải: 

a.  Hàm dưới dấu tích phân có cực điểm là  1±  

     )1,1(   ,   
111

1

2
1

2

1

1
2

−∈∀
−

+
−

=
−

∫∫∫
−−

a
x

dx
x

dx
x

dx

a

a

 

 

                   π=−+−=
→−→

axxa
xx

arcsinarcsinlimarcsinlimarcsin
11

 

b.  Hàm dưới dấu tích phân có cực điểm là a  

     ∫
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠
−−

=−
=

−
−

b

a
b
a

b
a

ax

ax

ax
dx

1    
)(

1.
1

1

1                )ln(

)(
1 α

α

α

α
α

víi

víi

 

     Vì   
⎩
⎨
⎧

>∞

<
=

−
−∞=− −→→ ++ 1   

1    0
)(

1lim     ,     )ln(lim 1 α
α

α  nÕu
 nÕu

ax
ax

axax
 

     Suy ra tích phân đã cho hội tụ với 1<α  và phân kỳ với 1≥α . 
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     B. Điều kiện hội tụ của tích phân suy rộng 
     Chúng ta giới hạn trường hợp )(xf  giữ nguyên dấu trên ),( ba . Giả sử   0)( ≥xf  trên 

[ )ba,  và ∞=− )(bf  

     Đặt  ∫
−

=
ε

εφ
b

a

dxxf )()(  

     Rõ ràng )(εφ  là hàm số giảm ở lân cận bên phải của điểm 0. Từ định lí về giới hạn của 
hàm đơn điệu, chúng ta nhận được định lí sau đây: 

Định lí 4.20:  Để tich phân suy rộng ∫
b

a

dxxf )(  hội tụ, điều kiện cần và đủ là )(εφ  bị chặn ở lân 

cận bên phải điểm 0=ε , tức là 0)( >∀≤ εεφ   ,  L  

     Các định lí so sánh ở mục 4.5.1 hoàn toàn đúng cho các trường hợp tích phân suy rộng 
với hàm dưới dấu tích phân có cực điểm. Các hệ quả tương  tự với hệ quả 1,2 sẽ là: 
Hệ quả 1’:  Giả sử với x  đủ gần b  và )( bx <  hàm số )(xf  có dạng  

                    0)(0
)(
)()( ≥>

−
= xgk

xb
xgxf k    ,      ,    khi đó: 

     Nếu 1<k  và ∞<≤≤ cxg )(0  thì ∫
b

a

dxxf )(  hội tụ. 

     Nếu 1≥k  và 0)( >≥ cxg  thì ∫
b

a

dxxf )(  phân kỳ trong đó c  là hằng số  

Hệ quả 2’:  Nếu 0)( ≥xf  và là VCL cấp k  so với VCL  
xb −

1
 tại b (

( )
( ) ~ , 0k

cf x c
b x

≠
−

)    

                  thì  

                  ∫
b

a

dxxf )(  hội tụ khi 1<k  và phân kỳ khi 1≥k . 

Ví dụ 20:  Xét sự hội tụ của các tích phân suy rộng sau: 

a.  1
)1)(1(

1

0
222

<
−−

∫ k
xkx

dx
 ,    ;   b.  ∫

1

0 ln x
dx

   ;   c.  
2

0
coscos0

πθ
θϕ

ϕθ

≤<
−∫  , 

d
 

d.  ∫ −−

1

0
3 )( xx eex

dx
                         e.  ∫

+∞
−−

0

1 dxex xp     

Giải: 

a. Hàm dưới dấu tích phân có một cực điểm 1=x , là VCL cấp 
2
1

 so với VCL 
x−1

1
 tại    

            1=x . Vậy tích phân suy rộng hội tụ. 

b. ∫
1

0 ln x
dx

.    0
ln
1lim

0
=

+→ xx
, vậy hàm 

xln
1

  có cực điểm tại 1=x                                                               
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1

1 1: 1
ln 1 xx x →

⎛ ⎞→⎜ ⎟−⎝ ⎠
, theo hệ quả 2’, tích phân suy rộng phân kỳ. 

c. θϕπθ
θϕ

ϕθ

=≤<
−∫   ,  

2
0  ,  

coscos0

d
 là cực điểm 

     Nhận xét 
2

sin
2

sin2
2

sin
2

sin2coscos ϕθθϕθϕθϕθϕ −+
=

−+
−=−  

     
1 1 12:

cos cos sinsin sin
2 2

ϕ θ

θ ϕ

ϕ θ θ ϕϕ θ θ ϕ θ→

−

= →
+ −− −

 

     Vậy tích phân hội tụ. 

d. 0
)(

1

0
3

=
−

∫ −
x

eex
dx

xx
   ,     là cực điểm. 

     3
2

332 .2~)()(2 xeexxoxee xxxx −− −⇒+=−  khi 0→x  

     Theo hệ quả 2’, tích phân suy rộng hội tụ. 

e. ∫∫∫
∞

−−−−
∞

−− +=
1

1
1

0

1

0

1 dxexdxexdxex xpxpxp  

     Xét ∫ −−
1

0

1 dxex xp , Nếu 1≥p  ta nhận được tích phân thông thường.  

           Nếu 1<p , nhận được tích phân suy rộng, hàm dưới dấu tích phân có cực điểm tại 0=x  

           Nhận thấy 1
1 0

1: 1p x x
p x

x e e
x

− − −
− →

⎛ ⎞ = →⎜ ⎟
⎝ ⎠

, theo hệ quả 2’, tích phân suy rộng hội tụ khi   

           11 <− p  hay 0>p  

     Xét ∫
+∞

−−

1

1 dxex xp . Nhận thấy  1 1
2

1: 0  ,  p x p x

x
x e x e p

x
− − + −

→+∞

⎛ ⎞ = → ∀⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

     Vậy tích phân suy rộng hội tụ khi 0>p . Tích phân suy rộng này phụ thuộc tham số p   

  và được gọi là hàm Gama, người ta kí hiệu :    1

0

( ) p xp x e dx
+∞

− −Γ = ∫ ,  

Chú ý: 
      •Tích phân suy rộng có các tính chất tương tự như tích phân xác định  
      •Để tính tích phân suy rộng (trường hợp tích phân suy rộng hội tụ), người ta cũng thường sử 
dụng hai phương pháp cơ bản: Đổi biến số và tích phân từng phần. 

TÓM TẮT NỘI DUNG CHƯƠNG IV 
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•  Định nghĩa tích phân xác định 

   ∑∫
−

=
→

=
1

00
)(lim)(

n

i
ii

b

a

xfdxxf Δξ
λ

                                     

  ∫ ∫=
b

a

b

a

dttfdxxf )()( , ∫ ∫−=
a

b

b

a

dxxfdxxf )()( , ∫ =
a

a

dxxf 0)(    

•  Điều kiện tồn tại tích phân xác định 
     A. Điều kiện cần 
          Nếu f khả tích trên [a, b] thì f bị chặn trên [a, b] 

     B. Điều kiện đủ 
         Nếu )(xf liên tục trên [a, b] thì khả tích trên đoạn đó 

         Nếu )(xf đơn điệu và bị chặn trên [a, b] thì khả tích trên đoạn đó. 

         Nếu )(xf liên tục từng khúc trên [a, b] thì khả tích trên đoạn đó.                  

         Nếu )(xf bị chặn trên [a, b] và chỉ có hữu hạn điểm gián đoạn thì )(xf khả tích   

                  trên [a, b] 
 •  Các phép tính  

          Nếu )(xf khả tích trên [a, b] thì )()(.,)( constkxfkxf =     cũng khả tích trên [a, b]. 

          Nếu gf ,  khả tích trên [a, b] thì tổng, hiệu, tích của chúng cũng khả tích trên [a, b] 

          Nếu f khả tích trên [a,b] thì khả tích trên mọi đoạn [ ] [ ]ba,, ⊂βα . Ngược lại   

                 nếu [a, b] được tách ra thành một số đoạn và trên mỗi đoạn đó hàm khả tích thì   
               f khả tích trên[a, b]. 

•  Các tính chất của tích phân xác định 
Cho gf , khả tích trên [a, b] và a < b, λ  là hằng số. 

    1.  ∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(  với ),( bac∈  

    2.  ∫∫ =
b

a

b

a

dxxfdxxf )()( λλ  

    3.  ( ) ∫∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

    4   Nếu 0)( ≥xf trên [a, b] thì   0)( ≥∫
b

a

dxxf  

    5.  Nếu [ ]baxxgxf ,),()( ∈∀≥  thì  ∫ ∫≥
b

a

b

a

dxxgdxxf )()(  

    6.  Nếu 0≥f  trên [a,b], f liên tục tại [ ]bax ,0 ∈  và 0)( 0 >xf  thì ∫ >
b

a

dxxf 0)(  
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    7.  ∫∫ ≤
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(  

    8.  Nếu [ ]baxMxfm ,,)( ∈∀≤≤  thì  )()()( abMdxxfabm
b

a

−≤≤− ∫  

             Mdxxf
ab

m
b

a

≤
−

≤⇒ ∫ )(1
. Đặt ∫−

=
b

a

dxxf
ab

)(1μ  

     Gọi μ  là giá trị trung bình của f  trên [a, b], khi đó ta có  

                               )()( abdxxf
b

a

−=∫ μ  

     Nếu )(xf liên tục trên [a, b] thì ∫ −=
b

a

abcfdxxf ))(()(   

•  Công thức Niutơn-Lépnít (Newton-Leibnitz). 
    A. Hàm tích phân của cận trên 

      ∫=
x

x

dttfx
0

)()(φ gọi là hàm tích phân của cận trên hay tích phân của hàm )(xf  theo cận trên  

      Nếu ( )f x  khả tích trên  [a, b] thì )(xφ là hàm liên tục trên [a, b] 

      Nếu )(xf  liên tục trên [a, b] thì )(xφ  khả vi trên [a, b] và có      

                                 [ ]   baxxfx ,,)()(' ∈∀=φ .       

      Nếu )(),( xx βα  khả vi trên )(, xfX liên tục trên X và [ ] XxXxx ∈∀⊂   )(),( βα  thì    

∫=
)(

)(

)()(
x

x

dttfxG
β

α

 khả vi trên X  và ( ) ( ) )(')()(')()(' xxfxxfxG ααββ −=   (4.6) 

  B. Nguyên hàm của hàm số và tích phân bất định 
       Nếu )(xf  liên tục trên X  thì sẽ có nguyên hàm trên X  và nếu )(xF  là một nguyên hàm   

       thì tập hợp các nguyên hàm của f  là { }( ) ,   F x C C+ ∈  

     C. Công thức Newton-Leibnitz. 
        Nếu )(xf liên tục trên [a, b] có một nguyên hàm là )(xF  trên [a, b] thì 

                             )()()( aFbFdxxf
b

a

−=∫                                          

        Đại lượng )()( aFbF −  được kí hiệu b
axF )(  gọi là biến phân từ  a  đến b của )(xF . 

•  Hai phương pháp cơ bản tính tích phân xác định 
    A. Phép đổi biến 
     1.  Nếu  :[ , ]ϕ α β → , ϕ  có đạo hàm liên tục trên ],[ βα và ].,[]),([ ba⊂βαϕ  

       :[ , ]f a b → , f liên tục trên [a, b]    
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         khi đó: 

                                  ∫∫ =
)(

)(

' )().()).((
βϕ

αϕ

β

α

ϕϕ dxxfdtttf     

     2.  Nếu  :[ , ]ϕ α β →  với ϕ  đơn điệu và có đạo hàm liên tục trên ],[ βα  

                                    :[ , ]f a b →  ,       f liên tục trên [a, b] 

     với )(xt ϕ=  mà ( ) ( ) ,f x dx g t dt g=  liên tục trên )](),([ ba ϕϕ . Khi đó:     

                                     ∫ ∫=
b

a

b

a

dttgdxxf
)(

)(

)()(
ϕ

ϕ

   

   B. Phép tích phân từng phần 
        Nếu , :[ , ]u v a b →   và   ,u v  có đạo hàm liên tục trên [a, b] thì: 

                      ∫ ∫−=
b

a

b

a

b
a dxxvxuxvxudxxvxu )(').()().()().('      

•  Bảng các nguyên hàm thông dụng 
•Tính chất cơ bản của tích phân bất  định. 

          Cho gf ,  có nguyên hàm, λ∈   

    1.  ( ) dxxfdxxfdxfdxxf )()(   ,  )()(
'

== ∫∫  

    2.  ( ) ∫∫∫ +=+ dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

    3.  ∫∫ = dxxfdxxf )()(. λλ  

    4.  Nếu )(xf  có một nguyên hàm là )(xF  thì ( ) )(')( xuxuf  có một nguyên hàm là ( ))(xuF    

         khi u có đạo hàm liên tục, tức là   

      ( ) ( ) CxuFdxxuxufCxFdxxf +=⇒+= ∫∫ )()(')()()(   

•  Hai phương pháp cơ bản tính tích phân bất định 
    A. Phương pháp tích phân từng phần 

Cho ,u v  có dạo hàm liên tục trên X  khi đó  

           ∫∫ −= )()()().()()( xduxvxvxuxdvxu   trên X                                       

    B.  Phương pháp đổi biến số 
Đặt )(tx ϕ= , với ϕ  đơn điệu và ϕ  có đạo hàm liên tục trên Y  khi đó  

                  [ ]
)(1)(')()( xtdtttfdxxf −=∫∫ =

ϕ
ϕϕ                                                 

Đặt )(xt ψ=  khi đó dttgdxxf )()( =  

                  )()()( xtdttgdxxf ψ=∫∫ =    

•  Tích phân phân thức hữu tỉ thực sự  
    A. Tích phân các phân thức tối giản loại thứ nhất 
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                       n
dxI   ,  a

(x a)
= ∈

−∫  

         Nếu 1=n  thì  Cax
ax

dx
+−=

−∫ ln  

                        

        Nếu  { }*n \ 1∈  thì  C
axnax

dx
nn +

−−
−=

− −∫ 1)(
1.

1
1

)(
 

    B. Tích phân các phân thức tối giản loại thứ hai 

                      ∫ +
= nn t

dttJ
)1(

)( 2  (bằng phương pháp truy toán) 

Trước hết       ∫ +=
+

= Carctgt
t

dttJ 21 1
)(  

Tích phân từng phần sẽ có  

                      ∫ ++
+

+
= 12

2

2 )1(
2

)1(
)( nnn t

dttn
t
ttJ  

                          )(2
)1( 12 +−+

+
= nnnn JJn

t
tJ  

                    nnn t
tJnnJ

)1(
)12(2 21 +

+−=+                                                          

•  Tích phân của hàm hữu tỉ đối với sin và côsin 
    A. Trường hợp tổng quát. 

Xét   ∫ dxxxR )cos,(sin  trong đó R  là ‘’phân thức hữu tỉ hai biến’’ 

Thực hiện phép đổi biến: 
2
xtgt = ⇒  22

2

2 1
2

1
1cos

1
2sin

t
dtdx

t
tx

t
tx

+
=

+
−

=
+

=     ,      ,    

Khi đó tích phân được đưa về dạng  ∫ dt
tQ
tP
)(
)(

  

    B. Trường hợp đặc biệt thứ nhất. 
      1. Nếu )cos,sin()cos,(sin xxRxxR −−=  thì đổi biến  tgxt =  hoặc  gxt cot=  

      2. Nếu )cos,(sin)cos,(sin xxRxxR −−=  thì đổi biến  xt sin=  

      3. Nếu )cos,sin()cos,(sin xxRxxR −−=  thì đổi biến  xt cos=  

    C. Trường hợp đặc biệt thứ hai. 

Khi (sin ,cos ) sin .cos   ,   ,m nR x x x x m n= ∈  

      1. Nếu m  lẻ thì đổi biến xt cos=  

      2. Nếu n  lẻ thì đổi biến xt sin=  
      3. Nếu nm,  chẵn và không cùng dương thì đổi biến tgxt =  

      4. Nếu nm,  chẵn và cùng dương thì tuyến tính hoá sau đó tính nguyên hàm. 
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•  Tích phân hàm hữu tỉ đối với xe ,   α α∈  

Xét  ∫= dxefI x )( α , trong đó )(xf  là hàm hữu tỉ. Thực hiện phép đổi biến   

dxedtet xx αα α==   ,  ,  khi đó  dt
t
tfI ∫=
)(1

α
  

•  Một số ứng dụng hình học của tích phân xác định 
    A. Tính diện tích hình phẳng 
    1. Miền phẳng giới hạn bởi các đường cong trong toạ độ Đềcác(Descartes)                                                              

Giả sử miền phẳng D giới hạn bởi các đường: 

)()()( 21 xfyxfybabxax ==<==   ,    ,    ,    ,   trong đó 21, ff  liên tục từng khúc trên  

                        ∫ −=
b

a

dxxfxfS )()( 21  

   2. Giả sử miền phẳng D giới hạn bởi đường cong cho dưới dạng tham số: 

                             
⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(
tyy
txx

       10 ttt ≤≤  

     Khi đó        ∫=
β

α

dttxtyS )().( ,                                                                

    B. Tính độ dài đường cong phẳng 
    1. Phương trình cho trong hệ toạ độ Descartes vuông góc   

     Giả sử đường cong AB cho bởi phương trình  

                         ( ) ( )( ),         , ( ) ,      , ( )y f x A a f a B b f b=  

 

                dxxfl
b

a
∫ += )('1 2                                                                  

    2. Phương trình cho trong dạng tham số                              

               10)(
)(

ttt
ty
tx

≤≤
⎩
⎨
⎧

=
=

     ,      
ψ
ϕ

.          

                 dtttl
t

t
∫ +=
1

0

)(')(' 22 ψϕ  

    C. Tính thể tích vật thể 
     1. Công thức tổng quát 

Giả sử vật thể (V ) nằm giữa hai mặt phẳng vuông góc với trục Ox, các mặt phẳng này có 
phương trình là ax = và babx <=    ,   . Các thiết diện của vật thể (V ) vuông góc với trục Ox 
nằm trên mặt phẳng có phương trình  [ ]baxxx ,00 ∈=    ,    có diện tích tương ứng )( 0xS . Khi 
đó thể tích của vật thể (V ), kí hiệu là V, tính theo công thức                                                                               
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                              ∫=
b

a

dxxSV )(  

     2. Công thức tính cho vật thể tròn xoay   
Vật thể (V) tròn xoay là vật thể được tạo thành do một hình thang cong giới hạn bởi các 

đường:  0)( =<== ybabxax    ,      ,      ,     và [ ]baxxfy ,0)( ∈≥=    ,     quay xung quanh 
trục Ox  Cụ thể hơn, phần không gian bị chiếm chỗ do hình thang cong quay xung quanh trục Ox 
gọi là vật thể tròn xoay. 

Như vậy các thiết diện vuông góc với trục Ox là các hình tròn. Diện tích của thiết diện 
nằm trên mặt phẳng 0xx =  sẽ là  )(. 0

2 xfπ . Từ đó nhận được công thức tính: 

                              ∫=
b

a

dxxfV )(2π    

•  Tích phân suy rộng với cận vô hạn 
    A. Định nghĩa 

      1. Cho  [ ): ,   ,  f a a+∞ → ∈ , khả tích trên  [ ] aAAa >∀  ,  , . 

Tích phân suy rộng của f  với cận  ∞+  được kí hiệu là: ∫
+∞

a

dxxf )(  

 Nói rằng tích phân suy rộng  ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ về số  I ∈  nếu 

                  Idxxf
A

a
A

=∫+∞→
)(lim   kí hiệu  Idxxf

a

=∫
+∞

)(  

 Nếu I  không tồn tại hoặc ∞=I , thì nói rằng tích phân suy rộng ∫
+∞

a

dxxf )(  phân kỳ. 

      2. Cho  ( ]: ,   ,  f a a−∞ → ∈ , khả tích trên [ ] aBaB <∀  ,   ,  

Tích phân suy rộng của f  với cận ∞− , kí hiệu là  ∫
∞−

a

dxxf )( . 

Nói rằng tích phân suy rộng  ∫
∞−

a

dxxf )(  hội tụ về số J ∈  nếu 

                   ∫∫
∞−

−∞→
==

aa

B
B

dxxfJdxxf )()(lim  

Nếu J  không tồn tại hoặc ∞=J , thì nói rằng tích phân suy rộng ∫
∞−

a

dxxf )( phân kỳ. 

    3.  Cho  :f →  khả tích trên [ ],   ,  ,A B A B∀ ∈ . Tích phân suy rộng của f với các cận   

          vô hạn, kí hiệu là:  ∫
+∞

∞−

dxxf )( . 
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Nói rằng tích phân suy rộng  ∫
+∞

∞−

dxxf )(  hội tụ khi và chỉ khi các tích phân suy rộng   

∫
∞−

a

dxxf )(  và ∫
+∞

a

dxxf )(  cùng hội tụ,  a∀ ∈ . Trong trường hợp này kí hiệu    

                 ( ) ( ) ( )   ,  
a

a

f x dx f x dx f x dx a
+∞ +∞

−∞ −∞

= + ∀ ∈∫ ∫ ∫  

    B. Điều kiện hội tụ  

Xét ∫
∞

a

dxxf )(  với 0)( ≥xf . 

      1. Cho các hàm số )(),( xgxf  không âm và khả tích trên [ ] aAAa >∀  ,  , . Khi đó: 

a.  Nếu *( )lim    ,   
( )x

f x l l
g x +→+∞

= ∈  thì các tích phân suy rộng  ∫
+∞

a

dxxf )(  và  

    ∫
+∞

a

dxxg )(  cùng hội tụ hoặc cùng phân kỳ. 

b.  Nếu  0
)(
)(lim =

+∞→ xg
xf

x
 và  ∫

+∞

a

dxxg )( hội tụ thì  ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ  

c.  Nếu  +∞=
+∞→ )(

)(lim
xg
xf

x
 và ∫

+∞

a

dxxg )(  phân kỳ thì  ∫
+∞

a

dxxf )(  phân kỳ  

      2 .Giả sử với x  đủ lớn hàm số )(xf có dạng: 

                 0)(0)()( ≥>= xhk
x
xhxf k    ,      ,   . Khi đó:  

    Nếu 1>k  và +∞<≤≤ ch0  thì ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ. 

    Nếu 1≤k  và 0)( >≥ cxh  thì  ∫
+∞

a

dxxf )(  phân kỳ, trong đó c  là hằng số. 

    3.Giả sử 0)( ≥xf  và là VCB cấp k so với VCB  
x
1

 tại ∞+  thì ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ khi  

         1>k  và phân kỳ khi 1≤k  

   4. Nếu  ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ thì  ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ. 

    C. Sự hội tụ tuyệt đối và bán hội tụ của tích phân suy rộng 

1. Nói rằng tích phân suy rộng ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ tuyệt đối nếu tích phân ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ. 
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2. Nói rằng tích phân suy rộng ∫
+∞

a

dxxf )(  bán hội tụ nếu ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ và ∫
+∞

a

dxxf )(  phân kỳ. 

Nếu tích phân suy rộng ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ tuyệt đối và hàm số )(xg  bị chặn trong [ )+∞,a  thì 

∫
+∞

a

dxxgxf )()(  hội tụ tuyệt đối.  

•  Tích phân suy rộng với hàm dưới dấu tích phân có cực điểm 
    A. Định nghĩa 

  1. Cho o: ( , ) \{x }f a b →  . Nói rằng ),(0 bax ∈  là cực điểm của f  nếu ∞=
→

)(lim
0

xf
xx

. Hàm   

      số có cực điểm tại a  hoặc b nếu ∞=+ )(af  hoặc ∞=− )(bf  

  2. Cho [ ): ,   ,  ( )f a b f b−→ = ∞ , khả tích trên [ ] 0, >∀− εε   ,  ba  đủ bé. ích phân suy rộng   

      của f  trên [ ]ba, , kí hiệu ∫
b

a

dxxf )( . Nói rằng tích phân suy rộng hội tụ về I ∈  nếu                       

                             Idxxf
b

a

=∫
−

→

ε

ε
)(lim

0
, kí hiệu  ∫=

b

a

dxxfI )(  

      Nếu không tồn tại giới hạn hữu hạn (không có I  hoặc ∞=I ) thì nói rằng tích phân suy   
      rộng phân kì  

  3.  Cho  : ( , ]   ,  ( )f a b f a+→ = ∞  khả tích trên ],[ ba ε+                                                

      Nói rằng tích phân suy rộng ∫
b

a

dxxf )(  hội tụ về J  nếu   Jdxxf
b

a

=∫
+

→
ε

ε
)(lim

0
  (hữu hạn). 

      Nếu không tồn tại J  nói rằng tích phân suy rộng phân kỳ. 

   4. Cho [ ] o: , \{x }f a b → , ),( baxo ∈  là cực điểm của f  

      Nói rằng tích phân suy rộng  ∫
b

a

dxxf )(  hội tụ khi và chỉ khi các tích phân suy rộng ∫
0

)(
x

a

dxxf    

       và ∫
b

x

dxxf
0

)(  cùng hội tụ, Khi đó kí hiệu: 

                    ∫∫∫ +=
b

x

x

a

b

a

dxxfdxxfdxxf
0

0

)()()(  

    B. Điều kiện hội tụ  
    1. Giả sử với x  đủ gần b  và )( bx <  hàm số )(xf  có dạng  

                    0)(0
)(
)()( ≥>

−
= xgk

xb
xgxf k    ,      ,    khi đó: 
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     Nếu 1<k  và ∞<≤≤ cxg )(0  thì ∫
b

a

dxxf )(  hội tụ. 

     Nếu 1≥k  và 0)( >≥ cxg  thì ∫
b

a

dxxf )(  phân kỳ trong đó c  là hằng số  

     2. Nếu 0)( ≥xf  và là VCL cấp k  so với VCL  
xb −

1
 tại b  thì  

     ∫
b

a

dxxf )(  hội tụ khi 1<k  và phân kỳ khi 1≥k .  

                                                        

CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP CHƯƠNG IV 
4.1.  Tích phân bất định không phụ thuôc vào biến lấy tích phân? 

              Đúng                       Sai  
4.2.  Tích phân xác định không phụ thuôc vào biến lấy tích phân? 

              Đúng                       Sai  
4.3.  Hàm số liên tục là điều kiện cần của hàm số khả tích? 

              Đúng                       Sai  
4.4.  Hàm số liên tục là điều kiện đủ của hàm số khả tích? 

              Đúng                       Sai  
4.5.  Tích phân bất định biểu diễn họ các nguyên hàm của hàm dưới dấu tích phân? 

              Đúng                       Sai  
4.6.  Cận trên của tích phân xác định phải lớn hơn cận dưới của nó? 

              Đúng                       Sai  
4.7. Hàm số khả tích trên đoạn [ ],a b  thì trị tuyệt đối của nó cũng khả tích trên đoạn đó? 

                  Đúng                       Sai  
4.8. Tích phân suy rộng của ( )f x  hội tụ thì tích phân suy rộng của ( )f x  cũng hội tụ? 

                  Đúng                       Sai  
4.9. Tổng, tích hai hàm số khả tích trên đoạn [ ],a b  là hàm số cũng khả tích trên đoạn đó? 

                  Đúng                       Sai  
4.10. Hàm số khả tích trên đoạn [ ],a b  đủ để áp dụng công thức Newton- Leibnitz tính tích   

         phân?         Đúng                       Sai  
4.11. Dùng tích phân xác định có thể tính được diện tích của hình phẳng, độ dài đường cong   
         phẳng, thể tích của vật thể? 

                            Đúng                       Sai  



Chương 4: Phép tính tích phân 

 149

4.12. Ứng dụng phép so sánh các VCB (VCL) để xét sự hội tụ của tích phân suy rộng? 

                  Đúng                       Sai  
4.13. Dùng tích phân suy rộng có thể tính được diện tích của hình phẳng không bị chặn? 

                  Đúng                       Sai  
4.14.  Tích phân xác định của hàm số dương là một số dương? 

               Đúng                       Sai  
4.15.  Biến đổi về các tích phân đơn giản để tính các tích phân sau: 

a.  ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−

dx
x

aa
x

x
3

1  ,  b.  ∫ +
dx

x
x

2

4

1
, 

c.  ∫ dxba xx βα . ,   d.  ∫ −+− bxax
dx

. 

4.16.  Biến đổi về các tích phân đơn giản để tính các tích phân sau: 

a.  ∫
−110

4

x
dxx

,   b.  ∫
+ dx
x

xln1
, 

c.  ∫
−+

+ dx
xx

x
12

23
3

2

,   d.  ∫ + )ln1(cos2 xx
dx

.  

4.17.  Dùng phương pháp đổi biến để tính các tích phân sau: 

a.  ∫ − dxxx 52 ,    b.  ∫ + dxxx 1025 )21( , 

c.  ∫
+ 21 xx

dx
,    d.  ∫

−12xx
dx

. 

4.18.  Dùng phương pháp đổi biến để tính các tích phân sau: 

a.  ∫ − )1( xx
dx

,    b.  ∫ )ln(ln.ln xxx
dx

, 

c.  ∫
++ 53)2( 22 xx

xdx
,   d.  ∫ −

dxxx

x

49
6

. 

4.19. Dùng phương pháp tích phân từng phần tính các tích phân: 

a.  ∫ dxxarctg ,  b.  ∫ dxx 2)(arcsin ,  c.  ∫ xshxdx , 

d.  ∫ dxx 2)(ln ,  e.  dx
x

x
∫ 2sin

,   f.  ∫ +
dx

x
x

1
arcsin

. 

4.20.   Dùng phương pháp tích phân từng phần tính các tích phân 

a.  ∫ dxx)cos(ln ,  b.  ∫ dx
x

x
2

ln
,   c.  ∫ dx

x
xx

3sin
cos

, 

      d.  ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ dx

x
x 2ln

,  e.  ∫ −
+ dx

x
xx

1
1ln ,             f.  ∫ − dxxarctg 12 . 
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4.21. Tích phân các hàm lượng giác: 

a.  ∫ 3 2sin.cos xx
dx

,    b.  ∫ dx
x

tgx
2sin

, 

c.  ∫
2

cos
2

sin 3 xx
dx

,    d.  ∫ 3 tgx
dx

.     

4.22. Sử dụng công thức Newton-Leibniz tính các tích phân sau: 

a.  ∫
− +

2

3 4
dx

x
x

,     b.  ∫ −
2

0

1 dxx , 

c.  
2

2 2 2 2
0

 ,  ( , 0)
cos sin

dx a b
a x b x

π

≠
+∫  ,       d.  ∫

−
−

2
1

2
1

21 x
dx

.       

4.23. Tính các tích phân sau bằng phép đổi biến: 

a.  ∫ +

π

0
2cos21

sin
x

xdxx
,   b.  ∫ −

2ln

0

1dxex ,  c.  ∫ −

1

0 )1(
arcsin dx

xx
x

 

d.  ∫
+

3

0 2
5

2 )3( x

dx
,   e.  ∫ +

+1

2
1

4

2

1
1 dx

x
x

 ,  f.  ∫
−+

a

xax
dx

0
22

. 

4.24. Tính các tích phân sau bằng phương pháp tích phân từng phần: 

a.  ∫
2

1

)cos(ln

π

e

dxx ,    b.  ∫
e

e

dxx
1

ln , 

c.  ∫
3

0
2cos

sin
π

dx
x
xx

,    d.  ∫
3

4

2sin

π

π x
xdx

. 

4.25. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường cong trong hệ toạ độ Descartes vuông 
góc         

a.  22 xxy −=     và    0=+ yx ,  b.  xy 2=   ,   2=y    và    0=x , 

c. 0   ,   )( 2222 >−= axaxy ,  d. 
xa

xy
−

=
2

3
2   và   0   ,   2 >= aax . 

 
4.26. Tính độ dài đường cong cho bởi phương trình. 

a. 
2

0   ,   cosln π
<≤≤= axxy ,   b. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−==

=

2223
2

3
2

    ,    sin

cos

bact
b
cy

t
a
cx

. 
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c. 
⎩
⎨
⎧

≤≤−=
+=

π20     ,     )cos(sin
)sin(cos

ttttay
tttax

.   

 
4.27. Tính thể tích của vật thể tròn xoay tạo ra khi quay các miền phẳng giới hạn bởi các                     

đường sau đây xung quanh trục tương ứng. 

a.  ax
a
xby ≤≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 0    ,   

3
2

   quanh trục Ox. 

b. π≤≤== xyxy 0     ,     0     ,     sin   quanh trục Oy. 

c. baabyx ≤<=−+ 0    ,   )( 222   quanh trục Ox. 

d. 4     ,     2 == yxy    quanh đường  2=x . 

4.28. Tính các tích phân suy rộng sau  

a.  ∫
+∞

+2
21a xx

dx
,   b.  ∫

+∞

+0 2
3

2 )1(
dx

x

arctgx
,    

c.  ∫
+∞

−2
2 1xx

dx
,   d.  ∫

+∞
−

0

dxe x .     

 
4.29. Xét sự hội tụ hay phân kì của các tích phân sau 

a.  ∫ −

1

0 cos xe
dx

x ,  b.  ∫ −

1

0 1xe
dx

,   c.  ∫
−

1

0
41

dx
x

x
, 
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CHƯƠNG V: PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN 

 

MỤC ĐÍCH,YÊU CẦU 
Cũng như phép tính đạo hàm và vi phân, phương trình vi phân (PTVP) có tầm quan trọng 

rất lớn và có ứng dụng rộng rãi trong mọi lĩnh vực khoa học kỹ thuật và kinh tế. Cụ thể là nhiều 
bài toán kinh tế, kỹ thuật điện tử, y học,... đều dẫn đến phương trình vi phân. Trong toán học, 
phương trình vi phân là một chuyên ngành rất phát triển. Chương này cung cấp những kiến thức 
cơ bản về phương trình vi phân thường ( gọi vắn tắt là phương trình vi phân). Để học tốt chương 
này, yêu cầu người học phải nhận dạng đúng từng loại phương trình vi phân, qua đó mới có thể 
tích phân được (tìm được nghiệm), bởi vì không có một phương pháp chung nào để giải phương 
trình vi phân. Giải PTVP là một quá trình tính tích phân, vì thế yêu cầu người học phải thông thạo 
phép tính tích phân và vi phân, đó là  nội dung cốt lõi của toán học cao cấp. 

Một PTVP là một phương trình có dạng 0),...,',,( )( =nyyyxF   

hay 0),...,,,,( )(

)(

2

2
=n

n

dx
yd

dx
yd

dx
dyyxF  trong đó x là biến số độc lập, còn )(xyy =  là hàm 

số phải tìm, )(,...,'',' nyyy  là các đạo hàm của hàm số phải tìm, (trong PTVP nhất thiết phải 
có mặt ít nhất đạo hàm cấp k nào đó của hàm phải tìm).  Cấp cao nhất của đạo hàm của hàm 
số y phải tìm có mặt trong PTVP được gọi là cấp của PTVP, chẳng hạn: 

    0' =+xy  (PTVP cấp 1) 

    0)'(" 2 =+ yy  (PTVP cấp 2) 

Hàm số )(xyy =  là một nghiệm của PTVP nếu như nó thoả mãn phương trình tức là 
thay nó vào phương trình sẽ nhận được đồng nhất thức. Chẳng hạn với phương trình xy ='  ta 

có nghiệm 
2

2xy = , thậm chí Cxy +=
2

2
 trong đó C là hằng số tuỳ ý. 

Giải hay tích phân một PTVP là tìm tất cả các nghiệm của nó. Về mặt hình học, mỗi 
nghiệm của PTVP là một đường cong (đồ thị của nghiệm), vì thế người ta gọi đường cong đó 
là đường cong tích phân của PTVP. 

PTVP được gọi là tuyến tính cấp n nếu hàm số F là bậc nhất đối với )(,...,', nyyy , tức là 
phương trình có dạng: 

   )()(')(...)( 1
)1(

1
)( xfyxayxayxay nn

nn =++++ −
−  

trong đó )(),(),...,(1 xfxaxa n là các hàm số cho trước.  

Nếu 0)( ≡xf  thì người ta gọi là phương trình tuyến tính cấp n thuần nhất. 

Nếu 0)( ≠xf  thì người ta gọi là phương trình tuyến tính cấp n không thuần nhất. 

Trong chương này cần nắm vững các nội dung chính sau đây: 
1. Các phương trình vi phân cấp một thường gặp. 
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Cần phân biệt được từng dạng phương trình vi phân và phương pháp tích phân tương 
ứng với từng dạng. 

2. Các tính chất của PTVP tuyến tính cấp hai. 
Từ các tính chất về nghiệm của PTVP tuyến tính có thể tích phân được khi đã biết một 

nghiệm của PTVP tuyến tính thuần nhất tương ứng, hoặc hai nghiệm riêng của phương trình 
không thuần nhất đã cho, đặc biệt là khai thác nguyên lí chồng chất nghiệm. 

3. Phương trình vi phân tuyến tính cấp hai có hệ số hằng số. 
Bên cạnh phương pháp biến thiên hằng số Lagrange, cần nhận biết dạng hàm đặc biệt ở 

vế phải để tích phân PTVP bằng phương pháp hệ số bất định.Vận dụng, có thể giải PTVP 
tuyến tính có hệ số hằng số cấp n. 

NỘI DUNG 

5.1. Phương trình vi phân cấp 1 

Trước hết ta xét một bài toán hình học dẫn đến PTVP. Hãy tìm phương trình đường cong L 
))(( xyy = có tính chất: mỗi đoạn của tiếp tuyến với đuờng cong C nằm giữa hai trục toạ độ đều 

bị tiếp điểm chia thành hai phần bằng nhau. 

                                                    

y

x0 P A

B

y ),( yxM

α

L

H.5.1  
Giả sử LyxM ∈),( , khi đó hệ số góc tiếp tuyến với đường cong tại M là: 

   
PA
ytgxy −== α)('  (xem H.5.1) 

Do M là trung điểm của AB nên xPAOP == , suy ra 
x
yy −=' . 

Như vậy hàm số phải tìm thoả mãn PTVP cấp 1. Sau này chúng ta sẽ có cách giải phương 

trình trên, nhưng trước hết ta có thể thử lại rằng hàm số 
x
Cy =  thoả mãn phương trình với C là 

hằng số tuỳ ý. Tóm lại, họ các đường hyperbol có tính chất đã đặt ra. 



Chương 5: Phương trình vi phân 

                                                          154

5.1.1. Các khái niệm cơ bản 

Dạng tổng quát của PTVP cấp 1: 

   0)',,( =yyxF  hay 0),,( =
dx
dyyxF     (5.1) 

Nếu từ (5.1) giải ra được y’ thì ta có PTVP cấp 1 đã giải ra đối với đạo hàm: 
   ),(' yxfy =        (5.2)  

     A. Định lý tồn tại duy nhất nghiệm Cauchy-Peano 

Cho phương trình (5.2): ),(' yxfy =  và Dyx ∈),( 00                  (5.3) 

Định lý 5.1. Nếu f(x,y) liên tục trên miền D trong mặt phẳng Oxy thì tồn tại nghiệm: )(xyy =  

trong lân cận 0x  thoả mãn )( 00 xyy = . Ngoài ra nếu ),( yx
y
f
∂
∂

 cũng liên tục trên miền D thì 

nghiệm tìm được là duy nhất. 
Bài toán tìm nghiệm của PTVP thoả mãn điều kiện (5.3) gọi là bài toán Cauchy. Điều kiện 

(5.3) gọi là điều kiện ban đầu. 
     B. Nghiệm tổng quát, tích phân tổng quát 

Ta gọi nghiệm tổng quát của PTVP cấp 1 là hàm số                                                        
                     ),( Cxy ϕ=                                                                                       (5.4) 

trong đó C là hằng số tuỳ ý, thoả mãn các điều kiện sau: 
a. Thoả mãn PTVP với mọi hằng số C. 

b. Có thể tìm một giá trị 0CC =  sao cho ),( 0Cxy ϕ= thoả mãn điều kiện ban đầu 

),()( 0000 Cxxyy ϕ== với ),( 00 yx thoả mãn định lý tồn tại và duy nhất nghiệm. 

Nghiệm tổng quát cho dưới dạng ẩn: 
   0),,( =Φ Cyx        (5.5) 

Hệ thức này gọi là tích phân tổng quát của PTVP cấp 1. Về mặt hình học, nghiệm tổng quát 
hay tích phân tổng quát xác định một họ đường cong trong mặt phẳng không cắt nhau gọi là các 
đường cong tích phân của PTVP cấp 1.  
     C. Nghiệm riêng, tích phân riêng 

Hàm số ),( 0Cxy ϕ= gọi là một nghiệm riêng của PTVP, tức là được suy ra từ nghiệm tổng 

quát (5.4) với hằng số C xác định 0CC = . Tương tự ta có một tích phân riêng của PTVP  

   0),,( 0 =Φ Cx ϕ   

Chú ý:  PTVP còn có các nghiệm khác nữa, không thể nhận được từ nghiệm tổng quát, được gọi 
là nghiệm kỳ dị. 
5.1.2. Các PTVP cấp một thường gặp 

     A. Phương trình với biến số phân li 
     a. Định nghĩa: Phương trình với biến số phân li (phương trình tách biến) là PTVP có dạng: 
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   0)()( 21 =+ dyyfdxxf       (5.6) 

Chẳng hạn:  0
11 22

2
=

+
+

+ y
ydy

x
dxx  là phương trình với biến số phân li. 

     b. Phương pháp tích phân 
Phương trình (5.6) có dạng: 

  dxxyyfdyyfdxxf )(')()()( 221 −=−=  

Lấy tích phân hai vế ta có : 

  CdyyfCdxyyfdxxf +−=+−= ∫∫∫ )()()( 2
,

21  

Vậy     Cdyyfdxxf =+ ∫∫ )()( 21       (5.7) 

Đó là tích phân tổng quát của (5.6) 

Chú ý : Phương trình dạng : 0)()()()( 2211 =+ dyyNxMdxyNxM  có thể đưa về dạng tách biến. 

Thật vậy, nếu 0)(2 ≠xM  và 0)(N1 ≠y  thì chia hai về của phương trình cho )().( 12 yNxM  sẽ 
được : 

   0
)(
)(

)(
)(

1

2

2

1 =+ dy
yN
yN

dx
xM
xM

 

Đó là phương trình với biến số phân li. 

Nếu 0)(2 =xM  tại ax =  hoặc 0)(1 =yN tại by =  thì bằng cách thay trực tiếp nhận 
được ax =  hoặc by =  là nghiệm. 

Ví dụ 1 : Tìm tích phân tổng quát của phương trình : 

  0)2)(1()1( 43 =−−++ dyyxdxyx  

Giải : Với 01 ≠+y và 014 ≠−x  ta có : 

  0
1
2

14

3
=

+
−

+
−

dy
y
ydx

x
x  

Tích phân tổng quát là : 

  ∫ ∫ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−+
−

− Cdy
y

dx
x
xd

1
31

1
)1(

4
1

4

4
 

  Cyyx =+−+− 1ln31ln
4
1 4  

Ngoài ra 01 =+y  hay 1−=y  và 014 =−x  hay 1±=x  đều là các nghiệm. 

Ví dụ 2 : Tìm nghiệm của bài toán Cauchy 

  
0)0(

)cos()cos('
=

−++=
y

yxyxy
 

Giải :  yxyxyxy coscos2)cos()cos(' =−++=  
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  0cos ≠y  tức Zkky ∈+≠ ,
2

ππ
 

Ta có : 

  

∫ ∫ +=

=

Cxdx
y

dy

xdx
y

dy

cos2
cos

cos2
cos

 

                        Cxytg +=+ sin2)
42

(ln π
     

Từ điều kiện ban đầu suy ra :  0,
4

ln =⇒= CCtg π      

Vậy nghiệm của bài toán Cauchy đã cho là  xytg sin2)
42

(ln =+
π

.  

     B.Phương trình đẳng cấp cấp một 
     a. Định nghĩa : Phương trình đẳng cấp cấp một là PTVP có dạng 

                         ),(,

x
yfy = hay ,y f (t),=    với 

yt .
x

=                                                 (5.8) 

     b.  Phương pháp tích phân                          

Coi 
x
yt =  là hàm của x, 

x
t

x
y

x
y

x
yt −=−=

''' 2  

Thay vào phương trình sẽ có : 
 )(' tfxtt =+     hay     ttfxt −= )('  

*  Nếu 0)( ≠− ttf  ta có phương trình dạng (5.6) 

                                       
ttf

dt
x

dx
−

=
)(

 

*  Nếu 0)( =− ttf  tức là 
x
y

x
yf =)( . Vậy ta có phương trình tách biến dạng (5.6) 

                             
x
y

dx
dy

=  

*  Nếu ( ) 0=− ttf  tại 0tt =  hay xty .0=  thì bằng cách thử trực tiếp ta có nghiệm xty 0=  

 
Ví dụ 3 : Giải phương trình 

  0'2 22 =+− xyxyy  

Giải : Chia hai vế cho 2x  ta được : 

  01)('2 2 =+−−
x
yy

x
y
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Đặt '', xttytxy
x
yt +=⇒==  vào phương trình sẽ nhận được :      

       

∫ ∫ +−=
+

−=
+

=++

12

2

2

1
2

1
2

01'2

C
x

dx
t

tdt
x

dx
t

tdt
txtt

 

 1
2 ln)1ln( Cxt +−=+  

Hay : 
x
Ct =+ 21  

Trở về biến cũ ta có :
x
C

x
y

=+ 2

2
1   

Hay  
42

2
2

2 CyCx =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

Đó là các đường tròn có tâm nằm trên trục Ox 
Ví dụ 4 :  Tích phân phương trình :  

                         (y x 1)dx (x y 3)dy− − = + +  

Giải :  

   
3
1

++
−−

=
yx
xy

dx
dy

  

Đây chưa phải là dạng (5.8), tuy nhiên thực hiện phép đổi biến : 

   
⎩
⎨
⎧

+=
+=

0

0

yvy
xux

  

có thể đưa được về dạng (5.8). Thật vậy 
du
dv

dx
dy

=  và chọn ),( 00 yx sao cho : 

  
⎩
⎨
⎧

+=++++
−=−−−+

vuyvxu
uvxuyv

3
1

00

00  

Hay 0 0 0

0 0 0

x y 1 0 x 2
       

x y 3 0, y 1
− + = = −⎧ ⎧

⎨ ⎨+ + = = −⎩ ⎩
 

Khi đó  )(
1

1

u
vf

u
v
u
v

uv
uv

du
dv

=
+

−
=

+
−

=  

Đặt 'utt
du
dv

u
vt +=⇒=  
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∫ ∫ +−=
+

+
−=

+

+
+
−−

=−
+
−

=

+
−

=+

122

2

1
)1(,

1
)1(

1
1

1
1

1
1

C
u
du

t
dtt

u
du

t
dtt

t
tt

t
t

du
dtu

t
tt

du
dtu

 

  

ut

Carctgt

Cuarctgtt

.1
ln

ln)1ln(
2
1

2

1
2

+
=

+−=++
 

Trở về biến cũ sẽ có tích phân tổng quát : 

  

2
11)2(

ln
2
1

+
+

++
=

+
+

x
yx

C
x
yarctg  

     C. Phương trình tuyến tính cấp 1 
     a. Định nghĩa : PTVP có dạng sau đây được gọi là PTVP tuyến tính cấp 1 : 

   )()(' xqyxpy =+         (5.9) 

với )(),( xqxp liên tục trên (a,b)  

Nếu 0)( ≠xq trên (a,b) thì gọi là PTVP tuyến tính không thuần nhất. 

Nếu 0)( ≡xq  trên (a,b) thì gọi nó là PTVP tuyến tính thuần nhất. 

     b. Phương pháp tích phân 
Cho phương trình không thuần nhất (5.9). Gọi phương trình vi phân sau đây là PTVP tuyến 

tính thuần nhất tương ứng với (5.9) : 
   0).(' =+ yxpy        (5.10)  

Trước hết, nhận thấy (5.10) là PTVP với biến số phân li. Nghiệm tổng quát của nó có dạng : 

   

∫ ∫ +−=

−=

1)(

)(

Cdxxp
y

dy

dxxp
y

dy

 

   ∫= p(x)dx-Cey         (5.11)  

Bây giờ ta tìm nghiệm tổng quát của (5.9) bằng phương pháp coi hằng số C trong (5.11) là 
hàm số và gọi đó là phương pháp biến thiên hằng số Lagrange. Cụ thể thay 

   ∫= − dxxpexCy )()(       (5.12) 

vào (5.9) ta có : 
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∫=

=∫+∫−∫ −−−

dxxp

dxxpdxxpdxxp

exqxC

xqexpxCexpxCexC
)(

)()()(

)()('

)()()()()()('
 

   1
)()()( CdxexqxC dxxp +∫= ∫       (5.13) 

Như vậy tồn tại hàm số C(x) phụ thuộc vào một hằng số cộng 1C tuỳ ý để (5.12) là nghiệm 
của PTVP (5.9). Chứng tỏ nghiệm tổng quát của (5.9) có dạng : 

   ∫ ∫∫+∫= −− dxexqeCey dxxpdxxpdxxp )()()( )(    (5.14) 

Nếu trong (5.13) lấy C 0=   ta được một nghiệm riêng của (5.9). Do đó cũng có thể nói rằng 
phương pháp biến thiên hằng số Lagrange là phương pháp tìm một nghiệm riêng của phương trình 
không thuần nhất khi biết nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng. Dạng nghiệm 
(5.14) có thể mô tả tổng quát sau đây :  

    *yyy +=        (5.15) 

trong đó y  là nghiệm tổng quát của PTVP thuần nhất tương ứng và *y  là một nghiệm riêng của 
chính phương trình không thuần nhất. 

Dạng (5.15) đúng cho PTVP tuyến tính có cấp bất kỳ nói riêng và đúng cho các hệ tuyến 
tính nói chung. 
Ví dụ 5 :  Tích phân phương trình : 

   x
x
yy =−'  

Giải : Đặt vào công thức (5.14) trong đó 
x

xp 1)( −= , xxq =)( , ta có : 

   dxexeCey x
dx

x
dx

x
dx

∫∫
+

∫
=

−

∫  

Xét với 0>x  : 

   2lnlnln . xCxdxxCxdxexeCey xxx +=+=+= ∫∫ −
 

Xét với 0<x  

   

ln x ln x ln x

2

1y Ce e x.e dx C x x x. dx
x

   Cx x ( 1)dx Cx x .

−= + = +

= − − − = − +

∫ ∫

∫
 

Vì C tuỳ ý nên 0≠∀x , nghiệm tổng quát có thể viết dưới dạng : 

   2y Cx x .= +  

     D. Phương trình Bernoulli 
Đây là PTVP không tuyến tính (phi tuyến) tuy nhiên có thể đưa về dạng PTVP tuyến tính 

bằng cách thay đổi biến số thích hợp. 
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     a. Định nghĩa :  PTVP có dạng )()(' xqyyxpy α=+       (5.16) 

trong đó R∈α  và 1,0 ≠≠ αα , các hàm )(),( xqxp cho trước, liên tục trên (a,b) 

     b. Phương pháp tích phân 

Chia hai vế của (5.16) cho αy  ta sẽ có: 

  )(1)('
1 xq

y
xp

y
y

=+
−αα

 

Đặt 1
1)(
−

= αy
xu , do đó 

y 'u ' (1 ) .
yα= −α                                                     (5.17) 

Thay vào phương trình trên sẽ nhận được PTVP tuyến tính cấp 1 đối với hàm )(xu : 

   )()1()()1(' xquxpu αα −=−+      (5.18) 

Sau khi tích phân phương trình (5.18), ta trở về biến cũ theo (5.17). 
Ví dụ 6: Tích phân phương trình: 

   yeyy
x
2' =+  

Giải:  Chia hai vế cho y  sẽ có: 

   2'
x

ey
y

y
=+  

 Đặt  
y

yuyu
2

'', ==  phương trình được đưa về dạng: 

   2
2
1

2
1'

x

euu =+  

   

CeeCy

eCey

dxeeCey

dxeeeCeu

xx

xx

x
xx

dxxdxdx

++=

+=

+=

∫∫
+

∫
=

−

−

−−

−−

∫

∫

4
1
2
1

2
1.

2
1

2

22

22

2
1

22
1

2
1

  

     E. Phương trinh vi phân toàn phần 
     a. Định nghĩa: Phương trình vi phân dạng: 

  0),(),( =+ dyyxQdxyxP         (5.19) 

trong đó        Dyx
y
P

x
Q

∈∀
∂
∂

=
∂
∂ ),(,        (5.20) 
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gọi là một PTVP toàn phần. 
Điều kiện (5.20) chứng tỏ vế trái của phương trình (5.19) là vi phân toàn phần của hàm   
),( yxu nào đó. 

     b. Phương pháp tích phân 
 Điều kiện (5.20) chứng tỏ tồn tại hàm ),( yxu để dyyxQdxyxPdu ),(),( +=  theo công 

thức (3.24) thì : 

   
0 0

0( , ) ( , ) ( , )
yx

x y

u x y P x y dx Q x y dy= +∫ ∫  

Như vậy tích phân tổng quát có dạng : Cyxu =),(       (5.21)  

Ví dụ 7 : Giải PTVP 

   0)3()3( 3223 =+++ dyyyxdxxyx  

Giải :  Đặt 3 2 2 3P x 3x y ,Q 3x y y= + = +  

  
Q P Q P6xy, 6xy , (x, y)
x y x y

∂ ∂ ∂ ∂
= = ⇒ = ∀

∂ ∂ ∂ ∂
 

Vậy phương trình đã cho là PTVP toàn phần. 

  
4224

0

3

0

23

4
1

2
3

4
1           

)3(),(

yyxx

dyydxxyxyxu
yx

++=

++= ∫∫
 

Tích phân tổng quát :    Cyxu =),(  

Hay        4 2 2 4x 6x y y C.+ + =  

     c. Thừa số tích phân 
Trong một số trường hợp điều kiện (5.20) không thoả mãn. Khi đó PTVP (5.19) chưa phải 

là PTVP toàn phần. Nếu tồn tại hàm số ),( yxα  để phương trình : 

   0=+ QdyPdx αα                                                                      (5.19) /  

là PTVP toàn phần, tức là thoả mãn điều kiện : 

   DyxP
y

Q
x

∈∀
∂
∂

=
∂
∂ ),(),()( αα      (5.22) 

thì hàm số ),( yxα gọi là thừa số tích phân của PTVP. 

Người ta chứng minh được rằng nghiệm của PTVP (5.19) / cũng là nghiệm của PTVP (5.19). Vì 
vậy để giải PTVP (5.19) không thoả mãn điều kiện (5.20) người ta có thể tìm một thừa số tích 
phân (x, y)α  và đi tích phân PTVP toàn phần. 

Ví dụ 8 : Cho phương trình : 

   0cossin2 22 =+ dyyxydxy  
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Chứng tỏ rằng 3),( xyx =α  là thừa số tích phân của phương trình và giải phương trình đó. 

Giải : Nhân hai vế của phương trình với 3x  ta được : 

  0cossin2 2423 =+ dyyyxdxyx  

Đặt 
2423 cos,sin2 yyxQyxP == , 3 2 3 2Q P Q P4x y cos y , 4x ycos y , (x, y)

x y x y
∂ ∂ ∂ ∂

= = ⇒ = ∀
∂ ∂ ∂ ∂

 

Chứng tỏ 3),( xyx =α  là thừa số tích phân. Theo công thức (3.24.Chương 3), tích phân 
tổng quát của PTVP là 

                              u(x,y)= C, trong đó ∫ ==
x

yxdxyxu
0

2423 sin
2
1sin2  

Vậy :                      Cyx =24 sin . 

Trong một số trường hợp đặc biệt ta có thể kết luận về sự tồn tại thừa số tích phân phụ 
thuộc vào một biến x hoặc y. Thật vậy giả sử )(xαα = là thừa số tích phân của PTVP không toàn 

phần (5.19). Khi đó [ ] [ ]),().(),().( yxPx
y

yxQx
x

αα
∂
∂

=
∂
∂

      

tức là  
x
QQ

y
P

∂
∂

+′=
∂
∂ ααα  

Chia hai vế cho Qα và biến đổi ta được : 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−=
y
P

x
Q

Qdx
d 11 α

α
 

Chứng tỏ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−
y
P

x
Q

Q
1

 chỉ là hàm của x và tích phân sẽ có : 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−=
y
P

x
Q

Q
d 1
α
α

 

  
dx

y
P

x
Q

Qex
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−∫
=

1

)(α                                 (5.23) 

Tương tự nếu ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

y
P

x
Q

P
1

 chỉ là hàm của y thì sẽ tồn tại thừa số tích phân là hàm của 

một biến y và công thức tìm: 

  
dy

y
P

x
Q

Pey
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

∫
=

1

)(α                                 (5.24) 

Ví dụ 9. Tích phân PTVP : 

  0)
3

2()(
3

222 =++++ dyxxyxydxyx  
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Giải. 

Đặt 
3

2,
3

222 xxyxyQyxP ++=+=  

y
y
Pxyy

x
Q 2,2 22 =

∂
∂

++=
∂
∂

 

11
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

Py
P

x
Q  Suy ra một thừa số tích phân là ydy eey =∫=)(α  

Nhân hai vế của phương trình trên với ey sẽ có : 

  0)
3

2()(
3

222 =++++ dyxxyxyedxyxe yy  

Vế trái là vi phân toàn phần của hàm số : 
 

  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

++= ∫∫

xyxeyxu

dydxyxeyxu

y

yx
y

2
3

00

22

3
),(

0)(),(

 

Vậy tích phân tổng quát của PTVP là : 

  Cyxxe y =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ 2

2

3
 (C là hằng số tuỳ ý). 

5.2. TỔNG QUAN VỀ SỐ PHỨC 

Chúng ta đã biết rằng trong trường số thực  không thể phân tích thành thừa số tam thức 
bậc hai cbxax ++2  khi 042 <−=Δ acb .Tuy nhiên sẽ rất tiện lợi nếu có thể thừa số hoá tam 
thức này thành dạng ( )( )βα −− xxa  trong đó ,α β ∉ .Nhằm mục đích này thêm vào  một 

phần tử mới, kí hiệu là i (gọi là đơn vị ảo) kết hợp với các cặp số thực ( ) 2,x y ∈  để tạo ra các số 

phức. 
5.2.1.Định nghĩa và các dạng số phức                                                                

     A. Định nghĩa:  

Cho ( ) 2,x y ∈ , một số biểu diễn dưới dạng z = x + iy, trong đó 12 −=i     

gọi là một số phức. Tập các số phức kí hiệu là . 
   Gọi x là phần thực của z, kí hiệu Rez = x 
          y là phần ảo của z, kí hiệu là Imz = y 

   Gọi môđun của z, kí hiệu là z , xác định bởi một số thực không âm 

                         022 ≥=+= ryxz  
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  Gọi Acgumen của z , kí hiệu Argz xác định bởi một số thực                               

           Argz = Argϕ∈  và xác định từ điều kiện os xc
z

ϕ =  và sin y
z

ϕ =  với 0≠z  

Như vậy Acgumen của z sai khác nhau 2 ,k kπ ∈  và Arg0 là không xác định. 

Vậy số phức z có các dạng viết: 
1. z = x + iy gọi là dạng chính tắc hay dạng đại số của số phức z . 

2. z = ( )cos sinr iϕ ϕ+  gọi là dạng lượng giác của số phức z. 

     B. Biểu diễn hình học của các số phức  
             
     
 
 
 
 
 
                        
 
Xét mặt phẳng Oxy với hệ toạ độ trực chuẩn (xem H.5.2) 

Ánh xạ : Oxyϕ →  đặt mỗi số phức z = x + iy ứng với điểm M có toạ độ  (x,y) trên mặt 

phẳng Oxy. Vậy ϕ  là song ánh. Gọi mặt phẳng Oxy là mặt phẳng phức.                         

 ( ),z zϕ∀ ∈  gọi là ảnh của z trên Oxy 

( )1,M Oxy Mϕ−∀ ∈ gọi là toạ vị của M, đó là số phức z∈ . Ngoài ra 
→

OM cũng được gọi 

là véctơ biểu diễn số phức z. Như vậy zOM =  và ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→

OMOx, = Argz 

Trên mặt phẳng phức Oxy nhận thấy: 
Trục Ox biểu diễn các số thực z x= ∈ , trục này gọi là trục thực, còn trục Oy biểu diễn 

các số phức z = iy, y∈  gọi là các số ảo thuần tuý, người ta gọi trục Oy là trục ảo. 
5.2.2.Các phép toán trên tập  

     A.Phép so sánh bằng nhau 

    ( )
'

' ' 4 ' '
'

, , , ,
x x

x y x y x iy x iy
y y

⎧ =⎪∀ ∈ + = + ⇔ ⎨
=⎪⎩

 

     B. Phép lấy liên hợp 

  Cho  z x iy= + ∈ , liên hợp của z, kí hiệu là z  cho bởi iyxz −=  

          y 
 

                               M(z) 
      y 

                           r 

                      θ 

     O                       x              x 
H.5.2 
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     C. Phép lấy số phức đối 
  Cho z = x + iy∈ , số phức đối của z, kí hiệu là  –z (đọc là trừ z ) được xác định: 
                                   -z = -x - iy 

     D. Phép cộng 
  Cho z = x + iy, z’= x’+ iy’, tổng của z và z’, kí hiệu là z + z’ xác định như sau: 
                                   z + z’ = (x + x’) + i(y + y’) 

     E. Phép nhân 
  Cho z = x + iy và z’= x’+ iy’, tích của z và z’, kí hiệu là z.z’ xác định như sau: 
                                   z.z’ = (xx’- yy’) + i(xy’+ x’y) 

     F. Phép trừ và phép chia 
  Là các phép tính ngược của phép cộng và phép nhân 

                                  
' ( ')

" '. ",  khi 0
'

z z z z
z z z z z z
z

− = + −

= ⇔ = ≠
   

Từ các phép toán trên, nhận được các tính chất dưới đây: 

 1. , .z z z∀ ∈ =  

 2. ( ) 2, ' , ' 'z z z z z z∀ ∈ + = +  

 3. ( ) 2, ' , . ' 'z z z z zz∀ ∈ =   

    

*
1 2

1 1

1 1

, , , , , ,
n n

n i i
i i

n n

i i
i i

n z z z z z

z z

= =

= =

∀ ∈ ∀ ∈ =

=

∑ ∑

∏ ∏

…
 

 4. * *, ' , \{0}z z∀ ∈ ∀ ∈ =  

                       
'' z

z
z
z

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

 5. ,z z z z∀ ∈ = ⇔ ∈    

                       , { , }z z z i i iy y= − ⇔ ∈ = ∈  

 6. 2.z z z z∀ ∈ =  

     G. Phép luỹ thừa, công thức Moavrờ ( Moivre) 

  Cho ( )cos sin ,z r i kθ θ= + ∀ ∈  

  Gọi kz  là luỹ thừa bậc k của z. Bằng qui nạp , dễ chứng minh được 

                      ( )θθ kikrz kk sincos +=                       (5.25)              

  Gọi (5.25) là công thức Moivre. 
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     H. Phép khai căn bậc n của *z∈ . 

  Cho ( )*, cos sinn z r iϕ ϕ∈ = + . Gọi *ς ∈  là căn bậc n của z, kí hiệu n z , xác định 

như   

   sau:               zn =ς   

  Nếu gọi ςρ =  và Φ = Argς  thì 
2

n r
n k
ρ

ϕ π
⎧ =
⎨
Φ = +⎩

 hay là nr
1

=ρ  và Φ=
2k
n

ϕ π+
  

                                                                                     với  0,1, 2,..., 1k n= − . 

  Vậy số z có đúng n căn bậc n,  đó là các số phức có dạng: 
                       

          
1 2 2cos sin , 0,1,2,..., 1n k kr i k n

n n
ϕ π ϕ πς + +⎛ ⎞= + = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
            (5.26) 

Chú ý:           

• Trong lý thuyết chuỗi [ ]2 , sau khi đã có các khai triển của các hàm số sơ cấp, người ta sẽ 

nhận được dạng luỹ thừa của số phức z:  

                                      θirez =   

         Khi đó công thức (5.25) sẽ là :   ,k k ikz r e kθ= ∈    (5.25)’ 

         Còn công thức (5.26) sẽ là :   
1 2

*, , 0,1, 2,..., 1
kin n nz r e n k n

θ π+

= ∈ = −  (5.26)’ 

• Căn bậc n của 1. 

Vì z = 1 có z  = 1 = r, Argz = 0. Vậy căn bậc n của 1 là n số phức dạng: 

                             1,...,2,1,0,
2

−== nke n
ik

k

π

ω  

Vì 12 =± ie π nên các số phức kω có những tính chất sau: 

a. { } .,1,...,2,1,0 knknk −=−∈∀ ωω  . 

b. { } .,1,...,2,1,0 1
k

knk ωω =−∈∀  

c. { }
1 1

1
1

0 0 1

1\ 0,1 , 0,
1

nn n
k

k
k k

n ωω ω
ω

− −

= =

−
∀ ∈ = = =

−∑ ∑  

d. Các số phức kω biểu diễn trên mặt phẳng phức bởi các đỉnh của một đa giác đều n cạnh 
nội tiếp trong đường tròn lượng giác và một trong các đỉnh là điểm có toạ vị bằng 1. Đa giác này 
nhận Ox làm trục đối xứng, chẳng hạn với n = 2, n = 3, n = 4, biểu diễn hình học các số kω cho 
trên hình 5.3 
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                        y                                           y                                            y 
 

                                           
2
3

2
1 i+−  

                                   x                 -1               1       x        -1          -1         1 x 
 -1                       1                

                                       
2
3

2
1 i−−  

n = 2                                      n = 3                                          n = 4 
 

                                                              H.5.3  
 
 

5.3. Phương trình vi phân tuyến tính cấp hai 

Trước hết, ta xét một bài toán dẫn đến PTVP tuyến tính cấp hai. Xét mạch RLC (hình 5.4). 

 
 
Gọi u(t) là tổng điện áp trên các phần tử của mạch, vậy u(t) = 0. i(t) là cường độ dòng điện 

trong mạch. Trong kỹ thuật điện tử đã biết hiệu điện thế trên điện trở là Ri(t), trên cuộn tự cảm là 

dt
diL  và trên tụ là 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+∫ 0

0

1 qidt
C

t
 trong đó q0 là điện lượng ban đầu trên tụ. Vậy ta có mối liên hệ 

sau đây:           
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+++== ∫ 0

0

)(1)()(0 qdtti
Cdt

diLtRitu
t

 

Lấy đạo hàm 2 vế ta sẽ có : 

  
C
iiLiRtu +′′+′=′ )(  

Vậy nhận được phương trình tuyến tính cấp 2 đối với hàm số i : 

  
iLi Ri 0
C

′′ ′+ + =  
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Phương trình vi phân tuyến tính cấp 2 là phương trình có dạng : 

             )()()( 21 xfyxayxay =+′+′′       (5.27) 

trong đó )(),(),( 21 xfxaxa  liên tục trên (a,b).  

Nếu 0)( ≠xf  thì (5.27) gọi là PTVP tuyến tính không thuần nhất. 

Nếu 0)( ≡xf  thì (5.27) gọi là PTVP tuyến tính thuần nhất. 

Người ta đã chứng minh rằng với các giả thiết trên, PTVP (5.27) luôn tồn tại nghiệm và   
nghiệm của bài toán Cauchy sau đây là duy nhất. 

Tìm nghiệm của PTVP (5.27) thoả mãn: 

                                  
⎩
⎨
⎧

′=′
=

00

00

)(
)(

yxy
yxy

      (5.28) 

trong đó (x0, y0, y’0) cho trước. Các điều kiện (5.28) gọi là các điều kiện ban đầu. Bài toán trên gọi 
là bài toán Cauchy 

 Người ta gọi PTVP (giữ nguyên vế trái của (5.27))                                             (5.28) 

                                  0)()( 21 =+′+′′ yxayxay                 

là PTVP tuyến tính thuần nhất tương ứng với PTVP tuyến tính không thuần nhất (5.27). 
Mọi hệ tuyến tính đều có tính chất chung nên tương tự như PTVP cấp một, nghiệm của 

PTVP (5.27) có quan hệ với nghiệm của PTVP (5.29). Vì thế trước hết ta xét PTVP (5.29). 
5.3.1 Tính chất nghiệm của PTVP tuyến tính thuần nhất. 

Xét PTVP tuyến tính thuần nhất: 

                                0)()( 21 =+′+′′ yxayxay     (5.30) 

Định lý 5.2. Nếu y1 và y2 là nghiệm của PTVP (5.30) thì y1+y2 và Cy1 (hoặc Cy2) với C là hằng số   
                    tuỳ ý, cũng là nghiệm của (5.30). 
Chứng minh : Thật vậy thay y = y1+ y2, y = Cy1 vào PTVP (5.30) sẽ nhận thấy chúng thoả mãn 
PTVP đó : 

 [ ] [ ] 0)()()()(

))(())(()(

2221212111

21221121

≡+′+′′++′+″=

++′++′′+

yxayxayyxayxay

yyxayyxayy
 

 ( ) [ ] 0)()()())(( 1211112111 ≡+′+′′=+′+″ yxayxayCCyxaCyxaCy  

Trước hết ta xét khái niệm hai hàm phụ tuyến tính, độc lập tuyến tính. Các khái niệm này 
cũng tương tự như các khái niệm của véc tơ trong không gian đã học trong toán cao cấp A2. 

Các hàm )(),( 21 xx ϕϕ liên tục trên (a, b) gọi là phụ thuộc tuyến tính trong (a,b) nếu tồn tại 

2 hằng số  21,αα không đồng thời bằng 0 sao cho : 

 ),(,0)()( 2211 baxxx ∈∀≡+ ϕαϕα       (5.31) 

Ngược lại, tức là (5.31) chỉ xảy ra khi 021 == αα  thì nói rằng )(),( 21 xx ϕϕ  là độc lập 
tuyến tính trên (a, b). Dễ dàng chỉ ra rằng : Hai hàm số độc lập tuyến tính khi và chỉ khi tỷ số của 
chúng không phải là hằng số. Hai hàm số phụ thuộc tuyến tính khi và chỉ khi chúng tỉ lệ với nhau 
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Chẳng hạn :    2
321 )(,)(,1)( xxxxx === ϕϕϕ  

  xx exexxxxx 2
7654 )(,)(,cos)(,sin)( ==== ϕϕϕϕ  là độc lập tuyến tính từng 

đôi trên khoảng (a, b) bất kỳ. 

Định lý 5.3. Nếu các hàm  )(),( 21 xx ϕϕ phụ thuộc tuyến tính trên (a ,b) thì : 

                        [ ] ),(,0,
21

21
21 baxW ∈∀≡

′′
=

ϕϕ

ϕϕ
ϕϕ  

           Gọi    [ ] 1 2
1 2

1 2

W , .
ϕ ϕ

ϕ ϕ =
′ ′ϕ ϕ

                                                           (5.32) 

là định thức Wronski của hai hàm 21,ϕϕ  

Chứng minh : 

Tồn tại 21,αα  không đồng thời bằng không để 0)()( 2211 ≡+ xx ϕαϕα  

Giả sử 02 ≠α , vậy )()( 1
2

1
2 xx ϕ

α
α

ϕ −=  suy ra : 

 [ ]
1

1 1
2 1 11

1 2
1 1 12

1 1
2

( )
, 0.

( )

−

= = − ≡
′ ′

′ ′−

x
W

x

αϕ ϕ
α ϕ ϕαϕ ϕ
α ϕ ϕαϕ ϕ
α

 

Định lý 5.4. Nếu các nghiệm y1, y2 của PTVP tuyến tính thuần nhất (5.30) là độc lập tuyến tính  

                   trên (a b) thì           [ ] ),(,0, 21 baxyyW ∈∀≠     (5.33) 

Chứng minh : 

Gỉa sử ngược lại [ ] 0)(),( 0201 =xyxyW  với a < x0 < b. Xét hệ phương trình đại số với các 
ẩn C1, C2 :  

  
⎩
⎨
⎧

=′+′
=+

0)()(
0)()(

022011

022011

xyCxyC
xyCxyC

 

Hệ này có nghiệm không tầm thường C1, C2 (giả sử 02 ≠C ) vì định thức của hệ bằng 
không. 

Mặt khác hàm số  2211
~ yCyCy +=  cũng là nghiệm của (5.28) (theo định lý 5,2). 

Theo trên thì 0)(~,0)(~
00 =′= xyxy . Từ tính duy nhất nghiệm suy ra 0~ =y  trên (a, b) tức 

là : 

  ),(,02211 baxyCyC ∈∀≡+  

Mà 02 ≠C  chứng tỏ y1, y2 phụ thuộc tuyến tính, mâu thuẫn với giả thiết. 

Định lý 5.5. Nếu y1, y2 là hai nghiệm độc lập tuyến tính của (5.30) thì nghiệm tổng quát của     

                   PTVP (5.30) có dạng :             2211 yCyCy +=                           (5.34) 
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trong đó  21,CC  là các hằng số tuỳ ý 

Chứng minh : 
Trước hết ta thấy (5.34) là nghiệm của (5.30)  (theo định lý 5.2) và phụ thuộc vào 2 hằng số 

C1, C2 tuỳ ý. 

Ngoài ra với điều kiện đầu 0 0 0 0( ) , ( )y x y y x y′ ′= =  thì sẽ tìm được C1, C2 duy nhất. Thật vậy 
hệ phương trình :  

⎩
⎨
⎧

′=′+′=′
=+=

00220110

00220110

)()()(
)()()(

yxyCxyCxy
yxyCxyCxy

 có 0
)()(
)()(

0201

0201 ≠
′′ xyxy

xyxy
 

Suy ra nghiệm (C1, C2) tồn tại duy nhất. 

Định lý 5.6 Nếu biết 01 ≠y  là nghiệm của (5.30) thì có thể tìm được nghiệm y2 của (5.30) độc 
lập tuyến tính với y1  dạng : 

  ∫ ∫= − dxe
xy

xyxy dxxa )(
2
1

12
1

)(
1)()(                      (5.35) 

Chú ý : Trong tích phân trên hằng số cộng của tích phân bất định luôn lấy bằng 0. 
Chứng minh : 

Trước hết ta có thể tìm nghiệm y2 trong dạng )()()( 12 xuxyxy =  

Đặt vào (5.30) sẽ nhận được PTVP đối với hàm u(x) 

  [ ] 0)(2 12111111 =+′+′+′′+′′+′′ uyauyuyxauyuyuy  

  0)(2)( 1
1

112111 =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

′⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
′

+′′++′+′′ uxa
y
yuyyayayu  

Chọn u khác hằng số thoả mãn phương trình : 

  0)(2
1

1
=′⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
′

+′′ uxa
y
yu  

Đặt uv ′=  có 0)(2
1

1

, =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
′

+ vxa
y
yv  

Đây là PTVP tuyến tính cấp 1, do đó : 

  

dxxa

dxxay

dxxadx
y
y

dxxa
y
y

e
y

C

eCe

eCe

Cev

∫=

∫=

∫∫
=

∫
=

−

−−

−
′

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
′

−

)(
2
1

)(ln2

)(2

)(2

1

11

11

1
1

.1
.

.  

Lấy 1=C  do đó có thể chọn u là : 
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  ∫ ∫= − dxe
xy

xu dxxa )(
2
1

1.
)(

1)(  

Vì  1a (x)dx

2
1

1u (x) e 0
y

−∫′ = ≠  nên u(x) không phải là hằng số, chứng tỏ y1, y2 độc lập tuyến 

tính. 
Ví dụ 10 : Tìm nghiệm tổng quát của phương trình : 

 02
=+′+′′ yy

x
y  biết một nghiệm riêng 1

sin xy .
x

=  

Giải : Tìm y2 độc lập tuyến tính với y1 trong dạng (5.35)  

 ∫ ∫
−−

=
∫

= dx
x

ex
x

xdx
x

ex
x

xy
xdx

x

2

ln22

2

2
2

2 sin
.sin

sin
.sin  

      2
sin x dx sin x cos x( cot gx) .

x sin x x x
= = − = −∫  

Vậy nghiệm tổng quát : 

 ( )1 2
1y C sin x C cos x .
x

= +  

Ví dụ 11 : Giải phương trình  

 0)1(ln2 =+′−′′− yyxyxx  biết rằng nó có một nghiệm riêng dạng Rxy ∈= αα ,  

Giải : Trước hết tìm α  

Đặt αxy =1 vào phương trình sẽ có : 

 ),(,0)1()1(ln 22 baxxxxxx ∈∀=+−−− − ααα ααα  

 ),(,01)1)(1(ln baxx ∈∀=+−−− ααα  

suy ra xy =⇒=⇒
⎩
⎨
⎧

=+−
=−

11
01

0)1(
α

α
αα

 

Tìm y2 trong dạng (5.33) 

 ∫
∫

=
−

2

)1(ln

2

2

x
dxexy

xx
xdx

 

      ∫∫
−−

=
∫

= dx
x

exdx
x

ex
xx

xd

2

)1ln(ln

2

1ln
ln

 

     ∫ ∫ −=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−−=

−
= x

x
dxx

x
xdx

x
xx ln)1(ln11ln

22  

Nghiệm tổng quát xCxCy ln21 +=  
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Chú ý : Để biết được một nghiệm không tầm thường của PTVP tuyến tính thuần nhất là rất khó 
khăn. Vì thế trong quá trình tích phân ta phải xem xét dạng phương trình để suy đoán được 
nghiệm hoặc tìm nghiệm theo sự gợi ý của bài toán.  
5.3.2 Tính chất nghiệm của PTVP tuyến tính không thuần nhất 

Xét PTVP (5.27) và PTVP thuần nhất tương ứng(5.29). 
Định lý 5.7.  Nghiệm tổng quát của PTVP (5.27) bằng tổng nghiệm tổng quát của PTVP (5.29)   
                    cộng với một nghiệm riêng bất kỳ của chính phương trình (5.27) 

   *yyy +=         (5.36) 

Ở đây người ta dùng ký hiệu : 

 y  là nghiệm tổng quát của PTVP (5.29) 

 *y  là nghiệm riêng của PTVP (5.27) 

Chứng minh : Thay *yyy +=  vào (5.27) ta có: 

  
)()(0

)()()()()(

)())(())((

2
'*

1
"*

2
'

1
"

*
2

'*'
1

"*"

xfxf
xfyxayxayyxayxa

xfyyxayyxayy

=+
=+++++

=+++++

y  

Chứng tỏ *yyy +=  là nghiệm của (5.27). Nó phụ thuộc hai hằng số tuỳ ý 21,CC (có 

trong biểu thức của y ) và với điều kiện đầu thì 21,CC  sẽ tìm được duy nhất như đã chứng minh ở 
định lý 5.5 

Định lý 5.8 (Nguyên lý chồng chất nghiệm): Nếu *
2

*
1 , yy  lần lượt là các nghiệm riêng của  

                   phương trình không thuần nhất 

  
)()(')("
)()(')("

221

121

xfyxayxay
xfyxayxay

=++
=++

 

         thì *
2

*
1

* yyy +=  là nghiệm riêng của phương trình (5.27) với vế phải   

                )()()( 21 xfxfxf +=  

Chứng minh định lý này cũng tương tự như trên bằng cách thay *
2

*
1

* yyy +=  vào PTVP 
(5.27) sẽ nhận được đồng nhất thức. 

Ý nghĩa của nguyên lý là ở chỗ: vế phải f(x) có thể phân tích thành tổng hữu hạn các hàm 
số, ứng với mỗi hàm số, nghiệm riêng thành phần có thể tìm được dễ dàng hơn và như vậy 
nghiệm riêng *y sẽ tìm được.    

Định lý 5.9: Nếu biết hai nghiệm riêng của PTVP (5.25) *
2

*
1 , yy  thì hàm số *

2
*
1 yyy −=  

          là nghiệm của PTVP (5.29). 
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Chứng minh định lý này bằng cách thay *
2

*
1 yyy −=  vào phương trình (5.29) và để ý đến 

*
2

*
1 , yy  là các nghiệm riêng của (5.27) sẽ nhận được đồng nhất thức. 

Định lý 5.10: Nếu biết hai nghiệm riêng 21, yy  độc lập tuyến tính của (5.29) thì một nghiệm  

                       riêng của (5.27) có thể tìm được bằng phương pháp biến thiên hằng số Lagrange.   
                       Nghiệm đó có dạng:   

                           )()()()( 2211
* xyxCxyxCy +=      (5.37) 

              trong đó:  

/ /
1 1 2 2
/ / / /
1 1 2 2

C y C y 0

C y C y f (x)

⎧ + =⎪
⎨

+ =⎪⎩       (5.38) 

Chứng minh: Giả sử biết hai nghiệm độc lập tuyến tính của PTVP (5.29) là 21, yy . Khi đó 
nghiệm tổng quát của (5.29) là: 

  )()( 2211 xyCxyCy +=  

Nội dung của phương pháp biến thiên hằng số Lagrange là:  

Coi )()()()( 2211
* xyxCxyxCy +=  là nghiệm riêng của (5.27), với sự tồn tại của   

)(),( 21 xCxC . 

Thật vậy '
22

'
112

'
21

'
1

'* yCyCyCyCy +++=  

Trước hết đặt điều kiện: 

  02
'
21

'
1 =+ yCyC ,   khi đó ,

22
,
11

*, yCyCy +=    (*) 

Bây giờ thay *y  vào (5.27) sẽ nhận được: 

  )()()( '
2

'
2

'
1

'
122

'
21

"
2212

'
11

"
11 xfyCyCyayayCyayayC =+++++++  

Để *y  là nghiệm thì phải có: 

  )('
2

'
2

'
1

'
1 xfyCyC =+          (**) 

Các điều kiện (*) và (**) bây giờ là: 

           
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

)(

0
'
2

'
2

'
1

'
1

2
'
21

'
1

xfyCyC

yCyC
 

Hệ phương trình này hoàn toàn tìm được '
2

'
1,CC  do [ ]1 2¦W y , y 0≠ .Từ đó sẽ có )(),( 21 xCxC . 

Ví dụ 12: Tìm nghiệm tổng quát của phương trình: 

  
1

1'
1

2" 22 +
=

+
+

x
y

x
xy . 

Giải: Phương trình thuần nhất tương ứng là: 
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  0'
1

2" 2 =
+

+ y
x

xy  

Dễ nhận thấy phương trình thuần nhất này có một nghiệm là 11 =y  

Nghiệm thứ hai độc lập tuyến tính tìm theo công thức (5.35) sẽ là: 

  arctgx
x

dxdxey
dx

x
x

∫∫ =
+

=
∫

= +
−

12
1

2

2
2  

Nghiệm riêng của PTVP đã cho tìm trong dạng: 

  arctgxxCxCy )()( 21
* +=  

trong đó: 

  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
=

+
+

=+

22
'
2

'
1

'
2

'
1

1
1

1
1.0.

0

xx
CC

arctgxCC
 

Giải hệ này sẽ có: 

  
)1ln(

2
1.

1

2
1

'
1

2
'
2

xarctgxxarctgxdxCarctgxC

xCC

++−=−=⇒−=

=⇒=

∫
 

Vậy nghiệm tổng quát là: 

  arctgxCCxy 21
2 )1ln(

2
1

+++=  

5.4. Phương trình vi phân tuyến tính cấp 2 có hệ số không đổi 

5.4.1. Khái niệm về số phức 
5.4.2. Các dạng nghiệm của phương trình thuần nhất 

Cho phương trình: 

                 0'" 21 =++ yayay       (5.39) 

trong đó 21,aa  là các hằng số thực. 

Tìm nghiệm riêng của (5.39) dưới dạng  

      kxey = ,  k = const 

Vậy k thỏa mãn điều kiện: 

 kx 2 kx kx 2 2
1 2 1 2y ' k.e , y" k e ,e (k a k a ) 0 k a k a 0= = + + = ⇔ + + =                 (5.40) 

Phương trình (5.40) gọi là phương trình đặc trưng của (5.39). Thông qua phương trình này, 
chúng ta có thể biết được dạng nghiệm của chính (5.39). 
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* Nếu (5.40) cho 2 nghiệm thực khác nhau 21 ,kk  thì có 2 nghiệm riêng của (5.39) là 

xkxk eyey 21
21 , == . Chúng độc lập tuyến tính vì xkke

y
y )(

2

1 21−=  không phải là hằng số. Vậy 

nghiệm tổng quát của (5.39) sẽ là: 

                                 xkxk eCeCy 21
21 +=        (5.41)                              

* Nếu (5.40) cho 2 nghiệm thực trùng nhau thì (5.39) có 1 nghiệm riêng, kxey =1 . Nghiệm 

riêng 2y độc lập tuyến tính với 1y  tìm được theo công thức 5.35 

          12 uyy =  và 0')2(" 1 =++ ukaeue kxkx  

vì k là nghiệm kép của (5.40) do đó 021 =+ ka . Suy ra: 

                     BAxuu +== ,0" , lấy u = x. 

Vậy nghiệm tổng quát của (5.39) : 

    kxexCCy )( 21 +=          (5.42) 

* Nếu (5.40) cho 2 nghiệm phức βα ik ±=  thì hai nghiệm riêng dưới dạng phức sẽ là: 

  
)sin(cos

)sin(cos

2

1

xixeeey

xixeeey
xxix

xxix

ββ

ββ
αβα

αβα

−==

+==
−

 

Do 21 ,aa là các số thực, vậy các phần thực và phần ảo  của 21 , yy  cũng là nghiệm của 
(5.39). 

Chúng ta lấy 2 nghiệm là  xexe xx ββ αα sin,cos  . Chúng độc lập tuyến tính. Vậy nghiệm 
tổng quát của (5.39) trong trường hợp này có dạng: 

      )sincos( 21 xCxCey x ββα +=      (5.43) 

Ví dụ 13:  06'5" =++ yyy  

Giải:  Phương trình đặc trưng của nó: 0652 =++ kk  cho nghiệm k1 = -3,k2 = -2. Vậy : 

  xx eCeCy 2
2

3
1

−− +=  

Ví dụ 14:  0'2" =+− yyy    

Giải:  Phương trình đặc trưng của nó 0122 =+− kk  có nghiệm k1=k2=1. Vậy 

  )( 21 xCCey x +=  

Ví dụ 15: Tìm nghiệm của bài toán Côsi: 
  1)0(')0(,02'2" ===++ yyyyy  

Giải: Phương trình đặc trưng của nó: 

  ikkk ±−==++ 1,0222  

Nghiệm tổng quát: 
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  ( )

x
1 2

x
2 1 2 1

1

2 1 2

y e (C cos x C sin x)

y ' e (C C )cos x (C C )sin x
y(0) 1 C
y '(0) 1 C C C 2

−

−

= +

= − − +

= =
= = − ⇒ =

 

  )sin2(cos xxey x += − . 

5.4.3. Phương pháp tìm nghiệm riêng của phương trình không thuần nhất 

Cho phương trình : 

                 )('" 21 xfyayay =++         (5.44) 

trong đó a1,a2 là các hằng số thực. 
Nhờ vào phương pháp biến thiên hằng số Lagrange và các dạng nghiệm của phương trình 

thuần nhất ta có thể tìm được nghiệm tổng quát của (5.44) với f(x) là hàm liên tục bất kỳ. 

Ví dụ 16: Tích phân PTVP   
1

"
+

=− x

x

e
eyy  

Giải:  PTVP thuần nhất tương ứng: 
  0" =−yy  

 Phương trình đặc trưng của nó: 

  1012 ±=⇒=− kk  
 Nghiệm tổng quát của PTVP thuần nhất tương ứng: 

  xx eCeCy 21 += −  

 Bây giờ tìm nghiệm riêng của PTVP đã cho bằng phương pháp biến thiên hằng số 
Lagrange: 

  xx exCexCy )()( 21
* += −  

trong đó 

' x ' x
1 2

x
' x ' x
1 2 x

C e C e 0

eC e C e
1 e

−

−

⎧ + =
⎪
⎨
− + =⎪ +⎩

 

Suy ra:   
2x

' '
2 1x x

2 x

1 1 1 eC ,C
2 e 1 2 1 e
1 dxC
2 e 1

= = −
+ +

=
+∫

 

Đặt  te x =+1 , ,
1−

=
t
dtdx    
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)1ln(
2
1

2
1

1
2
1

12
1

2
1)1ln(

2
11ln

2
1

1
1

1
2
1

)1(2
1

2

1

2

++
+

−=

−
−=

+
−=

++−=
−

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−

=
−

=

∫∫

∫∫

x
x

x

x

x

ee

dt
t

tdx
e
eC

xe
t

t

dt
tttt

dtC

     

     
 

Vậy nghiệm tổng quát:  

  [ ] [ ]21 )1ln(
2

)1ln(
2

CexeCeeey x
x

xx
x

++−++−+=
−

 

 Dưới đây chúng ta xét các dạng đặc biệt của f(x) ứng với nó, nghiệm riêng của (5.44) tìm 
được mà không cần phải dùng đến  phép tính tích phân. 

Trường hợp 1: )...()()( 0
1

1 AxAxAexPexf n
n

n
n

x
n

x +++== −
−

αα  

trong đó 0),,0(,, 1 ≠=∈ nAniRAα  

Nếu α  không phải là nghiệm của phương trình đặc trưng của phương trình thuần nhất 
tương ứng với (5.44) : 

  021
2 =++ akak          (5.45) 

thì một nghiệm riêng của (5.44) tìm dưới dạng: 

  )...()( 0
1

1
* BxBxBenQey n

n
n

n
x

n
x +++== −

−
αα  với n+1 hệ số Bi chưa  biết. 

Thay y* vào (5.42) thì: 

  nnnn PQaaQaQ =+++++ )()2( 21
2'

1
" ααα  

Đồng nhất các hệ số của lũy thừa cùng bậc của x ta sẽ có hệ (n+1) phương trình tuyến tính 
với với (n+1) ẩn số Bi ( ni ,0= ). Phương pháp tìm các hệ số của nQ như trên gọi là phương pháp 

hệ số bất định với hệ hàm số ,...,...,,,1 2 nxxx  

Nếu α  là nghiệm đơn của (5.43), nghiệm riêng tìm dưới dạng: 

  )...()( 0
* BxBxexQxey n

n
x

n
x ++== αα  

Nếu α  là nghiệm kép của (5.43) thì: 

  )...()( 0
22* BxBexxQexy n

n
x

n
x ++== αα  

Ví dụ 17: Tìm một nghiệm riêng của PTVP: ))(('2" 1
.0 xPexyyy x==++  

Giải:  Phương trình đặc trưng của phương trình thuần nhất tương ứng: 

  0122 =++ kk  có nghiệm kép k = -1 

            0,,
"*

1
*

01
* /

==+= yByBxBy  
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22

02
1

2

10
01

1

011

−=−=⇒
⎩
⎨
⎧

=+
=

=++

BB
BB

B
xBxBB

 

  2* −= xy . 

Ví dụ 18: Tìm một nghiệm riêng của PTVP: ))((3'2 1
.1" xPexeyyy xx ==−+  

Giải: Phương trình đặc trưng của PTVP thuần nhất: 

  0322 =−+ kk   có nghiệm k = 1, k = -3 

  

)22)4((

))2((

)()(.

1010
2

1
"*

010
2

1
'*

0
2

101
*

BBxBBxBey

BxBBxBey

xBxBeBxBexy

x

x

xx

++++=

+++=

+=+=

 

 Thay vào phương trình sẽ có: 

  xBBxB =++ 011 428   

  

1
1

1 0
0 1

* x

1B8B 1 8
2B 4B 0 1 1B B

2 16
1 1y x.e (x ).
8 2

⎧ =⎪=⎧ ⎪⇒⎨ ⎨+ =⎩ ⎪ = − = −
⎪⎩

= −

 

Ví dụ 19: Tìm nghiệm của bài toán Côsi: 

  1)0(')0(),1(44" 2' ==+=+− yyxeyyy x  

Giải: Phương trình đặc trưng của phương trình thuần nhất tương ứng 0442 =+− kk  cho 
nghiệm 221 == kk . 

Trước hết tìm một nghiệm riêng: 

  [ ]
( )010

2
10

3
1

2"*

0
2

10
3

1
2'*

2
0

3
1

2
01

22*

2)68()124(4

2)32(2

)()(

BxBBxBBxBey

xBxBBxBey

xBxBeBxBexy

x

x

xx

+++++=

+++=

+=+=

 

   126 01 +=+ xBxB  

  
2
1,

6
1

12
16

01
0

1 ==⇒
⎩
⎨
⎧

=
=

BB
B
B

 

Nghiệm tổng quát:   
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2x 2 2x
1 2

' 2x 2x 3 2
1 2 2

1

1 2

1 2

2x 2 2x

1y e (C C x) x e (x 3)
6

1y e (2C C C x) e (2x 9x 6x)
6

y(0) C 1
y '(0) 2C C 1
C 1,C 1

1y e (1 x) x e (x 3).
6

= + + +

= + + + + +

= =
= + =

= = −

= − + +

 

Trường hợp 2: [ ]xxQxxPexf mn
x ββα sin)(cos)()( +=  

trong đó , , ( ), ( )n nP x Q xα β ∈  là các đa thức bậc n,m cho trước với các hệ số thực. 

Nếu βα i±  không phải là nghiệm của (5.43) thì một nghiệm riêng của (5.42) được tìm 
dưới dạng: 

   [ ]xxSxxRey ll
x ββα sin)(cos)(* +=  

trong đó )(),( xSxR ll  là các đa thức bậc ),max( mnl =  có các hệ số được tìm bằng phương pháp 

hệ số bất định với các hệ hàm: xxxx ββ cos,sin,...,,,1 2  

Nếu βα i±  là nghiệm của (5.43) thì tìm nghiệm trong dạng: 

   [ ]xxSxxRxey ll
x ββα sin)(cos)(* +=  

Ví dụ 20: Tìm nghiệm tổng quát:  xxyy cos'" =+  

Giải:  Phương trình đặc trưng tương ứng 02 =+ kk  cho nghiệm  k = 0,k = -1 
Nhận thấy i±  không phải là nghiệm của phương trình đặc trưng. Vậy 

  

xBAxBxABxAy

xABxAxBAxBy

xBxBxAxAy

sin)2(cos)2(

sin)(cos)(

sin)(cos)(

011011
"*

011011
'*

0101
*

−−−+−+−=

−+−+++=

+++=

 

Vậy ( ) ( )1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0( ) 2 cos ( ) 2 sin cosB A x A B B A x A B x B A A B x x x− + + + − + − + + − − − =

 
1 1 1 1 0 0

1 1 1 1 0 0

1 1 0 0

B A 1, A 2B B A 0
B A 0, 2A B B A 0

1 1 1B ,A ,A 1,B
2 2 2

− = + + − =
+ = − + − − =

= = − = =

   

Nghiệm tổng quát: xxxxeCCy x sin)1(
2
1cos)2(

2
1

21 ++−−+= −  

Ví dụ 21: Tìm một nghiệm riêng của phương trình: 

  )sin1(2'2" xeyyy x +=++ −  

Giải: Dựa vào nguyên lý chồng chất nghiệm, ta tìm các nghiệm riêng của các phương trình sau: 
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x

x

eyyy
xeyyy

−

−

=++

=++

2'2"
sin2'2"

 

Phương trình đặc trưng tương ứng  0222 =++ kk  cho nghiệm ik ±−= 1  

  ( )

( )xxAABxxBABey

xxAxBBxAxAxBey

xBxAxey

x

x

x

sin)222(cos)222(

sin)(cos)(

)sincos(

000000
"*

1

000000
'*

1

00
*
1

+−−+−−=

−−++−=

+=

−

−

−

 

   

x

xxx

x

eyC

eCyeCyeCy

xxeyAB

xxAxB

−

−−−

−

==

=−==

−=−==

=−

*
20

0
"*

20
'*

20
*
2

*
100

00

,1

,,

cos
2

,
2
1,0

sinsin2cos2

 

Nghiệm riêng )cos
2

1(*
2

*
1

* xxeyyy x −=+= −  

Các phương pháp trình bày trên cũng được áp dụng cho phương trình vi phân tuyến tính cấp 
cao có hệ số hằng số, chẳng hạn xét bài toán Côsi sau: 
Ví dụ 22: Giải PTVP: 

  1)0(")0(',0)0(,'2''2''' 2 −====−+− yyyxyyyy  

Giải: Phương trình đặc trưng của PTVP thuần nhất tương ứng: 

  
)31(

2
1,1,0)1)(1(

0122

3,21
2

23

ikkkkk

kkk

±===+−−

=−+−
 

Nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng: 

  )
2
3sin

2
3cos( 32

2
1

1 xCxCeeCy
xx ++=  C1,C2,C3 là các hằng số tùy ý. 

Một nghiệm riêng tìm dưới dạng: 

  

4,042
404

1
42)4(,0

2

2

0201

112

2

2
20112

2
2

'''*

2
"*

12
'*

01
2

2
*

−==−−
−==−

−=
=−−+−+−=

=

+=

++=

AAAA
AAA

A
xAAAxAAxAy

Ay

AxAy

AxAxAy

 

Nghiệm tổng quát :       
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2
2
3sin)3(

2
3cos)3(

2
1"

42
2
3sin)3(

2
3cos)3(

2
1'

44)
2
3sin

2
3cos(

3223
2
1

1

2332
2
1

1

2
32

2
1

1

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−+=

−−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+++=

−−−++=

xCCxCCeeCy

xxCCxCCeeCy

xxxCxCeeCy

xx

xx

xx

 

Từ điều kiện ban đầu có: 

0,2

12)3(
2
1

14)3(
2
1

04

321

231

321

21

===

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=−−+

−=−++

=−+

CCC

CCC

CCC

CC

 

Vậy nghiệm của bài toán Côsi là: xeey
xx

2
3cos22 2

1

+=  

TÓM TÁT NỘI DUNG CHƯƠNG V. 

• Phương trình có biến số phân ly. Dạng phương trình:      0)()( 21 =+ dyyfdxxf   

Tích phân tổng quát:     Cdyyfdxxf =+ ∫∫ )()( 21   

• Phương trình đẳng cấp cấp một. Dạng phương trình:     ),(,

x
yfy =  hay

x
yttfy == ),(,    

Phương pháp tích phân:  Coi t là hàm số của x, thay vào phương trình sẻ đưa về 

dạng có biến số phân ly     
ttf

dt
x

dx
−

=
)(

 

• Phương trình tuyến tính cấp một. Dạng phương trình:   )()(' xqyxpy =+   

Nghiệm tổng quát:                                                 

∫ ∫∫+∫= −− dxexqeCey dxxpdxxpdxxp )()()( )(  

• Phương trình Bernoulli. Dạng phương trình:  )()(' xqyyxpy α=+   

 Phương pháp tích phân: Đặt 1
1)(
−

= αy
xu , 

     Thay vào phương trình trên sẽ nhận được PTVP tuyến tính cấp 1 đối với hàm )(xu : 

   )()1()()1(' xquxpu αα −=−+  

• Phương trình vi phân toàn phần.   Dạng phương trình: 0),(),( =+ dyyxQdxyxP   

 trong đó         Dyx
y
P

x
Q

∈∀
∂
∂

=
∂
∂ ),(,    
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Tích phân tổng quát: 
0 0

0( , ) ( , )
yx

x y
P x y dx Q x y dy C+ =∫ ∫  

 hoặc: 
0 0

0( , ) ( , )
yx

x y
P x y dx Q x y dy C+ =∫ ∫  

• Phương trình vi phân tuyến tính cấp hai thuần nhất: 

                                   0)()( 21 =+′+′′ yxayxay                     (*) 

Tính chất nghiệm:  
1. Nếu y1 và y2 là nghiệm của PTVP(*)  thì y1+y2 và Cy1 (hoặc Cy2) với C là hằng số tuỳ ý, 

cũng là nghiệm của(*) 
2. Nếu y1, y2 là hai nghiệm độc lập tuyến tính của (*) thì nghiệm tổng quát nó có dạng :             

2211 yCyCy +=                      

trong đó  21,CC  là các hằng số tuỳ ý 

3.  Nếu biết 01 ≠y  là nghiệm của (*) thì có thể tìm được nghiệm y2 của nó độc lập tuyến 
tính với y1  dạng : 

                  ∫ ∫= − dxe
xy

xyxy dxxa )(
2
1

12
1

)(
1)()(                       

Chú ý : Trong tích phân trên hằng số cộng của tích phân bất định luôn lấy bằng 0 
• Phương trình vi phân tuyến tính cấp hai không thuần nhất 

                                      1 2( ) ( ) ( )y a x y a x y f x′′ ′+ + =                     (**)     

 Tính chất nghiệm :   
1. Nghiệm tổng quát của PTVP (**) bằng tổng nghiệm tổng quát của PTVP (*) cộng với 

một nghiệm riêng bất kỳ của chính phương trình (**) 

       *yyy +=          

Ở đây người ta dùng ký hiệu : 

 y  là nghiệm tổng quát của PTVP (*) 

 *y  là nghiệm riêng của PTVP (**) 

2. (Nguyên lý chồng chất nghiệm): Nếu *
2

*
1 , yy  lần lượt là các nghiệm riêng của phương 

trình không thuần nhất 

  
)()(')("
)()(')("

221

121

xfyxayxay
xfyxayxay

=++
=++

 

thì *
2

*
1

* yyy +=  là nghiệm riêng của phương trình (**) với vế phải )()()( 21 xfxfxf +=  

3. Nếu biết hai nghiệm riêng 21, yy  độc lập tuyến tính của (*) thì một nghiệm riêng của 
(**) có thể tìm được bằng phương pháp biến thiên hằng số Lagrange. Nghiệm đó có dạng:   



Chương 5: Phương trình vi phân 

                                                          183

)()()()( 2211
* xyxCxyxCy +=        

trong đó: 
/ /

1 1 2 2
/ / / /

1 1 2 2

0

( )

C y C y

C y C y f x

⎧ + =⎪
⎨

+ =⎪⎩
  

4. Nếu biết hai nghiệm riêng của PTVP (**) *
2

*
1 , yy  thì hàm số *

2
*
1 yyy −=    là nghiệm của 

PTVP (*) 
 •  Phương trình vi phân tuyến tính cấp 2 thuần nhất có hệ số không đổi 

  0'" 21 =++ yayay ,     (1)              21 ,aa là các hằng số thực    

             2
1 2 0k a k a+ + =    (2)  gọi là phương trình đặc trưng của (1) 

Dạng nghiệm tổng quát: 

Nếu (2) cho 2 nghiệm thực khác nhau 21, kk  thì  nghiệm tổng quát của (1) sẽ là: 

                                 xkxk eCeCy 21
21 +=                                       

Nếu (2) cho 2 nghiệm thực trùng nhau thì nghiệm tổng quát của (1) sẽ là 
                  kxexCCy )( 21 +=           

Nếu (2) cho 2 nghiệm phức βα ik ±=  thì nghiệm tổng quát của (1) sẽ là 

      )sincos( 21 xCxCey x ββα +=     

•  Phương trình vi phân tuyến tính cấp 2 không thuần nhất có hệ số không đổi 

)('" 21 xfyayay =++ ,  (3)        a1,,a2 là các hằng số thực    

Trường hợp 1: )...()()( 0
1

1 AxAxAexPexf n
n

n
n

x
n

x +++== −
−

αα  

trong đó 0),,0(,, 1 ≠=∈ nAniRAα  

Nếu α  không phải là nghiệm của phương trình đặc trưng của phương trình thuần nhất 
tương ứng với (3) thì một nghiệm riêng của (3) tìm dưới dạng      

  )...()( 0
1

1
* BxBxBenQey n

n
n

n
x

n
x +++== −

−
αα   

Trường hợp 2: [ ]xxQxxPexf mn
x ββα sin)(cos)()( +=  

trong đó )(),(,, xQxPR nn∈βα  là các đa thức bậc n,m cho trước với các hệ số thực. 

Nếu βα i±  không phải là nghiệm của (2) thì một nghiệm riêng của (3) được tìm dưới 
dạng: 

   [ ]xxSxxRey ll
x ββα sin)(cos)(* +=  

trong đó )(),( xSxR ll  là các đa thức bậc ),max( mnl =  có các hệ số được tìm bằng phương 

pháp hệ số bất định với các hệ hàm: xxxx ββ cos,sin,...,,,1 2  

Nếu βα i±  là nghiệm của (2) thì tìm nghiệm riêng trong dạng: 

   [ ]xxSxxRxey ll
x ββα sin)(cos)(* +=  
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CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP CHƯƠNG 5 

5.1. Nghiệm tổng quát của PTVP cấp n phụ thuộc vào n hằng số tuỳ ý. 

        Đúng                       Sai      
5.2. Nghiệm của bài toán Cauchy luôn duy nhất nghiệm 

        Đúng                       Sai      
5.3. Phương pháp biến thiên hằng số Lagrange áp dụng chỉ cho PTVP tuyến tính. 

        Đúng                       Sai      
5.4. Phương trình Bernoulli là PTVP tuyến tính 

        Đúng                       Sai  
                  

5.5. PTVP toàn phần là phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất. 

       Đúng                       Sai      
5.6. PTVP tuyến tính thuần nhất luôn luôn có nghiệm 

         Đúng                       Sai      
5.7.  Biết 2 nghiệm y1 và y2 của PTVP tuyến tính thuần nhất thì biết được nghiệm tổng quát của    
        phương trình đó.     

         Đúng                       Sai      
5.8.  Biết 2 nghiệm của PTVP tuyến tính không thuần nhất thì có thể biết được nghiệm tổng quát   
        của phương trình đó. 

         Đúng                       Sai      
5.9.  Giải PTVP tuyến tính có hệ số hằng số không cần dùng đến phép tính tích phân  

         Đúng                       Sai      
5.10.  PTVP tuyến tính có tính chất chồng chất nghiệm. 

         Đúng                       Sai      
 5.11. Giải các phương trình: 

a.  
x

y
+

=′
1

1
 b.  xexy 2'=  

c.  
y

yxy
ln

cos' =  d.  0
11 22

=
−

+
− x

ydx

y

xdy
 

e.  )sin()sin(' yxyxy −=++  f.  )cos( yxy −=′  

 
5.12. Giải các bài toán Cauchy: 
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a.  1)1(,0
)()1(

==
+

+
−

y
zxy

dy
yx
dx

 

b.  0)0(,)1( 22 ==+ ydxedyye xx  

c.  1)0(,0lnsin ==− yydxyxdy  

d.  2)1(,4)1( 22 =+=′+ yyyx  

5.13. Giải các phương trình: 

a.  dxyxydxxdy 22 +=− ,                            b.  02' 22 =−+ yxxyy , 

c. , ( ) ( )ydxxdy
x
yyxdyydx

x
yx −=+ sincos , d.  0)()( =++− dyxydxxy . 

5.14. Giải các phương trình vi phân tuyến tính cấp 1: 

a.  02)1(')1( 22 =+−−+ xyxyxx  

b.  
2

2' xxexyy −=+  

c.  222 )1(2')1( xxyyx +=−+  

d. 0)6(2 2 =−+ dyxyydx  

5.15. Giải các bài toán Cauchy: 

a.  
2
1)0(,)1(

1
2' 3 =+=
+

− yx
x

yy  

b.  0)0(,1')1( 2 ==++ yxyyx  

5.16. Chứng minh hàm số dtexy
x

t∫=
1

2

là một nghiệm của phương trình 
22' xexyxy =− . Hãy tìm   

        nghiệm của phương trình thoả mãn điều kiện y(1)=1 
5.17. Giải các phương trình: 

a.  33' yxxyy =+  

b.  2 3( ) 1dy x y xy
dx

+ =  

c.  xdyydxxy =− )2ln(  

d.  0)( 2 =++ dyyxxydx  

5.18. Giải các phương trình vi phân toàn phần: 

a.  0
)(

11
)( 2

2

2

2

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
dy

yx
x

y
dx

xyx
y

 

b.  0
)(

)2(
2 =

+
++

yx
dyyxxdx
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c.  01sincos11cossin1
222 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− dy

yy
x

y
x

x
y

x
dx

x
y

x
y

y
x

y
 

d.  02)ln1(3
3

2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+ dy

y
xydxyx  

5.19. Giải các phương trình sau đây bằng cách tìm thừa số tích phân α  

a.  )(,02)2( xxdydxxyy α=++  

b.  )(,0)(
3

2 22
3

2 xdyyxdxyyxxy α=++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++  

c.  )(,0)1( yxdydxxyy α=−+  

d.  )(,0ln2 xyxdxxyydxxdy α=−+  

5.20. Giải các phương trình vi phân sau: 

a.  0)1(ln2 =+′−′′− yyxyxx , biết rằng nó có một nghiệm riêng dạng Rxy ∈= αα ,1  

b.  08')24()12( =−−+′′+ yyxyx , biết rằng nó có một nghiệm riêng dạng     

Rey x ∈= αα ,1  

c.  06)1( 2 =−′′− yyx , biết rằng nó có một nghiệm riêng y1(x) có dạng đa thức. 

d.  22')1(2)2( 2 −=−−+′′− yyxyxx  biết rằng nó có hai nghiệm riêng xyy == 21 ,1  

5.21. Giải các phương trình sau khi biết một nghiệm riêng của phương trình thuần nhất tương ứng. 

a.  xyxyxyyx ==+−′′ 1
32 ,22'2  

b.  xeyxy
x

y
x

xy =−=
−

−
−

+′′ 1,1
1

1'
1

 

c.  xyx
x

ey
xx

y x ln,ln2
ln
1

12 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+′′  

5.22. Giải các phương trình: 

a.  
1+

=−′′ x

x

e
eyy  

b.  13'2 +=++′′ − xeyyy x  

c.  tgxyy =+′′  

d.  
xx

yy
2cos2cos

1
=+′′  

5.23. Giải các phương trình: 
a.  xyyy sin6'7 =+−′′  

b.  xyy 62'3 −=−′′  

c.  xeyyy x cos3'2 −=+−′′  
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d.  xeyyy −=++′′ 4'2  

e.  xexyyy 4220'9 =+−′′  

f.  xxyy 22 cos=+′′  

5.24. Giải các bài toán Cauchy 
a.  0)0(,1)0(,cos52'2 =′==+−′′ yyxyyy  

b. 0)0(')0(,cos3 ===+′′ yyxyy
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HƯỚNG DẪN VÀ ĐÁP ÁN  

HƯỚNG DẪN VÀ ĐÁP ÁN BÀI TẬP CHƯƠNG I 

1.16.  0;
2

;ππ  

1.17.  a . ,      b.  ,      c. ( ]∪∞− 0; [ )+∞;1 ,    d.  ( ]2;∞−  

1.18.  a. Hàm chẵn, b. Hàm không chẵn, không lẻ, c. Hàm chẵn,   d. Hàm không chẵn, không lẻ. 

1.19. a. Tuần hoàn, ,
3

2π
=T  b. Tuần hoàn, ,π=T   

  c. Tuần hoàn, π=T ,  d. Không tuần hoàn. 

1.20.  a. ),3(
2
1

−= xy   b. 1+−= xy ,  c. 3 31 xy −= ,   d.  xy 10.2= . 

1.21. a. 
10

2
3
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ;          b. 

2
)1( +nn

;          c. 
24
12 ;          d. 2

2
)1( −− nann

.       

1.22.  a.  1;                b.  
2
2

     

1.23.   a.  nm
βα

−
;        b.  nm

βα
+

 .     

1.24.   a.  acos  ;          b. 4
1

 ;                 c.  14 ;           d. 12
1

−
.   

1.25.   a.  12
1

 ;              b. 3
1

 

1.26.       a. 0 ;                 b.1 ;                   c. 2−e ;             d. 2
1

−
e . 

1.27.       a. 1 ;                 b. 0 ;                  c. 1 ;                d. xln  .   

1.28.       a. e ;                  b. 1 ;                  c. 
2
3

 .          

1.29.                 a. liên tục trên  ;        

b. liên tục trên  với A = 4,  liên tục trên \{ }2  với A≠ 4; 

1.30.    
2
1

2
2

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
f  .    
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. 

HƯỚNG DẪN VÀ ĐÁP ÁN BÀI TẬP CHƯƠNG II 

2.16.       a. 
12

1)(/

+
=

x
xf ,  b. 2

/ 11)(
x

xf −= ,   

c. 

2
32

/

2

11)(

x
x

xf −−= ,  d. 0,
2

1)(/ ≠= x
x

xf . 

2.17.       a.  
x

y
sin

1/ =             b. ,
1

1
2

/

+
=

x
y               c. ,2sin1 1sin

2
/

2

x
e

x
y x−=     

      d.  ,
1

4
4

/

x
xy

+
=         e.  ,111 2

3
/ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−=
xxx

y       f.   /
2

1 .
1

y
x

=
+

 

2.18. 

      a.  ,
1ln
)1(ln2

22
/

−
+

=
xx

xy             b. ,
)2( 32

/

xax

axy
−

−
=     

      c.   ,2
5

/

axx
y

−
=                   d.  /

6

20sin 4 .
(1 cos 4 )

xy
x

=
+

   

2.19.    

      a. ,
)1(

1
12sin

2
/

xx
x
x

y
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

=             b. ,
111cos2

1

22

2
/

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
=

x
xtg

x
xx

xy    

     c. ,
)1(2)1(

1/

xxx
y

−+
=      d.  

5ln.3ln.2ln)(loglog.log
1

535

/

xxx
y = . 

2.20.  a.  )1ln2(1/ 2

+= + xxy x ,  

   b. ,sinlnsin
sin
cos)(sin

2
cos/

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= xx

nx
xxy x   

   c.  
5 2

422
/

)3(

2)1(.
)3)(2(20

36130257

−

−+
−−
+−

=
x

xx
xx
xxy , 
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             d.  .
1

ln
1

1
1

/ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

x
x

xx
xy

x

 

             e. .)1ln(cos
1

sin2)1( 2
2

sin2/
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++

+
+= xx

x
xxxy x                                                   .           

.            f. 3
22

2

4

24
/ .

)1(
)1(

)1(3
16

−
+

−
++

=
x

xx
xx

xxy  

2.21.     

    a.   .ln1
2

/

x
xyy −

=           

    b.    )ln122(ln/ x
x

yy −−+=         

    c.    ).1(lnln1 1/ −= + xxx
e

y x
x    

    d.    ).sinlncosln(cot
cosln
1

2
/ xtgxxgx

x
y +=    

2.22. a.   .
sin 2 x

dxdy −=       b.   ,)()(3)1( 32 xxxf Δ+Δ+Δ=Δ  xdf Δ=)1( . 

  e.   .3466,0)1( =dy  

2.23. a.   [ ] ,2ln2)1(2)( nxnxny −−+=         b.   ,
)(

)!1()1( 1)(
n

n
nn

bax
any

+
−

−= −       

c.   ,
)(

))((!
1

1
)(

+

−

+
−−

= n

n
n

dcx
cbcadny           d.   

1
( )

2 1

( 1) (2 3)!!.
2

n
n

n n

ny
x

−

−

− −
=    

2.24. 

a. .cos40sin)379( 2)20( xxxxy −−=       

          b.   ∑
=

+
−=

10

0
110

)10( !)1(
n

n
nnx

x
nCey  . 

          c.   ∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

n

k

k
n

xn kxCey
0

)(

2
sin π

. 

         d. .
2

)(cos)(
2

)(cos)(
2
1)(

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−−=

ππ nxbabanxbabay nnn  
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2.25. a.   0,    b.   ∞ ,    c.   1,    d.   ,∞     e. ,
2
1

    f.   .
2

2π
 

2.26. a.   ,
2
1

    b.   0,    c.   0,    d.   ,
2

qp −
    e.   ,

12
1

   f.   –1. 

2.27. a.   1,       b.   1     c.  3e ,   d.   3
1

e ,           e. e  ,        f.   
)ln(ln

2
1 22 ba

e
−

.   

2.28. a.  Tăng ),0[ +∞  không có cực trị. 

     b.  Tăng ⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛

e
1,0 , giảm ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ +∞,1
e

, xCĐ 
e
1

=  . 

     c.  Giảm  ( ],1;−∞−   tăng  [ )+∞;1 .   

     d.   Giảm  ( ) ( ),1;0,0;∞−   tăng [ )+∞;1 ,   1=CTx . 

     e.   Giảm  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ aa;
4
3

,  tăng  ,
4
3;0 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ a    .

4
3

D axC =  

2.29.     a.   min ),0;0(     max .
7
4

7
6;

49
22 33 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

         b.   min ),0;0(     max ).1;1(−  

         c.   min ),4;0( 3    min ),4;2( 3          max ).2;1(  

         d.   min ,1;1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

e
     max .1;1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

e
 

         e.   max ).1;1(  

         f.   min ,
5

cos5;
5
112 ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±

ππk     min[ ],1;)12(6 π+k  

              max ),5;12( πk       max .
5

2cos5;
5
212 ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±

ππk    

 

2.30.  a.  ,
3
1

=m   .1=M    b.  .)( 2bam +=   c.  .1=M   d.   ,0=m   .
4
π

=M  
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HƯỚNG DẪN VÀ ĐÁP ÁN BÀI TẬP CHƯƠNG III  

3.11. 

  a. { 0,0),,( >> yxyx hoặc }0,0 << yx  
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HƯỚNG DẪN VÀ ĐÁP ÁN BÀI TẬP CHƯƠNG IV 
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HƯỚNG DẪN VÀ ĐÁP ÁN BÀI TẬP CHƯƠNG V 
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