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Lêi nãi ®ÇuGi¶i tÝ
h hµm mét biÕn sè lµ mét m«n hä
 ®ang gi÷ mét vÞ trÝ quan trängtrong 
¸
 lÜnh vù
 øng d�ng vµ trong hÖ thèng 
¸
 m«n hä
 
ña Hä
 viÖn C«ngnghÖ B­u 
hÝnh ViÔn th«ng. C¸
 kiÕn thø
 vµ ph­¬ng ph¸p 
ña gi¶i tÝ
h hµmmét biÕn sè ®· hç trî hiÖu qu¶ 
¸
 kiÕn thø
 nÒn t¶ng 
ho 
¸
 m«n hä
 gi¶i tÝ
hhµm nhiÒu biÕn, vËt lý, x¸
 suÊt thèng kª, to¸n kü thuËt, to¸n rêi r¹
 vµ 
¸
 m«n
huyªn ngµnh kh¸
.Bµi gi¶ng "Gi¶i tÝ
h hµm mét biÕn sè" ®­î
 biªn so¹n l¹i theo 
h­¬ng tr×nhqui ®Þnh 
ña Hä
 viÖn 
ho hÖ ®¹i hä
 
huyªn ngµnh §iÖn tö-ViÔn th«ng-C«ngnghÖ th«ng tin víi h×nh thø
 ®µo t¹o theo tÝn 
hØ. Do ®èi t­îng sinh viªn rÊt ®ad¹ng víi tr×nh ®é 
¬ b¶n kh¸
 nhau, 
hóng t«i ®· 
è g¾ng t×m 
¸
h tiÕp 
Ën ®¬ngi¶n vµ hîp lý ®Ó tr×nh bµy néi dung theo ph­¬ng ph¸p dÔ hiÓu h¬n, nh»m gióp
ho sinh viªn n¾m ®­î
 
¸
 kiÕn thø
 
¬ b¶n nhÊt.Gi¸o tr×nh ®­î
 
hia thµnh 4 
h­¬ng. Ch­¬ng 1 dµnh 
ho phÇn sè phø
 vµgiíi h¹n 
ña d·y sè. Ch­¬ng 2 vµ 3 bao gåm 
¸
 néi dung vÒ hµm liªn t�
, ph�ptÝnh vi ph©n vµ ph�p tÝnh vi ph©n 
ña hµm mét biÕn. Ch­¬ng 4 tr×nh bµy vÒ 
huçisè, 
huçi hµm, 
huçi lòy thõa vµ 
huçi Fourier. C¸
 kh¸i niÖm vµ 
«ng thø
 ®­î
tr×nh bµy t­¬ng ®èi ®¬n gi¶n vµ ®­î
 minh häa b»ng nhiÒu vÝ d� víi 
¸
 h×nhvÏ sinh ®éng. C¸
 
høng minh khã ®­î
 l­î
 bít 
ã 
hän lä
 ®Ó gióp 
ho gi¸otr×nh kh«ng qu¸ 
ång kÒnh nh­ng vÉn ®¶m b¶o ®­î
 ®Ó tiÖn 
ho sinh viªn hä
tËp 
huyªn s©u vµ tra 
øu ph�
 v� qu¸ tr×nh hä
 tËp 
¸
 m«n hä
 kh¸
. Cuèi mçi
h­¬ng hä
 ®Òu 
ã 
¸
 bµi tËp ®Ó sinh viªn tù gi¶i nh»m gióp 
¸
 em hiÓu s©u s¾
h¬n vÒ lý thuyÕt vµ rÌn luyÖn kü n¨ng thù
 hµnh.T¸
 gi¶ hy väng r»ng gi¸o tr×nh nµy 
ã Ý
h 
ho 
¸
 em sinh viªn vµ 
¸
 b¹n®ång nghiÖp trong qu¸ tr×nh hä
 tËp vµ gi¶ng d¹y vÒ m«n hä
 gi¶i tÝ
h hµm métbiÕn sè. T¸
 gi¶ 
òng 
¸m ¬n mäi ý kiÕn gãp ý ®Ó gi¸o tr×nh bµi gi¶ng nµy ®­î
hoµn thiÖn h¬n nh»m n©ng 
ao 
hÊt l­îng d¹y vµ hä
 m«n hä
 nµy.2/9/2013, T¸
 gi¶: PGS. TS. Ph¹m Ngä
 Anh7
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Ch­¬ng 1. Sè thù
, sè phø
 vµ giíi h¹n 
ña d·y sè1.1. Sè thù
1.1.1. Më ®ÇuNh¾
 l¹i mét sè tËp hîp quen thué
+ TËp 
¸
 sè tù nhiªn
N = {0, 1, 2, ...}.+ TËp 
¸
 sè nguyªn

Z = {0,±1,±2, ...}.+ TËp 
¸
 sè h÷u tû
Q = {p

q
: p ∈ Z, q ∈ N \ {0}}.Ta 
ã N ⊂ Z ⊂ Q.Trong tËp 
¸
 sè h÷u tû Q 
ã thÓ thù
 hiÖn 
¸
 ph�p to¸n 
éng, trõ, nh©n vµ
hia 
ho sè kh¸
 0. Trong Q 
ßn 
ã quan hÖ thø tù ≤,≥,=. Theo ng«n ng÷ ®¹isè, Q 
ïng víi 
¸
 ph�p to¸n vµ quan hÖ thø tù ®· 
ho lµ mét tr­êng ®­î
 s¾pthø tù.Tuy nhiªn, tõ l©u ng­êi ta ®· thÊy tËp Q 
h­a ®Çy ®ñ. Ch¼ng h¹n, kh«ng 
ãsè h÷u tû nµo biÓu diÔn ®é dµi ®­êng 
h�o 
ña mét h×nh vu«ng 
ã 
¹nh b»ng 1®¬n vÞ, biÓu diÔn sè π lµ tû sè gi÷a ®é dµi 
ña mét ®­êng trßn vµ ®­êng kÝnh 
ñanã. Mét sè h÷u tû x, b»ng 
¸
h viÕt x = p

q
víi p, q ∈ Z, q 6= 0 vµ thù
 hiÖn ph�p
hia p 
ho q, ta 
ã thÓ ®ång nhÊt víi d·y mµ sau ®©y sÏ ®­î
 gäi lµ sè thËp ph©n:

x = x0, x1x2...trong ®ã x0 ∈ Z vµ x1, x2, ... ∈ {0, 1, 2, ..., 9}. Sè thËp ph©n nµy hoÆ
 h÷u h¹n,tø
 lµ tån t¹i sè k sao 
ho xn = 0 ∀n > k hay
x = x0, x1x2...xk,hoÆ
 v« h¹n tuÇn hoµn víi 
hu kú p, tø
 lµ

x = x0, x1x2...xk xk1xk2...xkp
︸ ︷︷ ︸

p

xk1xk2...xkp
︸ ︷︷ ︸

p

... xk1xk2...xkp
︸ ︷︷ ︸

p

.8
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HiÓn nhiªn
x = x0 +

x1

10
+ ...+

xy

10k
,hoÆ


x = x0 +
x1

10
+ ...+

xy

10k
+ xk1xk2...xkp.

1

10k(1− 10−p)
.Ng­î
 l¹i, mäi sè thËp ph©n h÷u h¹n hay v« h¹n tuÇn hoµn ®Òu ®­î
 biÓu diÔnd­íi d¹ng mét sè h÷u tû. Nh­ vËy, ta 
ã thÓ ®ång nhÊt tËp 
¸
 sè h÷u tû Q víitËp 
¸
 sè thËp ph©n h÷u h¹n hay v« h¹n tuÇn hoµn.Mét 
¸
h tæng qu¸t, ta 
oi mäi sè thËp ph©n v« h¹n kh«ng tuÇn hoµn lµ métsè míi vµ gäi lµ sè v« tû. TËp 
¸
 sè h÷u tû vµ v« tû gäi lµ tËp 
¸
 sè thù
, kýhiÖu lµ R. Mçi phÇn tû 
ña R ®­î
 gäi lµ mét sè thù
.Cho sè thù


x = x0, x1x2... víi x0 ∈ Z, x1, x2, ... ∈ {0, 1, 2, ..., 9}.Khi ®ã
x0 ®­î
 gäi lµ phÇn nguyªn 
ña x, ký hiÖu lµ [x],
xn ®­î
 gäi lµ phÇn thËp ph©n thø n 
ña x.NÕu tån t¹i sè nguyªn m sao 
ho

m ≤ x < m+ 1th× m ®­î
 gäi lµ sµn 
ña x, ký hiÖu ⌊x⌋.NÕu tån t¹i sè nguyªn m sao 
ho
m− 1 < x ≤ mth× m ®­î
 gäi lµ trÇn 
ña x, ký hiÖu ⌈x⌉.Gi¶ sö x, y ∈ R

x = x0, x1x2... vµ y = y0, y1y2...Ta viÕt x < y nÕu x0 < y0 hoÆ
 tån t¹i k sao 
ho x0 = y0, ..., xk = yk vµ
xk+1 < yk+1. Hai sè b»ng nhau x = y nÕu xi = yi ∀i = 0, 1, ...1.1.2. C¸
 tÝnh 
hÊt 
ña tËp sè thù
+ TÝnh s¾p thø tù 9

PTIT



Cho hai sè thù
 a, b. Khi ®ã, a vµ b so s¸nh ®­î
 víi nhau, tø
 lµ a ≤ b hoÆ

a > b. ThËt vËy, gi¶ sö a = a0, a1a2..., b = b0, b1b2.... NÕu a 6= b khi ®ã tån t¹i
k ∈ N sao 
ho

a0 = b0, ..., ak = bknh­ng
ak+1 < bk+1 hoÆ
 ak+1 > bk+1.Nh­ vËy a < b hoÆ
 a > b.+ TÝnh trï mËtCho 2 sè thù
 a, b vµ a < b. Tån t¹i sè h÷u tû r ∈ Q sao 
ho a < r < b. ThËtvËy, ta gi¶ sö a = a0, a1a2..., b = b0, b1b2..., tõ a < b suy ra tån t¹i k ∈ N sao
ho
a0 = b0, ..., ak = bk, ak+1 < bk+1.Khi ®ã, ta 
hän sè h÷u tû lµ

r =







a0, a1...akbk+1 nÕu b ∈ Q

1
2(a0, a1...akak+19 + a0, a1...akbk+10) nÕu b /∈ Q,tháa m·n a < r < b.+ TÝnh ®Çy ®ñCho A ⊆ R. Khi ®ã

m ∈ R ®­î
 gäi lµ 
Ën d­íi 
ña A nÕu m ≤ a ∀a ∈ A. NÕu m lµ 
Ën d­íi línnhÊt trong 
¸
 
Ën d­íi 
ña A th× m ®­î
 gäi lµ 
Ën d­íi ®óng 
ña A, ký hiÖu
m = inf A.
M ∈ R ®­î
 gäi lµ 
Ën trªn 
ña A nÕu a ≤ M ∀a ∈ A. NÕu M lµ 
Ën trªn nhánhÊt trong 
¸
 
Ën trªn 
ña A th× m ®­î
 gäi lµ 
Ën trªn ®óng 
ña A, ký hiÖu
M = supA.Theo tÝnh s¾p thø tù 
ña tËp sè thù
, nªn nÕu tån t¹i th× supA, inf A lµ duynhÊt. TÝnh tån t¹i ®­î
 thõa nhËn bëi nguyªn lý ®ñ d­íi ®©y.§Þnh lý 1.1. Mäi tËp 
on kh¸
 rçng 
ña tËp sè thù
 R 
ã Ýt nhÊt mét 
Ën trªn(t­¬ng øng mét 
Ën d­íi) th× tån t¹i duy nhÊt 
Ën trªn ®óng (t­¬ng øng 
Ën d­íi®óng). 10
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Chó ý r»ng tËp 
¸
 sè h÷u tû Q kh«ng 
ã tÝnh ®Çy ®ñ. VÝ d� trong Q 
ã tËp
A = {x : x2 < 2} kh«ng 
ã 
Ën trªn ®óng trong Q.+ C¸
 tËp sè thù
 th«ng d�ng.- §o¹n trªn R

[a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}.- Nöa ®o¹n trªn R

[a, b) = {x ∈ R : a ≤ x < b}, [a,+∞) = {x ∈ R : a ≤ x}.- Nöa kho¶ng trªn R

(a, b] = {x ∈ R : a < x ≤ b}, (−∞, b] = {x ∈ R : x ≤ b}.- Kho¶ng trªn R

(a, b) = {x ∈ R : a < x < b},R = (−∞,+∞).- Cho a ∈ R vµ ǫ > 0, kho¶ng
(a− ǫ, a+ ǫ) = {x ∈ R : |x− a| < ǫ} = Bǫ(a)®­î
 gäi lµ mét l©n 
Ën 
ña ®iÓm a.1.2. Sè phø
1.2.1. Më ®ÇuTËp sè thù
 R ®· rÊt phong phó, xong nÕu ta x�t ph­¬ng tr×nh bË
 2

ax2 + bx+ c = 0,ë ®©y a 6= 0, a, b, c ∈ R víi ∆ := b2 − 4ac < 0, th× ph­¬ng tr×nh sÏ v« nghiÖmtrªn R. §Ó më réng líp nghiÖm 
ña ph­¬ng tr×nh nµy, ta më réng tËp sè thù
thµnh tËp sè phø
 (ký hiÖu: C). Muèn x©y dùng tËp sè phø
, ta quan t©m tíi sè itháa m·n i2 = −1, sè i kh«ng ph¶i lµ sè thù
 vµ ®­î
 gäi lµ ®¬n vÞ ¶o.1.2.2. §Þnh nghÜa vµ 
¸
 ph�p to¸n
• TËp sè phø
 lµ mét tËp hîp x¸
 ®Þnh bëi

C := {z = a+ bi : a, b ∈ IR, i2 = −1}.11
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• Cho sè phø
 z := a+ bi víi a, b ∈ R (
ßn gäi lµ d¹ng 
hÝnh t¾
 
ña z), khi ®ã
a ®­î
 gäi lµ phÇn thù
 
ña z, ký hiÖu t¾t bëi Rez (Real of z).
b ®­î
 gäi lµ phÇn ¶o 
ña z, ký hiÖu t¾t bëi Imz (Image of z).
√
a2 + b2 ®­î
 gäi lµ m«®un (
ßn gäi lµ ®é dµi) 
ña z, ký hiÖu t¾t bëi |z|.Sè phø
 a− bi ®­î
 gäi lµ sè phø
 liªn hîp 
ña sè phø
 z, ký hiÖu t¾t bëi z̄.Sè phø
 −a− bi ®­î
 gäi lµ sè phø
 ®èi 
ña sè phø
 z.

• Cho 2 sè phø
 d­íi d¹ng 
hÝnh t¾
 x = x1 + x2i, y = y1 + y2i. C¸
 ph�p to¸ntrªn tËp sè phø
 C ®­î
 x¸
 ®Þnh bëi 
¸
 quy t¾
 sau:-Quy t¾
 
éng: x+ y = (x1 + y1) + (x2 + y2)i.-Quy t¾
 trõ: x− y = (x1 − y1) + (x2 − y2)i.-Quy t¾
 nh©n: x.y = (x1y1 − x2y2) + (x1y2 + x2y1)i.-Quy t¾
 b»ng nhau:
x = y ⇔







x1 = y1

x2 = y21.2.3. TÝnh 
hÊta) TÝnh 
hÊt kÕt hîp (víi ph�p 
éng): (x+ y) + z = x+ (y + z) ∀x, y, z ∈ C.b) TÝnh 
hÊt kÕt hîp (víi ph�p nh©n): (xy)z = x(yz) ∀x, y, z ∈ C.
) TÝnh 
hÊt giao ho¸n: x+ y = y + x ∀x, y ∈ C.d) TÝnh 
hÊt ph©n phèi 
ña ph�p nh©n víi ph�p 
éng: x(y+z) = xy+xz ∀x, y, z ∈
C.e) x+ y = x̄+ ȳ ∀x, y ∈ C.f) x.y = x̄.ȳ ∀x, y ∈ C.g) x.x̄ = |x|2 ∀x ∈ C.h) (x

y
) = x̄

ȳ
∀x, y ∈ C, y 6= 0.i) |x| ≥ 0 ∀x ∈ C, |x| = 0 ⇔ x = 0.j) |x.y| ≤ |x|.|y| ∀x, y ∈ C.k) |x+ y| ≤ |x|+ |y| ∀x, y ∈ C.Chøng minh BiÓu diÔn 
¸
 sè phø
 d­íi d¹ng 
hÝnh t¾
 vµ dïng ®Þnh nghÜa 1.2.VÝ d� 1.2. Gi¶i vµ biÖn luËn ph­¬ng tr×nh sau trªn tËp 
¸
 sè phø
 C

ax2 + bx+ c = 0 víi a 6= 0.12
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Gi¶iCã ∆ := b2 − 4ac.-NÕu ∆ = 0, th× ph­¬ng tr×nh 
ã nghiÖm k�p x1 = x2 =
−b
2a .-NÕu ∆ > 0, th× ph­¬ng tr×nh 
ã 2 nghiÖm thù
 ph©n biÖt

x1,2 =
−b+

√
∆

2a
.-NÕu ∆ < 0, th× ∆ = −(−∆) = (i

√
−∆)2. Khi ®ã, ph­¬ng tr×nh 
ã 2 nghiÖmphø
 ph©n biÖt

x1,2 =
−b+i

√
−∆

2a
.VÝ d� 1.3. Cho sè phø
 z = a−bi

a+bi
víi a, b ∈ R, b 6= 0. H·y tÝnh Im(z), Re(z), |z|.Gi¶iNh©n 
¶ tö sè vµ mÉu sè víi a− bi, ta 
ã

z =
(a− bi)2

a2 − b2i2

=
a2 − b2 − 2abi

a2 + b2

=
a2 − b2

a2 + b2
+

−2ab

a2 + b2
.iKhi ®ã, Re(z) = a2−b2

a2+b2
, Im(z) = −2ab

a2+b2
vµ |z| = √

Re2(z) + Im2(z) = 1.VÝ d� 1.4. BÊt ®¼ng thø
 Cau
hy1-S
hwarz2Cho 
¸
 sè phø
 a1, a2, ..., an vµ b1, b2, ..., bn. Khi ®ã
|

n∑

i=1

ai.bi|2 ≤
n∑

i=1

|ai|2.
n∑

i=1

|bi|2.Chøng minh§Æt
a =

n∑

i=1

|ai|2, b =
n∑

i=1

|bi|2, c =
n∑

i=1

ai.b̄i.121.8.1789-23.5.1857, nhµ To¸n hä
 ng­êi Ph¸p Augustin Louis Cau
hy sinh ra t¹i Paris 
ã h¬n 800 
«ng tr×nhnghiªn 
øu liªn quan ®Õn tÊt 
¶ 
¸
 lÜnh vù
 To¸n hä
, ®Æ
 biÖt lµ hµm 
hØnh h×nh, ph­¬ng tr×nh vi ph©n, lý thuyÕtnhãm vµ ®¹i sè tuyÕn tÝnh. ¤ng 
òng 
ã nh÷ng 
«ng tr×nh vÒ thiªn v¨n vµ vËt lý, trong ®ã «ng ®Æt 
¬ së to¸n hä
 
holý thuyÕt ®µn håi.225.1.1843-30.11.1921, nhµ To¸n hä
 ng­êi §ø
 Hermann S
hwarz hä
 To¸n vµ Hãa ë Hä
 viÖn 
«ng nghiÖpBerlin, ë ®Êy «ng lµ hä
 trß 
ña Weierstrass. C¸
 
«ng tr×nh 
ña «ng liªn quan ®Õn hµm gi¶i tÝ
h, ¸nh x¹ b¶o gi¸
,ph­¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng, lý thuyÕt thÕ vµ mÆt. 13
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NÕu b = 0 th× b1 = b2 = ... = bn, th× bÊt ®¼ng thø
 lu«n ®óng.NÕu b > 0, th× theo tÝnh 
hÊt 1.3.e) vµ g), ta 
ã
0 ≤

n∑

i=1

|b.ai − c.bi|2 =
n∑

i=1

(b.ai − c.bi)(b.ai − c.bi)

=
n∑

i=1

(b.ai − c.bi)(b.āi − c.b̄i)

= b2
n∑

i=1

|ai|2 − bc
n∑

i=1

ai.b̄i − bc
n∑

i=1

āi.bi + |c|2
n∑

i=1

|bi|2

= b2.a− b|c|2

= b(ab− |c|2).V× b > 0, nªn a.b− |c|2 ≥ 0. 21.2.4. BiÓu diÔn h×nh hä
 
ña sè phø
Cho mÆt ph¼ng täa ®é Des
artes vu«ng gã
 (Oxy). X�t mét ¸nh x¹
f : C → (Oxy)

z = a+ bi 7→ f(z) = M(a; b) ∈ (Oxy)Ánh x¹ f lµ mét sù t­¬ng øng 1 − 1 (
ßn gäi lµ mét song ¸nh) gi÷a tËp sè phø

C vµ tËp 
¸
 ®iÓm trªn mÆt ph¼ng täa ®é (Oxy). Khi ®ã, mÆt ph¼ng (Oxy) 
ßn®­î
 gäi lµ mÆt ph¼ng phø
.

|z|b
a
M

O x
y

ϕH×nh 1: BiÓu diÔn h×nh hä
 
ña z = a + bi

14
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VÝ d� 1.5. Cho z ∈ C tháa m·n z2

z+i
∈ iR. H·y biÓu diÔn h×nh hä
 
ña z trªn mÆtph¼ng phø
 (Oxy).Gi¶iGi¶ sö z = x + yi, khi ®ã

z2

z + i
=

z2(z̄ − i)

|z + i|2 =
1

|z + i|2 .(x+ yi)2(x− yi− i)Gi¶ thiÕt 
ho z2

z+i
∈ iR, ®iÒu ®ã 
ã nghÜa r»ng Re

(
z2

z+i

)

= 0 hay
Re

(

(x+yi)2(x−yi−i)
)

= 0 ↔ x(x2−y2+2xy(y+1) = 0 ↔ x(x2+y2+2y) = 0.Hay x = 0 hoÆ
 x2+ (y+1)2 = 1. Khi ®ã, ®iÓm M(x, y) n»m trªn tr�
 Oy hoÆ
n»m trªn ®­êng trßn t©m I(0,−1) b¸n kÝnh R = 1. 2Dùa vµo biÓu diÔn h×nh hä
 
ña z, ta 
ã OM =
√
a2 + b2 = |z| vµ







x = |z|. cosϕ

y = |z|. sinϕ.Do vËy, sè phø
 z 
ã thÓ ®­î
 viÕt l¹i r»ng
z = |z|.(cosϕ+ i sinϕ),

ϕ gäi lµ A
gumen 
ña z vµ ®­î
 ký hiÖu bëi Arg(z). Nh­ vËy víi mäi z ∈ C

z = |z|.[cosArg(z) + i sinArg(z)]biÓu thø
 nµy ®­î
 gäi lµ d¹ng l­îng gi¸
 
ña z.
Arg(z) 
ã mét vµi tÝnh 
hÊt sau:1) NÕu ϕ lµ mét A
gumen 
ña sè phø
 z, th× ϕ+ k2π (k ∈ Z) 
òng lµ A
gumen
ña z. Nh­ vËy Arg(z) 
ã thÓ sai kh¸
 sè lÇn 2π.2) Arg(z̄) = −Arg(z) ∀z ∈ C.Chøng minh Gi¶ sö z = |z|.(cosϕ+ i sinϕ), theo ®Þnh nghÜa 
ña z̄ ta 
ã

z̄ = |z|.(cosϕ− i sinϕ) = |z|.[cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)].15
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Do vËy Arg(z̄) = −ϕ = −Arg(z). 23) Arg(z1.z2) = Arg(z1) + Arg(z2) ∀z1, z2 ∈ C.Dïng quy n¹p to¸n hä
, ta 
ã tæng qu¸t nh­ sau:
Arg(zn) = n.Arg(z) ∀z ∈ C.Chøng minh Gi¶ sö z1 = |z1|.(cosϕ1+ i sinϕ1), z2 = |z2|.(cosϕ2+ i sinϕ2). Khi®ã

z1.z2 = |z1|.|z2|.(cosϕ1 + i sinϕ1).(cosϕ2 + i sinϕ2)

= |z1|.|z2|.[cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2 + i(sinϕ1 cosϕ2 + cosϕ1 sinϕ2)]

= |z1|.|z2|.[cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)],ta 
ã Arg(z1 + z2) = ϕ1 + ϕ2. 2B»ng 
¸
h 
høng minh t­¬ng tù nh­ tÝnh 
hÊt 3), ta 
ã 
¸
 tÝnh 
hÊt sau:4) Arg(1
z̄
) = −Arg(z) ∀z ∈ C.5) Arg(z1

z2
) = Arg(z1)− Arg(z2) ∀z1, z2 ∈ C.6) |z1 + z2| ≤ |z1| + |z2| ∀z1, z2 ∈ C. DÊu '=' x¶y ra khi vµ 
hØ khi Arg(z1) =

Arg(z2).VÝ d� 1.6. Cho a, b, c ∈ C sao 
ho |a| = |b| = |c| = 1, a 6= c, b 6= c. Chøng minhr»ng:
Arg

c− b

c− a
=

1

2
Arg

b

a
. (1.1)Gi¶iTõ tÝnh 
hÊt 5), ta 
ã

(1.1) ⇔ Arg
c− b

c− a
− 1

2
Arg

b

a
= 0 ⇔ Arg[(

c− b

c− a
)2.

a

b
] = 0.Tõ nhËn x�t Arg(z) = 0 ↔ z ∈ R ↔ z̄ = z, ta ®Æt z = ( c−b

c−a
)2.a

b

z̄ = (
c− b

c− a
)2.

a

b
= (

c− b

c− a
)2.

ā

b̄
=

( 1
c
− 1

b
1
c
− 1

a

)2 1
a
1
b

=
( b− c

a− c

a

b

)2 b

a
=

( c− b

c− a

)2a

b
= z.

21.2.5. C«ng thø
 Moivre 16
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Cho sè phø
 z ®­î
 biÓu diÔn d­íi d¹ng l­îng gi¸
 z = |z|(cosϕ + i sinϕ), ta
ã 
«ng thø
 Moivre3
zn = |z|n(cosnϕ + i sinnϕ) ∀n ∈ N∗, z ∈ C. (1.2)Chøng minh-Víi n = 1, (1.2) lu«n ®óng.-Gi¶ sö (1.2) ®óng víi n = k, zk = |z|k(cos kϕ+ i sin kϕ). Khi ®ã,

zk+1 = zk.z = |z|k(cos kϕ+ i sinkϕ).|z|(cosϕ+ i sinϕ) = |z|k+1[cos kϕ cosϕ−
sin kϕ sinϕ+i(sin kϕ cosϕ+cos kϕ sinϕ)] = |z|k+1[cos(k+1)ϕ+i sin(k+1)ϕ].§iÒu nµy 
ã nghÜa r»ng (1.2) ®óng víi n = k + 1. Theo quy n¹p To¸n hä
, (1.2)®­î
 
høng minh. 2VÝ d� 1.7. H·y biÓu diÔn sin 10x vµ cos 10x theo 
¸
 hµm sinx, cosx.Gi¶iÁp d�ng 
«ng thø
 Moivre víi n = 10, |z| = 1, ta ®¹t ®­î


(cosx+ i sinx)10 = cos 10x+ i sin 10x. (1.3)MÆt kh¸
, theo 
«ng thø
 khai triÓn Newton
(a+ b)n =

n∑

k=0

Ck
na

n−kbk,ta 
ã
(cosx+ i sinx)10 =C0

10 cos
10 x+ iC1

10 cos
9 x sinx+ ...+ i10C10

10 sin
10 x.

=
(

C0
10 cos

10 x− C2
10 cos

8 x sin2 x+ ...− C10
10 sin

10 x
)

+ i
(

C1
10 cos

9 x sinx− ...+ C9
10 cosx sin

9 x
)

. (1.4)KÕt hîp (1.3), (1.4) víi nhËn x�t i2n = (−1)n, ta nhËn ®­î

sin 10x = C0

10 cos
10 x− C2

10 cos
8 x sin2 x+ ...− C10

10 sin
10 x3Abraham Moivre lµ mét nhµ To¸n hä
 ng­êi Anh, sinh ngµy 26.5.1667 t¹i Ph¸p. C¸
 
«ng tr×nh nghiªn 
øu 
ña«ng 
hñ yÕu liªn quan ®Õn lý thuyÕt x¸
 suÊt. ¤ng ®­î
 
ã thÓ d­î
 xem nh­ lµ ng­êi ®i tiªn phong trong lÜnh vù
To¸n hä
 tµi 
hÝnh vµ To¸n hä
 øng d�ng vµo nghiªn 
øu d©n sè. ¤ng mÊt ngµy 27.11.1754.17
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vµ
cos 10x = C1

10 cos
9 x sinx− C3

10 cos
7 x sin3 x+ ...+ C9

10 cosx sin
9 x.

21.2.6. C¨n bË
 n 
ña mét sè phø
Cho sè phø
 z biÓu diÔn d­íi d¹ng l­îng gi¸
 z = |z|(cosϕ + i sinϕ). C¨n bË

n 
ña z ®­î
 x¸
 ®Þnh bëi 
«ng thø


n
√
z = n

√

|z|
(

cos
ϕ + k2π

n
+ i sin

ϕ+ k2π

n

) víi k = 0, 1, 2, ..., n− 1, (1.5)trong ®ã n
√

|z| ∈ R+ := {x ∈ R : x ≥ 0}.Chøng minhGi¶ sö z0 = n
√
z = |z0|(cosϕ0 + i sinϕ0), tõ zn0 = z suy ra
|z|(cosϕ+ i sinϕ) = [|z0|(cosϕ0 + i sinϕ0)]

n.Theo 
«ng thø
 Moivre,
|z|(cosϕ+ i sinϕ) = |z0|n(cosnϕ0 + i sinnϕ0).Do ®ã







|z| = |z0|n

cosϕ = cosnϕ0

sinϕ = sinnϕ0

⇔







|z0| = n
√

|z|

ϕ0 =
ϕ+k2π

n
, k = 0, 1, .., n− 1.VÝ d� 1.8. Dïng 
«ng thø
 (1.5), tÝnh 
¨n bË
 3 
ña −1 trªn C.Gi¶iTõ −1 = cosπ + i sinπ ta 
ã 
¸
 
¨n bË
 3 
ña −1 lµ

zk = cos
π + k2π

3
+ i sin

π + k2π

3
víi k = 0, 1, 2.VËy 
ã ba 
¨n bË
 3 kh¸
 nhau 
ña −1 lµ

k = 0 ⇒ z0 = cos
π

3
+ i sin

π

3
=

√
3

2
+

1

2
i,

k = 1 ⇒ z1 = cos
3π

3
+ i sin

3π

3
= −1,

k = 2 ⇒ z2 = cos
4π

3
+ i sin

4π

3
= −

√
3

2
− 1

2
i.18
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21.2.7. C«ng thø
 Euler4 (¥le)
eαi = cosα+ i sinα ∀α ∈ R.VÝ d� 1.9. TÝnh tæng

An =
n∑

k=1

cos(a+ kb), Bn =
n∑

k=1

sin(a+ kb) víi a, b ∈ R, b /∈ 2πZ.Gi¶iDïng 
«ng thø
 Euler, ta 
ã
An + iBn =

n∑

k=1

[cos(a+ kb) + i sin(a+ kb)] =
n∑

k=1

ei(a+kb) = eai
n∑

k=1

(eib)k.Tõ gi¶ thiÕt b /∈ 2πZ, nªn tæng 
¸
 sè h¹ng 
ña mét 
Êp sè nh©n ®­î
 x¸
 ®Þnhbëi
n∑

k=1

(eib)k = eib

(

eib
)n

− 1

eib − 1
.Do ®ã, theo 
«ng thø
 Euler vµ Moivre, ta 
ã

An+iBn = ei(a+b)

(

eib
)n

− 1

eib − 1
=

(cos(a+ b) + i sin(a+ b))[(cos b+ i sin b)n − 1]

cos b+ i sin b− 1

= cos(a+ b+
nb

2
).
sin nb

2

sin b
2

+ i sin(a+ b+
nb

2
).
sin nb

2

sin b
2

.V× vËy,
An = cos(a+ b+

nb

2
).
sin nb

2

sin b
2

, Bn = sin(a+ b+
nb

2
).
sin nb

2

sin b
2

.NhËn x�t. Gi¶ thiÕt 
ho b /∈ 2πZ nªn sin b
2 6= 0. Bµi to¸n trªn 
ßn 
ã thÓ gi¶i b»ng
¸
h nh©n An hoÆ
 Bn víi sin b

2 , sau ®ã ph©n tÝ
h "tÝ
h→ tæng".VÝ d� 1.10. T×m ¸nh x¹ f : C → C tháa m·n
f(z) + zf(−z) = 1 + z víi mäi z ∈ C. (1.6)4Nhµ To¸n hä
 Th�y SÜ Leonhard Euler sinh ngµy 15.4.1707 vµ mÊt ngµy 18.9.1783, «ng nghiªn 
øu ®Õn tÊt 
¸

¸
 lÜnh vù
 
ña To¸n hä
. ¤ng lµm 
ho gi¶i tÝ
h bay bæng nhê nh÷ng 
«ng 
� míi 
ña ph�p tÝnh vi ph©n vµ tÝ
hph©n, «ng ph¸t triÓn h×nh hä
 vi ph©n vµ 
ã nh÷ng 
«ng tr×nh hµng ®Çu vÒ lý thuyÕt sè. ¤ng lµ ng­êi s¸ng lËp ra lýthuyÕt liªn ph©n sè, 
«ng tr×nh ®­î
 
«ng bè vµo n¨m 1737.19
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Gi¶iThay z bëi −z vµo (1.6), ta 
ã
f(−z)− zf(z) = 1− z. (1.7)Khö f(−z) tõ (1.7) vµo (1.6), ta nhËn ®­î

(1 + z2)f(z) = 1 + z2.-NÕu z = i, th× thay z = i vµo ph­¬ng tr×nh tr×nh (1.6), ta thÊy ®óng víi mäi

f(z). Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, ta ®Æt f(i) = α+ iβ víi α, β ∈ R.-NÕu z = −i, th× thay z = −i vµo (1.6), ta nhËn ®­î

f(i)+ if(−i) = 1+ i ⇔ if(−i) = 1+ i−α− βi ⇔ f(−i) = 1− β + (α− 1)i.-NÕu z 6= +i, th× f(z) = 1.Nh­ vËy, hµm f(z) 
Çn t×m 
ã d¹ng

f(z) =







1 nÕu z 6= +i,

α+ iβ nÕu z = i,

1− β + (α− 1)i nÕu z = −i.VÝ d� 1.11. Chøng minh r»ng: Víi mäi sè phø
 z 6= 1, |z| = 1 ®Òu tån t¹i x ∈ Rsao 
ho z ®­î
 biÓu diÔn d­íi d¹ng
z =

x + i

x− i
.Gi¶iDùa vµo b¶ng biÕn thiªn d­íi ®©y vµ

yy' + -- 1 00-10 0 1-1 +∞−∞x
H×nh 2: Hµm sè y = 2x

1+x
2

(x2 − 1

x2 + 1

)2

+
( 2x

x2 + 1

)2

= 1,20
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ta 
ã z = a+ bi víi gi¶ thiÕt 
ho a2 + b2 = 1, lu«n tån t¹i x ∈ R sao 
ho






a = x2−1
x2+1,

b = 2x
x2+1.Do vËy,

z =
x2 − 1

x2 + 1
+ i

2x

x2 + 1
=

(x+ i)2

x2 − i2
=

x+ i

x− i
.

2VÝ d� 1.12. Cho z ∈ C tháa m·n
z +

1

z
= 2 cosϕ.Chøng minh r»ng:

zn +
1

zn
= 2 cosnϕ. (1.8)Chøng minhTa 
ã z + 1

z
= 2 cosϕ ⇔ z2 − 2z cosϕ+ 1 = 0 ⇔ z = cosϕ+i sinϕ.Tr­êng hîp 1. z = cosϕ + i sinϕ ⇒ |z| = 1 ⇒ zz̄ = 1 ⇒ 1

z
= z̄ = cosϕ −

i sinϕ ⇒ 1
zn

= (z̄)n = cosnϕ − i sinnϕ. MÆt kh¸
 zn = cosnϕ + i sinnϕ. DovËy, (1.8) ®óng.Tr­êng hîp 2. z = cosϕ− i sinϕ, t­¬ng tù nh­ tr­êng hîp 1. 2VÝ d� 1.13. Chøng minh r»ng:
(1 + i tanα

1− i tanα

)n

=
1 + i tannα

1− i tannα
∀n ∈ N∗, nα− π

2
/∈ πZ.Gi¶iTõ gi¶ thiÕt nα− π

2 /∈ πZ suy ra cosnα 6= 0. Khi ®ã, theo 
«ng thø
 Moivre,
(1 + i tanα

1− i tanα

)n

=
(cosα + i sinα

cosα− i sinα

)n

=
cosnα + i sinnα

cosnα− i sinnα
=

1 + i tannα

1− i tannα
.

2VÝ d� 1.14. Gi¶i ph­¬ng tr×nh Èn z ∈ C, biÕt ph­¬ng tr×nh 
ã mét nghiÖm d­íid¹ng ix víi x ∈ R (
ßn ®­î
 gäi lµ nghiÖm thuÇn ¶o).
z3 + (1− 2i)z2 + (1− i)z − 2i = 0.21
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Gi¶iDo ix lµ nghiÖm, nªn thay ix vµo ph­¬ng tr×nh, ta nhËn ®­î

−ix3− (1− 2i)x2+(1− i)ix− 2i = 0 ⇔ (−x2+x)+ (−x3+2x2+x− 2)i = 0

⇔







−x2 + x = 0,

−x3 + 2x2 + x− 2 = 0.
⇔ x = 1.Nh­ vËy, z = i lµ nghiÖm. Ph©n tÝ
h thµnh nh©n tö, ph­¬ng tr×nh ®­î
 viÕt d­íid¹ng

(z − i)
(

z2 + (1− i)z + 2
)

= 0.NghiÖm 
ña ph­¬ng tr×nh lµ:






z1 = i,

z2 =
1
2

(

(−1−
√√

17− 4) + (1 +
√√

17 + 4)i
)

,

z3 =
1
2

(

(−1−
√√

17− 4) + (1−
√√

17 + 4)i
)

,1.3. D·y sè thù
1.3.1. C¸
 kh¸i niÖm 
¬ b¶n-Mét ¸nh x¹
f : N → K

n 7→ f(n) = xn,khi K = R, ta sÏ nhËn ®­î
 mét d·y sè thù
, gäi t¾t lµ d·y sè, th­êng ®­î
 kýhiÖu bëi (xn)
∞
n=1 hay (xn) hay (xn)n≥0. Trong tr­êng hîp K = C, (xn) ®­î
 gäilµ d·y sè phø
. Khi ®ã, xn ®­î
 gäi lµ sè h¹ng tæng qu¸t thø n 
ña d·y sè (xn).VÝ d�: D·y sè ( 1

n
) : 1

1,
1
2, ...,

1
n
, ...D·y sè (

(1 + 1
n
)n
)

: 1 + 1
n
, 1 + 1

2, ...-D·y sè (xn) gäi lµ bÞ 
hÆn d­íi, nÕu tån t¹i m ∈ R sao 
ho m ≤ xn ∀n.-D·y sè (xn) gäi lµ bÞ 
hÆn trªn, nÕu tån t¹i M ∈ R sao 
ho xn ≤ M ∀n.-D·y sè (xn) gäi lµ bÞ 
hÆn, nÕu d·y (xn) bÞ 
hÆn trªn vµ bÞ 
hÆn d­íi.-Ta nãi d·y sè (xn) tiÕn tíi −∞, ký hiÖu lim
n→∞

xn = −∞ khi vµ 
hØ khi
∀M < 0 (nhá tïy ý), ∃n0 ∈ N sao 
ho ∀n ≥ n0 ⇒ xn ≤ M.22

PTIT



-Ta nãi d·y sè (xn) tiÕn tíi +∞, ký hiÖu lim
n→∞

xn = +∞ khi vµ 
hØ khi
∀M > 0 (lín tïy ý), ∃n0 ∈ N sao 
ho ∀n ≥ n0 ⇒ xn ≥ M.-Sè A ®­î
 gäi lµ giíi h¹n 
ña d·y sè (xn) khi n dÇn ra v« 
ïng, hay ta 
ßn nãid·y sè (xn) héi t� ®Õn A, ký hiÖu lim

n→∞
xn = A khi vµ 
hØ khi:

∀ǫ > 0, ∃n0 ∈ N sao 
ho n ≥ n0 ⇒ |xn −A| < ǫ.VÝ d� 1.15. Dïng ®Þnh nghÜa, 
høng minh r»ng lim
n→∞

a
n
= 0.Chøng minh -NÕu a = 0, th× kÕt luËn trªn ®óng.-NÕu a 6= 0, ta ®Æt xn = a

n
, ∀ǫ > 0 vµ x�t

|xn − 0| = |a|
n

< ǫ ⇔ n >
|a|
ǫ

⇒ 
hän n0 = [
|a|
ǫ
] + 1.Thö l¹i ®Þnh nghÜa:

∀ǫ > 0 ∃n0 = [
|a|
ǫ
] + 1, khi ®ã n > n0 ⇒ |xn − 0| = |a|

n
<

|a|
n0

<
|a|
|a|
ǫ

= ǫ.

21.3.2. TÝnh 
hÊt1) TÝnh duy nhÊt§Þnh lý 1.16. NÕu d·y sè (xn) héi t� ®Õn A, th× A lµ duy nhÊt.Chøng minh Gi¶ sö (xn) héi t� ®Õn A1 vµ héi t� ®Õn A2 vµ A1 6= A2. §Æt
ǫ = 1

2 |A1 − A2| > 0.V× (xn) héi t� ®Õn A1, theo ®Þnh nghÜa, tån t¹i sè n1 ∈ N sao 
ho |xn − A1| <
ǫ ∀n ≥ n1.T­¬ng tù, (xn) héi t� ®Õn A2, theo ®Þnh nghÜa, tån t¹i sè n2 ∈ N sao 
ho |xn −
A2| < ǫ ∀n ≥ n2.§Æt n0 = max{n1, n2}, ta 
ã







|xn − A1| < ǫ

|xn − A1| < ǫ
∀n ≥ n0,23
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suy ra |A1−A2| = |A1−xn+xn−A2| ≤ |xn−A1|+|xn−A2| < 2ǫ = 2.12|A1−A2|,m©u thuÉn. 22) TÝnh bÞ 
hÆn§Þnh lý 1.17. + NÕu lim
n→∞

xn = A 6= ∞, th× (xn) bÞ 
hÆn.+ NÕu lim
n→∞

xn = +∞, th× (xn) bÞ 
hÆn d­íi.+ NÕu lim
n→∞

xn = −∞, th× (xn) bÞ 
hÆn trªn.Chøng minh + Gi¶ sö lim
n→∞

xn = A 6= ∞, theo ®Þnh nghÜa,
∀ǫ > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0 ⇒ |xn −A| < ǫ.Khi ®ã, |xn| = |xn − A+ A| ≤ |xn − A|+ |A| < ǫ+ |A| ∀n ≥ n0.§Æt
m = min{x0, x1, ..., xn0−1,−(ǫ+ |A|)},

M = max{x0, x1, ..., xn0−1, ǫ+ |A|},suy ra m ≤ xn ≤ M ∀n ∈ N.+ Gi¶ sö lim
n→∞

xn = +∞, theo ®Þnh nghÜa,
∀M > 0, ∃n0 ∈ N sao 
ho ∀n ≥ n0 ⇒ xn ≥ M.§Æt m = min{x0, x1, ..., xn0−1,M}, ta 
ã xn ≥ m ∀n ∈ N. 23) TÝnh thø tù§Þnh lý 1.18. Cho lim

n→∞
xn = A vµ lim

n→∞
yn = B.a) NÕu a ∈ R, A < a, th× ∃n0 sao 
ho xn < a ∀n ≥ n0.b) NÕu a ∈ R, A > a, th× ∃n0 sao 
ho xn > a ∀n ≥ n0.
) NÕu a, b ∈ R, A ∈ (a, b), th× ∃n0 sao 
ho xn ∈ (a, b) ∀n ≥ n0.d) NÕu tån t¹i n1 sao 
ho xn ≤ yn ∀n ≥ n1, th× A ≤ B.Chøng minh a) Gi¶ sö a ∈ R, A = lim

n→∞
< a. §Æt ǫ = a−A > 0, theo ®Þnh nghÜa,

∀ǫ > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0 ⇒ |xn −A| < ǫ,suy ra xn < A+ ǫ = a.b) vµ 
) NÕu A = lim
n→∞

xn < a hoÆ
 A = lim
n→∞

xn ∈ (a, b) t­¬ng tù nh­ 
høng24
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minh trªn.d) Dïng ph¶n 
høng, gi¶ sö A > B. §Æt ǫ = A−B
2 , theo ®Þnh nghÜa, tån t¹i n2, n3sao 
ho 





|xn − A| < ǫ ∀n ≥ n2,

|yn −B| < ǫ ∀n ≥ n3.§Æt n0 = max{n1, n2, n3}, ta 
ã






an ≤ bn,

|xn −A| < ǫ,

|yn − B| < ǫ,

∀n ≥ n0 ⇒







yn < B + ǫ = A+B
2

A− ǫ = A+B
2 < xn

⇒ yn < xn m©u thuÉn.
2VÝ d� 1.19. Cho a > 1 vµ α ∈ N∗ 
è ®Þnh. Chøng minh r»ng

lim
n→∞

an

nα
= +∞.Chøng minh Tõ lim

n→∞
an

nα = lim
n→∞

(
α
√
a
n

n

)α, ta ®Æt α
√
a = 1 + h. Do a > 1, nªn

h > 0. Khi ®ã, theo khai triÓn Newton, ta 
ã
α
√
a
n
= (1 + h)n =

n∑

k=0

Ck
nh

k ≥ 1 + nh+
n(n+ 1)

2
h2 ≥ n(n+ 1)

2
h2.VËy, α

√
a
n

n
≥ n+1

2
h2 ⇒ lim

n→∞

α
√
a
n

n
= +∞. 2§Þnh lý 1.20. (§Þnh lý kÑp) NÕu tån t¹i n0 ∈ N sao 
ho xn ≤ yn ≤ zn ∀n ≥ n0vµ

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

zn = A,th× lim
n→∞

yn = A.Chøng minh Gi¶ sö ǫ > 0 vµ lim
n→∞

xn = lim
n→∞

zn = A, theo ®Þnh nghÜa, tån t¹i
n1, n2 sao 
ho







|xn − A| < ǫ ∀n ≥ n1,

|zn − A| < ǫ ∀n ≥ n2.25
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§Æt n0 = max{n1, n2}, ta 
ã
∀n ≥ n0 ⇒







|xn − A| < ǫ ∀n ≥ n1,

|zn −A| < ǫ ∀n ≥ n2,

xn ≤ yn ≤ zn

⇒ −ǫ ≤ xn −A ≤ yn − A ≤ zn −A < ǫ ⇒ |yn −A| < ǫ.Theo ®Þnh nghÜa, lim
n→∞

yn = A. 2Chó ý r»ng: Ta 
ã thÓ 
høng minh ®Þnh lý kÑp b»ng 
¸
h dïng tÝnh 
hÊt thø tùd).VÝ d� 1.21. Cho a 
è ®Þnh. Chøng minh r»ng
lim
n→∞

an

n!
= 0.Chøng minh §Æt n0 = [a] + 1, tõ n > n0 ∀n ≥ n0 vµ n0 
è ®Þnh suy ra

0 ≤ |a
n

n!
| =

( |a|
1
.
|a|
2
...
|a|
n0

)

.
( |a|
n0 + 1

.
|a|

n0 + 2
...
|a|
n

)

≤
(|a|
1
.
|a|
2
...
|a|
n0

)|a|
n

→ 0 khi n → ∞.Theo ®Þnh lý kÑp, ta 
ã kÕt luËn ®óng.VÝ d� 1.22. Chøng minh r»ng
lim
n→∞

n
√
n = 1Chøng minh Tõ n → ∞, suy ra n > 1, ¸p d�ng 
«ng thø
 khai triÓn Newton5

n = ( n
√
n)n = (1 + n

√
n− 1)n =

n∑

k=0

Ck
n(

n
√
n− 1)k

≥ 1 + C2
n(

n
√
n− 1)2 = 1 +

n(n− 1)

2
( n
√
n− 1)2,525.12.1642-31.3.1727, Issa
 Newton lµ mét nhµ To¸n hä
, C¬ hä
, Thiªn v¨n hä
 vµ VËt lý hä
 ng­êi Anh. Cïngvíi Leibniz, «ng ®­î
 xem lµ ng­êi s¸ng lËp ra ph�p tÝnh vi ph©n, 
¸
 
«ng tr×nh 
ña Newton vÒ VËt lý lµ 
¬ b¶n.¤ng ph¸t minh ra b¶n 
hÊt 
ña ¸nh s¸ng tr¾ng. ¤ng thiÕt lËp luËt v¹n vËt hÊp dÉn. LuËt nµy trë thµnh 
ë së 
ña VËtlý hä
 
ho tíi n¨m 1905, n¨m mµ Einstein 
«ng bè lý thuyÕt t­¬ng ®èi hÑp.26
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suy ra 0 ≤ n
√
n− 1 ≤

√
2
n
. Theo ®Þnh lý kÑp, ta 
ã

lim
n→∞

n
√
n = 1.

2VÝ d� 1.23. Chøng minh r»ng
lim
n→∞

qn =







0 nÕu |q| < 1,

1 nÕu q = 1,

+∞ nÕu q > 1.Chøng minh -NÕu q > 1, ®Æt q = 1 + h ⇒ h > 0. Theo khai triÓn Newton,
qn = (1 + h)n =

n∑

k=0

Ck
nh

k ≥ 1 + nh,ta 
ã lim
n→∞

qn = +∞.-NÕu |q| < 1 vµ q 6= 0 ⇒ 1
|q| > 1 ⇒ lim

n→∞

(
1
|q|

)n

= +∞ (theo 
høng minh trªn)
⇒ lim

n→∞
qn = 0.-NÕu q = 0, th× lim

n→∞
qn = 0.-NÕu q = 1, th× lim

n→∞
qn = 1. 2VÝ d� 1.24. Cho q > −1, t×m giíi h¹n

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(1 + q + ...+ qn).Gi¶i -NÕu q = 1, th× xn = n+ 1 ⇒ lim
n→∞

xn = +∞.-NÕu q 6= 1, th× xn = 1+ q+ ...+ qn) lµ tæng 
ña n+1 sè h¹ng 
ña 
Êp sè nh©n.Do vËy, xn = qn+1−1
q−1 . Theo VÝ d� 1.23, ta 
ã
lim
n→∞

xn = lim
n→∞

qn+1 − 1

q − 1
=







1
1−q

nÕu |q| < 1,

+∞ nÕu q > 1.Nh­ vËy
lim
n→∞

xn =







1
1−q

nÕu |q| < 1,

+∞ nÕu q ≥ 1.
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VÝ d� 1.25. Cho a, b > 0, h·y t×m giíi h¹n
lim
n→∞

xn = lim
k=1

n∑

k=1

n

an2 + bk
.Gi¶i Tõ a, b > 0 suy ra

xn =

n∑

k=1

n

an2 + bk
=

n

an2 + b
+

n

an2 + 2b
+ ...+

n

an2 + nb

≤ n

an2 + b
+

n

an2 + b
+ ...+

n

an2 + b
=

n2

an2 + b
→ 1

a

xn =
n∑

k=1

n

an2 + bk
≥ n

an2 + bn
+

n

an2 + bn
+ ...+

n

an2 + bn
=

n2

an2 + bn
→ 1

a
.Theo ®Þnh lý kÑp, ta 
ã lim

n→∞
xn = 1

a
. 21.3.3. C¸
 ph�p to¸n vÒ giíi h¹n§Þnh lý 1.26. Cho lim

n→∞
xn = A, lim

n→∞
yn = B vµ A,B 6= ∞.a) lim

n→∞
xn = 0 ⇔ lim

n→∞
|xn| = 0.b) lim

n→∞
xn = 0 vµ (yn) bÞ 
hÆn ⇒ lim

n→∞
xnyn = 0.
) lim

n→∞
(xn+yn) = lim

n→∞
xn+ lim

n→∞
yn.d) lim

n→∞
λxn = λ lim

n→∞
xn.e) lim

n→∞
(xn.yn) = lim

n→∞
xn. lim

n→∞
yn.f) lim

n→∞
(xn

yn
) =

lim
n→∞

xn

lim
n→∞

yn
víi B 6= 0.Chøng minh Gi¶ thiÕt 
ho lim

n→∞
xn = A, lim

n→∞
yn = B vµ A,B 6= ∞.a) - NÕu lim

n→∞
xn = 0, thö l¹i ®Þnh nghÜa, ta 
ã lim

n→∞
|xn| = 0.- NÕu lim

n→∞
|xn| = 0, dùa vµo bÊt ®¼ng thø
 −|xn| ≤ xn ≤ |xn| vµ ®Þnh lý kÑp, ta
ã lim

n→∞
xn = 0.b) Gi¶ sö |yn| < C ∀n, theo ®Þnh nghÜa, víi mäi ǫ > 0 ⇔ ǫ

C
> 0 tån t¹i n0 sao
ho

|xn| <
ǫ

C
⇔ |xnyn| < C|xn| < C.

ǫ

C
= ǫ.

28
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) Theo ®Þnh nghÜa, víi mäi ǫ > 0 ⇔ ǫ
2 > 0 tån t¹i n1, n2 sao 
ho







|xn − A| < ǫ
2 ∀n ≥ n1,

|yn −A| < ǫ
2 ∀n ≥ n2.§Æt n0 = max{n1, n2}. Ta 
ã







|xn − A| < ǫ
2 ,

|yn −A| < ǫ
2

∀n ≥ n0 ⇒ |xn+yn−(a+b)| ≤ |xn−a|+|yn−b| < ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ.d) NÕu λ = 0, th× kÕt luËn lu«n ®óng. Ta x�t tr­êng hîp nÕu λ 6= 0, theo ®ÞnhnghÜa, víi mäi ǫ > 0 ⇔ ǫ

|λ| > 0 tån t¹i n0 sao 
ho
|xn| <

ǫ

|λ| ⇒ |λxn| = |λ||xn| < ǫ.e) Dïng tÝnh 
hÊt b), 
), d) vµ tÝnh bÞ 
hÆn 
ña (yn), ta 
ã
lim
n→∞

xnyn = lim
n→∞

(xn − a)yn + a lim
n→∞

yn = AB = lim
n→∞

xn. lim
n→∞

yn.f) Ta 
ã lim
n→∞

xn

yn
= lim

n→∞
xn.

1
yn

= lim
n→∞

xn. lim
n→∞

1
yn

= A
B
khi vµ 
hØ khi lim

n→∞
1
yn

= 1
B
.Tõ lim

n→∞
yn = B 6= 0 vµ bÊt ®¼ng thø
 | |yn| − |B| | ≤ |xn −B| suy ra
lim
n→∞

|yn| = |B| > |B|
2

> 0 ⇒ ∃n1 sao 
ho |yn| >
|B|
2

∀n ≥ n1.Víi mäi ǫ > 0 ⇔ ǫB2

2 > 0 tån t¹i n2 sao 
ho
|yn − b| < ǫB2

2
⇒ | 1

yn
− 1

B
| = |yn − B|

|yn|.|B| <
2

B2
|yn −B| < ǫ ∀n ≥ n0,ë ®©y n0 = max{n1, n2}. 21.3.4. D·y ®¬n ®iÖua) §Þnh nghÜa -D·y sè (xn) ®­î
 gäi lµ d·y t¨ng, nÕu xn ≤ xn+1 ∀n.-D·y (xn) ®­î
 gäi lµ d·y gi¶m, nÕu xn ≥ xn+1 ∀n.b) TÝnh 
hÊt§Þnh lý 1.27. -NÕu d·y sè (xn) t¨ng vµ bÞ 
hÆn trªn th× tån t¹i giíi h¹n h÷u h¹n

lim
n→∞

xn (hay d·y (xn) héi t�).-NÕu d·y sè (xn) gi¶m vµ bÞ 
hÆn d­íi th× d·y (xn) héi t�.29
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Chøng minh Tr­í
 hÕt ta quan t©m tíi kh¸i niÖm 
Ën trªn ®óng (supremum) vµ
Ën d­íi ®óng (infimum) 
ña mét tËp hîp M ⊂ R.-Sè α ®­î
 gäi lµ 
Ën trªn ®óng 
ña M , ký hiÖu α = supM , nÕu α lµ sè nhá nhÊttháa m·n x ≤ α ∀x ∈ M.-Sè β ®­î
 gäi lµ 
Ën d­íi ®óng 
ña M , ký hiÖu β = infM , nÕu β lµ sè lín nhÊttháa m·n x ≥ α ∀x ∈ M.Tiªn ®Ò NÕu M bÞ 
hÆn d­íi th× tån t¹i infM , nÕu M bÞ 
hÆn trªn th× tån t¹i
supM .-NÕu (xn) t¨ng vµ bÞ 
hÆn trªn, theo tiªn ®Ò trªn, tån t¹i A = sup{xn : n ∈ N}.Víi mäi ǫ > 0, tån t¹i n0 sao 
ho

xn0
> A− ǫ.Do (xn) t¨ng hay xn ≤ xn+1 ≤ ..., nªn xn0

≤ xn ∀n ≥ n0. Khi ®ã
xn ≥ xn0

> A− ǫ ∀n ≥ n0.MÆt kh¸
, theo ®Þnh nghÜa 
ña A, ta 
ã xn ≤ A < A+ ǫ. Do ®ã
A+ ǫ > xn > A− ǫ ∀n ≥ n0.VËy lim

n→∞
xn = A.-NÕu (xn) gi¶m vµ bÞ 
hÆn d­íi, b»ng 
¸
h lµm t­¬ng tù, ta ®Æt B = inf{xn :

n ∈ N}, ta 
òng 
høng minh ®­î
 r»ng lim
n→∞

xn = B.VÝ d� 1.28. Chøng minh d·y sè (en) sau héi t�
en =

(

1 +
1

n

)n

.Chøng minh- D·y (en) t¨ng. ThËt vËy, dïng 
«ng thø
 khai triÓn Newton, ta 
ã
en =

(

1 +
1

n

)n

= C0
n + C1

n(
1

n
)1 + C2

n(
1

n
)2 + ...+ Cn

n(
1

n
)n

= 1 + n.
1

n
+

n(n− 1)

1.2
.
1

n2
+ ...+

n(n− 1)...(n− (n− 1))

1.2.3...n
.
1

nn

= 1 + 1 +
1

2!
(1− 1

n
) +

1

3!
(1− 1

n
)(1− 2

n
) + ...+

1

n!
(1− 1

n
)...(1− n− 1

n
).(1.9)30
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T­¬ng tù
en+1 =

(

1 +
1

n+ 1

)n+1

= 1 + 1 +
1

2!
(1− 1

n+ 1
) + ...+

1

(n+ 1)!
(1− 1

n+ 1
)...(1− n

n+ 1
)

> 1 + 1 +
1

2!
(1− 1

n+ 1
) + ...+

1

n!
(1− 1

n+ 1
)...(1− n− 1

n+ 1
)

> 2 +
1

2!
(1− 1

n
) +

1

3!
(1− 1

n
)(1− 2

n
) + ...+

1

n!
(1− 1

n
)...(1− n− 1

n
).(1.10)Tõ (1.9) vµ (1.10) suy ra en < en+1.-D·y (en) bÞ 
hÆn trªn. ThËt vËy, 
òng dïng 
«ng thø
 khai triÓn Newton, ta 
ã

en =
(

1 +
1

n

)n

= C0
n + C1

n(
1

n
)1 + C2

n(
1

n
)2 + ...+ Cn

n(
1

n
)n

= 1 + n.
1

n
+

n(n− 1)

1.2
.
1

n2
+ ...+

n(n− 1)...(n− (n− 1))

1.2.3...n
.
1

nn

= 1 + 1 +
1

2!
(1− 1

n
) +

1

3!
(1− 1

n
)(1− 2

n
) + ...+

1

n!
(1− 1

n
)...(1− n− 1

n
)

≤ 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ ...+

1

n!
.

≤ 2 +
1

1.2
+

1

2.3
+ ...+

1

(n− 1)n
.

= 2 + (
1

1
− 1

2
) + (

1

2
− 1

3
) + ...+ (

1

n− 1
− 1

n
)

= 3− 1

n

< 3.VËy d·y sè (en) héi t�. Giíi h¹n nµy ®­î
 gäi lµ sè e ≈ 2, 71718.... Khi ®ã, ta
ã ®Þnh nghÜa
e = lim

n→∞
(1 +

1

n
)n.

2VÝ d� 1.29. Chøng minh r»ng:
lim
n→∞

xn = lim
n→∞

n∑

k=0

1

k!
= e.31
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Chøng minh Theo VÝ d� 1.28, ta 
ã
en ≤ xn ∀n (1.11)vµ

em = 1 + 1 +
1

2!
(1− 1

m
) + ...+

1

m!
(1− 1

m
)(1− 2

m
)...(1− m− 1

m
)

= 2 +
1

2!
(1− 1

m
) + ...+

1

n!
(1− 1

m
)(1− 2

m
)...(1− n− 1

m
) + ...

> 2 +
1

2!
(1− 1

m
) + ...+

1

n!
(1− 1

m
)(1− 2

m
)...(1− n− 1

m
).Cho m → ∞, ta 
ã

e ≥ xn. (1.12)Tõ (1.11) vµ (1.12) suy ra en ≤ xn ≤ e. ChuyÓn qua giíi h¹n khi n → ∞ 
ho
lim
n→∞

xn = e.
2VÝ d� 1.30. Chøng minh r»ng (xn)n≥1 héi t�, víi

xn = Cn
2n.

√
n

4n
.Chøng minh -D·y (xn) t¨ng. ThËt vËy, tõ

xn+1

xn

=
(2n+ 2)(2n+ 1)

4(n+ 1)2

√
n+ 1√
n

=
n+ 1

2
√

n(n+ 1)
=

(

1 +
1

4(n2 + n)

)1

2

> 1,suy ra xn < xn+1.- D·y (xn) bÞ 
hÆn trªn. ThËt vËy, tõ bÊt ®¼ng thø
 trªn vµ bÊt ®¼ng thø
 ln(1+x) ≤
x ∀x ≥ 0, ta 
ã

ln
xn+1

xn

= lnxn+1 − ln xn

= ln
(

1 +
1

4(n2 + n)

)1

2

=
1

2
ln
(

1 +
1

4(n2 + n)

)

≤ 1

8(n2 + n)

=
1

8
(
1

n
− 1

n+ 1
).32
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Céng n bÊt ®¼ng thø
 trªn l¹i, ta nhËn ®­î

lnxn+1− lnx1 =

n∑

k=1

(lnxk+1− lnxk) ≤
1

8

n∑

k=1

(
1

k
− 1

k + 1
) =

1

8
(1− 1

n+ 1
) <

1

8
,nghÜa lµ ln xn+1 < lnx1 +

1
8
⇒ xn+1 < x1e

1

8 ∀n. 21.3.5. Hai d·y kÒ nhaua) §Þnh nghÜa Hai d·y (xn) vµ (yn)gäi lµ kÒ nhau khi vµ 
hØ khi (xn) t¨ng, (yn)gi¶m vµ lim
n→∞

(yn − xn) = 0.b) TÝnh 
hÊt§Þnh lý 1.31. NÕu hai d·y (xn) vµ (yn) kÒ nhau, th× 
¶ hai d·y ®Òu héi t� vÒ 
ïng®iÓm.Chøng minhGi¶ sö hai d·y (xn) vµ (yn) kÒ nhau, theo ®Þnh nghÜa, d·y zn = yn−xngi¶m vµ héi t� vÒ 0. Do vËy zn ≥ 0 ∀n ⇔ xn ≤ yn. KÕt hîp ®iÒu nµy víi (yn)gi¶m, ta 
ã (xn) t¨ng vµ bÞ 
hÆn trªn, d·y (yn) gi¶m vµ bÞ 
hÆn d­íi. Theo tÝnh
hÊt 
ña d·y ®¬n diÖu, hai d·y (xn) vµ (yn) héi t�. V× lim
n→∞

(yn − xn) = 0, suy ra
lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn. 2HÖ qu¶ (®Þnh lý Cantor6) NÕu d·y ®o¹n [xn, yn] tháa m·n






[xn+1, yn+1] ⊆ [xn, yn] ∀n

lim
n→∞

(yn − xn) = 0,th× tån t¹i duy nhÊt sè A sao 
ho
∞⋂

n=0

[xn, yn] = {A}Chøng minh Tõ [xn+1, yn+1] ⊆ [xn, yn] ∀n, suy ra (xn) t¨ng vµ (yn) gi¶m. Nh­vËy, hai d·y (xn) vµ (yn) kÒ nhau. Theo ®Þnh lý trªn, tån t¹i duy nhÊt A sao 
ho
lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = A. 263.3.1845-6.1.1918, nhµ To¸n hä
 ng­êi §ø
 Georg Cantor 
ã nguån gè
 Do Th¸i 
¶ hai phÝa néi ngo¹i. C¸
 
«ngtr×nh nghiªn 
øu 
ña «ng 
hñ yÕu liªn quan ®Õn lý thuyÕt sè, lý thuyÕt tËp hîp vµ t«p« ®¹i sè. Nh©n mét 
huyÕn dulÞ
h tíi Interlaken ë Th�y SÜ n¨m 1872, «ng gÆp Ri
hard Dedekind. Tõ nh÷ng 
ué
 trao ®æi gi÷a hai «ng vµ th­ tõqua l¹i sau ®ã, lý thuyÕt tËp hîp ra ®êi. 33
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VÝ d� 1.32. Chøng minh r»ng (xn) vµ (yn) kÒ nhau, víi
xn =

n∑

k=3

1

1 + k2
, yn = xn +

1

n
− 1

2n2
n ≥ 3.

Chøng minh Tõ gi¶ thiÕt xn =
n∑

k=3

1
1+k2

, ta 
ã
xn+1 − xn =

1

(n+ 1)2 + 1
≥ 0 ∀n ≥ 3,vËy d·y sè (xn) t¨ng.Theo gi¶ thiÕt xn =

n∑

k=3

1
1+k2

, yn = xn +
1
n
− 1

2n2 n ≥ 3, ta 
ã
yn+1 − yn = (xn+1 − xn) +

1

n+ 1
− 1

n
− 1

2(n+ 1)2
+

1

2n2

=
−(n− 1)2 + 3

2n2(n+ 1)2(n2 + 2n+ 2)

≤ 0 ∀n ≥ 3,vËy d·y (yn) lµ d·y gi¶m.Theo gi¶ thiÕt yn = xn +
1

n
− 1

2n2
n ≥ 3, ta 
ã

lim
n→∞

(yn − xn) = lim
n→∞

(1

n
− 1

2n2

)

= 0.Theo ®Þnh nghÜa, hai d·y (xn) vµ (yn) kÒ nhau. 21.3.6. D·y 
ona) §Þnh nghÜa Cho mét d·y sè (xn). D·y (xnk
) ®­î
 gäi lµ d·y 
on 
ña d·y (xn),nÕu

n1 < n2 < ... < nk < ...b) C¸
 tÝnh 
hÊt+ TÝnh 
hÊt 1 NÕu d·y (xn) héi t� tíi x∗ th× mäi d·y 
on (xnk
) 
ña nã 
òng héit� tíi x∗.Chøng minh Theo gi¶ thiÕt lim

n→∞
xn = x∗, theo ®Þnh nghÜa,

∀ǫ > 0 ∃n0 sao 
ho |xn − x∗| < ǫ ∀n ≥ n0.34
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Chän k0 tháa m·n nk0 ≥ n0, ta 
ã nk ≥ n0 ∀k ≥ k0. VËy
∀ǫ > 0 ∃k0 sao 
ho |xnk

− x∗| < ǫ ∀k ≥ k0.§iÒu ®ã 
ã nghÜa lµ lim
k→∞

xnk
= x∗. 2+ TÝnh 
hÊt 2 D·y (xn) héi t� tíi x∗ khi vµ 
hØ khi hai d·y 
on (x2n) vµ (x2n+1)®Òu héi t� tíi x∗.Chøng minh (⇒) HiÓn nhiªn theo tÝnh 
hÊt 1.(⇐) Gi¶ thiÕt 
ho lim

k→∞
x2k = x∗ = lim

k→∞
x2k+1, theo ®Þnh nghÜa, tån t¹i k1, k2 sao
ho 





|x2k − x∗| < ǫ ∀k ≥ k1

|x2k+1 − x∗| < ǫ ∀k ≥ k2.§Æt n0 = max{2k1, 2k2 + 1}. Khi ®ã,
∀n ≥ n0 ⇒







n ≥ 2k1

n ≥ 2k2 + 1-NÕu n 
ã d¹ng n = 2k víi k ∈ N, th× k ≥ k1 ⇒ |xn − x∗| = |x2k − x∗| < ǫ.-NÕu n 
ã d¹ng n = 2k+1 víi k ∈ N, th× k ≥ k2 ⇒ |xn−x∗| = |x2k+1−x∗| < ǫ.Nh­ v©y, víi mäi n ≥ n0 ta 
ã |xn − x∗| < ǫ hay lim
n→∞

xn = x∗. 2VÝ d� 1.33. Cho d·y sè (xn) tháa m·n
0 ≤ xn+m ≤ n+m

nm
.Chøng minh r»ng lim

k→∞
xn = 0.Gi¶i Thay m = n ta 
ã
0 ≤ x2n ≤ 2n

n2
⇒ lim

k→∞
x2n = 0.Thay m = n+ 1 ta 
ã

0 ≤ x2n+1 ≤
n+ (n+ 1)

n(n+ 1)
⇒ lim

k→∞
x2n+1 = 0.Theo tÝnh 
hÊt trªn, lim

k→∞
xn = 0. 235
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+ TÝnh 
hÊt 3 (®Þnh lý Bolzano7-Weierstrass8)Tõ mäi d·y bÞ 
hÆn ta ®Òu 
ã thÓ rót ra mét d·y 
on héi t�.Chøng minh (ph­¬ng ph¸p 
hia ®«i)Cho (xn) lµ mét d·y bÞ 
hÆn. Ta sÏ x©y dùng b»ng quy n¹p hai d·y kÒ nhau
(ak), (bk) vµ d·y 
on (xnk

) sao 
ho xnk
∈ [ak; bk] ∀k ≥ 1.V× (xn) bÞ 
hÆn nªn tån t¹i a0 vµ b0 sao 
ho a0 ≤ xn ≤ b0 ∀n.B­í
 1. Chia [a0; b0] thµnh 2 ®o¹n [a0;

a0+b0
2 ] vµ [a0+b0

2 ; b0]. X¶y ra 2 tr­êng hîp:-NÕu [a0;
a0+b0

2
] 
høa v« h¹n phÇn tö 
ña d·y (xn), th× ®Æt a1 = a0, b1 =

a0+b0
2

vµ
hän xn1
∈ [a1; b1].-NÕu [a0+b0

2 ; b0] 
høa v« h¹n phÇn tö 
ña d·y (xn), th× ®Æt a1 = a0+b0
2 , b1 = b0 vµ
hän xn1

∈ [a1; b1].Sau b­í
 1, ta 
ã






[a1; b1] ⊂ [a0; b0]

b1 − a1 =
1
2
(b0 − a0)

[a1; b1] 
høa v« h¹n phÇn tö 
ña d·y (xn)

∃xn1
∈ [a1; b1]B­í
 k. Chia [ak−1; bk−1] thµnh 2 ®o¹n [ak−1;

ak−1+bk−1

2 ] vµ [ak−1+bk−1

2 ; bk−1]. X¶yra 2 tr­êng hîp:-NÕu [ak−1;
ak−1+bk−1

2 ] 
høa v« h¹n phÇn tö 
ña d·y (xn), th× ®Æt ak = ak−1, bk =
ak−1+bk−1

2
vµ 
hän xnk

∈ [ak; bk] sao 
ho nk > nk−1.-NÕu [ak−1+bk−1

2 ; bk−1] 
høa v« h¹n phÇn tö 
ña d·y (xn), th× ®Æt ak = ak−1+bk−1

2 , bk =

bk−1 vµ 
hän xnk
∈ [ak; bk] sao 
ho nk > nk−1.75.10.1781-18.12.1848, nhµ To¸n hä
 vµ TriÕt hä
 S�
 Bernhard Bolzano lµ gi¸o s­ 
¸
 khoa hä
 t«n gi¸o trongthµnh phè Praha, «ng lµ ng­êi ®Çu tiªn nghiªn 
øu b¶ng 
h©n lý 
ña mét mÖnh ®Ò vµ ®­a ra 
¸
 d¹ng mÖnh ®Ò gièngnh­ 
¸
 vÞ tõ ngµy nay.831.10.1815-19.2.1897, nhµ To¸n hä
 §ø
 Karl Weierstrass ®«i khi ®­î
 t«n vinh lµ 
ha ®Î 
ña gi¶i tÝ
h hiÖn ®¹i.¤ng lµ ng­êi ®Çu tiªn ®­a ra ®Þnh nghÜa tÝnh liªn t�
 b»ng ng«n ng÷ ǫ, δ.
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Sau b­í
 k, ta 
ã






nk−1 < nk

[ak; bk] ⊂ [ak−1; bk−1]

bk − ak =
1
2
(bk−1 − ak−1)

[ak; bk] 
høa v« h¹n phÇn tö 
ña d·y (xn)

∃xnk
∈ [ak; bk].Cø tiÕp t�
 nh­ vËy, ta sÏ 
ã mét d·y 
¸
 ®o¹n lång nhau

[a0; b0] ⊃ [a1; b1] ⊃ ... ⊃ [ak; bk] ⊃ ...vµ
lim
k→∞

(bk − ak) = lim
k→∞

1

2k
(b0 − a0) = 0.VËy hai d·y (ak), (bk) kÒ nhau. Theo tÝnh 
hÊt 
ña hai d·y kÒ nhau, ta 
ã

lim
k→∞

ak = lim
k→∞

bk = x∗.MÆt kh¸
 ak ≤ xnk
≤ bk ∀k ≥ 1, nªn

lim
k→∞

xnk
= x∗.

21.3.7. D·y Cau
hya) §Þnh nghÜa D·y (xn) ®­î
 gäi lµ d·y Cau
hy (hay d·y 
¬ b¶n) nÕu víi mäi
ǫ > 0 
ho tr­í
, tån t¹i n0 ∈ N sao 
ho

|xn − xm| < ǫ ∀n,m ≥ n0.b) TÝ
h 
hÊt D·y (xn) héi t� khi vµ 
hØ khi (xn) lµ d·y Cau
hy.Chøng minh (⇒) Gi¶ thiÕt 
ho lim
n→∞

xn = x∗, theo ®Þnh nghÜa
∀ǫ ⇔ ǫ

2
> 0, ∃n0 sao 
ho |xn − x∗| < ǫ

2
∀n ≥ n0.Khi ®ã,

|xn − xm| ≤ |xn − x∗|+ |xm − x∗| < ǫ

2
+

ǫ

2
= ǫ ∀n,m ≥ n0.37
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(⇐) Gi¶ sö (xn) lµ d·y Cau
hy, hay víi mäi ǫ > 0 ⇔ ǫ
2 > 0 
ho tr­í
, tån t¹i

n1 ∈ N sao 
ho
|xn − xm| <

ǫ

2
∀n,m ≥ n1. (1.13)Suy ra

|xn − xn1
| < ǫ ⇔ xn1

− ǫ < xn < xn1
+ ǫ ∀n ≥ n1.VËy (xn) bÞ 
hÆn. Theo ®Þnh lý Bolzano-Weierstrass, tån t¹i mét d·y 
on (xnk

)héi t� tíi x∗. Hay
∃k0 sao 
ho |xnk

− x∗| < ǫ

2
∀k ≥ k0. (1.14)§Æt n0 = max{n1, nk0}. KÕt hîp (1.13) vµ (1.14), ta 
ã

|xn − x∗| ≤ |xn − xnk
|+ |xnk

− x∗| < ǫ

2
+

ǫ

2
= ǫ ∀n ≥ n0.§iÒu nµy 
ã nghÜa r»ng lim

n→∞
xn = x∗. 2VÝ d� 1.34. Cho xn =

1

1
+

1

2
+ ...+

1

n
∀n ≥ 1. Chøng minh r»ng (xn) ph©n kú.Gi¶i (Ph¶n 
høng) Gi¶ sö (xn) héi t�, suy ra (xn) ph¶i lµ d·y Cau
hy hay víi mäi

ǫ > 0 
ho tr­í
, tån t¹i n0 ∈ N sao 
ho
|xn − xm| < ǫ ∀n,m ≥ n0.Ta 
hän ǫ = 1

2 , m = 2n, víi mäi n ≥ n0 ta 
ã
|xn − x2n| < ǫ ⇔ 1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ ...+

1

n+ n
< ǫ =

1

2
. (1.15)MÆt kh¸


1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ ...+

1

n+ n
> n.

1

n+ n
=

1

2
. (1.16)Tõ (1.15) vµ (1.16), suy ra m©u thuÉn. VËy (xn) ph©n kú. 2VÝ d� 1.35. Cho

xn =
3

xn−1
+ 2 ∀n ≥ 1, x0 = 1.Chøng minh r»ng (xn) héi t� vµ h·y t×m lim

n→∞
xn.38
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Gi¶i Gi¶ sö lim
n→∞

xn = x∗. Tõ xn > 0 ∀n (theo qui n¹p) suy ra
x∗ =

3

x∗ + 2 ⇔ x∗ = 3 hoÆ
 x∗ = −1 (lo¹i).Ta 
ã
xn+2 =

3

xn+1
+ 2 =

3
3
xn

+ 2
+ 2 =

3xn

2xn + 3
+ 2.Khi ®ã 





xn+2 − xn = 3xn

2xn+3 + 2− xn = 2(xn+1)(3−xn)
2xn+3 ,

xn+2 − 3 = xn−3
2xn+3.

(1.17)Ta x�t hai d·y 
on 
ña (xn).-D·y 
on (x2n), tõ x0 = 1 vµ (1.17), suy ra x2n < 3 ∀n vµ x2n+2 > x2n ∀n. VËy
(x2n) t¨ng vµ bÞ 
hÆn trªn bëi 3. Khi ®ã, lim

n→∞
x2n = x∗ = 3.-D·y 
on (x2n+1), tõ x1 = 5 vµ (1.17), suy ra x2n+1 > 3 ∀n vµ x2n+1 < x2n−1 ∀n.VËy (x2n+1) gi¶m vµ bÞ 
hÆn d­íi bëi 3. Khi ®ã, lim

n→∞
x2n+1 = x∗ = 3.Nh­ vËy lim

n→∞
xn = 3.VÝ d� 1.36. Cho a, b ∈ R, tÝnh sè h¹ng tæng qu¸t 
ña (xn), biÕt r»ng

xn+1 = axn + b.Gi¶i -NÕu a = 1, th× (xn) lµ mét d·y sè 
éng, do vËy xn = x0 + nb.-NÕu a 6= 1, th× ®Æt yn = xn + λ. Khi ®ã
yn+1 = xn+1 + λ = axn + b+ λ = a(yn − λ) + b+ λ = ayn + b+ (1− a)λ,
hän λ = b

a−1 . Ta thÊy (yn) lµ mét d·y sè nh©n víi 
«ng béi a. VËy
yn = y0.a

n ⇔ xn = yn − λ = (x0 +
b

a− 1
)an − b

a− 1
.Tãm l¹i

xn =







x0 + nb nÕu a = 1,

(x0 +
b

a−1)a
n − b

a−1 nÕu a 6= 1.

2
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NhËn x�t 1.37. Cho hai d·y sè thù
 (xn) vµ (yn). Khi ®ã, víi zn = xn + iyn,d·y sè (zn) ®­î
 gäi lµ d·y sè phø
. Sè phø
 z0 = a + bi ®­î
 gäi lµ giíi h¹n
ña d·y sè phø
 zn = xn + iyn, nÕu lim
n→∞

xn = a vµ lim
n→∞

yn = b vµ ®­î
 ký hiÖu
lim
n→∞

zn = z0. Bµi tËp 
h­¬ng 1Bµi tËp 1.1. ViÕt sè phø
 sau d­íi d¹ng 
hÝnh t¾

1)z = 6i

(1 + i

2− i

)

+ 3
( i− 4

2i+ 1

)

. §s : z =
−24

5
+

33

5
i.

2)z =
(1 + i3)2(2− i)

4− 5i
. §s : z =

−28

41
− 6

41
i.3) z = (a + bi)9 víi a, b ∈ R. §s: z = (

√
a2 + b2)9(cos 9α + i sin 9α) víi

α = arccos a√
a2+b2

hoÆ
 α = arcsin b√
a2+b2

.Bµi tËp 1.2. TÝnh Im(z), Re(z) 
ña 
¸
 sè phø
 sau: 1)z = (1−i
√
3)15

(i−1)20 + (1+i
√
3)15

(1+i)20 .§s : Im(z) = 0, Re(z) = 64.

2)z = (1 + cosα− i sinα)n.§s: Re(z) = 2n cosn α
2 cos

nα
2 , Im(z) = −2n cosn α

2 sin
nα
2

3)z = (1− i)n.§s: Re(z) = 2
n
2 cos nπ

4 , Im(z) = −2
n
2 sin nπ

4 .Bµi tËp 1.3. Gi¶i 
¸
 ph­¬ng tr×nh sau, víi nghiÖm phø

1)z2 − 2z cosϕ+ 1 = 0 víi ϕ ∈ R, ϕ 6= 0, ϕ 6= 1. §s : eiϕ, e−iϕ.

2)z4 + 4iz2 + 12(1 + i)z − 45 = 0,mét nghiÖm:z0 = 3i. §s : z0,−3, 2− i, 1− 2i.

3)(z + i)4 + (z2 + 1)2 + (z − i)4 = 0. §s : −√
3,
√
3,

1√
3
,− 1√

3
.

4)(z2 − 4z + 5)2 + (z + 1)2 = 0.§s: 1− i, 1 + i, 3− 2i, 3 + 2i.

5)z4 = z + z̄.§s: 0, 3
√
2, 1

3
√
2
(−1− i), 1

3
√
2
(−1 + i).Bµi tËp 1.4. Gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh, víi nghiÖm phø
.1) xy = z, yz = x, zx = y.§s: (0, 0, 0), (1, 1, 1), (1,−1,−1), (−1,−1, 1), (−1, 1,−1).2) x = y2, y = z2, z = x2. 40
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§s: (0, 0, 0), {(e2iπk
7 , e

8iπk
7 , e

4iπk
7 ) : k = 0, 1, ...6}Bµi tËp 1.5. Chøng minh r»ng1) |x+ y|2 ≤ (1 + |x|2)(1 + |y|2) ∀x, y ∈ C.2) z| < 1

2 ⇒ |(1 + i)z3 + iz| < 3
4 ∀z ∈ C.3) Mét trong 2 bÊt ®¼ng thø
 sau ®óng |1 + z| ≥ 1

2
hoÆ
 |1 + z2| ≥ 1 ∀z ∈ C.4) z1z2 = 1

4

(

|z1 + z̄2|2 − |z1 − z̄2|2 + i|z1 + iz2|2 − i|z1 − iz2|2
)

∀z1, z2 ∈ C.5) |z1z2 − 1|2 − |z1 − z2|2 =
(

1− |z1|2
)(

1− |z2|2
)

∀z1, z2 ∈ C.Bµi tËp 1.6. T×m ¸nh x¹ f : C → C tháa m·n:1) f(x) = x ∀x ∈ R, f(z1+z2) = f(z1)+f(z2), f(z1z2) = f(z1).f(z2) ∀z1, z2 ∈
C §s: f(z) = z hoÆ
 f(z) = z̄.2) zf(1− z)− (1− 3z)f(1 + z) = z2 + 1.Bµi tËp 1.7. Khai triÓn 
¸
 hµm sè sau theo 
¸
 hµm sin x vµ cosx.1) A = sin 7x.2) B = cos 9x.3) C = sinnx.§s: C =

n∑

k=0

ak cos
n−k x sink x, trong ®ã bk = 0 nÕu k ∈ 2N, ak = Ck

n(−1)
k−1

2nÕu k /∈ 2N.4) D = cosnx.§s: D =
n∑

k=0

bk cos
n−k x sink x, trong ®ã bk = 0 nÕu k /∈ 2N, bk = Ck

n(−1)
k
2 nÕu

k ∈ 2N.Bµi 1.8. Dïng ®Þnh nghÜa, 
høng minh r»ng1) lim
n→∞

n
n+1 = 1.2) lim

n→∞
2n−1
n+1 = 2.3) lim

n→∞
n2

n3+1 = 0.4) lim
n→∞

1+2n

3n = 0.5) lim
n→∞

1+n2

3n−1 = +∞.Bµi 1.9. T×m 
¸
 giíi h¹n sau:1) lim
n→∞

1
1.2

+ 1
2.3

+ ...+ 1
n(n+1)

.§s: 1.2) lim
n→∞

1
1.2.3 +

1
2.3.4 + ...+ 1

n(n+1)(n+2).§s: 1
4 . 41
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3) lim
n→∞

sin(n−2) cos(2n+1)
n+1 .§s: 0.4) lim

n→∞
(
√
4n2 + αn+ 1− 2n).§s: α

4 .5) lim
n→∞

( 3
√
27n3 + 3n2 − 5− 3n).§s: 1

9
.6) lim

n→∞

√
4n2+n−1 3

√
n3−n2+10−2n2

3n−5 .§s: −5
36 .Bµi 1.10. Chøng minh 
¸
 d·y sau héi t�1) xn = 1

23
+ 2

33
+ ...+ n

(n+1)3
.2) xn = n

√
3 + sinn.3) xn =

n
n∑

k=0

(3k+1)

n∑

k=0

(2k2−5k)
.4) xn =

n∑

k=1

1
n+k

.
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Ch­¬ng 2. Ph�p tÝnh vi ph©n 
ña hµmmét biÕn sè2.1. C¸
 kh¸i niÖm 
¬ b¶n2.1.1. Hµm mét biÕn thù
Cho X ⊆ R, Y ⊆ R, ¸nh x¹
f : X → Y

x 7→ y = f(x)®­î
 gäi lµ mét hµm sè mét biÕn, tËp X ®­î
 gäi lµ miÒn x¸
 ®Þnh 
ña hµm sè
f . Th«ng th­êng ký hiÖu x lµ ®èi sè, y lµ hµm sè.2.1.2. Hµm sè 
h½n, lÎ-Hµm sè y = f(x) ®­î
 gäi lµ 
h½n trªn miÒn D ⇔







x ∈ D ⇒ −x ∈ D,

f(−x) = f(x) ∀x ∈ D.-Hµm sè y = f(x) ®­î
 gäi lµ lÎ trªn miÒn D⇔







x ∈ D ⇒ −x ∈ D,

f(−x) = −f(x) ∀x ∈ D.VÝ d� f1(x) = |1− x|+ |1 + x| lµ hµm sè 
h½n trªn R.
f2(x) = x4 sin x lµ hµm sè lÎ trªn R.2.1.3. Hµm sè tuÇn hoµnHµm sè y = f(x) ®­î
 gäi lµ tuÇn hoµn trªn miÒn D⇔ tån t¹i T > 0 sao 
ho







x ∈ D ⇒ x+ T ∈ D,

T lµ sè d­¬ng nhá nhÊt tháa m·n f(x+ T ) = f(x) ∀x ∈ D.Khi ®ã T ®­î
 gäi lµ 
hu kú 
ña f .VÝ d� Hµm sè y = sin(ax+ b) víi a > 0 tuÇn hoµn víi 
hu kú T = 2π
a
trªn R.2.1.4. Hµm sè ®¬n ®iÖu (t¨ng hoÆ
 gi¶m)+ Hµm sè y = f(x) ®­î
 gäi lµ t¨ng trªn miÒn D khi vµ 
hØ khi

∀x1, x2 ∈ D, x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2).+ Hµm sè y = f(x) ®­î
 gäi lµ t¨ng ngÆt (hay 
ßn gäi lµ ®ång biÕn) trªn miÒn
D khi vµ 
hØ khi

∀x1, x2 ∈ D, x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2).44
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+ Hµm sè y = f(x) ®­î
 gäi lµ gi¶m trªn miÒn D khi vµ 
hØ khi
∀x1, x2 ∈ D, x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2).+ Hµm sè y = f(x) ®­î
 gäi lµ gi¶m ngÆt (hay 
ßn gäi lµ nghÞ
h biÕn) trªn miÒn

D khi vµ 
hØ khi
∀x1, x2 ∈ D, x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2).2.1.5. Hµm sè bÞ 
hÆn+ Hµm sè y = f(x) ®­î
 gäi lµ bÞ 
hÆn trªn trªn miÒn D khi vµ 
hØ khi tån t¹i

M ∈ R sao 
ho
f(x) ≤ M ∀x ∈ D.+ Hµm sè y = f(x) ®­î
 gäi lµ bÞ 
hÆn d­íi trªn miÒn D khi vµ 
hØ khi tån t¹i

m ∈ R sao 
ho
f(x) ≥ m ∀x ∈ D.+ Hµm sè y = f(x) ®­î
 gäi lµ bÞ 
hÆn trªn miÒn D khi vµ 
hØ khi f bÞ 
hÆn trªnvµ bÞ 
hÆn d­íi trªn D.2.1.6. CËn trªn ®óng vµ 
Ën d­íi ®óng+ Sè m ®­î
 gäi lµ 
Ën d­íi ®óng (infimum) 
ña hµm f trªn miÒn D, ký hiÖu

m = inf
x∈D

f(x) khi vµ 
hi khi m lµ sè lín nhÊt tháa m·n
f(x) ≥ m ∀x ∈ D.+ Sè M ®­î
 gäi lµ 
Ën trªn ®óng (supremum) 
ña hµm f trªn miÒn D, ký hiÖu

M = sup
x∈D

f(x)khi vµ 
hi khi M lµ sè nhá nhÊt tháa m·n
f(x) ≤ M ∀x ∈ D.*HÖ qu¶

M lµ 
Ën trªn ®óng 
ña hµm f(x) trªn D khi vµ 
hØ khi






M ≥ f(x) ∀x ∈ D,

∀ǫ > 0⇒ ∃x0 ∈ D sao 
ho M < f(x0) + ǫ.45
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m lµ 
Ën d­íi ®óng 
ña hµm f(x) trªn D khi vµ 
hØ khi






m ≤ f(x) ∀x ∈ D,

∀ǫ > 0⇒ ∃x0 ∈ D sao 
ho m > f(x0) + ǫ.Chøng minh Ta 
høng minh víi 
Ën trªn ®óng, 
ßn 
Ën d­íi ®óng ®­î
 
høngminh t­¬ng tù.
(⇒) Gi¶ sö M = supx∈D f(x), theo ®Þnh nghÜa f(x) ≤ M ∀x ∈ D. Ta 
Çn
høng minh r»ng:

∀ǫ > 0⇒ ∃x0 ∈ D sao 
ho M > f(x0) + ǫ.Gi¶ sö ®iÒu nµy kh«ng ®óng. Hay
∃ǫ > 0 : M ≥ f(x0) + ǫ ∀x0 ∈ D ⇒ f(x0) ≤ M − ǫ ∀x0 ∈ D.§iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt M lµ 
Ën trªn ®óng.

(⇐) Gi¶ thiÕt 
ho M tháa m·n






M ≥ f(x) ∀x ∈ D,

∀ǫ > 0⇒ ∃x0 ∈ D sao 
ho M < f(x0) + ǫ.Ta 
høng minh b»ng ph¶n 
høng, gi¶ söM kh«ng lµ sè nhá nhÊt tháa m·n f(x) ≤
M ∀x ∈ D, hay tån t¹i M0 < M sao 
ho f(x) ≤ M0 ∀x ∈ D. §Æt ǫ = M −
M0 > 0⇒ ∃x0 ∈ D sao 
ho M < f(x0)+ǫ = f(x0)+M−M0 ⇔ f(x0) > M0,m©u thuÉn. VËy M = supx∈D f(x). 2* Tiªn ®Ò- NÕu f bÞ 
hÆn trªn trªn D, th× tån t¹i sup

x∈D
f(x).- NÕu f bÞ 
hÆn d­íi trªn D, th× tån t¹i inf

x∈D
f(x).* NhËn x�tCho hµm f tån t¹i 
Ën trªn ®óng vµ 
Ën d­íi ®óng. Khi ®ã

sup
x∈D

f(x) ≥ max
x∈D

f(x),dÊu ” = ” x¶y ra khi vµ 
hØ khi tån t¹i x0 ∈ D sao 
ho f(x0) = sup
x∈D

f(x).
inf
x∈D

f(x) ≤ min
x∈D

f(x),46
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dÊu ” = ” x¶y ra khi vµ 
hØ khi tån t¹i x0 ∈ D sao 
ho f(x0) = inf
x∈D

f(x).* VÝ d� Cho f tån t¹i 
Ën d­íi ®óng trªn D. Chøng minh r»ng
inf
x∈D

f(x) = − sup
x∈D
{−f(x)}.Chøng minh §Æt m = inf

x∈D
f(x) ⇒ −f(x) ≤ −m ∀x ∈ D ⇒ sup

x∈D
{−f(x)} ≤

−m. MÆt kh¸
 −f(x) ≤ sup
x∈D
{−f(x)} ⇒ f(x) ≥ sup

x∈D
{−f(x)} ∀x ∈ D ⇒

inf
x∈D

f(x) ≥ sup
x∈D
{−f(x)}. Nh­ vËy m = sup

x∈D
{−f(x)}.2.1.7. Hµm sè ng­î
ChoX, Y ⊆ R vµ mét song ¸nh f : X → Y . Khi ®ã, ¸nh x¹ ng­î
 f−1 : Y → Xx¸
 ®Þnh mét hµm sè y = f−1(x) ®­î
 gäi lµ hµm sè ng­î
 
ña hµm sè y = f(x).VÝ d� Hµm sè y = ax víi a > 0, a 6= 1 
ã hµm sè ng­î
 lµ y = logax víi

x ∈ (0; +∞).TÝnh 
hÊt ®å thÞ §å thÞ hµm sè y = f(x) vµ ®å thÞ hµm ng­î
 y = f−1(x) ®èixøng qua ®­êng th¼ng y = x.1. Hµm y = arcsinx*§Þnh nghÜa
y = arcsinx⇔







x = sin y

y ∈ [−π
2 ;

π
2 ].Nh­ vËy, miÒn x¸
 ®Þnh 
ña y = arcsinx lµ D = [−1; 1] vµ tËp gi¸ trÞ lµ Df =

[−π
2 ;

π
2 ].*VÝ d� TÝnh arcsin1

2 =?Gi¶i §Æt arcsin1
2
= y ⇒ 1

2
= sin y ⇒ y = π

6
v× y ∈ [−π

2
; π
2
]. VËy arcsin1

2
= π

6
.2. Hµm y = arccosx*§Þnh nghÜa

y = arccosx⇔







x = cos y

y ∈ [0; π].Nh­ vËy, miÒn x¸
 ®Þnh 
ña y = arccosx lµ D = [−1; 1] vµ tËp gi¸ trÞ lµ Df =

[0; π].*VÝ d� Chøng minh r»ng
arcsinx + arccosx =

π

2
∀x ∈ [−1; 1].47
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Chøng minh Tõ arcsinx ∈ [−π2 ; π2 ]⇒ π
2 − arcsinx ∈ [0; π]

⇒ cos(
π

2
− arcsinx) = sin(arcsinx) = x = cos(arccosx) ∀x ∈ [−1; 1]

⇒ π
2
− arcsinx = arccosx.3. Hµm y = arctanx*§Þnh nghÜa

y = arctanx⇔







x = tan y

y ∈ (−π
2
; π
2
).Nh­ vËy, miÒn x¸
 ®Þnh 
ña y = arctanx lµD = R vµ tËp gi¸ trÞ lµDf = (−π

2 ;
π
2 ).*VÝ d� TÝnh arctan

√
3 =?Gi¶i §Æt arctan√3 = y ⇒

√
3 = tan y ⇒ y = π

3 v× y ∈ (−π
2 ;

π
2 ). VËy

arctan
√
3 = π

3 .4. Hµm y = arccotx*§Þnh nghÜa
y = arccotx⇔







x = cot y

y ∈ (0; π).Nh­ vËy, miÒn x¸
 ®Þnh 
ña y = arccotx lµ D = R vµ tËp gi¸ trÞ lµ Df = (0; π).*VÝ d� Chøng minh r»ng
arctgx + arccotx =

π

2
.Gi¶i Theo ®Þnh nghÜa arctgx ∈ (−π

2 ,
π
2 ), ta 
ã π

2 − arctgx ∈ (0, π). Do vËy
cot(

π

2
− arctgx) = tan(arctgx)⇔ π

2
− arctgx = arccotx.2.1.8. Hµm hypeboli
1. Hµm sinhypeboli
: Ký hiÖu y = sh(x), ®­î
 x¸
 ®Þnh bëi 
«ng thø
:

sh(x) =
1

2
(ex − e−x).2. Hµm 
osinhypeboli
 Ký hiÖu y = ch(x), ®­î
 x¸
 ®Þnh bëi 
«ng thø
:

ch(x) =
1

2
(ex + e−x).48
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VÝ d� Cho x, y ∈ R, dïng ®Þnh nghÜa, 
høng minh r»ng:
sh(x+ y) = sh(x).ch(y) + ch(x).sh(y),

sh(x− y) = sh(x).ch(y)− ch(x).sh(y),

ch(x+ y) = ch(x).ch(y) + sh(x).sh(y),

ch(x− y) = ch(x).ch(y)− sh(x).sh(y),

ch2(x)− sh2(x) = 1,

ch2(x) + sh2(x) = ch(2x),

sh(2x) = 2sh(x).ch(x),
ch(x) + ch(y) = 2chx+y

2 .chx−y
2 ,

ch(x)− ch(y) = 2shx+y
2 .shx−y

2 ,
sh(x) + sh(y) = 2shx+y

2
.chx−y

2
,

sh(x)− sh(y) = 2chx+y
2 .shx−y

2 .3. Hµm tanghypeboli
 Ký hiÖu y = th(x), ®­î
 x¸
 ®Þnh bëi 
«ng thø
:
th(x) =

sh(x)

ch(x)
.4. Hµm 
otanghypeboli
 Ký hiÖu y = coth(x), ®­î
 x¸
 ®Þnh bëi 
«ng thø
:

coth(x) =
ch(x)

sh(x)
.VÝ d� Cho x, y ∈ R, dïng ®Þnh nghÜa, 
høng minh r»ng:

th(x + y) =
th(x) + th(y)

1 + th(x).th(y)
víi xy(x+ y) 6= 0,

th(x− y) =
th(x)− th(y)

1− th(x).th(y)
víi xy(x− y) 6= 0,

th(2x) =
2th(x)

1 + th2(x)
víi x 6= 0.Gi¶i

th(x) + th(y)

1 + th(x).th(y)
=

sh(x)
ch(x)

+ sh(y)
ch(y)

1 + sh(x)
ch(x) .

sh(y)
ch(y)

=
sh(x).ch(y) + ch(x).sh(y)

ch(x).ch(y) + sh(x).sh(y)
=

sh(x+ y)

ch(x + y)
= th(x+ y).C¸
 kÕt qu¶ 
ßn l¹i ®­î
 
høng minh t­¬ng tù.2.2. Giíi h¹n 
ña hµm mét biÕn sè 49
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2.2.1. §Þnh nghÜa+ Cho hµm sè f(x) x¸
 ®Þnh trong kho¶ng (a, b), vµ x0 ∈ [a, b]. Ta nãi r»ng f(x)
ã giíi h¹n A (h÷u h¹n) khi x dÇn tíi x0, ký hiÖu lµ lim
x→x0

f(x) = A khi vµ 
hØ khi
∀ǫ > 0 ∃δ > 0 sao 
ho 0 < |x− x0| < δ ∀x ∈ (a, b)⇒ |f(x)−A| < ǫ.+ Cho hµm sè f(x) x¸
 ®Þnh trong kho¶ng (a, b), vµ x0 ∈ [a, b]. Ta nãi r»ng f(x)
ã giíi h¹n tr¸i A (h÷u h¹n) khi x dÇn tíi x0, ký hiÖu lµ lim

x→x−

0

f(x) = A khi vµ
hØ khi
∀ǫ > 0 ∃δ > 0 sao 
ho ∀x ∈ (a, b) : 0 > x− x0 > −δ ⇒ |f(x)− A| < ǫ.+ Cho hµm sè f(x) x¸
 ®Þnh trong kho¶ng (a, b), vµ x0 ∈ [a, b]. Ta nãi r»ng f(x)
ã giíi h¹n ph¶i A (h÷u h¹n) khi x dÇn tíi x0, ký hiÖu lµ lim

x→x+
0

f(x) = A khi vµ
hØ khi
∀ǫ > 0 ∃δ > 0 sao 
ho ∀x ∈ (a, b) : 0 < x−x0 < δ ∀x ∈ (a, b)⇒ |f(x)−A| < ǫ.NhËn x�t:

lim
x→x0

f(x) = A⇔















lim
x→x−

0

f(x) = A

lim
x→x+

0

f(x) = A+ Cho hµm sè f(x) x¸
 ®Þnh trong kho¶ng (a, b) vµ x0 ∈ [a, b]. Ta nãi r»ng f(x)
ã giíi h¹n +∞ (v« h¹n) khi x dÇn tíi x0, ký hiÖu lµ lim
x→x0

f(x) = +∞ khi vµ
hØ khi
∀A ∃δ > 0 sao 
ho 0 < |x− x0| < δ ∀x ∈ (a, b)⇒ f(x) > A.+ Cho hµm sè f(x) x¸
 ®Þnh trong kho¶ng (a, b) vµ x0 ∈ [a, b]. Ta nãi r»ng f(x)
ã giíi h¹n −∞ (v« h¹n) khi x dÇn tíi x0, ký hiÖu lµ lim

x→x0

f(x) = −∞ khi vµ
hØ khi
∀A ∃δ > 0 sao 
ho 0 < |x− x0| < δ ∀x ∈ (a, b)⇒ f(x) < A.+ Cho hµm sè f(x) x¸
 ®Þnh trong kho¶ng (a,+∞). Ta nãi r»ng f(x) 
ã giíi h¹n

A (h÷u h¹n) khi x dÇn tíi +∞, ký hiÖu lµ lim
x→+∞

f(x) = A khi vµ 
hØ khi
∀ǫ > 0 ∃x0 sao 
ho ∀x > x0 ⇒ |f(x)− A| < ǫ.50
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+ Cho hµm sè f(x) x¸
 ®Þnh trong kho¶ng (−∞, a). Ta nãi r»ng f(x) 
ã giíi h¹n
A (h÷u h¹n) khi x dÇn tíi −∞, ký hiÖu lµ lim

x→−∞
f(x) = A khi vµ 
hØ khi

∀ǫ > 0 ∃x0 sao 
ho ∀x < x0 ⇒ |f(x)− A| < ǫ.+ Cho hµm sè f(x) x¸
 ®Þnh trong kho¶ng (a,+∞). Ta nãi r»ng f(x) 
ã giíi h¹n
+∞(−∞) (v« h¹n) khi x dÇn tíi +∞, ký hiÖu lµ lim

x→+∞
f(x) = +∞ (t­¬ng øng:

−∞) khi vµ 
hØ khi
∀A ∃x0 sao 
ho ∀x > x0 ⇒ f(x) > A (t­¬ng øng: < A).+ Cho hµm sè f(x) x¸
 ®Þnh trong kho¶ng (−∞, a). Ta nãi r»ng f(x) 
ã giíi h¹n

+∞ (t­¬ng øng: −∞) khi x dÇn tíi −∞, ký hiÖu lµ lim
x→−∞

f(x) = +∞ (t­¬ngøng: −∞) khi vµ 
hØ khi
∀A ∃x0 sao 
ho ∀x < x0 ⇒ f(x) > A (t­¬ng øng: < A).VÝ d� 2.1. Dïng ®Þnh nghÜa 
høng minh r»ng

lim
x→1

x+ 1

2x− 1
= 2.Gi¶i Theo ®Þnh nghÜa,

lim
x→1

x+ 1

2x− 1
= 2khi vµ 
hØ khi

∀ǫ > 0, ∃δ = δ(ǫ) sao 
ho ∀x : |x−1| < δ ⇒ | x+ 1

2x− 1
−2| = |x−1|. 3

|2x− 1| < ǫNÕu ta 
hän δ < 1
2 , th×

∀x : |x−1| < δ ⇔ 1−δ < x < 1+δ ⇒ |2x−1| = 2x−1 > 2(1−δ)−1 = 1−2δ > 0.Do ®ã, víi δ < 1
2 , ta 
ã

∀x : |x− 1| < δ ⇒ | x+ 1

2x− 1
− 2| = |x− 1|. 3

|2x− 1| <
3δ

1− 2δ
,mµ 3δ

1−2δ < ǫ⇔ δ < ǫ
2ǫ+3. Nh­ vËy, δ = δ(ǫ) ®­î
 x¸
 ®Þnh bëi

0 < δ < min{1
2
,

ǫ

2ǫ+ 3
}.51

PTIT



2.2.2. Quan hÖ gi÷a giíi h¹n 
ña d·y sè vµ giíi h¹n 
ña hµm sè
lim
x→x0

f(x) = A⇔ {∀xn : lim
n→∞

xn = x0 ⇒ lim
n→∞

f(xn) = A}.Chøng minh (⇒) Gi¶ sö lim
x→x0

f(x) = A vµ lim
n→∞

xn = x0. Theo ®Þnh nghÜa, ta 
ã






∀ǫ > 0 ∃δ > 0 sao 
ho 0 < |x− x0| < δ ∀x ∈ (a, b)⇒ |f(x)−A| < ǫ.

∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 ⇒ |xn − x0| < δ

⇒ |f(xn)− A| < ǫ, ®iÒu nµy 
ã nghÜa lµ lim
n→∞

f(xn) = A.
(⇐) Gi¶ sö r»ng d·y (xn) bÊt kú tháa m·n lim

n→∞
xn = x0 vµ lim

n→∞
f(xn) = A mµ

lim
x→x0

f(x) 6= A. Theo ®Þnh nghÜa,
∃ǫ > 0, ∀δ > 0, ∃x sao 
ho ∀x : 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− A| ≥ ǫ.Ta 
hän δ := 1

n
⇒ ∃xn : 0 < |xn − x0| < δ vµ |f(xn)−A| ≥ ǫ. Khi ®ã, ta 
ã

lim
n→∞

xn = x0 vµ lim
n→∞

f(xn) 6= A.§iÒu nµy mÉu thuÉn víi gi¶ thiÕt trªn. Nh­ vËy lim
x→x0

f(x) = A. 2Dùa vµo mèi quan hÖ nµy vµ tÝnh 
hÊt duy nhÊt 
ña giíi h¹n 
ña d·y sè, ta 
ã kÕtqu¶ d­íi ®©y.NhËn x�t: NÕu tån t¹i lim
x→x0

f(x) = A, th× A lµ duy nhÊt.2.2.3. TÝnh 
hÊt1. TÝnh bÞ 
hÆn§Þnh lý 2.2. NÕu lim
x→x0

f(x) = A vµ |f(x0)| < +∞, th× f(x) bÞ 
hÆn trong métl©n 
Ën 
ña x0.Chøng minh Gi¶ sö lim
x→x0

f(x) = A, theo ®Þnh nghÜa,
∀ǫ > 0 (
ho tr­í
) ∃δ > 0 sao 
ho ∀x ∈ (a, b) : 0 6= |x−x0| < δ ⇒ |f(x)−A| < ǫ.Hay víi ǫ > 0 
ho tr­í
, ta 
ã δ > 0 
òng ®­î
 
ho tr­í
 vµ

A− ǫ < f(x) < A+ ǫ ∀x ∈ (x0 − δ; x0) ∪ (x0; x0 + δ).Khi ®ã, ∀x ∈ (x0 − δ; x0 + δ) ta 
ã
m := min{−|f(x0)|, A− ǫ} ≤ f(x) ≤M := max{|f(x0)|, A+ ǫ}.52
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22. TÝnh thø tù§Þnh lý 2.3. i) Gi¶ sö tån t¹i h÷u h¹n lim
x→x0

f(x), lim
x→x0

g(x). NÕu f(x) ≤ g(x)

∀x ∈ (x0 − δ0, x0 + δ0) th× lim
x→x0

f(x) ≤ lim
x→x0

g(x).ii) NÕu lim
x→x0

f(x) > m, th× tån t¹i δ > 0 sao 
ho f(x) > m ∀x0 6= x ∈
(x0 − δ, x0 + δ).iii) NÕu f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ (x0− δ, x0+ δ) vµ lim

x→x0

f(x) = +∞, th× lim
x→x0

g(x) =

+∞.Chøng minh i) Gi¶ sö ng­î
 l¹i r»ng A = lim
x→x0

f(x) > lim
x→x0

g(x) = B. §Æt
ǫ = A−B

2 > 0, theo ®Þnh nghÜa, tån t¹i δ1 vµ δ2 sao 
ho






∀x : 0 < |x− x0| < δ1 ⇒ |f(x)− A| < ǫ

∀x : 0 < |x− x0| < δ2 ⇒ |g(x)− B| < ǫ.Ta ®Æt δ := min{δ1, δ2}. Khi ®ã
∀x : 0 < |x−x0| < δ ⇒







|f(x)−A| < ǫ⇒ f(x) > A− ǫ = A− A−B
2 = A+B

2

|g(x)− B| < ǫ⇒ g(x) < B + ǫ = B + A−B
2 = A+B

2

⇒ g(x) < f(x). §iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt. Nh­ vËy lim
x→x0

f(x) ≤
lim
x→x0

g(x).ii) Gi¶ sö A = lim
x→x0

f(x) = A > m, ®Æt ǫ = A−m > 0. Theo ®Þnh nghÜa,
∃δ > 0 sao 
ho ∀x : 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)−A| < ǫ⇒ f(x) > A− ǫ = miii) Theo ®Þnh nghÜa 
ña lim

x→x0

f(x) = +∞, ∀A, ∃δ1 > 0 sao 
ho
∀x : 0 < |x− x0| < δ1 ⇒ f(x) > A. §Æt δ2 = min{δ, δ1}. Khi ®ã
∀x : 0 < |x− x0| < δ2 ⇒







f(x) > A

f(x) < g(x)
⇒ g(x) > A⇒ lim

x→x0

g(x) = +∞.

2Dùa vµo tÝnh 
hÊt i), ta dÔ dµng 
ã kÕt qu¶ sau:Nguyªn lý kÑp: NÕu f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) vµ lim
x→x0

f(x) =

lim
x→x0

h(x) = A, th× lim
x→x0

g(x) = A. 53
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VÝ d� 2.4. Chøng minh r»ng
lim
x→∞

(

1 +
1

x

)x

= e.Chøng minh X�t tr­êng hîp x → +∞. Víi mäi x > 1, lu«n tån t¹i n ∈ N sao
ho n ≤ x ≤ n+ 1⇒ 1
n+1
≤ 1

x
≤ 1

n
. Khi ®ã, theo ®Þnh nghÜa lim

n→∞
(1 + 1

n
)n = e,ta 
ã

e←
(

1 +
1

n+ 1

)n

≤
(

1 +
1

x

)n

≤
(

1 +
1

x

)x

≤
(

1 +
1

n

)x

≤
(

1 +
1

n

)n+1

=
(

1 +
1

n

)n

.
(

1 +
1

n

)

→ e.Suy ra lim
x→+∞

(

1 + 1
x

)x

= e.Trong tr­êng hîp x→ −∞. §æi biÕn x = −y, ta 
ã x→ −∞⇔ y → +∞ vµ
lim

x→−∞

(

1 +
1

x

)x

= lim
y→+∞

(

1 +
1

−y
)−y

= lim
y→+∞

( y

y − 1

)y

= lim
y→+∞

(

1 +
1

y − 1

)y−1
.
(

1 +
1

y − 1

)

= e.Nh­ vËy lim
x→∞

(

1 + 1
x

)x

= e.Ta dÔ dµng 
ã 
¸
 
«ng thø
 d­íi ®©y.Mét sè tÝnh 
hÊt vÒ sè eTÝnh 
hÊt 1 lim
y→0

(

1 + y
)

1
y

= e.TÝnh 
hÊt 2 lim
y→0

ln(1+y)
y

= 1.TÝnh 
hÊt 3 lim
y→0

ey−1
y

= 1.VÝ d� 2.5. T×m giíi h¹n
lim
x→0

log1−x sin 3x(cos 4x+ x2).
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Gi¶i Theo tÝnh 
hÊt 2 vµ 
«ng thø
 lim
x→0

sinx
x

= 1, ta 
ã
lim
x→0

log1−x sin 3x(cos 4x+ x2) = lim
x→0

ln(cos 4x+ x2)

ln(1− x sin 3x)

= lim
x→0

ln(1−2 sin2 2x+x2)

x2−2 sin2 2x .(x2 − 2 sin2 2x)

ln(1−x sin 3x)
−x sin 3x .(−x sin 3x)

.

= lim
x→0

ln(1−2 sin2 2x+x2)

x2−2 sin2 2x .x2(1− 8 sin2 2x
4x2 )

ln(1−x sin 3x)
−x sin 3x .(−3x2 sin 3x

3x )
.

= lim
x→0

ln(1−2 sin2 2x+x2)

x2−2 sin2 2x .(1− 8 sin2 2x
4x2 )

ln(1−x sin 3x)
−x sin 3x .(−3 sin 3x

3x
)

.

=
7

32.2.4. C¸
 ph�p to¸n vÒ giíi h¹nCho 
¸
 giíi h¹n h÷u h¹n lim
x→x0

f(x) = A vµ lim
x→x0

g(x) = B (x0 ∈ R̄). Khi®ã, ta 
ã 
¸
 ph�p to¸n giíi h¹n sau:a) lim
x→x0

[f(x) + g(x)] = lim
x→x0

f(x) + lim
x→x0

g(x).b) lim
x→x0

[f(x)− g(x)] = lim
x→x0

f(x)− lim
x→x0

g(x).
) lim
x→x0

[k.f(x)] = k lim
x→x0

f(x), víi mäi k ∈ R.d) lim
x→x0

[f(x).g(x)] = lim
x→x0

f(x). lim
x→x0

g(x).e) lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
, víi B 6= 0.2.2.5. Giíi h¹n 
ña hµm ®¬n ®iÖu§Þnh lý 2.6. i) Cho hµm sè f(x) t¨ng trªn (a, x0). NÕu f(x) bÞ 
hÆn trªn, th× tånt¹i h÷u h¹n lim

x→x−

0

f(x). NÕu f(x) kh«ng bÞ 
hÆn trªn, th× lim
x→x−

0

f(x) = +∞.ii) Cho hµm sè f(x) gi¶m trªn (a, x0). NÕu f(x) bÞ 
hÆn d­íi, th× tån t¹i h÷u h¹n
lim
x→x−

0

f(x). NÕu f(x) kh«ng bÞ 
hÆn d­íi, th× lim
x→x−

0

f(x) = −∞.Chøng minh i) Gi¶ sö f(x) t¨ng vµ bÞ 
hÆn trªn trªn (a, x0). Tån t¹i h÷u h¹n
A = sup

x∈(a,x0)

f(x). Theo HÖ qu¶ 
ña sup, ta 
ã ∀ǫ > 0, ∃x∗ ∈ (a, x0) : A − ǫ <

f(x∗) ≤ A. MÆt kh¸
 f(x) t¨ng, nªn f(x) ≥ f(x∗) ∀x ∈ (x∗, x0). Do ®ã, víi55
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δ = x0 − x∗ > 0, ta 
ã
A− ǫ < f(x) ≤ A ∀x ∈ (x∗, x0)⇒ |f(x)−A| < ǫ ∀x : 0 > x− x0 > −δ.Nh­ vËy lim

x→x−

0

f(x) = A.NÕu f(x) kh«ng bÞ 
hÆn trªn, tø
 lµ ∀A, ∃x∗ ∈ (a, x0) : f(x∗) > A. Do f(x)t¨ng trªn (a, x0), nªn f(x) ≥ f(x∗) > A ∀x ∈ (x∗, x0) ⇒ f(x) > A ∀x ∈
(a, x0) : x− x0 > −δ víi δ = x0 − x∗. Nh­ vËy lim

x→x−

0

f(x) = +∞.ii) Chøng minh t­¬ng tù nh­ trong i) hoÆ
 ¸p d�ng i) 
ho hµm sè g(x) = −f(x).
22.3. §¹i l­îng v« 
ïng b� vµ v« 
ïng lín2.3.1. §Þnh nghÜa+ Hµm sè α(x) ®­î
 gäi lµ v« 
ïng b�, viÕt t¾t lµ VCB t¹i x0 nÕu lim

x→x0

α(x) = 0.+ Cho α(x), β(x) lµ hai VCB t¹i x0. NÕu lim
x→x0

α(x)
β(x)

= 0 th× α(x) ®­î
 gäi lµ VCBbË
 
ao h¬n β(x) t¹i x0, ký hiÖu lµ α(x) = O(β(x)) t¹i x0.+ Cho α(x), β(x) lµ hai VCB t¹i x0. NÕu lim
x→x0

α(x)
β(x) = m 6= 0 th× α(x), β(x) ®­î
gäi lµ hai VCB 
ïng 
Êp t¹i x0. §Æ
 biÖt, khi m = 1, ta gäi α(x), β(x) ®­î
 gäilµ hai VCB t­¬ng ®­¬ng t¹i x0, ký hiÖu α(x) ∼ β(x) t¹i x0.Tham kh¶o 
¸
 ®Þnh nghÜa d­íi ®©y+ Hµm sè α(x) ®­î
 gäi lµ v« 
ïng lín, viÕt t¾t lµ VCL t¹i x0 nÕu hµm sè 1

α(x)®­î
 gäi lµ v« 
ïng b� t¹i x0.+ Cho α(x), β(x) lµ hai VCL t¹i x0 vµ lim
x→x0

α(x)
β(x) = m. NÕu m =∞ th× α(x) ®­î
gäi lµ VCL bË
 
ao h¬n β(x) t¹i x0. NÕu m 6= 0 th× α(x), β(x) ®­î
 gäi lµ haiVCL 
ïng 
Êp t¹i x0. §Æ
 biÖt, khi m = 1, ta gäi α(x), β(x) ®­î
 gäi lµ hai VCLt­¬ng ®­¬ng t¹i x0.HÖ qu¶: NÕu α(x) ∼ α1(x) vµ β(x) ∼ β1(x) t¹i x0, th×

lim
x→x0

α(x)

β(x)
= lim

x→x0

α1(x)

β1(x)
.VÝ d� 2.7. Dïng VCB t­¬ng ®­¬ng, t×m giíi h¹n

lim
x→0

sin2 3x

x sin 5x
.
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Gi¶i Theo 
«ng thø
 lim
x→0

sinx
x

= 1, ta 
ã sin(kx) ∼ kx. Tõ hÖ qu¶ trªn, suy ra
lim
x→0

sin2 3x

x sin 5x
= lim

x→0

(3x)2

x5x
=

9

5
.2.3.2. TÝnh 
hÊtDùa vµo ®Þnh nghÜa VCB vµ tÝnh 
hÊt 
ña giíi h¹n, ta 
ã 
¸
 tÝnh 
hÊt ®¹i sè 
ñaVCB nh­ sau:1. NÕu αi(x) i = 1, 2, ..., n lµ 
¸
 VCB t¹i x0, th× n

∑

i=1

αi(x) vµ n
∏

i=1

αi(x) 
òng lµVCB t¹i x0.2. NÕu α(x) lµ VCB t¹i x0 vµ β(x) bÞ 
hÆn trong l©n 
Ën 
ña ®iÓm x0, th× α(x).β(x)
òng lµ VCB t¹i x0.3. Cho α(x), β(x) lµ hai VCB t¹i x0, nÕu α(x) ∼ β(x), th× c.α(x) ∼ c.β(x).VÝ d� 2.8. Cho α 6= β, t×m giíi h¹n
lim
x→0

eax − ebx

sin(αx)− sin(βx)
.Gi¶i Theo 
«ng thø
 lim

x→0

ex−1
x

= 1, ta 
ã ex− 1 ∼ x t¹i 0⇒ eax− ebx ∼ (a− b)x.Tõ sin x ∼ x⇒ sin(ax)− sin(bx) ∼ (a− b)x. Do ®ã
lim
x→0

eax − ebx

sin(αx)− sin(βx)
= lim

x→0

(a− b)x

(α− β)x
=

a− b

α− β
.2.4. Hµm liªn t�
2.4.1. §Þnh nghÜaCho hµm sè y = f(x) x¸
 ®Þnh trªn miÒn D vµ x0 ∈ D.+ Hµm sè f(x) ®­î
 gäi lµ liªn t�
 t¹i x0 khi vµ 
hØ khi lim

x→x0

f(x) = f(x0).Hay ∀ǫ > 0, ∃δ > 0, ∀x : 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ǫ.+ Hµm sè f(x) ®­î
 gäi lµ liªn t�
 tr¸i t¹i x0 khi vµ 
hØ khi lim
x→x−

0

f(x) = f(x0).Hay ∀ǫ > 0, ∃δ > 0, ∀x : 0 > x− x0 > −δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ǫ.+ Hµm sè f(x) ®­î
 gäi lµ liªn t�
 ph¶i t¹i x0 khi vµ 
hØ khi lim
x→x+

0

f(x) = f(x0).Hay ∀ǫ > 0, ∃δ > 0, ∀x : 0 < x− x0 < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ǫ.NhËn x�t: f(x) liªn t�
 t¹i x0 khi vµ 
hØ khi f(x) liªn t�
 tr¸i vµ liªn t�
 ph¶i t¹i
x0.+ Hµm sè f(x) ®­î
 gäi lµ gi¸n ®o¹n t¹i x0, nÕu f(x) kh«ng liªn t�
 t¹i x0, khi57
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®ã x0 ®­î
 gäi lµ ®iÓm gi¸n ®o¹n 
ña f(x).+ NÕu x0 lµ ®iÓm gi¸n ®o¹n 
ña f(x) vµ tån t¹i h÷u h¹n 
¸
 giíi h¹n lim
x→x+

0

f(x) =

f(x+
0 ), lim

x→x−

0

f(x) = f(x−0 ), th× h = |f(x+
0 )− f(x−0 )| ®­î
 gäi lµ ®é dµi 
ña b­í
nhÈy 
ña hµm f(x) t¹i x0.+ Hµm sè f(x) ®­î
 gäi lµ liªn t�
 trªn kho¶ng (a, b), nÕu f(x) liªn t�
 t¹i

∀x0 ∈ (a, b).+ Hµm sè f(x) ®­î
 gäi lµ liªn t�
 trªn ®o¹n [a, b], nÕu f(x) liªn t�
 trªn kho¶ng
(a, b), liªn t�
 tr¸i t¹i b vµ liªn t�
 ph¶i t¹i a.VÝ d� 2.9. T×m a, b ®Ó hµm sè sau liªn t�
 trªn R

f(x) =























ax2 − bx+ 1 nÕu x < 1,

2a− b nÕu 1 ≤ x ≤ 2,

bx+ a− 1 nÕu x > 2.Gi¶i -NÕu x < 1, th× f(x) = ax2 − bx + 1 liªn t�
 trªn R, suy ra f(x) liªn t�
trªn (−∞, 1).-NÕu x ∈ [1, 2], th× f(x) = 2a− b liªn t�
 trªn R, suy ra f(x) liªn t�
 trªn [1, 2].-NÕu x > 2, th× f(x) = bx + a − 1 liªn t�
 trªn R, suy ra f(x) liªn t�
 trªn
(2,+∞).Nh­ vËy f(x) liªn t�
 trªn R khi vµ 
hØ khi f(x) liªn t�
 tr¸i t¹i 1 vµ liªn t�
 ph¶it¹i 2. Tø
 lµ











lim
x→1−

f(x) = f(1),

lim
x→2+

f(x) = f(2),
⇔











lim
x→1−

(ax2 − bx+ 1) = 2a− b,

lim
x→2+

(bx+ a− 1 = 2a− b,

⇔







a− b+ 1 = 2a− b,

2b+ a− 1 = 2a− b.VËy a = 1 vµ b = 2
3 , hµm sè f(x) liªn t�
 trªn R.2.4.2. TÝnh 
hÊt ®¹i sèCho f(x), g(x) lµ hai hµm sè liªn t�
 trªn miÒn D, dïng ®Þnh nghÜa hµm liªn t�
vµ 
¸
 ®Þnh lý vÒ giíi h¹n hµm sè, ta 
ã 
¸
 tÝnh 
hÊt sau:58
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+ Hµm sè f(x) + g(x) liªn t�
 trªn miÒn D.+ Hµm sè f(x).g(x) liªn t�
 trªn miÒn D.+ Hµm sè kg(x) liªn t�
 trªn miÒn D, víi k = const.+ Hµm sè |f(x)| liªn t�
 trªn miÒn D.+ Hµm sè f(x)
g(x) liªn t�
 trªn miÒn D trõ nh÷ng ®iÓm x0 sao 
ho g(x0) = 0.Tõ 
¸
 tÝnh 
hÊt nµy suy ra 
¸
 kÕt qu¶ sau:HÖ qu¶+ Hµm ®a thø
 bË
 n, y = Pn(x) liªn t�
 trªn R.+ Hµm ph©n thø
 y = Pn(x)

Qm(x) liªn t�
 trªnR trõ nh÷ng ®iÓm x0 sao 
hoQm(x0) = 0.+ C¸
 hµm sè l­îng gi¸
, hµm sè mò, hµm sè logarit, 
¸
 hµm hypeboli
 vµ 
¸
hµm ng­î
 liªn t�
 trªn tËp x¸
 ®Þnh 
ña 
hóng.VÝ d� 2.10. Cho f(x), g(x) liªn t�
 trªn miÒn D. Chøng minh r»ng 
¸
 hµm sè:
min{f(x), g(x)} vµ max{f(x), g(x)} 
òng liªn t�
 trªn D.Gi¶i B»ng 
¸
h sö d�ng 
¸
 hÖ thø


max{f(x), g(x)} = 1

2

(

f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|
)

∀x ∈ D,

min{f(x), g(x)} = 1

2

(

f(x) + g(x)− |f(x)− g(x)|
)

∀x ∈ Dvµ 
¸
 tÝnh 
hÊt trªn, ta 
ã 
¸
 hµm sèmin{f(x), g(x)} vµmax{f(x), g(x)} 
òngliªn t�
 trªn D.2.4.3. Cù
 trÞ 
ña hµm liªn t�
§Þnh lý 2.11. NÕu hµm sè f(x) liªn t�
 trªn [a, b] vµ f(a).f(b) < 0, th× tån t¹i
c ∈ (a, b) sao 
ho f(c) = 0.Chøng minh (ph­¬ng ph¸p 
hia ®«i)Tõ f(a).f(b) < 0, kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, ta gi¶ sö r»ng f(a) < 0 vµ f(b) > 0.B­í
 1: Chia ®o¹n [a, b] thµnh 2 ®o¹n [a, c] vµ [c, b] víi c = a+b

2 . X¶y ra 3 tr­ênghîp+Tr­êng hîp 1: NÕu f(c) > 0 th× ®Æt a1 = a, b1 = c. Ta lu«n 
ã
f(a1) < 0, f(b1) > 0, [a1, b1] ⊂ [a, b] vµ b1 − a1 =

b− a

2
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+Tr­êng hîp 2: NÕu f(c) < 0 th× ®Æt a=c, b1 = b. Ta 
òng 
ã
f(a1) < 0, f(b1) > 0, [a1, b1] ⊂ [a, b] vµ b1 − a1 =

b− a

2
.+Tr­êng hîp 3: NÕu f(c) = 0 th× dõng.B­í
 2: Chia ®o¹n [a1, b1] thµnh 2 ®o¹n [a1, c] vµ [c, b1] víi c = a1+b1

2 . X¶y ra 2tr­êng hîp+Tr­êng hîp 1: NÕu f(c) > 0 th× ®Æt a2 = a1, b2 = c. Ta lu«n 
ã
f(a2) < 0, f(b2) > 0, [a2, b2] ⊂ [a1, b1] vµ b2 − a2 =

b− a

22
.+Tr­êng hîp 2: NÕu f(c) < 0 th× ®Æt a2 = c, b2 = b1. Ta 
òng 
ã

f(a2) < 0, f(b2) > 0, [a2, b2] ⊂ [a1, b1] vµ b2 − a2 =
b− a

22
.

.................B­í
 n: Chia ®o¹n [an−1, bn−1] thµnh 2 ®o¹n [an−1, c] vµ [c, bn−1] víi c = an−1+bn−1

2 .X¶y ra 2 tr­êng hîp+Tr­êng hîp 1: NÕu f(c) > 0 th× ®Æt an = an−1, bn = c. Ta lu«n 
ã
f(an) < 0, f(bn) > 0, [an, bn] ⊂ [an−1, bn−1] vµ bn − an =

b− a

2n
.+Tr­êng hîp 2: NÕu f(c) < 0 th× ®Æt an = c, bn = bn−1. Ta 
òng 
ã

f(an) < 0, f(bn) > 0, [an, bn] ⊂ [an−1, bn−1] vµ bn − an =
b− a

2n
.Nh­ vËy, nÕu t×m ®­î
 c sÏ dõng l¹i, nÕu kh«ng t×m ®­î
 c th× nhËn ®­î
 hai d·ykÒ nhau (an) vµ (bn). Khi ®ã, tån t¹i duy nhÊt c sao 
ho lim

n→∞
an = lim

n→∞
bn = c.KÕt hîp ®iÒu nµy víi tÝnh liªn t�
 
ña hµm f(x), ta 
ã

lim
n→∞

f(an) = f(c) ≤ 0 vµ lim
n→∞

f(bn) = f(c) ≥ 0⇒ f(c) = 0.

2VÝ d� 2.12. T×m nghiÖm xÊp xØ 
ña ph­¬ng tr×nh
sin x− x

2
= 0trªn [1, 3] ®Õn ®é 
hÝnh x¸
 2 
h÷ sè thËp ph©n.60
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Gi¶i§Æt f(x) = sinx−x
2 , ta 
ã f(x) liªn t�
 trªn [1, 3] vµ f(1)f(3) ≈ 0.34(−1.36) <

0. Dïng ph­¬ng ph¸p 
hia ®«i, suy ra
a b c =

a+ b

2
f(a) f(b) f(c)

1 3 2 0.34 − 1.36 −0.09
1 2 1.5 0.34 − 0.09 0.25

1.5 2 1.75 0.25 − 0.09 0.11

1.75 2 1.88 0.11 − 0.09 0.02

1.88 2 1.94 0.02 − 0.09 −0.04
1.88 1.94 1.91 0.02 − 0.04 −0.01
1.88 1.91 1.89 0.02 − 0.01 0.00

1.89 1.91 1.90 0.00 − 0.01 0.00.Nh­ vËy, nghiÖm xÊp xØ lµ x0 ≈ 1.90+0.01.VÝ d� 2.13. Cho hµm sè f(x) liªn t�
 trªn [a, b] vµ γ ∈ (f(a), f(b)). Chøng minhr»ng tån t¹i c ∈ (a, b) sao 
ho f(c) = γ.Gi¶i §Æt g(x) = f(x)− γ. Do f(x) liªn t�
 trªn [a, b] vµ f(a) < γ < f(b), nªn
g(x) 
òng liªn t�
 trªn [a, b] vµ g(a).g(b) < 0. Theo tÝnh 
hÊt trï mËt 
ña f(x),ta 
ã tån t¹i c ∈ (a, b) sao 
ho g(c) = 0⇒ f(c) = γ.2.4.4. TÝnh 
hÊt bÞ 
hÆn§Þnh lý 2.14. NÕu hµm sè f(x) liªn t�
 trªn [a, b] th× f(x) ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt vµnhá nhÊt trªn [a, b]. Hay tån t¹i x1, x2 ∈ [a, b] sao 
ho

f(x1) = min
x∈[a,b]

f(x), f(x2) = max
x∈[a,b]

f(x).Chøng minh + Hµm sè f(x) bÞ 
hÆn trªn /[a, b] (ph¶n 
høng).ThËt vËy, gi¶ sö f(x) kh«ng bÞ 
hÆn trªn / [a, b], hay ∀n ∈ N, ∃yn ∈ [a, b]sao 
ho f(yn) ≥ n. D·y (yn) bÞ 
hÆn, theo Bolzano-Weierstrass, tån t¹i d·y
on (ynk
) sao 
ho lim

k→∞
ynk

= y∗ ∈ [a, b] ⇒ lim
k→∞

f(ynk
) = f(y∗). MÆt kh¸


f(ynk
) ≥ nk ⇒ lim

k→∞
f(ynk

) = +∞. §iÒu nµy m©u thuÉn. Nh­ vËy f(x) bÞ 
hÆn61
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trªn / [a, b].+ Hµm sè f(x) bÞ 
hÆn d­íi /[a, b] (
høng minh t­¬ng tù).Nh­ vËy, hµm sè f(x) bÞ 
hÆn /[a, b].+ Tån t¹i x1 ∈ [a, b] sao 
ho f(x1) = min
x∈[a,b]

f(x).ThËt vËy, do f(x) bÞ 
hÆn d­íi / [a, b] nªn tån t¹i 
Ën d­íi ®óng 
ña f(x) trªn
[a, b]. §Æt m = inf

x∈[a,b]
f(x). Theo ®Þnh nghÜa, víi mäi ǫ = 1

n
> 0, ∃yn ∈ [a, b] :

m ≤ f(yn) ≤ m + 1
n
. Tõ yn ∈ [a, b] vµ ®Þnh lý Bolzano-Weierstrass, tån t¹i métd·y 
on (ynk

) sao 
ho










0 ≤ f(ynk
)−m ≤ 1

nk

lim
k→∞

ynk
= x1 ∈ [a, b]

⇒











lim
k→∞

f(ynk
) = m

lim
k→∞

f(ynk
) = f(x1)

⇒ m = f(x1).Nh­ vËy f(x1) = min
x∈[a,b]

f(x).+ Tån t¹i x2 ∈ [a, b] sao 
ho f(x2) = max
x∈[a,b]

f(x).Ta ®Æt M = sup
x∈[a,b]

f(x) vµ ®­î
 
høng minh t­¬ng tù. 2VÝ d� 2.15. Cho hai hµm sè f(x) vµ g(x) liªn t�
 trªn [a, b] tháa m·n
0 < g(x) < f(x) ∀x ∈ [a, b].Chøng minh r»ng: Tån t¹i λ > 0 sao 
ho (1 + λ)g(x) ≤ f(x) ∀x ∈ [a, b].Gi¶i §Æt h(x) = f(x)

g(x)
, theo tÝnh 
hÊt 
ña hµm liªn t�
, ta 
ã h(x) liªn t�
 trªn [a, b].Theo tÝnh 
hÊt bÞ 
hÆn 
ña h(x), tån t¹i x1 ∈ [a, b] sao 
ho h(x1) = min

x∈[a,b]
h(x).Tõ 0 < g(x) < f(x) ∀x ∈ [a, b] suy ra h(x1) > 1, ®Æt λ = h(x1)− 1 > 0 (
onst).Khi ®ã

∀x ∈ [a, b] : h(x) ≥ h(x1) = 1 + λ⇒ f(x) ≥ (1 + λ)g(x).2.5. Hµm liªn t�
 ®Òu2.5.1. §Þnh nghÜaHµm sè f(x) ®­î
 gäi lµ liªn t�
 ®Òu trªn miÒn D khi vµ 
hØ khi
∀ǫ > 0, ∃δ = δ(ǫ) > 0, ∀x, x′ ∈ D : |x− x′| < δ ⇒ |f(x)− f(x′)| < ǫ.2.5.2. Quan hÖ gi÷a tÝnh liªn t�
 vµ liªn t�
 ®Òu62
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§Þnh lý 2.16. NÕu hµm f(x) liªn t�
 ®Òu trªn miÒn D, th× f(x) liªn t�
 trªn D.Chøng minh Víi mäi x0 ∈ D bÊt kú, theo ®Þnh nghÜa 
ña liªn t�
 ®Òu, 
hän ®Æ
biÖt x′ = x0,
∀ǫ > 0, ∃δ > 0, ∀x : |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ǫ

⇒ f(x) liªn t�
 t¹i x0. Nh­ vËy f(x) liªn t�
 trªn D.NhËn x�t 2.17. NÕu hµm f(x) liªn t�
 trªn D ; f(x) liªn t�
 ®Òu trªn D.VÝ d� Hµm sè f(x) = x2 liªn t�
 trªn R, nh­ng f(x) kh«ng liªn t�
 ®Òu trªn R.ThËt vËy, theo ®Þnh nghÜa 
ña liªn t�
 ®Òu, f(x) kh«ng liªn t�
 ®Òu trªn R khi vµ
hØ khi
∃ǫ > 0, ∀δ > 0, ∃x, x′ ∈ R : |x− x′| < δ ⇒ |f(x)− f(x′)| ≥ ǫ.Ta 
hän ǫ = 1

2 , x = 1
δ3
, x′ = 1

δ3
+ δ

2 . Suy ra
|x− x′| = δ

2
< δ ∀δ > 0 vµ |f(x)− f(x′)| = | 1

δ6
−

( 1

δ3
+

δ

2

)2

|

=
1

δ2
+

δ2

4
≥ 1 >

1

2
= ǫ.Nh­ vËy, f(x) kh«ng liªn t�
 ®Òu trªn R.Tuy nhiªn, nÕu f(x) liªn t�
 trªn mét ®o¹n th× ta 
ã ®Þnh lý (Heine1) sau:§Þnh lý 2.18. NÕu hµm f(x) liªn t�
 trªn [a, b], th× f(x) liªn t�
 ®Òu trªn [a, b].Chøng minh Gi¶ sö ng­î
 l¹i r»ng f(x) kh«ng liªn t�
 ®Òu trªn [a, b], hay

∃ǫ > 0, ∀δ > 0, ∃x, x′ ∈ [a, b] : |x− x′| < δ ⇒ |f(x)− f(x′)| ≥ ǫ.Chän δ = 1
n
∀n ≥ 1⇒ xn, x

′
n ∈ [a, b] :

|xn − x′n| <
1

n
, |f(xn)− f(x′n)| ≥ ǫ.115.3.1821-24.10.1881, nhµ To¸n hä
 ng­êi §ø
 Eduard Heine, 
¸
 
«ng tr×nh 
ña «ng 
hñ yÕu liªn quan ®Õn lýthuyÕt hµm, 
huçi Fourier, t«p« vµ lý thuyÕt thÕ. ¤ng ®­a ra kh¸i niÖm liªn t�
 ®Òu vµ 
høng minh vµo n¨m 1872.63
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Tõ xn ∈ [a, b] ∀n ≥ 1, theo Bolzano-Weierstrass, tån t¹i d·y 
on (xnk
) tháa m·n

lim
k→∞

xnk
= x∗ ∈ [a, b].KÕt hîp ®iÒu nµy víi |xnk

− x′nk
| < 1

nk
, |f(xnk

)− f(x′nk
)| ≥ ǫ, 
ho k → ∞ suyra x′nk

→ x∗ vµ |f(x∗)− f(x∗)| ≥ ǫ, m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt ǫ > 0. 2VÝ d� 2.19. Chøng minh r»ng f(x) =
√
x liªn t�
 ®Òu trªn [0,+∞).Gi¶i + X�t hµm f(x) trªn ®o¹n [0, 1], theo ®Þnh lý 2.18, f(x) liªn t�
 ®Òu trªn

[0, 1].+ X�t hµm f(x) trªn ®o¹n [1,+∞), ∀x1, x2 ∈ [1,+∞) : |x1 − x2| < δ. Ta 
ã
|f(x1)− f(x2)| = |

√
x1 −

√
x2| =

|x1 − x2|√
x1 +

√
x2
≤ 1

2
|x1 − x2| <

δ

2
.Chän δ : 0 < δ < 2ǫ. Theo ®Þnh nghÜa, hµm f(x) liªn t�
 ®Òu trªn [1,+∞). DovËy, f(x) liªn t�
 ®Òu /[0,+∞).VÝ d� 2.20. Chøng minh r»ng f(x) = cosx2 kh«ng liªn t�
 ®Òu trªn [0,+∞).Gi¶i Theo ®Þnh nghÜa, f(x) kh«ng liªn t�
 ®Òu trªn D khi vµ 
hØ khi

∃ǫ > 0, ∀δ > 0, ∃x1, x2 ∈ D : |x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| ≥ ǫ.Trong bµi nµy, 
hän ǫ ∈ (0, 2]. Víi mäi δ > 0, ta 
hän
xk =

√
2kπ, x′k =

√

(2k + 1)π víi k ∈ N, k >
π

2δ2
.Khi ®ã,

|xk − x′k| = |
√
2kπ −

√

(2k + 1)π| = π√
2kπ +

√

(2k + 1)π
<

π√
2kπ

< δvµ
|f(xk)− f(x′k)| = | cos 2kπ − cos(2k + 1)π| = 2 ≥ ǫ.Nh­ vËy, hµm f(x) = cosx2 kh«ng liªn t�
 ®Òu trªn [0,+∞).64
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2.6. §¹o hµm2.6.1. §Þnh nghÜaCho hµm sè f(x) x¸
 ®Þnh trªn kho¶ng (a, b).+ Hµm sè f(x) ®­î
 gäi lµ kh¶ vi (
ßn gäi lµ 
ã ®¹o hµm) t¹i ®iÓm x0 ∈ (a, b),nÕu tån t¹i h÷u h¹n giíi h¹n
lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
hay lim

∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x

.Giíi h¹n nµy ®­î
 ký hiÖu bëi f ′(x0) hay df
dx
(x0) vµ ®­î
 gäi lµ ®¹o hµm 
ña hµm

f(x) t¹i x0.+ NÕu f(x) kh¶ vi t¹i mäi ®iÓm x0 ∈ (a, b) th× f(x) ®­î
 gäi lµ kh¶ vi trªn (a, b).NhËn x�t 2.21. NÕu hµm sè f(x) kh¶ vi t¹i ®iÓm x0 th× f(x) liªn t�
 t¹i x0.ThËt vËy, f(x) kh¶ vi t¹i ®iÓm x0 hay tån t¹i giíi h¹n
lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
⇒ lim

x→x0

(

f(x)− f(x0)
)

= 0⇒ lim
x→x0

f(x) = f(x0).VËy f(x) liªn t�
 t¹i x0.VÝ d� 2.22. Dïng ®Þnh nghÜa, t×m ®¹o hµm 
ña hµm sè f(x) = sin 2x t¹i x0 =
π
6 .Gi¶i T×m giíi h¹n

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

x→π
6

sin 2x− sin π
3

x− π
6

= lim
x→π

6

2 cos(x+ π
6
). sin(x− π

6
)

x− π
6

= 2 cos
π

3
= 1.VËy f ′(π

3
) = 1.+ Hµm sè f(x) ®­î
 gäi lµ kh¶ vi ph¶i (
ßn gäi lµ 
ã ®¹o hµm ph¶i) t¹i ®iÓm

x0 ∈ (a, b), nÕu tån t¹i h÷u h¹n giíi h¹n
lim
x→x+

0

f(x)− f(x0)

x− x0
hay lim

∆x→0+

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x

.Giíi h¹n nµy ®­î
 ký hiÖu bëi f ′+(x0) vµ ®­î
 gäi lµ ®¹o hµm ph¶i 
ña hµm f(x)t¹i x0. 65
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+ Hµm sè f(x) ®­î
 gäi lµ kh¶ vi tr¸i (
ßn gäi lµ 
ã ®¹o hµm tr¸i) t¹i ®iÓm
x0 ∈ (a, b), nÕu tån t¹i h÷u h¹n giíi h¹n

lim
x→x−

0

f(x)− f(x0)

x− x0
hay lim

∆x→0−

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x

.Giíi h¹n nµy ®­î
 ký hiÖu bëi f ′−(x0) vµ ®­î
 gäi lµ ®¹o hµm tr¸i 
ña hµm f(x)t¹i x0.NhËn x�t 2.23. Hµm sè f(x) 
ã ®¹o hµm t¹i x0 khi vµ 
hØ khi f(x) 
ã ®¹o hµmph¶i f+(x0), ®¹o hµm tr¸i f ′+(x0) vµ f ′−(x0) = f ′+(x0).VÝ d� 2.24. Chøng minh r»ng: Hµm sè f(x) = x|x − 1| tån t¹i f ′−(1), f ′+(1),nh­ng kh«ng tån t¹i f ′(1).Gi¶i
f ′+(1) = lim

∆x→0+

f(1 + ∆x)− f(1)

∆x

= lim
∆x→0+

(1 + ∆x)|∆x|
∆x

= lim
∆x→0+

(1+∆x) = 1.

f ′−(1) = lim
∆x→0−

f(1 + ∆x)− f(1)

∆x

= lim
∆x→0−

(1 + ∆x)|∆x|
∆x

= −1.Do ®ã f ′+(1) = 1 6= −1 = f ′−(1). VËy f(x) kh«ng kh¶ vi t¹i 1.2.6.2. C¸
 
«ng thø
 
ña ®¹o hµmCho 
¸
 hµm sè f(x) vµ g(x) kh¶ vi trªn (a, b).+ (

f(x) + g(x)
)′

= f ′(x) + g′(x).+ (

f(x)− g(x)
)′

= f ′(x)− g′(x).+ (

f(x).g(x)
)′

= f ′(x).g(x) + f(x).g′(x).+ (

f(x)
g(x)

)′
= f ′(x).g(x)−f(x).g′(x)

g2(x) .+ (

kf(x)
)′

= kf ′(x).+ §¹o hµm 
ña hµm hîp y = f(u), u = u(x). Khi ®ã f ′x = f ′u.u
′
x.+ §¹o hµm 
ña hµm ng­î
 y′x = 1

x′

y
.2.6.3. §¹o hµm 
ña 
¸
 hµm sè th«ng d�ng

y = C(const)⇒ y′ = 0 ∀x ∈ R.
y = xα(α ∈ R)⇒ y′ = αxα−1 ∀x ∈ R.
y = sin x⇒ y′ = cosx ∀x ∈ R. 66
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y = cosx⇒ y′ = − sin x ∀x ∈ R.
y = tanx⇒ y′ = 1

cos2 x ∀x ∈ R \ {π2 + kπ : k ∈ Z}.
y = cotx⇒ y′ = − 1

sin2 x
∀x ∈ R \ {kπ : k ∈ Z}.

y = ex ⇒ y′ = ex ∀x ∈ R.
y = ax (víi 1 6= a > 0)⇒ y′ = ax ln a ∀x ∈ R.
y = loga x (víi 1 6= a > 0)⇒ y′ = 1

x ln a ∀x ∈ R
∗ = {x ∈ R : x > 0}.

y = sh x⇒ y′ = chx ∀x ∈ R.
y = ch x⇒ y′ = shx ∀x ∈ R.
y = th x⇒ y′ = 1

ch2x
∀x ∈ R.

y = coth x⇒ y′ = −1
sh2x

∀x ∈ R \ {0}.2.6.4. §¹o hµm 
ña 
¸
 hµm sè ng­î
+ y = arcsinx⇒ y′ = 1√
1−x2 .Chøng minh Theo ®Þnh nghÜa y = arcsinx⇔ x = sin y vµ y ∈ [−π

2 ,
π
2 ]. Ta 
ã

y′ =
1

x′y
=

1

(sin y)′y
=

1

cos y
=

1√
1− x2

.T­¬ng tù nh­ 
høng minh trªn, ta 
ã 
¸
 kÕt qu¶ sau:+ y = arccosx⇒ y′ = −1√
1−x2 ∀x ∈ (−1, 1).+ y = arctanx⇒ y′ = 1

1+x2 ∀x ∈ R.+ y = ar

ot x⇒ y′ = −1
1+x2 ∀x ∈ R.VÝ d� 2.25. Cho hµm sè f(x) =

(

x+ 1
x

)2x+1 víi x > 0. T×m f ′(x).Gi¶i ln f(x) = (2x+ 1) ln(x+ 1
x
). §¹o hµm hai vÕ, ta 
ã

1

f(x)
f ′(x) = 2x ln(x+

1

x
) + (2x+ 1)

1

x+ 1
x

(1− 1

x2
)

= 2x ln(1 + x) +
(2x+ 1)(x− 1)

x(x+ 1)
.VËy

f ′(x) = f(x)
(

2x ln(1 + x) +
(2x+ 1)(x− 1)

x(x+ 1)

)

=
(

x+
1

x

)2x+1(

2x ln(1 + x) +
(2x+ 1)(x− 1)

x(x+ 1)

)

.67
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2.7. Vi ph©n 
ña hµm sèCho hµm f(x) kh¶ vi t¹i x, theo ®Þnh nghÜa
lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x

= f ′(x).§iÒu nµy 
ã nghÜa lµ
f(x+∆x)− f(x) = f ′(x)∆x + o(∆x).TÝ
h sè f ′(x)∆x ®­î
 gäi lµ vi ph©n 
ña f(x) t¹i ®iÓm x, ký hiÖu lµ df(x). Hay

df(x) = f ′(x)dx.T­¬ng tù nh­ ®¹o hµm 
ña hµm sè f(x) t¹i ®iÓm x, ta 
ã 
¸
 tÝnh 
hÊt 
ña viph©n.+ d
(

f(x) + g(x)
)

= d
(

f(x)
)

+ d
(

g(x)
).+ d

(

f(x)− g(x)
)

= d
(

f(x)
)

− d
(

g(x)
).+ d

(

f(x).g(x)
)

= g(x)d
(

f(x)
)

+ f(x)d
(

g(x)
).+ d

(

f(x)
g(x)

)

=
g(x)d

(

f(x)

)

−f(x)d
(

g(x)

)

g2(x) .2.8. §¹o hµm vµ vi ph©n 
Êp 
ao2.8.1. §Þnh nghÜaCho hµm f(x) x¸
 ®Þnh trªn miÒn D, x ∈ D.+ NÕu f(x) kh¶ vi t¹i x, th× f ′(x) ®­î
 gäi lµ ®¹o hµm 
Êp 1 
ña f(x).+ NÕu f ′(x) kh¶ vi t¹i x, th× (f ′(x))′ ®­î
 gäi lµ ®¹o hµm 
Êp 2 
ña f(x), kýhiÖu lµ f ′′(x).+ NÕu f ′′(x) kh¶ vi t¹i x, th× (f ′′(x))′ ®­î
 gäi lµ ®¹o hµm 
Êp 3 
ña f(x), kýhiÖu lµ f (3)(x).+ NÕu f (n−1)(x) kh¶ vi t¹i x, th× (f (n−1)(x))′ ®­î
 gäi lµ ®¹o hµm 
Êp n 
ña f(x),ký hiÖu lµ f (n)(x).T­¬ng tù nh­ vËy, mét 
¸
h quy n¹p, vi ph©n 
Êp n 
ña hµm f(x), ký hiÖu dnf(x)®­î
 x¸
 ®Þnh bëi 
«ng thø

dnf(x) = d(dn−1f(x)) = f (n)(x)dxn.68
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2.8.2. TÝnh 
hÊtB»ng quy n¹p to¸n hä
, ta 
høng minh ®­î
 
¸
 tÝnh 
hÊt sau:Víi ®¹o hµm 
Êp n.+ (

f(x) + g(x)
)(n)

=
(

f(x)
)(n)

+
(

g(x)
)(n).+ (

f(x)− g(x)
)(n)

=
(

f(x)
)(n)

−
(

g(x)
)(n).+ (

kf(x)
)(n)

= k
(

f(x)
)(n) víi k = const.+ (uv)(n) =

n
∑

k=0

Ck
nu

(k)v(n−k) víi u = u(x), v = v(x), u(0) = u, v(0) = v.Víi vi ph©n 
Êp n t­¬ng tù nh­ ®¹o hµm 
Êp n.VÝ d� 2.26. T×m ®¹o hµm 
Êp n 
ña hµm sè
f(x) = sin(ax+ b) víi a, b : const.Gi¶i f ′(x) = a cos(ax+ b) = a sin(ax+ b+ 1.π2).

f ′′(x) = −a2 sin(ax+ b) = a2 sin(ax+ b+ 2.π2 ).B»ng quy n¹p to¸n hä
, dÔ dµng 
høng minh ®­î
 r»ng
f (n)(x) = an sin(ax+ b+

nπ

2
).VÝ d� 2.27. T×m ®¹o hµm 
Êp n 
ña hµm sè

f(x) =
1

ax + b
víi 0 6= a, b : const.Gi¶i f(x) = (ax+ b)−1 ⇒ f ′(x) = (−1)1!a1(ax+ b)−2.

f ′′(x) = (−1)(−2)a2(ax+ b)−3 = (−1)22!a2(ax+ b)−3.B»ng quy n¹p to¸n hä
, dÔ dµng 
høng minh ®­î
 r»ng
f (n)(x) = (−1)nan(ax+ b)−n−1 =

(−1)nn!an
(ax+ b)n+1

.VÝ d� 2.28. T×m ®¹o hµm 
Êp n 
ña hµm sè
f(x) =

x2 + 1

(x− 1)3(x+ 3)
.Gi¶i §ång nhÊt hÖ sè

x2 + 1

(x− 1)3(x+ 3)
=

A

x+ 3
+

B

(x− 1)3
+

C

(x− 1)2
+

D

(x− 1)
∀x 6= 1, x 6= −3.69
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Ta nhËn ®­î

A = − 5

32
, B =

1

2
, C =

3

8
, D =

5

32
.Nh­ vËy, f(x) ®­î
 viÕt l¹i d­íi d¹ng

f(x) = − 5

32
(x+ 3)−1 +

1

2
(x− 1)−3 +

3

8
(x− 1)−2 +

5

32
(x− 1)−1.T­¬ng tù nh­ vÝ d� 2.27, ta 
ã

(

(x+ 3)−1
)(n)

= (−1)nn!(x+ 3)−n−1,
(

(x− 1)−3
)(n)

=
1

2
(−1)n(n+ 2)!(x− 1)−n−3,

(

(x− 1)−2
)(n)

= (−1)n(n+ 1)!(x− 1)−n−2,
(

(x− 1)−1
)(n)

= (−1)nn!(x− 1)−n−1.Nh­ vËy
f (n)(x) =− 5

32
(−1)nn!(x+ 3)−n−1 +

1

4
(−1)n(n+ 2)!(x− 1)−n−3,

+
3

8
(−1)n(n+ 1)!(x− 1)−n−2 +

5

32
(−1)nn!(x− 1)−n−1.VÝ d� 2.29. T×m ®¹o hµm 
Êp n 
ña hµm sè

f(x) = (x2 − 3x+ 7) cos(3x).Gi¶i f(x) = (x2−3x+7) sin(3x+ π
2 ). Theo 
«ng thø
 (uv)(n) = n

∑

k=0

Ck
nu

(k)v(n−k),ta 
ã
f (n)(x) =

n
∑

k=0

Ck
n(x

2 − 3x+ 7)(k)
(

sin(3x+
π

2
)
)(n−k)Tõ vÝ d� 2.26, suy ra

(

sin(3x+
π

2
)
)(n−k)

= 3n−k sin(3x+ (n− k + 1)
π

2
).Do

(x2 − 3x+ 7)′ = 6x− 3, (x2 − 3x+ 7)′′ = 6, (x2 − 3x+ 7)(k) = 0 ∀k ≥ 3,nªn
f (n)(x) = C0

n(x
2 − 3x+ 7)3n sin(3x+ (n+ 1)

π

2
) + C1

n(2x− 3)3n−1 sin(3x+ n
π

2
)

+ 2C2
n3

n−2 sin(3x+ (n− 1)
π

2
).70
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Hay
f (n)(x) = (x2 − 3x+ 7)3n sin(3x+ n

π

2
) + n(2x− 3)3n−1 sin(3x+ (n− 1)

π

2
)

+
n

n− 1
3n−2 sin(3x+ (n− 2)

π

2
).2.8.3. C¸
 ®Þnh lý vÒ hµm kh¶ viCho hµm sè f(x) x¸
 ®Þnh trªn miÒn D vµ x0 ∈ D.+ f(x) ®­î
 gäi lµ ®¹t 
ù
 ®¹i (
ßn gäi lµ 
ù
 ®¹i ®Þa ph­¬ng) t¹i ®iÓm x0, nÕutån t¹i (x0 − δ, x0 + δ) ⊆ D sao 
ho

f(x) ≤ f(x0) ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).+ f(x) ®­î
 gäi lµ ®¹t 
ù
 tiÓu (
ßn gäi lµ 
ù
 tiÓu ®Þa ph­¬ng) t¹i ®iÓm x0, nÕutån t¹i (x0 − δ, x0 + δ) ⊆ D sao 
ho
f(x) ≥ f(x0) ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).+ f(x) ®­î
 gäi lµ ®¹t 
ù
 ®¹i toµn 
�
 (
ßn gäi lµ gi¸ trÞ lín nhÊt) t¹i ®iÓm x0,nÕu

f(x) ≤ f(x0) ∀x ∈ D.+ f(x) ®­î
 gäi lµ ®¹t 
ù
 tiÓu toµn 
�
 (
ßn gäi lµ gi¸ trÞ nhá nhÊt) t¹i ®iÓm x0,nÕu
f(x) ≥ f(x0) ∀x ∈ D.+ f(x) ®¹t 
ù
 trÞ t¹i x0, nÕu f(x) ®¹t 
ù
 ®¹i hoÆ
 
ù
 tiÓu t¹i x0.§Þnh lý 2.30. (Fermat2) NÕu f(x) kh¶ vi t¹i x0 vµ ®¹t 
ù
 trÞ t¹i x0, th× f ′(x0) = 0.Chøng minh Gi¶ sö f(x) x¸
 ®Þnh trªn D vµ ®¹t 
ù
 ®¹i t¹i ®iÓm x0, tån t¹i δ > 0sao 
ho

f(x) ≤ f(x0) ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ⊆ D.Suy ra














f ′(x0) = f ′+(x0) = lim
x→x+

0

f(x)−f(x0)
x−x0

≤ 0

f ′(x0) = f ′−(x0) = lim
x→x−

0

f(x)−f(x0)
x−x0

≥ 0
⇒ f ′(x0) = 0.217.8.1601-12.1.1665, LuËt gia-nhµ To¸n hä
 Ph¸p Pierre de Fermat 
ã 
¸
 
«ng tr×nh nghiªn 
øu thué
 
¸
 lÜnhvù
: Lý thuyÕt sè, h×nh hä
 gi¶i tÝ
h, b­í
 ®Çu 
ña gi¶i tÝ
h vµ lý thuyÕt x¸
 suÊt, vµ mét sè vÊn ®Ò vÒ VËt lý nh­nguyªn lý 
¬ b¶n 
ña Quang h×nh hä
. 71
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2NhËn x�t 2.31. 1. Hµm sè f(x) ®¹t 
ù
 trÞ t¹i ®iÓm x0 
h­a 
h¾
 ®· kh¶ vi t¹i x0.VÝ d� nh­ f(x) = |x| ®¹t 
ù
 tiÓu t¹i x0 = 0, nh­ng f(x) kh«ng kh¶ vi t¹i x0.2. NghiÖm x0 
ña ph­¬ng tr×nh f ′(x) = 0 ®­î
 gäi lµ ®iÓm dõng 
ña hµm sè
f(x). §iÓm x0 lµ ®iÓm dõng 
ña hµm sè f(x), nh­ng x0 
ã thÓ kh«ng lµ ®iÓm
ù
 trÞ. VÝ d� nh­ f(x) = x3 kh«ng 
ã ®iÓm 
ù
 trÞ, nh­ng x0 = 0 lµ ®iÓm dõng.§Þnh lý 2.32. ( Rolle3) Cho hµm sè f(x) liªn t�
 trªn [a, b], kh¶ vi trong (a, b) vµ
f(a) = f(b). Khi ®ã, tån t¹i c ∈ (a, b) sao 
ho f ′(c) = 0.Chøng minh Do f(x) liªn t�
 trªn [a, b], nªn tån t¹i x1, x2 ∈ [a, b] sao 
ho

f(x1) = max
x∈[a,b]

f(x) vµ f(x2) = min
x∈[a,b]

f(x)⇒ f(x2) ≤ f(x1).NÕu f(x1) = f(x2), th× f(x) = f(x1)(const) ∀x ∈ [a, b] suy ra ∀c ∈ (a, b).NÕu f(x2) < f(x1) vµ tõ f(a) = f(b) suy ra x1 ∈ (a, b) hoÆ
 x2 ∈ (a, b). Gi¶sö x1 ∈ (a, b), tån t¹i (x1 − δ, x1 + δ) ⊆ (a, b) sao 
ho f(x1) ≥ f(x) ∀x ∈
(x0 − δ, x0 + δ). Do ®ã, x1 lµ ®iÓm 
ù
 ®¹i, theo Fermat, f ′(x1) = 0 ⇒ c = x1.Víi x2 ∈ (a, b) b»ng t­¬ng tù nh­ tr­¬ng hîp x1 ∈ (a, b), 
hän c = x2. 2VÝ d� 2.33. Cho hµm sè f(x) liªn t�
 trªn [a; b], kh¶ vi trªn (a; b) vµ tháa m·n























f(a) = f(b) = 0

f ′+(a) > 0

f ′−(b) < 0.Chøng minh r»ng: ∃ c1, c2, c3 ∈ (a, b) sao 
ho






















c1 < c2 < c3

f(c2) = 0

f ′(c1) = f ′(c3) = 0.321.4.1652-8.11.1719, nhµ To¸n hä
 ng­êi Ph¸p Mi
hel Rolle 
ã nh÷ng 
«ng tr×nh nghiªn 
øu vÒ ®¹i sè vµ gi¶itÝ
h. 72
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Gi¶i Theo ®Þnh nghÜa ®¹o hµm, ta 
ã
f ′+(a) = lim

∆x→0+

f(a+∆x)− f(a)

∆x

> 0

⇒ ∃δ1 > 0 : f(x) > 0 ∀x ∈ (a, a+ δ1)⇒ f(a+
δ1
2
) > 0.

f ′−(b) = lim
∆x→0−

f(b+∆x)− f(b)

∆x

< 0

⇒ ∃δ2 > 0 : f(x) < 0 ∀x ∈ (b− δ2, b)⇒ f(b− δ2
2
) < 0.Nh­ vËy f(a + δ1

2 )f(b−
δ2
2 ) < 0 ⇒ ∃c2 ∈ (a, b) : f(c2) = 0 (do f(x) liªn t�
).Theo ®Þnh lý Rolle, tån t¹i c1 ∈ (a, c2) : f

′(c1) = 0 vµ c3 ∈ (c2, b) : f
′(c3) = 0.VÝ d� d­íi ®©y ®­î
 xem nh­ lµ mét sù më réng 
ña ®Þnh lý Rolle.VÝ d� 2.34. Cho hµm sè f(x) liªn t�
 trªn ®o¹n [a, b], kh¶ vi ph¶i vµ tr¸i trªnkho¶ng (a, b), vµ f(a) = f(b). Chøng minh r»ng tån t¹i c ∈ (a, b) sao 
ho

f ′+(c).f
′
−(c) ≤ 0.Gi¶i §Æt

f(x1) = min
x∈[a,b]

f(x), f(x2) = max
x∈[a,b]

f(x).-NÕu f(x1 = f(x2), th× f(x) = const⇒ f ′+(c).f
′
−(c) = 0.-NÕu f(x1) < f(x2), tõ fa) = f(b) ⇒ x1 ∈ (a, b) hoÆ
 x2 ∈ (a, b), kh«ng mÊttÝnh tæng qu¸t, gi¶ sö x1 ∈ (a, b). Khi ®ã















f ′+(x1) = lim
x→x+

1

f(x)−f(x1)
x−x1

≥ 0

f ′−(x1) = lim
x→x−

1

f(x)−f(x1)
x−x1

≤ 0
⇒ f ′+(x1).f

′
−(x1) ≤ 0⇒ c = x1.§Þnh lý 2.35. (Lagrange4) Cho hµm f(x) liªn t�
 trªn [a, b] vµ kh¶ vi trªn (a, b).Chøng minh r»ng: Tån t¹i c ∈ (a, b) sao 
ho

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c).425.1.1736-10.4.1813, nhµ To¸n hä
 ng­êi Ph¸p Joseph Louis Lagrange 
ã 
¸
 
«ng tr×nh liªn quan ®Õn 
¬ hä
,lý thuyÕt sè vµ ph­¬ng tr×nh ®¹i sè. ¤ng 
ïng víi Euler ®­î
 xem lµ ng­êi s¸ng lËp ra ph�p tÝnh biÕn ph©n. ¤ng
òng 
ã nhiÒu 
«ng tr×nh quan träng vÒ VËt lý, tr­í
 tiªn vÒ sù truyÒn tiÕng ®éng vµ lý thuyÕt d©y rung, nh­ng nhÊtlµ vÒ 
¬ hä
 thiªn thÓ. 73
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(d)


 baO

B
Af(a)

f(b) y
x

H×nh 1: BiÓu diÔn h×nh hä
 
ña ®Þnh lý LagrangeýnghÜa h×nh hä
 TiÕp tuyÕn 
ña ®å thÞ hµm sè y = f(x) t¹i ®iÓm c song 
ongvíi ®­êng th¼ng AB, víi A(a, f(a)), B(

b, f(b)
).Chøng minh §Æt

g(x) = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a).Do f(x) liªn t�
 trªn [a, b] vµ kh¶ vi trªn (a, b), nªn g(x) 
òng liªn t�
 trªn [a, b]vµ kh¶ vi trªn (a, b). H¬n n÷a g(a) = f(a) = g(b). Theo ®Þnh lý Rolle, víi hµm

g(x) trªn [a, b], tån t¹i c ∈ (a, b) sao 
ho g′(c) = 0. Mµ
g′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a
⇒ g′(c) = f ′(c)− f(b)− f(a)

b− a
= 0.

2VÝ d� 2.36. Cho hµm f(x) liªn t�
 trªn [a, b] vµ kh¶ vi trªn (a, b) trõ ra n ®iÓm.Chøng minh r»ng tån t¹i n + 1 sè d­¬ng α1, α2, ..., αn+1 vµ n + 1 sè ci (i =

1, 2, ..., n+ 1) sao 
ho


























n+1
∑

i=1

αi = 1

a < c1 < c2 < ... < cn+1 < b

f(b)−f(a)
b−a =

n+1
∑

i=1

αif
′(ci).Gi¶i Gi¶ sö f(x) kh«ng kh¶ vi t¹i n ®iÓm trªn kho¶ng (a, b) : a < d1 < d2 <

... < dn < b. Theo ®Þnh lý Lagrange, trªn 
¸
 ®o¹n [a, d1], [d1, d2], ..., [dn, b], ta74
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ã


































∃c1 ∈ (a, d1) :
f(d1)−f(a)

d1−a = f ′(c1)⇒ f(d1)− f(a) = (d1 − a)f ′(c1)

∃c2 ∈ (d1, d2) :
f(d2)−f(d1)

d2−d1 = f ′(c2)⇒ f(d2)− f(d1) = (d2 − d1)f
′(c2)

...

∃cn+1 ∈ (dn, b) :
f(b)−f(dn)

b−dn = f ′(cn+1)⇒ f(b)− f(dn) = (b− dn)f
′(cn+1).Suy ra

f(b)− f(a) = (d1 − a)f ′(c1) + (d2 − d1)f
′(c2) + ...+ (b− dn)f

′(cn+1).Hay
f(b)− f(a)

b− a
=

d1 − a

b− a
f ′(c1) +

d2 − d1
b− a

f ′(c2) + ...+
b− dn
b− a

f ′(cn+1).

=

n+1
∑

i=1

αif
′(ci) víi d0 = a, dn+1 = b, αj =

dj − dj−1
b− a

∀j = ¯1, n+ 1,§Þnh lý 2.37. (Cau
hy)Cho f(x), g(x) lµ hai hµm sè liªn t�
 trªn [a, b], kh¶ vi trªn kho¶ng (a, b) vµ
g′(x) 6= 0 ∀x ∈ (a, b). Khi ®ã tån t¹i c ∈ (a, b) sao 
ho

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)
.Chøng minh Theo ®Þnh lý Lagrange, tån t¹i c0 ∈ (a, b) sao 
ho

g(b)− g(a)

b− a
= g′(c0) 6= 0⇒ g(b) 6= g(a).§Æt

ϕ(x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
[g(x)− g(a)].Do f(x), g(x) liªn t�
 trªn [a, b], kh¶ vi trªn kho¶ng (a, b) nªn ϕ(x) 
òng liªnt�
 trªn [a, b] vµ kh¶ vi trªn kho¶ng (a, b). Ta 
ã ϕ(a) = 0 = ϕ(b), theo ®Þnh lýRolle, tån t¹i c ∈ (a, b) sao 
ho ϕ′(c) = 0. Tõ

ϕ′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(x),suy ra

ϕ′(c) = f ′(c)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(c) = 0⇒ f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)
.75
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2Trong tr­êng hîp ®Æ
 biÖt: NÕu g(x) = x ∀x ∈ [a, b], th× ®Þnh lý Cau
hy trë vÒ®Þnh lý Lagrange.VÝ d� 2.38. Cho hµm f(x) kh¶ vi trªn [a, b] vµ 0 < a < b. Chøng minh r»ng: Tånt¹i c ∈ (a, b) sao 
ho
af(b)− bf(a)

b− a
= cf ′(c)− f(c).Gi¶i Ta 
ã

af(b)− bf(a)

b− a
=

f(b)
b
− f(a)

a

−1
b
+ 1

a

=
ϕ(b)− ϕ(a)

φ(b)− φ(a)
,trong ®ã

ϕ(x) =
f(x)

x
, φ(x) = −1

xlµ 
¸
 hµm liªn t�
 trªn [a, b] vµ kh¶ vi trªn (a, b). V× 0 < a < b, nªn 
¸
 hµm
ϕ(x) vµ φ(x) tháa m·n tÊt 
¶ 
¸
 ®iÒu kiÖn 
ña ®Þnh lý Cau
hy trªn [a, b]. BëivËy, tån t¹i c ∈ (a, b) sao 
ho

ϕ(b)− ϕ(a)

φ(b)− φ(a)
=

ϕ′(c)

φ′(c)
= cf ′(c)− f(c).VËy

af(b)− bf(a)

b− a
= cf ′(c)− f(c).D­íi ®©y lµ mét vµi øng d�ng 
ña 
¸
 ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh.2.9. C«ng thø
 Taylor52.9.1. §a thø
 TaylorCho hµm sè f(x) kh¶ vi ®Õn 
Êp n+1 trong l©n 
Ën 
ña ®iÓm x0. Khi ®ã, ®a thø
bË
 n, Pn(x) ®­î
 gäi lµ ®a thø
 Taylor bË
 n 
ña hµm f(x) t¹i ®iÓm x0 khi vµ
hØ khi



































Pn(x0) = f(x0)

P ′n(x0) = f ′(x0)

...

P
(n)
n (x0) = f (n)(x0).518.8.1685-29.12.1731, Brook Taylor lµ mét nhµ To¸n hä
 ng­êi Anh.76
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Trong tr­êng hîp ®Æ
 biÖt, nÕu x0 = 0 th× Pn(x) ®­î
 gäi lµ ®a thø
 Ma
laurin
ña hµm f(x).§Þnh lý 2.39. NÒu Pn(x) lµ ®a thø
 Taylor 
ña hµm f(x) t¹i ®iÓm x0, th×
Pn(x) = f(x0)+

1

1!
f ′(x0)(x−x0)

1+
1

2!
f ′′(x0)(x−x0)

2+...+
1

n!
f (n)(x0)(x−x0)

n.(2.1)Chøng minh Do Pn(x) lµ ®a thø
 bË
 n, nªn Pn(x) bao giê 
òng biÓu diÔn ®­î
d­íi d¹ng
Pn(x) = A0 +A1(x− x0)

1 + A2(x− x0)
2 + ...+An(x− x0)

n.- Thay x = x0 vµo (2.1), ta 
ã A0 = Pn(x0). Tõ ®Þnh nghÜa 
ña ®a thø
 Taylor
Pn(x), suy ra A0 = f(x0).- §¹o hµm 
Êp 1 hai vÕ 
ña (2.1), ta 
ã

P ′n(x) = A1 + 2A2(x− x0)
1 + ...+ nAn(x− x0)

n−1.Thay x = x0 vµo P ′n(x), ta 
ã A1 = 1!P ′n(x0). Tõ ®Þnh nghÜa 
ña ®a thø
 Taylor
Pn(x), suy ra A1 =

f ′(x0)
1! ....- §¹o hµm 
Êp n hai vÕ 
ña (2.1), ta 
ã
P (n)
n (x) = n!An ⇒ An =

P
(n)
n (x0)

n!
.Tõ ®Þnh nghÜa 
ña ®a thø
 Taylor Pn(x), suy ra An = f (n)(x0)
n! .2.9.2. PhÇn d­ TaylorCho Pn(x) lµ ®a thø
 Taylor bË
 n t¹i x0 
ña hµm f(x). Khi ®ã, phÇn d­ TaylorbË
 n 
ña hµm f(x), ký hiÖu Rn(x), ®­î
 x¸
 ®Þnh bëi

Rn(x) = f(x)− Pn(x).§Þnh lý 2.40. NÕu f(x) kh¶ vi 
Êp n + 1 trong l©n 
Ën (x0 − δ, x0 + δ) vµ
x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), th× tån t¹i sè c n»m gi÷a hai sè x vµ x0 hay tån t¹i c =

x0 + λ(x− x0) víi λ ∈ (0, 1) sao 
ho
Rn(x) =

1

(n+ 1)!
f (n+1)(c)(x− x0)

n+1.77
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Chøng minh Tõ f(x) kh¶ vi 
Êp n+ 1, suy ra Rn(x) kh¶ vi 
Êp n+ 1 vµ
R(k)

n (x) = f (k)(x)− P (k)
n (x) ∀k = 1, 2, .., n.Khi ®ã

Rn(x0) = R′n(x0) = ... = R(n)
n (x0) = 0.§Æt g(x) = (x− x0)

n+1. Ta 
òng 
ã
g(x0) = g′(x0) = ... = g(n)(x0) = 0 vµ g(n+1)(x) = (n+ 1)!.Theo ®inh lý Cau
hy, ta 
ã tån t¹i c1 = x0 + λ1(x− x0) víi λ1 ∈ (0, 1) sao 
ho

Rn(x)

g(x)
=

Rn(x)− Rn(x0)

g(x)− g(x0)
=

R′n(c1)

g′(c1)
.Tån t¹i c2 = x0 + λ2(c1 − x0) víi λ2 ∈ (0, 1) sao 
ho

R′n(c1)

g′(c1)
=

R′n(c1)−R′n(x0)

g′(c1)− g′(x0)
=

R′′n(c2)

g′′(c2)
....Tån t¹i cn+1 = x0 + λn(cn − x0) víi λn ∈ (0, 1) ⇔ cn+1 = x0 + λ(x − x0) víi

λ ∈ (0, 1) sao 
ho
R

(n)
n (cn)

g(n)(cn)
=

R
(n)
n (cn)−R

(n)
n (x0)

g(n)(cn)− g(n)(x0)
=

R
(n+1)
n (cn+1)

g(n+1)(cn+1)
=

R
(n+1)
n (cn+1)

(n+ 1)!
.Nh­ vËy

Rn(x)

g(x)
=

R
(n+1)
n (cn+1)

(n+ 1)!
⇒ Rn(x) =

1

(n+ 1)!
f (n+1)(c)(x− x0)

n+1,víi λ ∈ (0, 1), c = cn+1 = x0 + λ(x− x0). 22.9.3. C«ng thø
 khai triÓn Taylor.Cho f(x) lµ mét hµm kh¶ vi 
Êp n + 1 trong l©n 
Ën 
ña ®iÓm x0, Pn(x) lµ ®athø
 Taylor bË
 n vµ Rn(x) lµ ph©n d­ bË
 n 
ña f(x) t¹i x0. Khi ®ã
f(x) = Pn(x) +Rn(x)hay

f(x) = f(x0)+
f ′(x0)

1!
(x−x0)

1+
f ′′(x0)

2!
(x−x0)

2+...+
f (n)(x0)

n!
(x−x0)

n+Rn(x0),víi λ ∈ (0, 1), c = x0+λ(x− x0), Rn(x0) =
1

(n+1)!f
(n+1)(c)(x− x0)

n+1 ®­î
 gäilµ khai triÓn Taylor bË
 n 
ña hµm f(x) t¹i ®iÓm x0.78
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NhËn x�t 2.41. 1. Trong tr­êng hîp ®Æ
 biÖt x0 = 0, khai triÓn Taylor 
ña f(x)
ã d¹ng
f(x) = f(0) +

f ′(0)

1!
x1 +

f ′′(0)

2!
x2 + ...+

f (n)(0)

n!
xn + Rn(0),víi λ ∈ (0, 1), c = λx,Rn(0) = 1

(n+1)!f
(n+1)(c)xn+1 ®­î
 gäi lµ khai triÓnMa
laurin bË
 n 
ña hµm f(x).2. Tõ Rn(x0) =

1
(n+1)!f

(n+1)(c)(x− x0)
n+1 ⇒ Rn(x0) = o

(

(x− x0)
n
). VËy khaitriÓn Taylor 
ña f(x) 
ßn ®­î
 viÕt d­íi d¹ng

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x1 +

f ′′(0)

2!
x2 + ...+ o

(

(x− x0)
n
)

.C¸
 khai triÓn quan träng nhÊt theo 
«ng thø
 Ma
laurin lµ:I. ex = 1 + x+ x2

2! + ...+ xn

n! + o(xn) =
n
∑

k=0

xk

k! + o(xn).II. sin x = x− x3

3! +...+(−1)n−1 x2n−1

(2n−1)!+o(x2n+1) =
n
∑

k=0

(−1)k−1 x2k−1

(2k−1)!+o(x2n+1).III. cosx = 1− x2

2! + ...+ (−1)n x2n

(2n)! + o(x2n+2) =
n
∑

k=0

(−1)k x2k

(2k)! + o(x2n+2).IV. ln(1 + x) = x− x2

2 + ...(−1)n−1xn

n
+ o(xn+1) =

n
∑

k=1

(−1)k−1xk

k
+ o(xn+1).VÝ d� 2.42. Khai triÓn hµm sè

f(x) = (x− 2)e3xtheo 
«ng thø
 Ma
laurin ®Õn sè h¹ng o(xn).Gi¶i Ta 
ã f(x) = xe3x − 2e2x. Sö d�ng 
«ng thø
 I, ta thu ®­î

f(x) = x

(

n−1
∑

k=0

3kxk

k!
+ o(xn−1)

)

− 2
(

n
∑

k=0

3kxk

k!
+ o(xn)

)

.

=
n−1
∑

k=0

3kxk+1

k!
−

n
∑

k=0

2.3kxk

k!
+ o(xn).
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V× n−1
∑

k=0

3kxk+1

k! =
n
∑

k=1

3k−1

(k−1)!x
k, nªn ta 
ã

f(x) = −2 +
n

∑

k=1

3k−1

(k − 1)!
xk −

n
∑

k=1

2.3kxk

k!
+ o(xn).

= −2 +
n

∑

k=1

( 3k−1

(k − 1)!
− 2.3k

k!

)

xk + o(xn).

= −2 +
n

∑

k=1

(k − 6)3k−1

k!
xk + o(xn).VÝ d� 2.43. Khai triÓn hµm sè

f(x) = ln(2x− x2 + 3)theo 
«ng thø
 Taylor t¹i ®iÓm x0 = 2 ®Õn sè h¹ng o
(

(x− 2)n
).Gi¶i Ta biÓu diÔn f(x) d­íi d¹ng

f(x) = ln 3 + ln
(

1− (x− 2)
)

+ ln(1 +
x− 2

3
),vµ ¸p d�ng 
«ng thø
 IV ta thu ®­î


f(x) = ln 3 +

n
∑

k=1

(−1)k−1
k

(x− 2)k +

n
∑

k=1

(−1)k−1
k3k

(x− 2)k + o
(

(x− 2)n
)

.

= ln 3 +
n

∑

k=1

(−1)k−1(1 + 3k)

k3k
(x− 2)k + o

(

(x− 2)n
)

.2.10. Quy t¾
 L'Hospital6§Þnh lý 2.44. Cho hai hµm sè f(x) vµ g(x) x¸
 ®Þnh vµ kh¶ vi trªn mét l©n 
Ën
ña ®iÓm x0 (
ã thÓ trõ ®iÓm x0) tháa m·n:i) lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0ii) g′(x) 6= 0 trong l©n 
Ën ®· 
hØ ra (
ã thÓ trõ ®iÓm x0).iii) Tån t¹i giíi h¹n lim
x→x0

f ′(x)
g′(x) = A.Khi ®ã, tån t¹i giíi h¹n lim

x→x0

f(x)
g(x)

vµ
lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
.61661-2.2.1704, Guillaume de L'Hospital lµ nhµ to¸n hä
 ng­êi Ph¸p.80
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Chøng minh §Æt f(x0) = 0 = g(x0). Khi ®ã, 
¶ f(x) vµ g(x) liªn t�
 trªn l©n
Ën 
ña x0. Theo ®Þnh lý Cau
hy ta 
ã
f(x)

g(x)
=

f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
=

f ′(c)

g′(c)
,víi c n»m gi÷a x vµ x0. MÆt kh¸
, theo ®Þnh nghÜa 
ña lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

= A,
∀ǫ > 0, ∃δ > 0, ∀x : 0 < |x− x0| < δ ⇒

∣

∣

f ′(x)

g′(x)
− A

∣

∣ < ǫ.Do vËy
∀ǫ > 0, ∃δ > 0, ∀x : 0 < |x− x0| < δ ⇒

∣

∣

f(x)

g(x)
−A

∣

∣ < ǫ.Hay lim
x→x0

f(x)
g(x) = A. 2Ta 
ã thÓ dÔ dµng 
høng minh ®­î
 nhËn x�t d­íi ®©y.NhËn x�t 2.45. NÕu ta thay x→ x0 b»ng x→∞ hoÆ
 gi¶ thiÕt i) bëi

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) =∞,th× kÕt qu¶ 
ña ®Þnh lý 2.44 kh«ng thay ®æi.VÝ d� 2.46. T×m giíi h¹n
I1 = lim

x→1

xx − 1

lnx+ x− 1
.

I2 = lim
x→0

1

x

( 1

th x
− 1

tanx

)

.

I3 = lim
x→+∞

(

x+
√

x2 + 1
)

1
lnx .Gi¶i Theo 
«ng thø
 x = elnx ∀x > 0 vµ quy t¾
 L'Hospital, ta 
ã

I1 = lim
x→1

xx − 1

ln x+ x− 1
(d¹ng: 0

0
)

= lim
x→1

ex ln x − 1

ln x+ x− 1

= lim
x→1

ex ln x(lnx+ 1)
1
x
+ 1

=
1

2
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I2 = lim
x→0

1

x

( 1

th x
− 1

tanx

)

= lim
x→0

tanx− th x

x. th x. tanx
(d¹ng: 0

0
)

= lim
x→0

1
cos2 x − 1

ch2x

th x tanx+ x tanx
ch2x

+ x th x
cos2 x

= 0.

I3 = lim
x→+∞

(

x+
√

x2 + 1
)

1
lnx = lim

x→+∞
e

ln(x+
√

x2+1)

ln x .Theo quy t¾
 L'Hospital, ta 
ã
lim

x→+∞
ln(x+

√

x2 + 1)

lnx
= lim

x→+∞

1√
x2+1)

1
x

= lim
x→+∞

x
√

x2 + 1)
= 1.VËy I3 = e.2.11. Hµm låi (®ä
 thªm)2.11.1. §Þnh nghÜaTËp D ⊆ R ®­î
 gäi lµ tËp låi khi vµ 
hØ khi

∀x1, x2 ∈ D, λ ∈ [0, 1]⇒ λx1 + (1− λ)x2 ∈ D.- Hµm sè f(x) ®­î
 gäi lµ hµm låi trªn tËp låi D, nÕu
∀x1, x2 ∈ D, ∀λ ∈ [0, 1]⇒ f

(

λx1 + (1− λ)x2

)

≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2).- Hµm sè f(x) ®­î
 gäi lµ hµm låi 
hÆt trªn tËp låi D, nÕu
∀x1, x2 ∈ D, ∀λ ∈ (0, 1)⇒ f

(

λx1 + (1− λ)x2

)

< λf(x1) + (1− λ)f(x2).- Hµm sè f(x) lµ hµm lâm trªn miÒn D, nÕu −f(x) lµ hµm låi trªn D.- Hµm sè f(x) lµ hµm lâm 
hÆt trªn miÒn D, nÕu −f(x) lµ hµm låi 
hÆt trªn D.2.11.2. BÊt ®¼ng thø
 JensenCho f(x) lµ hµm låi trªn D, x1, x2, ..., xn ∈ D vµ λ1, λ2, ..., λn ∈ [0, 1] : λ1 +

λ2 + ...+ λn = 1. Khi ®ã
f(λ1x1 + λ2x2 + ...+ λnxn) ≤ λ1f(x1) + λ2f(x2) + ...+ λnf(xn). (2.2)82
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y = f(x)

λf(x1) + (1− λ)f(x2)

f(x2)

f(x1)

x x2
x1

f(x)

y
xO H×nh 2: BiÓu diÔn h×nh hä
 
ña hµm låiChøng minh Quy n¹p theo n.+ Víi n = 1 ⇒ (2.2) ®óng. Víi n = 2 ⇒ (2.2) ®óng theo ®Þnh nghÜa 
ña hµmlåi.+ Gi¶ sö tÝnh 
hÊt trªn ®óng víi n, hay ∀ x1, x2, ..., xn ∈ D vµ λ1, λ2, ..., λn ∈

[0, 1] : λ1 + λ2 + ...+ λn = 1, ta 
ã
f(λ1x1 + λ2x2 + ...+ λnxn) ≤ λ1f(x1) + λ2f(x2) + ...+ λnf(xn).+ CÇn 
høng minh tÝnh 
hÊt trªn ®óng víi n + 1, hay ∀ x̄1, x̄2, ..., x̄n, x̄n+1 ∈ Dvµ λ̄1, λ̄2, ..., λ̄n, λ̄n+1 ∈ [0, 1] : λ̄1 + λ̄2 + ...+ λ̄n + λ̄n+1 = 1, ta 
ã

f(λ̄1x̄1+ λ̄2x̄2+ ...+ λ̄nx̄n+ λ̄n+1x̄n+1) ≤ λ̄1f(x̄1)+ λ̄2f(x̄2)+ ...+ λ̄n+1f(x̄n+1).NÕu λ̄1 = λ̄2 = ... = λ̄n = 0, th× bÊt ®¼ng thø
 trªn lu«n ®óng.NÕu λ̄2
1 + λ̄2

2 + ...+ λ̄2
n > 0, th× ®Æt

µ = λ̄1 + λ̄2 + ...+ λ̄n ⇒ µ = 1− λ̄n+1 ∈ [0, 1].Theo gi¶ thiÕt quy n¹p, víi λk =
λ̄k

µ
∀k = 1, 2, ..., n.

f(λ̄1x̄1 + λ̄2x̄2 + ...+ λ̄nx̄n + λ̄n+1x̄n+1) = f
(

µ(
n

∑

k=1

λ̄k

µ
xk) + (1− µ)xn+1

)

≤ µf
(

n
∑

k=1

λ̄k

µ
xk

)

+ (1− µ)f(xn+1)
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≤ µ
n

∑

k=1

λ̄k

µ
f(xk) + (1− µ)f(xn+1)

=
n+1
∑

k=1

λ̄kf(xk).Theo quy n¹p To¸n hä
, bÊt ®¼ng thø
 ®­î
 
høng minh. 2§Æ
 biÖt: λ1 = λ2 = ... = λn = 1
n
, bÊt ®¼ng thø
 Jensen 
ã d¹ng:

f(
x1 + x2 + ...+ xn

n
) ≤ f(x1) + f(x2) + ...+ f(xn)

n
.2.11.3. §iÒu kiÖn 
Çn vµ ®ñ 
ña hµm låiCho hµm sè f(x) x¸
 ®Þnh trªn miÒn låi D.§Þnh lý 2.47. Hµm sè f(x) låi trªn miÒn D khi vµ 
hØ khi

∀a ∈ D ⇒ g(x) =
f(x)− f(a)

x− at¨ng trªn miÒn D1 = {x ∈ D : x < a} vµ D2 = {x ∈ D : x > a}.Chøng minh (⇒) Víi mäi x1, x2 ∈ D1, a < x1 < x2, tån t¹i
λ =

x1 − x2

a− x2
∈ (0, 1) : x1 = λa+ (1− λ)x2.Khi ®ã

f
(

λa+ (1− λ)x2

)

≤ λf(a) + (1− λ)f(x2)

⇔ f(x1) ≤
x1 − x2

a− x2
f(a) +

(

1− x1 − x2

a− x2

)

f(x2)

⇔ (a− x2)f(x1) ≤ (x1 − x2)f(a) + (a− x1)f(x2)

⇔ (x2 − a)f(x1) ≤ (x2 − x1)f(a) + (x1 − a)f(x2)

⇔ f(x1)− f(a)

x1 − a
≤ f(x2)− f(a)

x2 − a
.VËy g(x) t¨ng trªn D1, t­¬ng tù ta 
òng 
ã f(x) t¨ng trªn D2.

(⇐) Víi mäi x1, x2 ∈ D, x1 < x2, λ ∈ (0, 1), ®Æt x3 = λx1 + (1− λ)x2 ⇒ x1 <

x3 < x2. theo gi¶ thiÕt hµm sè
g(x) =

f(x)− f(x1)

x− x1
t¨ng trªn miÒn D1 = {x ∈ D : x > x1}.84
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Suy ra
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
≤ f(x2)− f(x1)

x2 − x1
.Theo 
høng minh trªn, ®iÒu nµy t­¬ng ®­¬ng víi

f
(

λx1 + (1− λ)x2

)

≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2).Nh­ vËy
f
(

λx1 + (1− λ)x2

)

≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2) ∀x1, x2 ∈ D, λ ∈ [0, 1].

2§Þnh lý 2.48. Cho hµm sè f(x) kh¶ vi trªn miÒn låi D. Khi ®ã f(x) låi trªn Dkhi vµ 
hØ khi hµm sè f ′(x) t¨ng trªn D.Chøng minh(⇒) Gi¶ sö f(x) låi trªn D, víi mäi a, b ∈ D, a < b. Theo ®Þnh lý2.47, hµm sè
g(x) =

f(x)− f(a)

x− at¨ng trªn D1 = {x ∈ D : x > a} vµ hµm sè
g(x) =

f(x)− f(b)

x− bt¨ng trªn miÒn D2 = {x ∈ D : x < b}. Suy ra
f ′(a) = lim

x→a+

f(x)− f(a)

x− a
≤ f(b)− f(a)

b− a
≤ lim

x→b−

f(x)− f(b)

x− b
= f ′(b).VËy f ′(a) ≤ f ′(b) hay f ′(x) t¨ng trªn D.(⇐) Gi¶ sö f ′(x) t¨ng trªn D. Víi mäi a, b ∈ D, a < b, λ ∈ [0, 1] vµ x =

λa+ (1− λ)b. Theo ®Þnh lý Lagrange, ta 
ã
f(x)− f(a) = (x− a)f ′(c) = (1− λ)(b− a)f ′(c) víi c ∈ [a, x],

f(b)− f(x) = (b− x)f ′(d) = λ(b− a)f ′(d) víi c ∈ [x, b].V× f ′(x) t¨ng trªn D, nªn
f ′(c) ≤ f ′(d)⇒ λ

(

f(x)− f(a)
)

≤ (1− λ)
(

f(b)− f(x)
)

⇔ f(x) ≤ λf(a) + (1− λ)f(b).VËy f(x) låi trªn D. 85
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HÖ qu¶ 2.49. Cho f(x) 
ã ®¹o hµm 
Êp 2 trªn miÒn låi D. Khi ®ã, f(x) låi trªnmiÒn D khi vµ 
hØ khi
f ′′(x) ≥ 0 ∀x ∈ D.Chøng minh Theo ®Þnh lý 2.48, f(x) låi trªn D khi vµ 
hØ khi f ′(x) t¨ng trªn D.Ta ®· biÕt f ′(x) t¨ng trªn D khi vµ 
hØ khi (f ′(x))′ = f ′′(x) ≥ 0 ∀x ∈ D.2.11.4. Cù
 trÞ 
ña hµm låiCho hµm sè f(x) låi trªn miÒn låi D.§Þnh lý 2.50. i) NÕu f(x) ®¹t 
ù
 tiÓu toµn 
�
 trªn D, th× tËp 
¸
 ®iÓm 
ù
 tiÓutoµn 
�
 lµ mét tËp låi.ii) NÕu f(x) lµ låi 
hÆt vµ 
ã 
ù
 tiÓu toµn 
�
 trªn D, th× 
ã duy nhÊt mét ®iÓm
ù
 tiÓu toµn 
�
.iii) Cho f(x) lµ låi 
hÆt, kh¶ vi trªn D vµ (x0− δ, x0+ δ) ⊆ D. Khi ®ã, f(x) ®¹t
ù
 tiÓu toµn 
�
 t¹i x0 khi vµ 
hØ khi f ′(x0) = 0.Chøng minh i) Gi¶ sö x1, x2 ∈ D sao 
ho

f(x1) = f(x2) ≤ f(x) ∀x ∈ D.Do f(x) låi trªn D, ta 
ã
∀λ ∈ [0, 1]⇒ f

(

λx1 + (1− λ)x2

)

≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2) = f(x1).VËy f
(

λx1 + (1− λ)x2

)

= f(x1) ∀λ ∈ [0, 1].ii) (Ph¶n 
høng) Gi¶ sö ng­î
 l¹i r»ng tån t¹i x1, x2 ∈ D, x1 6= x2 sao 
ho
f(x1) = f(x2) ≤ f(x) ∀x ∈ D.Do f(x) låi 
hÆt trªn D, ta 
ã

∀λ ∈ (0, 1)⇒ f
(

λx1 + (1− λ)x2

)

< λf(x1) + (1− λ)f(x2) = f(x1).§iÒu nµy 
ã nghÜa lµ x1 kh«ng ph¶i lµ ®iÓm 
ù
 tiÓu toµn 
�
, tr¸i gi¶ thiÕt. VËytËp 
¸
 ®iÓm 
ù
 tiÓu nÕu tån t¹i th× tËp ®iÓm ®ã 
ã duy nhÊt mét phÇn tö.iii) PhÇn thuËn dÔ dµng ®­î
 suy ra tõ ®Þnh lý Fermat. §¶o l¹i, gi¶ sö 
ho f ′(x0) =

0. Theo ®Þnh lý 2.48, f ′(x) t¨ng trªn miÒn D. VËy f ′(x) ®æi dÊu tõ ”−”→ ”+”qua ®iÓm x0. VËy x0 lµ ®iÓm 
ù
 tiÓu toµn 
�
. 286
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VÝ d� 2.51. (BÊt ®¼ng thø
 Cau
hy)Cho ak ≥ 0 ∀k = 1, 2, ..., n. Chøng minh r»ng
a1 + a2 + ...+ an

n
≥ n
√
a1a2...an.Gi¶i NÕu tån t¹i k : ak = 0, th× bÊt ®¼ng thø
 trªn lu«n ®óng.NÕu ak > 0 ∀k = 1, 2, ..., n, th× bÊt ®¼ng thø
 trªn 
ã d¹ng

ln
a1 + a2 + ...+ an

n
≥ 1

n

(

ln a1 + ln a2 + ...+ ln an
)

⇔ − ln
(1

n
a1 +

1

n
a2 + ...+

1

n
an
)

≤ 1

n
(− ln a1) +

1

n
(− ln a2) + ...+

1

n
(− ln an)

⇔ − ln
(1

n
a1 +

1

n
a2 + ...+

1

n
an
)

≤ 1

n
(− ln a1) +

1

n
(− ln a2) + ...+

1

n
(− ln an)

⇔ f
(1

n
a1 +

1

n
a2 + ...+

1

n
an
)

≤ 1

n
f(a1) +

1

n
f(a2) + ...+

1

n
f(an),víi f(x) = − lnx.MÆt kh¸
 f(x) = − lnx ⇒ f ′′(x) = 1

x2 > 0 ∀x ∈ (0,+∞). Theo hÖ qu¶ 2.49,
f(x) låi trªn (0,+∞). Theo bÊt ®¼ng thø
 Jensen, bÊt ®¼ng thø
 Cau
hy ®­î

høng minh.VÝ d� 2.52. (BÊt ®¼ng thø
 S
hwartz)Cho bk > 0 ∀k = 1, 2, ..., n. Chøng minh r»ng

a21
b1

+
a22
b2

+ ...+
a2n
bn
≥ (a1 + a2 + ...+ an)

2

b1 + b2 + ...+ bn
∀a1, a2, ..., an.Chøng minh §Æt b = n

∑

k=1

bk. Khi ®ã
a21
b1

+
a22
b2

+ ...+
a2n
bn
≥ (a1 + a2 + ...+ an)

2

b1 + b2 + ...+ bn

⇔ b1
(a1
b1

)2
+ b2

(a2
b2

)2
+ ...+ bn

(an
bn

)2 ≥ b
(a1 + a1 + ...+ an

b

)2

⇔ b1
b

(a1
b1

)2
+

b2
b

(a2
b2

)2
+ ...+

bn
b

(an
bn

)2 ≥
(b1
b

a1
b1

+
b2
b

a2
b2

+ ...+
bn
b

an
bn

)2

⇔ λ1

(a1
b1

)2
+ λ2

(a2
b2

)2
+ ...+ λn

(an
bn

)2 ≥
(

λ1
a1
b1

+ λ2
a2
b2

+ ...+ λn

an
bn

)2

⇔ λ1f(x1) + λ2f(x2) + ...+ λnf(xn) ≥ f
(

λ1x1 + λ2x2 + ...+ λnxn

)

,87
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trong ®ã
λk =

bk
b
∈ (0, 1) : λ1 + λ2 + ...+ λn = 1, xk =

ak
bk
, f(x) = x2 ∀k = 1, 2, ..., n.Do f(x) = x2 lµ hµm låi trªn R, nªn bÊt ®¼ng thø
 S
hwartz ®­î
 
høng minh.VÝ d� 2.53. (BÊt ®¼ng thø
 Minkowski7)Cho ak > 0, bk > 0 ∀k = 1, 2, ..., n. Chøng minh r»ng

n
√
a1a2...an +

n
√

b1b2...bn ≤ n
√

(a1 + b1)(a2 + b2)...(an + bn).Gi¶i Ta 
ã
n
√
a1a2...an +

n
√

b1b2...bn ≤ n
√

(a1 + b1)(a2 + b2)...(an + bn)

⇔ 1 + n

√

b1
a1

b2
a2
...
bn
an
≤ n

√

(1 +
b1
a1
)(1 +

b2
a2
)...(1 +

bn
an

)

⇔ ln
(

1 + n

√

b1
a1

b2
a2
...
bn
an

)

≤ 1

n

(

ln(1 +
b1
a1
) + ...+ ln(1 +

bn
an

)
)

⇔ ln
(

1 + e
1
n

(

ln
a1
b1
+...+ln an

bn

)

)

≤ 1

n

(

ln(1 +
b1
a1
) + ...+ ln(1 +

bn
an

)
)

⇔ ln
(

1 + e
1
n

(

ln
a1
b1
+ln

a2
b2
+...+ln an

bn

)

)

≤ 1

n

(

ln(1 + eln
b1
a1 ) + ...+ ln(1 + eln

bn
an )

)

⇔ f(λ1x1 + λ2x2 + ...+ λnxn) ≤ λ1f(x1) + λ2f(x2) + ...+ λnf(xn),víi λk =
1
n
, xk = ln bk

ak
∀k = 1, 2, ..., n, f(x) = ln(1 + ex).Do f ′′(x) = ex

(1+ex)2 > 0 ∀x ∈ R, nªn f(x) lµ hµm låi trªn R. VËy bÊt ®¼ng thø
Minkowski ®­î
 
høng minh.

722.6.1864-12.1.1909, nhµ To¸n hä
 ng­êi §ø
 Hermann Minkowski quan t©m tíi lý thuyÕt sè ngay tõ khi 
ßntrÎ. N¨m 18 tuæi, «ng 
hia sÎ 
ïng J. B. Smith gi¶i th­ëng lín t¹i ViÖn Hµn l©m khoa hä
 Ph¸p. ¤ng lµ ng­êi s¸nglËp ra h×nh hä
 sè. ¤ng 
òng quan t©m tíi vËt lý to¸n. 88
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Bµi tËp 
h­¬ng 2Bµi 2.1. Dïng ®Þnh nghÜa, 
høng minh r»ng
1) lim

x→1
(2x+ x2) = 3, 2) lim

x→−1
2x+ 7

x+ 2
= 5,

3) lim
x→1+

√

x2 − x = 0, 4) lim
x→2−

(
√
2− x+ x) = 2.Bµi 2.2. T×m 
¸
 giíi h¹n sau:

1) lim
x→−∞

√
x2 − 3x+ 1 + 2x+ 3

x
®s : 1.

2) lim
x→0

n
√
1 + αx− 1

x
víi α 6= 0, n ≥ 2 ®s : α

n
.

3) lim
x→0

n
√
1 + αx− m

√
1 + βx

x
víi α.β 6= 0, n,m ≥ 2 ®s : α

n
− β

m
.

4) lim
x→0

n
√
1 + αx m

√
1 + βx− 1

x
víi α.β 6= 0, n,m ≥ 2 ®s : α

n
+

β

m
.Bµi 2.3. T×m 
¸
 giíi h¹n sau

1) lim
x→−∞

(
√

x2 − 3x+ 1 + x) ®s : 3
2
.

2) lim
x→+∞

(
3
√

8x3 + 2x2 + 1− 2x) ®s : 1
6
.

3) lim
x→+∞

(
3
√

x3 + 4x2 + 1−
√

x2 + x− 1) ®s : 5
6
.Bµi 2.4. T×m 
¸
 giíi h¹n sau

1) lim
x→0

sin ax

x
®s : a.

2) lim
x→0

1− cos ax

x2
®s : a2

2
.

3) lim
x→0

1− cosx cos 2x... cosnx

x2
®s : n(n+ 1)(2n+ 1)

12
.

4) lim
x→0

√
cos ax− 3

√
cos bx

x sin cx
víi c 6= 0 ®s : 2b2 − 3a2

12c
.
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Bµi 2.5. T×m 
¸
 giíi h¹n sau
1) lim

x→+∞

(2x2 + x+ 1

x2 − 3x− 2

)
x3−3x
1−x2 ®s : 0.

2) lim
x→∞

(2x+ 1

2x− 3

)x ®s : e2.
3) lim

x→∞

(2x2 + x− 1

2x2 − x− 2

)1−3x ®s : e−3.
4) lim

x→0
(cos ax)

1
x sin bx ®s : e−a2

2b .

5) lim
x→0

(1 + tanx

1 + sin x

)
1

sin x ®s : 1.
6) lim

x→0

log2(1 + x sin 3x)

2x2 − 1
®s : 3

ln2 2
.

7) lim
x→+∞

x
√
x(
√
x+ 1 +

√
x− 1− 2

√
x) ®s : −1

4
.

8) lim
x→0

ln(1 + x+ x2) + ln(1− x+ x2)

1− cosx
®s : 2.

9) lim
x→0

arcsinx− arctanx

ln(1 + x3)
®s : −1

2
.

10) lim
x→1

(1

x

)
1

sinπx ®s : e 1
π .Bµi 2.6. T×m 
¸
 hµm sè f(x) x¸
 ®Þnh trªnR sao 
ho 1)f(x)f(x2−1) = sin x ∀xHD: Thay x = 0 vµ x = −1⇒ Kh«ng tån t¹i.

2)xf(x) + f(1− x) = x3 + 1 ∀xHD: Thay x vµ 1-x⇒ f(x) = x2 − x+ 1.

3)f(x+ y2) = f(x2) + f(y) ∀x, yHD: f(0) = 0, f(y2) = f(0 + y2), f(0) = f(−y2 + y2).

4)f(x+ y)− f(x− y) = 2y(3x2 + y2) ∀x, yHD: f(X)− f(Y ) = X3 − Y 3 ⇒ f(x) = x3 + f(0).Bµi 2.7. Chøng minh r»ng ph­¬ng tr×nh
x17 = x11 + 1
ã it nhÊt mét nghiÖm x > 0.HD: X�t hµm sè f(x) = x17 − x11 − 1 ⇒ f(0).f(2) < 0 vµ f(x) liªn t�
 trªn

[0, 2]. 90
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Bµi 2.8. Cho hai hµm sè f(x), g(x) liªn t�
 trªn [0, 1] vµ
f(0) = g(1) = 0, f(1) = g(0) = 1.Chøng minh r»ng: Víi mäi λ ∈ R, λ > 0, tån t¹i x ∈ [0, 1] sao 
ho f(x) = λg(x).HD: Sö d�ng ®Þnh lý 2.11 
ho hµm sè ϕ(x) = f(x)− λg(x) trªn [0, 1].Bµi 2.9. Chøng minh r»ng: Hµm sè

f(x) = sin
π

xliªn t�
, nh­ng kh«ng liªn t�
 ®Òu trªn trªn kho¶ng (0, 1).HD: f(x) kh«ng liªn t�
 ®Òu: ǫ ∈ (0, 1), ∀δ > 0, k ≥ 1
δ
, x = 1

2k+1, x
′ = 2

1+4k .Bµi 2.10. Dïng ®Þnh nghÜa t×m ®¹o hµm 
ña 
¸
 hµm sè sau
1) y = sin 3x, t×m y′(

π

4
) ®s : −3√2

2
.

2) y = x|x|, t×m y′(0) ®s : 0.
3) y =







1−cosx
x

víi x 6= 0

0 víi x = 0.
T×m y′(0) ®s : 1

2
.

4) y =







ex
2−1
x

víi x < 0

x2 − x víi x ≥ 0.
T×m y′+(0), y

′
−(0) ®s : y′+(0) = −1, y′−(0) = 1.

5) y = |x− 1|ex T×m y′+(1), y
′
−(1) ®s : y′+(1) = e, y′−(1) = −e.Bµi 2.11. T×m ®¹o hµm y′x 
ña 
¸
 hµm sè d­íi d¹ng tham sè

1)







x = e−t

y = t3, t ∈ R.
®s : y′x = −3t2et.

2)







x = a(t− sin t)

y = a(1− cos t), t ∈ R.
®s : y′x = cot

t

2
.
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Bµi 2.12. T×m ®¹o hµm 
ña 
¸
 hµm sè sau
1) y = (2x+ 1) sin2 3x ®s : sin2 3x+ 3(2x+ 1) sin 6x.

2) y = e3
x

+ x3e ®s : e3x3x ln 3 + 3ex3e−1.

3) y = logx(x
2 + 1), 0 < x 6= 1 ®s : 2x2 ln x− (x2 + 1) ln(x2 + 1)

x(x2 + 1) ln2 x
.

4) y = xcosx, x > 0 ®s : xcosx
(cosx

x
− lnx sinx

)

.

5) y = sin2(cosx) ®s : − sinx sin(2 cosx).

6) y = ln(x+
√

x2 + α2) ®s : 1√
x2 + α2

.

7) y =
1

2α
ln
∣

∣

∣

x− α

x+ α

∣

∣

∣
, x2 6= α2 ®s : 1

x2 − α2
.

8) y = sin
(

arcsin(2x)
)

, x ∈ (−1
2
,
1

2
) ®s : 2 cos ( arcsin(2x))√

1− 4x2
.

9) y = arctan(tanx), x 6= π

2
+ kπ (k ∈ Z) ®s : 1.

10) y = sh2(x2 + 1) ®s : 2xsh(2x2 + 2).Bµi 2.13. T×m ®¹o hµm 
Êp 
ao 
ña 
¸
 hµm sè sau
1) y = x2e2x t×m y(4) ®s : 16e2x(x2 + 4x+ 3).

2) y =
√
x t×m y(10) ®s : 1.3.5...17

210x9
√
x
.

3) y =
2x+ 1

x− 1
t×m y(100) ®s : 3.100!

(x− 1)101
.

4) y = f(x2 + 1) t×m y(3) ®s : 12xf ′′(x2 + 1) + 8x3f (3)(x2 + 1).

5) y = 3
√
ax+ b t×m y(n)®s : an 1

3(
1
3 − 1)(13 − 2)...

(

1
3 − (n+ 1)

)

(ax+ b)
1
3−n.

6) y = ln(ax+ b) t×m y(n)®s : (−1)n−1an(n− 1)! 1
(ax+b)n víi ax+ b > 0.

7) y = 4x2+8x−3√
2x+1

.®s: 2n+1(3
2
− 1)(3

2
− 2)...(3

2
−n+1)(2x+1)

3
2−n− 2n5(−1

2
− 1)(−1

2
− 2)...(−1

2
−

n+ 1)(2x+ 1)−
1
2−n.

8) y = sin3(ax+ b) t×m y(n). 92
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®s : 3
4 sin(ax+ b+ nπ

2 )− 1
4(3a)

n sin(3ax+ 3b+ nπ
2 ).

9)







x = a cos2 t

y = b sin2 tt×m y
(n)
x ®s : y′x = − b

a
, y

(n)
x = 0 n ≥ 2.

10)







x = t
t+1

y = 2t2+t
(t+1)2t×m y

(n)
x ®s : y′x = 2x+ 1, y′′x = 2, y

(n)
x = 0 n ≥ 3.Bµi 2.14. Chøng minh r»ng1) xy′3 = 1 + y′ víi x = 1+t

t3
, y = 3

2t3
+ 2

t
.2) y√1 + y′2 = y′ víi x = 1

1+t2
− ln 1+

√
1+t2

t
, y = t√

1+t2
.3) y.y′ = 2xy′2 + 1 víi x = 1+ln t

t2
, y = 3+2 ln t

t
.4) f(1) + f ′(1)

1! + ...+ f (n)(1)
n! = 2n víi f(x) = xn.Bµi 2.15. Chøng minh r»ng:

1) arctanx = arcsin x√
1+x2 .

2) arcsinx = arctan x√
1−x2 .

3) x− x2

2 ≤ ln(1 + x) ≤ x ∀x ≥ 0.
4) ln(x2 + 1) ≤ 2x arctanx ∀x.
5) ex > 1 + x + x2

2 ∀x > 0.Bµi 2.16. KiÓm tra ®Þnh lý Rolle ®èi víi hµm sè
f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3)trªn 
¸
 ®o¹n [1, 2], [2, 3].HD: Trªn [1, 2]⇒ c1 = 2− 1√

3
, trªn [2, 3]⇒ c2 = 2 + 1√

3
.Bµi 2.17. Cho hµm sè f(x) kh¶ vi 
Êp n trªn [x0, xn] vµ

f(x0) = f(x1) = ... = f(xn) víi x0 < x1 < ... < xn.Chøng minh r»ng: Tån t¹i Ýt nhÊt mét ®iÓm c ∈ (x0, xn) sao 
ho f (n)(c) = 0.
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Bµi 2.18. KiÓm tra ®Þnh lý Lagrange ®èi víi hµm sè
f(x) =







3−x2

2 nÕu 0 ≤ x ≤ 1

1
x

nÕu x > 1.trªn [0, 2]. X¸
 ®Þnh ®iÓm trung b×nh c.®s: c1 = 1
2 , c2 =

√
2.Bµi 2.19. Dïng ®Þnh lý Lagrange, 
høng minh 
¸
 bÊt ®¼ng thø
 sau:1) | sin x− sin y| ≤ |x− y| ∀x, y.2) pyp−1(x− y) ≤ xp − yp ≤ pxp−1(x− y) ∀ 0 < x < y, p > 0.3) | arctanx− arctan y| ≤ |x− y| ∀x, y.4) a−b

a
< ln a

b
< a−b

b
∀ 0 < b < a.5) x−y

cos2 y ≤ tanx− tan y ≤ x−y
cos2 x ∀ 0 < y ≤ x < π

2 .Bµi 2.20. Cho hµm f(x) kh¶ vi trªn (a, b). Dïng ®Þnh lý Lagrange, 
høng minhr»ng: NÕu hµm sè f(x) 
ã ®¹o hµm bÞ 
hÆn trªn miÒn (a, b), th× f(x) liªn t�
 ®Òutrªn (a, b).Bµi 2.21. Cho hµm sè f(x) liªn t�
 trªn [a, b], kh¶ vi trªn (a, b) vµ f(x) 6=
mx+ n ∀m, n. Chøng minh r»ng: Tån t¹i Ýt nhÊt c ∈ (a, b) sao 
ho

∣

∣

∣

f(b)− f(a)

b− a

∣

∣

∣
< |f ′(c)|.HD: Chia [a, b] bëi a = x0 < x1 < ... < xn = b vµ ¸p d�ng ®Þnh lý Lagrange 
ho
¸
 ®o¹n [xk−1, xk] ∀k = 1, 2, ..., n.Bµi 2.22.Khai triÓn Taylor 
ña 
¸
 hµm sè sau:

1) f(x) = ln cosx t¹i x0 = 0 ®Õn sè h¹ng o(x4).®s: f(x) = −x2

2 − x4

12 + o(x4).
2) f(x) = ex cosx t¹i x0 = 0 ®Õn sè h¹ng o(x3).®s: f(x) = 1 + x+ 1

2x
2 − 1

3x
3 + o(x3).

3) f(x) = arcsinx t¹i x0 = 0 ®Õn sè h¹ng o(x6).®s: f(x) = x+ 1
6x

3 + 3
40x

5 + o(x6).
4) f(x) = (x2 − 1)e2x t¹i x0 = −1 ®Õn sè h¹ng o

(

(x+ 1)n
).®s: f(x) = n

∑

k=0

e−22k−2(k−5)
(k−1)! (x+ 1)k + o

(

(x+ 1)n
).94
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5) f(x) = x2−3x+3
x−2 t¹i x0 = 3 ®Õn sè h¹ng o

(

(x− 3)n
).®s: f(x) = 3 +

n
∑

k=0

(−1)k(x− 3)k + o
(

(x− 3)n
).Bµi 2.23. Dïng quy t¾
 L'Hospital, t×m 
¸
 giíi h¹n sau:

1) lim
x→0

5
√
1 + 3x4 −

√
1− 2x

3
√
1 + x−

√
1 + x

®s : −6.
2) lim

x→0

n
√
a+ x− n

√
a− x

x
víi n ∈ N, a > 0 ®s : 2 n

√
a

na
.

3) lim
x→0+

ln x

1 + 2 ln(sinx)
®s : 1

2
.

4) lim
x→0

3
√
cos 3x−

√
1 + x sin 2x

ex2 − 1
®s : −5

2
.

5) lim
x→1

x
1

1−x ®s : 1
e
.

6) lim
x→1

(

2− x
)tan πx

2 ®s : e 2
π .

7) lim
x→π

4

(

tanx
)tan 2x ®s : 1

e
.Bµi 2.24. (T×m 
ù
 tiÓu toµn 
�
 
ña hµm sè) Chi phÝ khi tµu 
h¹y 
¶ ngµy vµ®ªm gåm hai phÇn: PhÇn 
è ®Þnh b»ng a ®ång, phÇn biÕn ®æi t¨ng tû lÖ víi lËpph­¬ng 
ña tè
 ®é. Hái tµu 
h¹y víi tè
 ®é v nµo th× kinh tÕ nhÊt.HD: Gäi thêi gian tµu 
h¹y lµ t ngµy ®ªm. Khi ®ã 
hi phÝ lµ R = at+ ktv3 (k lµhÖ sè tû lÖ). V× t = S

v
, suy ra

R =
Sa

v
+ kSv2 → min⇔ 0 = R′ ⇔ v = 3

√

a

2k
,v× hµm sè R lµ låi trªn (0,+∞).Bµi 2.25. Cho f(x) = − ln(lnx) víi x ∈ D = (0,+∞).a) Chøng minh r»ng f(x) låi trªn D.b) Tõ ®ã, 
høng minh r»ng

ln
x+ y

2
≥

√

lnx ln y ∀x, y > 1.Bµi 2.26. Cho f(x) = x lnx víi x ∈ D = (0,+∞).a) Chøng minh r»ng f(x) låi trªn D.b) Tõ ®ã, 
høng minh r»ng
x ln

x

a
+ y ln

y

b
≥ (x+ y) ln

x+ y

a + b
∀a, b, x, y > 0.95
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Ch­¬ng 3. Ph�p tÝnh tÝ
h ph©n3.1. TÝ
h ph©n x¸
 ®Þnh3.1.1. §Þnh nghÜaCho hµm sè f(x) x¸
 ®Þnh trªn [a, b].+ Ph�p 
hia P ®o¹n [a, b] (hay 
ßn gäi lµ ph©n ho¹
h) bëi n ®iÓm
x0 = a < x1 < ... < xn = b.§Æt ∆xi

= xi − xi−1 ∀i = 1, 2, ..., n,∆P = max{∆x1
,∆x2

, ...,∆xn
} (®­î
 gäi lµ®é dµi 
ña ph©n ho¹
h P )+ Chän mét ®iÓm ξi ∈ [xi−1, xi] ∀i = 1, 2, ..., n.Khi ®ã

σn =

n∑

k=1

f(ξk)∆xi®­î
 gäi lµ mét tæng tÝ
h ph©n (hay 
ßn gäi lµ tæng Riemann) 
ña f(x) trªn [a, b].X�t giíi h¹n
I = lim

∆P→0
σn.NÕu I tån t¹i h÷u h¹n, kh«ng ph� thué
 vµo ph�p 
hia P vµ ph�p 
hän 
¸
 ®iÓm

ξi i = 1, 2, ..., n, th× I ®­î
 gäi lµ tÝ
h ph©n x¸
 ®Þnh 
ña f(x) trªn [a, b] vµ ®­î
ký hiÖu b∫
a

f(x)dx. Khi ®ã hµm sè f(x) ®­î
 gäi lµ kh¶ tÝ
h trªn [a, b].Trong tr­êng hîp ®Æ
 biÖt, ph�p 
hia P ®o¹n [0, 1] bëi n ®iÓm 
¸
h ®Òu nhau
0 <

1

n
<

2

n
< ... <

n

n
= 1.Víi f(x) kh¶ tÝ
h trªn [0, 1], ta 
ã

lim
n→∞

1

n

(
f(

1

n
) + f(

2

n
) + ...+ f(

n

n
)
)
=

1∫

0

f(x)dx.ý nghi·: Dïng tÝ
h ph©n ®Ó tÝnh giíi h¹n.VÝ d� 3.1. Gi¶ sö I =
2∫

−1

x2dx tån t¹i. Dïng ®Þnh nghÜa 
ña tÝ
h ph©n ®Ó tÝnh I .96
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Gi¶i Chia ®o¹n [−1, 2] thµnh n phÇn b»ng nhau vµ 
hän ξi lµ mót bªn tr¸i 
ña
[xi−1, xi]

i = 1, 2, ..., n, ta nhËn ®­î

σP =

3

n

n∑

k=1

(
− 1 +

3(k − 1)

n

)2

=
3

n

n∑

k=1

(
1− 6(k − 1)

n
+

9(k − 1)2

n2

)2

=
3

n

(
n− 3(n− 1)

2n

)
.VËy

I =

2∫

−1

x2dx = lim
n→∞

σn = 3.3.1.2. ý nghÜa h×nh hä
NÕu f(x) ≥ 0 ∀x ∈ [a, b], th× σn lµ tæng diÖn tÝ
h 
¸
 h×nh 
h÷ nhËt 
ã kÝ
h
f(ξi)

x0 = a xi−1 xiξi xn = bO

x

y

y = f(x)

A

B

H×nh 1: BiÓu diÔn h×nh hä
 
ña tÝ
h ph©nth­í
 lµ ∆xi
vµ f(ξi) ∀i = 1, 2, ..., n. Khi ∆P ®ñ nhá, σn xÊp xØ víi diÖn tÝ
hh×nh thang 
ong ABba t¹o bëi 
¸
 ®­êng x = a, x = b, Ox vµ y = f(x).3.1.3. Tæng Darboux trªn vµ d­íiGi¶ sö f(x) x¸
 ®Þnh vµ bÞ 
hÆn trªn [a, b]. Khi ®ã, tån t¹i

mi = inf
x∈[xi−1,xi]

f(x), Mi = sup
x∈[xi−1,xi]

f(x) ∀i = 1, 2, ..., n.Ta gäi
sP =

n∑

k=1

mi∆xi97

PTIT



lµ tæng Darboux d­íi 
ña hµm f(x) trªn [a, b] vµ
SP =

n∑

k=1

Mi∆xilµ tæng Darboux trªn 
ña hµm f(x) trªn [a, b].Cho hai ph©n ho¹
h P1 vµ P2. Khi ®ã P1 ⊆ P2, nÕu mäi ®iÓm 
hia 
ña P1 ®Òuthué
 tËp 
¸
 ®iÓm 
hia 
ña P2. §Æt
I∗ = inf

P
{SP}, I∗ = sup

P

{sP}.§Þnh lý 3.2. i) sP ≤ σP ≤ SP ∀P.ii) P1 ⊆ P2 ⇒ sP1
≤ sP2

, SP1
≥ SP2

.iii) sP1
≤ SP2

∀P1, P2.iv) I∗ ≤ I∗.Chøng minh i) Tõ
inf

[xi−1,xi]
f(x) ≤ f(ξi) ≤ sup

[xi−1,xi]

f(x) ⇒ mi∆xi
≤ f(ξi)∆xi

≤Mi∆xi
∀i = 1, 2, ..., n

⇒
n∑

i=1

mi∆xi
≤

n∑

i=1

f(ξi)∆xi
≤

n∑

i=1

Mi∆xi
⇒ sP ≤ σP ≤ SP ∀P.ii) Cho P1 ⊆ P2, kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, gi¶ sö P1 gåm 
¸
 ®iÓm 
hia

x0 = a < x1 < x2 < ... < xn = bvµ P2 gåm 
¸
 ®iÓm 
hia
x0 = a < x1 < x2 < ... < xk−1 < x∗ < xk < ... < xn = b.§Æt

∆xk1
= x∗ − xk−1,∆xk2

= xk − x∗, m∗
k1 = inf

[xk−1,x∗]
f(x), m∗

k2 = inf
[x∗,xk]

f(x).Tõ [xk−1, xk] = [xk−1, x
∗] ∪ [x∗, xk], ta 
ã

mk.∆xk
= inf

[xk−1,xk]
f(x).∆xk

= inf
[xk−1,xk]

f(x).∆xk1
+ inf

[xk−1,xk]
f(x).∆xk2

≤ inf
[xk−1,x∗]

f(x).∆xk1
+ inf

[x∗,xk]
f(x).∆xk2

= m∗
k1.∆xk1

+m∗
k2.∆xk2
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Khi ®ã
sP1

=

n∑

i=1

mi∆xi

=
n∑





i = 1

i 6= k

mi∆xi
+mk∆xk

≤
n∑





i = 1

i 6= k

mi∆xi
+m∗

k1.∆xk1
+m∗

k2.∆xk2

= sP2
.B»ng 
¸
h 
høng minh t­¬ng tù, ta 
òng 
ã SP1

≥ SP2
.iii) §Æt P = P1∪P2 (P gåm 
¸
 ®iÓm 
hia 
ña P1 vµ P2), suy ra P1 ⊆ P, P2 ⊆ P .Theo i) vµ ii), ta 
ã





sP1
≤ sP

sP ≤ SP

SP ≤ SP2

⇒ sP1
≤ SP2

∀P1, P2.

3.1.4. C¸
 ®iÒu kiÖn kh¶ tÝ
h§Þnh lý 3.3. Cho hµm sè f(x) x¸
 ®Þnh trªn [a, b]. Khi ®ã 
¸
 mÖnh ®Ò sau t­¬ng®­¬ng.i) f(x) kh¶ tÝ
h trªn [a, b].ii) lim
∆P→0

(SP − sP ) = 0.iii) I∗ = I∗.Chøng minhi) ⇒ ii) Gi¶ sö f(x) kh¶ tÝ
h trªn [a, b]. Hay giíi h¹n I sau tån t¹ih÷u h¹n, kh«ng ph� thué
 vµo ph�p 
hia P vµ ph�p 
hän ξk ∈ [xk−1, xk]

I = lim
∆P→0

σP .99
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Theo ®Þnh nghÜa,
∀ǫ > 0, ∃δ > 0, ∀P : 0 < ∆P < δ ⇒ |σP − I| < ǫ

4
⇒ I − ǫ

4
< σP < I +

ǫ

4
.MÆt kh¸
, sP =

n∑
k=1

mk∆xk
, SP =

n∑
k=1

Mk∆xk
, theo ®Þnh nghÜa 
ña inf, sup vµ®Þnh lý 3.2, ta 
ã




sP + ǫ

4
> σP

SP − ǫ
4
< σP .

⇒ I − ǫ

2
< σP − ǫ

4
< sP ≤ SP ≤ σP +

ǫ

4
< I +

ǫ

2
.VËy

|sP−I| <
ǫ

2
, |SP−I| <

ǫ

2
⇒ |SP−sP | ≤ |sP−I|+|SP−I| < ǫ⇒ lim

∆P→0
(SP−sP ) = 0.

ii) ⇒ i) Theo ®Þnh lý 3.2, d·y (sP ) ®¬n ®iÖu t¨ng vµ bÞ 
hÆn trªn vµ d·y (SP ) ®¬n®iÖu gi¶m vµ bÞ 
hÆn d­íi, suy ra tån t¹i h÷u h¹n giíi h¹n lim
∆P→0

sP vµ lim
∆P→0

SP .Theo tÝnh 
hÊt 
ña d·y ®¬n ®iÖu trong 
h­¬ng 2, ta 
ã
lim

∆P→0
sP = inf

P
sP = I∗, lim

∆P→0
SP = sup

P

SP = I∗.Tõ gi¶ thiÕt lim
∆P→0

(SP − sp) = 0 ⇒ I∗ = I∗. Theo ®Þnh lý 3.2,
sp ≤ σP ≤ SP ⇒ lim

∆P→0
σP = I∗.

ii) ⇔ iii) HiÓn nhiªn. 2§Þnh lý 3.4. NÕu f(x) liªn t�
 trªn [a, b], th× f(x) kh¶ tÝ
h trªn [a, b].Chøng minh Gi¶ thiÕt 
ho f(x) liªn t�
 trªn [a, b], nªn f(x) liªn t�
 t¹i x̄k ∈ [a, b]bÊt kú. Hay
∀ǫ > 0, ∃δ > 0∀x ∈ [a, b] : 0 < |x− x̄k| < δ ⇒ |f(x)− f(x̄k)| <

ǫ

b− a
.Gi¶ sö P lµ mét ph©n ho¹
h bÊt kú sao 
ho ∆P < δ. Do f(x) liªn t�
 trªn

[xk−1, xk], nªn
inf

[xk−1,xk]
f(x) = min

[xk−1,xk]
f(x) = f(x̄k)vµ

sup
[xk−1,xk]

f(x) = max
[xk−1,xk]

f(x) = f(x̂k).100
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Tõ
∆P < δ ⇒ |x̂k − x̄k| < δ ⇒ |f(x̂k)− f(x̄k)| <

ǫ

b− a
⇒Mk −mk <

ǫ

b− a
.Do ®ã

n∑

k=1

(Mk−mk)∆xk
<

n∑

k=1

ǫ

b− a
∆xk

= ǫ⇒ |SP −sP | < ǫ⇒ lim
∆P→0

(SP −sP ) = 0.Theo ®Þnh lý 3.3, ta 
ã f(x) kh¶ tÝ
h trªn [a, b]. 2§Þnh lý 3.5. NÕu f(x) bÞ 
hÆn vµ 
ã h÷u h¹n ®iÓm gi¸n ®o¹n trªn [a, b], th× f(x)kh¶ tÝ
h trªn [a, b].Chøng minh Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, ta gi¶ sö r»ng f(x) 
ã ®óng mét ®iÓmgi¸n ®o¹n x0 ∈ [a, b]. §Æt
m = min

[a,b]
f(x), M = max

[a,b]
f(x),∆x0

= [x0 − ǫ2, x0 + ǫ2].V× x0 lµ ®iÓm gi¸n ®o¹n, suy ra m < M . Víi mäi 0 < ǫ < 1
8(M−m)

, 
hän
0 < δ < ǫ. Ta 
ã f(x) kh¶ tÝ
h trªn [a, x0−ǫ2] vµ [x0+ǫ2, b]. Gäi P1 lµ ph©n ho¹
htrªn [a, x0 − ǫ2] vµ P2 lµ ph©n ho¹
h trªn [x0 + ǫ2, b] sao 
ho ∆P1

< δ,∆P2
< δ.Ta ®Òu 
ã

lim
∆Pj

→0
(MPj

−mPj
) = 0 ⇒

n∑

k=1

(
Mk(Pj)−mk(Pj)

)
<
ǫ

2
∀j = 1, 2. (3.1)x�t ph©n ho¹
h P bÊt kú 
ña [a, b] sao 
ho ∆P < δ, ta 
ã

n∑

k=1

(Mk −mk)∆xk
=

∑

∆xk
∩∆xk

=∅
(Mk −mk)∆xk

+
∑

∆xk
∩∆xk

6=∅
(Mk −mk)∆xk

.Theo (3.1) ta 
ã ∑

∆xk
∩∆xk

=∅
(Mk −mk)∆xk

<
ǫ

2
.
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MÆt kh¸
, do Mk −mk < M −m, nªn
∑

∆xk
∩∆xk

6=∅
(Mk −mk)∆xk

≤ (M −m)
∑

∆xk
∩∆xk

6=∅
∆xk

≤ (M −m)(2ǫ2 + 2δ)

≤ (M −m)4ǫ2

< (M −m)4ǫ
1

8(M −m)

=
ǫ

2
.VËy ∑n

k=1(Mk −mk)∆xk
= 0. Theo ®Þnh lý 3.3, f(x) kh¶ tÝ
h trªn [a, b]. 2§Þnh lý 3.6. NÕu hµm sè f(x) ®¬n ®iÖu vµ bÞ 
hÆn trªn [a, b], th× f(x) kh¶ tÝ
htrªn [a, b].Chøng minh Gi¶ sö f(x) ®¬n ®iÖu t¨ng trªn [a, b]. Khi ®ã

mk = inf
[xk−1,xk]

f(x) = f(xk−1), Mk = sup
[xk−1,xk]

f(x) = f(xk) ⇒Mk−mk = f(xk)−f(xk−1).Víi mäi ǫ > 0 
hän
δ =

ǫ

f(b)− f(a)
.Khi ®ã mäi ph©n ho¹
h P mµ |P | < δ ®Òu 
ã

n∑

k=1

(Mk −mk)∆xk
< δ

n∑

k=1

(
f(xk)− f(xk−1)

)
= δ

(
f(b)− f(a)

)
= ǫ.VËy hµm sè f(x) kh¶ tÝ
h trªn [a, b]. 23.2. TÝnh 
hÊtCho f(x), g(x) lµ hai hµm sè kh¶ tÝ
h trªn [a, b]. Khi ®ã+ b∫

a

(
f(x) + g(x)

)
dx =

b∫
a

f(x)dx+
b∫
a

g(x)dx.+ b∫
a

(
f(x)− g(x)

)
dx =

b∫
a

f(x)dx−
b∫
a

g(x)dx.+ b∫
a

(
kf(x)

)
dx = k

b∫
a

f(x)dx víi k = const.+ NÕu f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ [a, b], th× b∫
a

f(x)dx ≤
b∫
a

g(x)dx.102
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+ b∫
a

f(x)dx =
c∫
a

f(x)dx+
b∫
c

f(x)dx ∀c ∈ (a, b).+ b∫
a

f(x)dx = −
a∫
b

f(x)dx.+ |
b∫
a

f(x)dx| ≤
b∫
a

|f(x)|dx.+ b∫
a

f(x)dx =
b∫
a

f(t)dt (tÝ
h ph©n kh«ng ph� thué
 vµo tªn biÕn).§Þnh lý 3.7. (§Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh)NÕu f(x) kh¶ tÝ
h trªn [a, b] vµ m ≤ f(x) ≤ M ∀x ∈ [a, b], th× tån t¹i sè
µ ∈ [m,M ] sao 
ho

µ =
1

b− a

b∫

a

f(x)dx.Chøng minh Ta 
ã
∀x ∈ [a, b] : m ≤ f(x) ≤M ⇒ m(b− a) ≤

b∫

a

f(x)dx ≤M(b− a).Hay
m ≤ 1

b− a

b∫

a

f(x)dx ≤M.§Æt µ = 1
b−a

b∫
a

f(x)dx, ta 
ã sè µ 
Çn t×m. 2VÝ d� 3.8. (BÊt ®¼ng thø
 Cau
hy-S
hwarz)NÕu f(x), g(x) liªn t�
 trªn [a, b], th×
( b∫

a

f(x)g(x)dx
)2

≤
b∫

a

f 2(x)dx.

b∫

a

g2(x)dx.

Chøng minh Ta 
ã b∫
a

(
yf(x) + g(x)

)2
dx ≥ 0 ∀y ∈ R. Hay

Ay2 + 2By + C ≥ 0 ∀y,103
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víi
A =

b∫

a

f 2(x)dx, B =

b∫

a

f(x)g(x)dx, C =

b∫

a

g2(x)dx.Do A =
b∫
a

f 2(x)dx ≥ 0, nªn ta x�t hai tr­¬ng hîp:Tr­êng hîp 1: NÕu A = 0, th× B = 0. ThËt vËy- NÕu B > 0, th× 2By + C ≥ 0 ⇒ 0 ≤ lim
y→−∞

(2By + C) = −∞, m©u thuÉn.- NÕu B < 0, th× 2By + C ≥ 0 ⇒ 0 ≤ lim
y→+∞

(2By + C) = −∞, m©u thuÉn.VËy bÊt ®¼ng thø
 trªn lu«n ®óng.Tr­êng hîp 2: NÕu A > 0, th× theo ®Þnh lý dÊu tam thø
 bË
 hai, ta 
ã ∆′ =

B2 −AC ≤ 0, hay
( b∫

a

f(x)g(x)dx
)2

≤
b∫

a

f 2(x)dx.

b∫

a

g2(x)dx.3.3. Mèi quan hÖ gi÷a nguyªn hµm vµ tÝ
h ph©n x¸
 ®ÞnhTa nh¾
 l¹i mét sè n�t 
¬ b¶n 
ña nguyªn hµm.3.3.1. Nguyªn hµm- Hµm sè F (x) ®­î
 gäi lµ mét nguyªn hµm 
ña f(x), nÕu F ′(x) = f(x).NhËn x�t 3.9. + NÕu F (x) lµ mét nguyªn hµm 
ña f(x), th× F (x) + C víi
C = const 
òng lµ nguyªn hµm 
ña f(x).+ NÕu F (x) vµ G(x) lµ hai nguyªn hµm 
ña f(x), th× tån t¹i C = const sao 
ho
G(x) = F (x) + C .
- NÕu F (x) lµ mét nguyªn hµm 
ña f(x), th× F (x) + C C = const ®­î
 gäi lµmét hä nguyªn hµm 
ña f(x) ®­î
 ký hiÖu bëi ∫ f(x)dx (
ßn gäi lµ tÝ
h ph©nkh«ng x¸
 ®Þnh). Hay ∫

f(x)dx = F (x) + C.Chó ý r»ng: Vi ph©n 
ña hµm f(x) lµ df(x) = f ′(x)dx.
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C¸
 
«ng thø
 
¬ b¶n 
ña nguyªn hµm:∫
xαdx =

1

α + 1
xα+1 + C víi α 6= −1, C = const.

∫
1

x
dx = ln |x|+ C.

∫
exdx = ex + C.

∫
axdx =

1

ln a
ax + C víi 1 6= a > 0.

∫
sin xdx = − cosx+ C.

∫
cosxdx = sin x+ C.

∫
1

sin2 x
dx = − cotx+ C.

∫
1

cos2 x
dx = tanx+ C.

∫ sh xdx = 
h x+ C.
∫ 
h xdx = sh x+ C.
∫

1sh2 xdx = −
th x + C.
∫

1
h2 xdx = th x+ C.

∫
1

1 + x2
dx = arctanx+ C.

∫
1√

1 + x2
dx = ln(x+

√
1 + x2) + C.

∫
1√

x2 − 1
dx = ln |x+

√
x2 − 1|+ C.

∫
1√

1− x2
dx = arcsinx+ C.3.3.2. Hµm theo 
Ën trªn- Cho hµm sè f(x) kh¶ tÝ
h trªn [a, b]. Hµm sè
ϕ(x) =

x∫

a

f(t)dtx¸
 ®Þnh trªn [a, b] ®­î
 gäi lµ hµm theo 
Ën trªn.105
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§Þnh lý 3.10. NÕu f(x) liªn t�
 trªn [a, b], th×
ϕ′(x) = f(x) ∀x ∈ [a, b].Chøng minh Víi mäi x ∈ [a, b], gi¶ sö ∆x > 0 : x +∆x ∈ [a, b] (∆x < 0 
høngminh t­¬ng tù). Khi ®ã

∆ϕ = ϕ(x+∆x)− ϕ(x)

=

x+∆x∫

a

f(t)dt−
x∫

a

f(t)dt

=

x∫

a

f(t)dt+

x+∆x∫

x

f(t)dt−
x∫

a

f(t)dt

=

x+∆x∫

x

f(t)dt.Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh 3.7 vµ tÝnh liªn t�
 
ña hµm f(x), ta 
ã tån t¹i
cx ∈ [x, x+∆x] sao 
ho

∆ϕ =

x+∆x∫

x

f(t)dt = f(cx).∆x ⇒ ϕ′(x) = lim
∆x→0

∆ϕ

∆x

= lim
∆x→0

f(cx) = f(x).

23.3.3. C«ng thø
 Newton-Leibnitz1Víi mçi F (x) x¸
 ®Þnh trªn [a, b], ta ký hiÖu
F (b)− F (a) = F (x)

∣∣∣
b

a
.§Þnh lý 3.11. (C«ng thø
 Newton-Leibnitz)NÕu f(x) liªn t�
 trªn [a, b] vµ F (x) lµ mét nguyªn hµm 
ña f(x), th×

b∫

a

f(x)dx = F (x)
∣∣∣
b

a
.11.7.1646-14.11.1716, nhµ to¸n hä
 vµ 
òng lµ nhµ triÕt hä
, nhµ sö hä
, nhµ luËt hä
, nhµ ngo¹i giao §ø
 GottfriedLeipzig lµ mét trong nh÷ng thµnh viªn n­í
 ngoµi ®Çu tiªn 
ña ViÖn Hµn l©m khoa hä
 Paris. C«ng lao quan trängnhÊt 
ña «ng trong to¸n hä
 lµ ph¸t minh ra ph�p tÝnh vi tÝ
h ph©n, ®ång thêi vµ ®é
 lËp víi Newton.106
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Chøng minh Theo ®Þnh lý 3.10, ϕ(x) = x∫
a

f(t)dt lµ mét nguyªn hµm 
ña f(x).Theo ®Þnh lý 3.9, tån t¹i sè C sao 
ho ϕ(x) = F (x) + C ∀x ∈ [a, b]. V×
ϕ(a) = F (a) + C = 0 ⇒ C = −F (a),nªn

b∫

a

f(x)dx = ϕ(b) = F (b) + C = F (b)− F (a).

2VÝ d� 3.12. TÝnh tÝ
h ph©n
2∫

0

1√
4 + x2

dx.Gi¶i Ta 
ã
2∫

0

1√
4 + x2

dx =
1

2

2∫

0

1√
1 + (x2)

2
dx =

2∫

0

1√
1 + (x2)

2
d
x

2
= arctan

x

2

∣∣∣
2

0
=
π

4
.3.4. C¸
 ph­¬ng ph¸p tÝnh tÝ
h ph©n3.4.1. Ph­¬ng ph¸p ®æi biÕnD¹ng 1: x = ϕ(t).§Þnh lý 3.13. NÕu hµm f(x) liªn t�
 trªn [a, b] vµ hµm sè ϕ(t) tháa m·n:+ ϕ(α) = a, ϕ(β) = b+ ϕ′(t) liªn t�
 trªn [α, β]+ ∀t ∈ [α, β] ⇒ x = ϕ(t) ∈ [a, b],th×

b∫

a

f(x)dx =

β∫

α

f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t)dt.Chøng minh V× f(x) liªn t�
, nªn theo ®Þnh lý 3.10, tån t¹i nguyªn hµm F (x), hay

F ′(x) = f(x). Khi ®ã râ rµngG(t) = F (ϕ(t)) lµ mét nguyªn hµm 
ña f(ϕ(t)).ϕ′(t).
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Theo 
«ng thø
 Newton-Leibnitz, ta 
ã
b∫

a

f(x)dx = F (b)− F (a)

β∫

α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = F (α)− F (β)

= F (ϕ(α))− F (ϕ(β))

= F (b)− F (a)VËy ta 
ã 
«ng thø
 
Çn 
høng minh. 2VÝ d� 3.14. TÝnh tÝ
h ph©n
I =

3∫

0

√
9− x2dx.Gi¶i §Æt x = 3 sin t, x = 0 ⇒ t = 0, x = 3 ⇒ t = π

2 , dx = 3 cos tdt. Theo ®Þnhlý 3.13, ta 
ã
I =

3∫

0

√
9− x2dx =

π
2∫

0

√
9− 9 sin2 t.3 cos tdt = 9

π
2∫

0

| cos t|. cos tdt = 9π

4
.D¹ng 2: t = ϕ(x).§Þnh lý 3.15. NÕu f(x) liªn t�
 trªn [a, b] vµ hµm ϕ(t) tháa m·n 
¸
 ®iÒu kiÖn:+ t¨ng ngÆt trªn [a, b]+ ϕ′(x) liªn t�
 trªn [a, b]+ NÕu f(x)dx = g(t)dt, th× g(t) liªn t�
 trªn [ϕ(a), ϕ(b)],th×

b∫

a

f(x)dx =

ϕ(b)∫

ϕ(a)

g(t)dt.

Chøng minh B»ng 
¸
h 
høng minh t­¬ng tù nh­ ®Þnh lý 3.13 víi x = ϕ(t).
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VÝ d� 3.16. TÝnh tÝ
h ph©n
I =

ln 3∫

0

exdx√
(1 + ex)3

.

Gi¶i §Æt t = √
1 + ex ⇒ ex = t2 − 1 ⇒ exdx = 2tdt, x = 0 → t =

√
2, x =

ln 3 → t = 2

I =

ln 3∫

0

exdx√
(1 + ex)3

=

2∫

√
2

2tdt

t3
= 2

2∫

√
2

1

t2
dt =

−2

t

∣∣∣
2

√
2
=

√
2− 1.VÝ d� 3.17. Cho 
¸
 hµm trong dÊu tÝ
h ph©n liªn t�
.i) CMR:

π
2∫

0

f(sinx)dx =

π
2∫

0

f(cosx)dx.Tõ ®ã tÝnh I1 = π
2∫
0

3
√
sinx

3
√
sinx+ 3

√
cosx

dx.ii) CMR:
π∫

0

xf(sinx)dx =
π

2

π∫

0

f(sinx)dx.Tõ ®ã tÝnh I2 = π∫
0

x sinx
1+cos2 xdx.

Gi¶i i) §æi biÕn t = π
2 − x, ta 
ã

π
2∫

0

f(sinx)dx =

0∫

π
2

f(cos t)(−dt) =

π
2∫

0

f(cos t)dt =

π
2∫

0

f(cosx)dx.Tõ ®ã,
I1 =

π
2∫

0

3
√
cosx

3
√
cosx+ 3

√
sin x

dx⇒ 2I1 =

π
2∫

0

3
√
sin x

3
√
sin x+ 3

√
cosx

dx+

π
2∫

0

3
√
cosx

3
√
cosx+ 3

√
sin x

dx.
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VËy 2I1 =

π
2∫
0

dx = π
2 ⇒ I1 =

π
4 .ii) §æi biÕn t = π − x, ta nhËn ®­î


π∫

0

xf(sinx)dx =

π∫

0

(π − t)f(sin t)dt = π

π∫

0

f(sin t)dt−
π∫

0

tf(sin t)dt.VËy
π∫

0

xf(sinx)dx =
π

2

π∫

0

f(sinx)dx.Tõ ®ã
I2 =

π

2

π∫

0

sin x

2− sin2 x
dx =

π

2

π∫

0

d(cosx)

1 + cos2 x
=
π

2
arctan(cosx)

∣∣∣
π
2

0
=
π2

4
.3.4.2. Ph­¬ng ph¸p tÝ
h ph©n tõng phÇnCho u = u(x), v = v(x) lµ hµm sè liªn t�
 trªn [a, b]. Tõ 
«ng thø
 vi ph©n

d(uv) = udv + vdu,ta 
ã 
«ng thø
 tÝ
h ph©n tõng phÇn sau
b∫

a

udv = (uv)
∣∣∣
b

a
−

b∫

a

vdu.VÝ d� 3.18. TÝnh tÝ
h ph©n
I =

3∫

0

arcsin

√
x

1 + x
dx.Gi¶i Dïng 
«ng thø
 tÝ
h ph©n tõng phÇn, víi

u = arcsin

√
x

1 + x
, dv = dx⇒ u =

1√
x(1 + x)

, v = x.
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Khi ®ã
I = x arcsin

√
x

1 + x

∣∣∣
3

0
− 1

2

3∫

0

xdx√
x(1 + x)

= 3 arcsin

√
3

2
−

3∫

0

(
√
x)2d

√
x

1 + (
√
x)2

= π −√
x
∣∣∣
3

0
+ arctan

√
x
∣∣∣
3

0

=
4π

3
−

√
3.3.5. TÝ
h ph©n 
ña hµm ph©n thø
 h÷u tûTæng qu¸t, ta x�t tÝ
h ph©n

I =

b∫

a

Pn(x)

Qm(x)
dx víi Pn(x), Qm(x) lµ hai ®a thø
 bË
 n vµ m t­¬ng øng.3.5.1. C¸
 d¹ng 
¬ b¶n

I1 =
β∫
α

dx
ax+b

(a 6= 0).
I2 =

β∫
α

dx
(ax+b)γ (a 6= 0, γ 6= 1).

I3 =
β∫
α

dx
x2+a2

.
I4 =

β∫
α

xdx
x2+a2

.
I5 =

β∫
α

dx
(x2+a2)γ (γ ≥ 2, γ ∈ N).

I6 =
β∫
α

xdx
(x2+a2)γ (γ ≥ 2, γ ∈ N).Ph­¬ng ph¸p gi¶i + TÝnh I1, I2, I3, I4.
I1 =

1

a

β∫

α

adx

ax + b
=

β∫

α

d(ax+ b)

ax+ b
=

1

a
ln |ax + b|

∣∣∣
β

α
=

1

a
ln |aβ + b

aα + b
|.

I2 =
1

a

β∫

α

adx

(ax+ b)γ
=

1

a

β∫

α

d(ax+ b)

(ax+ b)γ
=

1

(1− γ)(ax+ b)γ−1

∣∣∣
β

α
.
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I3 =
1

a2

β∫

α

dx

1 + (x
a
)2

=
1

a

β∫

α

d(x
a
)

1 + (x
a
)2

=
1

a
arctan

x

a

∣∣∣
β

α

I4 =
1

a

β∫

α

d(x2 + a2)

x2 + a2
=

1

a
ln(x2 + a2)

∣∣∣
β

α
.+ Ph­¬ng ph¸p tÝnh I5 =

β∫
α

dx
(x2+a2)γ = Jγ (®Æt) (γ ≥ 2, γ ∈ N). §Æt u =

1
(x2+a2)γ

, dv = dx. Khi ®ã
du =

−2γxdx

(x2 + a2)γ+1
, v = x.Theo 
«ng thø
 tÝ
h ph©n tõng phÇn, ta 
ã

I5 =
x

(x2 + a2)γ

∣∣∣
β

α
+ 2γ

β∫

α

x2dx

(x2 + a2)γ+1
.MÆt kh¸


β∫

α

x2dx

(x2 + a2)γ+1
=

β∫

α

(x2 + a2 − a2)dx

(x2 + a2)γ+1
=

β∫

α

dx

(x2 + a2)γ
− a2

β∫

α

dx

(x2 + a2)γ+1
.Suy ra

Jγ =
x

(x2 + a2)γ

∣∣∣
β

α
+ 2γJγ − 2a2γJγ+1.Nh­ vËy

Jγ+1 =
x

2γa2(x2 + a2)γ

∣∣∣
β

α
+

2γ − 1

2a2γ
Jγ.Theo quy n¹p to¸n hä
, ta tÝnh ®­î
 Jγ theo qu¸ tr×nh

J1 → J2 → ...→ Jγ,trong ®ã J1 = I3.+ TÝnh I6 = β∫
α

xdx
(x2+a2)γ (γ ≥ 2, γ ∈ N).
I6 =

1

2

β∫

α

d(x2 + a2)

(x2 + a2)γ
=

1

2(1− γ)
(x2 + a2)1−γ

∣∣∣
β

α
.
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3.5.2. Ph­¬ng ph¸p ®ång nhÊt hÖ sèB­í
 0. NÕu n ≥ m th× ta 
hia ®a thø
 Pn(x) 
ho ®a thø
 Qm(x) sao 
ho ph©nthø
 Pn(x)
Qm(x) 
ã n < m.B­í
 1. Ph©n tÝ
h Pn(x) thµnh nh©n tö:
Qm(x) = a(x− x1)

α1...(x− xk)
αk.(x2 + b1x+ c1)

β1...(x2 + bhx+ ch)
βhsao 
ho ∆i = b2i − 4c2i < 0 ∀i = 1, 2, ..., h.B­í
 2. Quy t¾
 ®ång nhÊt hÖ sè:

Pn(x)

Qm(x)
=

a11

(x− x1)1
+

a12

(x− x1)2
+ ...+

a1α1

(x− x1)α1

+ ...

+
ak1

(x− xk)1
+

ak2

(x− xk)2
+ ...+

akαk

(x− xk)αk

+
b11x+ c11

(x2 + b1x+ c1)1
+

b12x+ c12

(x2 + b1x+ c1)2
+ ...+

b1β1
x+ c1β1

(x2 + b1x+ c1)β1

+ ...

+
bh1x+ ch1

(x2 + bhx+ ch)1
+

bh2x+ ch2

(x2 + bhx+ ch)2
+ ...+

b1βh
x+ c1βh

(x2 + bhx+ ch)βh
.NhËn x�t 3.19. Tõ

px+ q

(x2 + bx+ c)α
=

pt+ q̄

(t2 + a2)α
víi t = x +

b

2
, a2 = c− b2

4
> 0, q̄ = q +

pb

2
,suy ra viÖ
 tÝnh I =

b∫
a

Pn(x)
Qm(x)dx ®­î
 
huyÓn vÒ viÖ
 tÝnh 
¸
 tÝ
h ph©n d¹ng

I1, ..., I6.VÝ d� 3.20. TÝnh tÝ
h ph©n
I =

√
3∫

1

3x+ 1

x(1 + x2)2
dx.Gi¶i §ång nhÊt hÖ sè

3x+ 1

x(1 + x2)2
=
A

x
+
Bx+ C

1 + x2
+
Dx+ E

(1 + x2)2
.Hay

3x+ 1 = (A+ B)x4 + Cx3 + (2A+ B +D)x2 + (C + F )x+A.113
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HÖ sè 
¸
 lòy thõa hai vÕ b»ng nhau.




A+B = 0

C = 0

2A+ B +D = 0

C + F = 3

A = 1.Tõ ®ã
I =

√
3∫

1

dx

x
−

√
3∫

1

xdx

1 + x2
−

√
3∫

1

xdx

(1 + x2)2
+ 3

√
3∫

1

dx

1 + x2
.

=
(
ln x− 1

2
ln(1 + x2)

)∣∣∣
√
3

1
− 1

2

√
3∫

1

(1 + x2)−2d(1 + x2) + 3

√
3∫

1

dx

(1 + x2)2

=
(
ln x− 1

2
ln(1 + x2) +

1

2(1 + x2)

)∣∣∣
√
3

1
+ 3J

=− 1

8
+ 3J.TÝnh J =

√
3∫

1

dx
(1+x2)2 . Theo 
«ng thø tÝnh I5, ta 
ã

J =
1

2

x

1 + x2

∣∣∣
√
3

1
+

1

2

√
3∫

1

dx

1 + x2
=

1

8
+

1

2
arctanx

∣∣∣
√
3

1
=

1

8
+
π

24
.VËy I = −1

8 + 3J = 1
4 +

π
8 .3.6. TÝ
h ph©n 
ña hµm l­îng gi¸
X�t tÝ
h ph©n 
ã d¹ng
I =

β∫

α

R(sinx, cosx)dx.D¹ng 1. (ph­¬ng ph¸p 
hung) §æi biÕn t = tan x
2
.Khi ®ã

dt =
1

2 cos2 x
2

dx =
1

2
(1 + tan2

x

2
)dx =

1

2
(1 + t2)dx⇒ dx =

2dt

1 + t2
,114
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vµ
sinx =

2 tan x
2

1 + tan2 x
2

=
2t

1 + t2
, cosx =

1− tan2 x
2

1 + tan2 x
2

=
1− t2

1 + t2
.VÝ d� 3.21. TÝnh tÝ
h ph©n

I =

2∫

0

dx

2 sinx− cosx+ 5
.Gi¶i §Æt t = tan x

2 , x = 0 → t = 0, x = 2 → t = π
4 . Ta 
ã

dx =
2dt

t2
, sinx =

1− t2

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
.VËy

I =

π
4∫

0

dt

3t2 + 2t+ 2
=

1√
5
arctan

3t+ 1√
5

∣∣∣
π
4

0
=

1√
5

(
arctan

3π + 4

4
√
5

−arctan
1√
5

)
.D¹ng 2. R(sinx, cosx) 
h½n ®èi víi sinx, cosx, hay

R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx) ∀x ∈ D (tËp x¸
 ®Þnh 
ña R(sinx, cosx)).Ph­¬ng ph¸p gi¶i: §Æt t = tanx⇒ dt = 1
cos2 xdx = (1 + t2)dx⇒ dx = dt

1+t2hoÆ
 t = cotx⇒ dt = − 1
sin2 x

dx = −(1 + t2)dx⇒ dx = − dt
1+t2

.VÝ d� 3.22. TÝnh tÝ
h ph©n
I =

π
3∫

π
4

dx

sin3 x cos5 x
.

Gi¶i §Æt t = tanx⇒ dx = dt
1+t2

, x = π
4 → t = 1, x = π

3 → t =
√
3. Khi ®ã

I =

π
3∫

π
4

dx

sin3 x cos5 x
=

π
3∫

π
4

(1 + tan2 x)3

tan3x

1

cos2 x
dx

=

√
3∫

1

(1 + t2)3

t3
dt = (− 1

2t2
+ 3 ln t+

3

2
t2 +

1

4
t4)

∣∣∣
√
3

1
.115
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VËy I = 3
2 ln 3 +

19
3 .D¹ng 3 R(sin x, cosx) lÎ ®èi víi sin x, hay

R(− sinx, cosx) = −R(sinx, cosx) ∀x ∈ D
(tËp x¸
 ®Þnh 
ña R(sinx, cosx)).Ph­¬ng ph¸p gi¶i: §Æt t = cosx⇒ dt = − sin xdx.VÝ d� 3.23. TÝnh tÝ
h ph©n

I =

π
4∫

0

sin xdx

cosx
√
1 + sin2 x

.

Gi¶i §Æt cosx = t⇒ dt = − sinxdx, x = 0 → t = 1, x = π
4 → t =

√
2
2 , ta 
ã

I = −

π
4∫

0

− sinxdx

cosx
√
2− cos2 x

= −

√
2

2∫

1

dt

t
√
2− t2

= −

√
2

2∫

1

dt

t2
√

2
t2
− 1

= −

√
2

2∫

1

d1
t√

2
t2
− 1

.Theo 
«ng thø
 ∫
dx√
x2 + a

= ln |x+
√
x2 + a|+ C,ta 
ã

I =
1√
2
ln |

√
2

t
+

√
2

t2
− 1|

∣∣∣
√
2

2

1
= − 1√

2
ln

2 +
√
3

1 +
√
2
.D¹ng 4. R(sinx, cosx) lÎ ®èi víi cosx, hay

R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cosx) ∀x ∈ D
(tËp x¸
 ®Þnh 
ña R(sinx, cosx)).Ph­¬ng ph¸p gi¶i: §Æt t = sin x⇒ dt = cosxdx.VÝ d� 3.24. TÝnh tÝ
h ph©n

I =

π
2∫

0

(sin 2x+ cosx)dx√
1 + 3 sinx

.
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Gi¶i §Æt √1 + 3 sinx = t ⇒ dt = 3 cosxdx
2
√
1+3 sinx

, x = 0 → t = 1, x = π
2 → t = 2, ta
ã

I =

π
2∫

0

(2 sinx+ 1) cosxdx√
1 + 3 sinx

=
2

3

π
2∫

0

(2 sinx+ 1)3 cosxdx

2
√
1 + 3 sin x

=
2

3

2∫

1

(2
t2 − 1

3
+1)dt

=
2

9

2∫

1

(2t+ 1)dt =
2

9
(
2

3
t3 + t)

∣∣∣
2

1
=

34

27
.Muèn quan s¸t 
¸
 d¹ng tÝ
h ph©n kh¸
, ta 
ã thÓ tham kh¶o thªm 
¸
 d¹ng trongphÇn bµi tËp.3.7. Mét vµi øng d�ng 
ña tÝ
h ph©n3.7.1. TÝnh diÖn tÝ
hD¹ng 1 H×nh t¹o bëi 
¸
 ®­êng 
ong trªn hÖ tr�
 täa ®é Oxy.+ NÕu h×nh (H) ®­î
 
ho bëi:

(H1)





y = f(x)

y = g(x)

x = a (a < b)

x = b

⇒ SH1
=

b∫

a

|f(x)− g(x)|dx.

ba

x = bx = a

y = g(x)

y = f(x)

x

y

O H×nh 2: BiÓu diÔn h×nh (H1)117
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VÝ d� 3.25. TÝnh diÖn tÝ
h h×nh t¹o bëi 
¸
 ®­êng 
ong
(H)




x+ y = 0

y = 2x− x2.Gi¶i Parabol vµ ®­êng th¼ng 
¾t nhau t¹i 
¸
 ®iÓm 
ã hoµnh ®é x1 = 0, x2 = 3.V× vËy, diÖn tÝ
h ®­î
 tÝnh bëi
SH =

3∫

0

(2x− x2 + x)dx = (
3

2
x2 − x3

3
)
∣∣∣
3

0
=

9

2
.+ NÕu h×nh (H) ®­î
 
ho bëi:

(H2)





x = ϕ(y)

x = ψ(y)

y = α (α < β)

y = β

⇒ SH2
=

β∫

α

|ϕ(y)− ψ(y)|dy.

y

x

O

y = β

y = α

(H2) x = ψ(y)x = ϕ(y)

H×nh 3: BiÓu diÔn h×nh (H2)VÝ d� 3.26. H×nh t¹o bëi 
¸
 ®­êng 
ong parabol y2 = 2x 
hia diÖn tÝ
h h×nhtrßn
x2 + y2 ≤ 8 theo tû sè nµo? 118
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x

y

O

y2 = 2x

2
√
2

2
√
2

(H)

A

B

2

−2 H×nh 4: H×nh vÏ 
ña vÝ d� 3.26Gi¶i it Gi¶i Ký hiÖu diÖn tÝ
h h×nh trßn lµ S1, 
ßn diÖn tÝ
h phÇn giíi h¹n bëiparabol vµ h×nh trßn (nh­ trªn h×nh vÏ) lµ S2. Râ rµng S1 = 8π. T×m hoµnh ®égiao ®iÓm 
ña parabol vµ ®­êng trßn; muèn vËy ta gi¶i ph­¬ng tr×nh
x2 + 2x+ 1 = 9 ⇒ x = 2 ⇒ y1 = 2, y2 = −2.Tõ ph­¬ng tr×nh ®­êng trßn

x2 + y2 = 8 ⇔ x2 = 8− y2 ⇒ cung(AB) : x =
√
8− y2.Dùa vµo ®å thÞ vµ 
«ng thø
 tÝnh diÖn tÝ
h h×nh (H2), ta 
ã

S2 =

2∫

−2

(
√
8− y2 − 1

2
y2)dy

=

2∫

−2

√
8− y2dy − 1

6
y3
∣∣∣
2

−2

= J − 8

3

J =

2∫

−2

√
8− y2dy,®Æt y = 2

√
2 sin t, dy = 2

√
2 cos t, y = −2 → t = −π

4
, y = 2 → t = π

4
. VËy

J = 8

π
4∫

−π
4

| cos t| cos tdt = 4

π
4∫

−π
4

(1 + cos 2t)dt = 2π + 4.119
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Khi ®ã
S2 = 2π +

4

3
⇒ S1 − S2

S2
=

9π − 2

3π + 2
.D¹ng 2 H×nh t¹o bëi 
¸
 ®­êng 
ong trªn hÖ täa ®é 
ù
 r = r(ϕ).Mèi quan hÖ gi÷a hÖ tr�
 täa ®é Oxy vµ hÖ tr�
 to¹ ®é 
ù
 lµ




x = r(ϕ) cosϕ

y = r(ϕ) sinϕ.Khi ®ã diÖn tÝ
h h×nh t¹o bëi
(H) : r = r(ϕ) (α ≤ ϕ ≤ β).lµ

SH =
1

2

β∫

α

r2(ϕ)dϕ.VÝ d� 3.27. TÝnh diÖn tÝ
h t¹o bëi ®­êng 
ong Cardioid (h×nh tr¸i tim) 
ã ph­¬ngtr×nh
(H) : r = a(1 + cosϕ).Gi¶i §­êng Cardioid 
ã tÝnh 
hÊt ®èi xøng qua tr�
 Ox, nªn ta 
ã

SH =

π∫

0

a2(1+cosϕ)2dϕ = a2
π∫

0

(1+2 cosϕ+cos2 ϕ)dϕ = a2(π+
1

2
π) =

3

2
πa2.D¹ng 3 H×nh t¹o bëi 
¸
 ®­êng 
ong d¹ng tham sè.Cho h×nh (H) ®­î
 t¹o bëi ®­êng 
ong d¹ng tham sè




x = x(t)

y = y(t) t1 ≤ t ≤ t2.

SH =

t2∫

t1

|y(t).x′(t)|dt.VÝ d� 3.28. TÝnh diÖn tÝ
h h×nh t¹o bëi elip 
ã ph­¬ng tr×nh
(E) :

x2

a2
+
y2

b2
= 1.120
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y

r(ϕ)

ϕ 2a

a

O

x

H×nh 5: §­êng 
ong CardioidGi¶i Ph­¬ng tr×nh 
hÝnh t¾
 
ña (E) ®­î
 viÕt d­íi d¹ng tham sè
(E) :




x = a cos t

y = b sin t 0 ≤ t ≤ 2π.Do (E) 
ã tÝnh 
hÊt ®èi xøng qua tr�
 Ox,Oy, nªn diÖn tÝ
h 
ña (E) ®­î
 tÝnhbëi
SE = 4

π
2∫

0

|y(t).x′(t)|dt = 4

π
2∫

0

ab sin2 tdt = πab.3.7.2. TÝnh ®é dµi ®­êng 
ongD¹ng 1 §­êng 
ong trªn hÖ tr�
 täa ®é Oxy.Cho ®­êng 
ong AB 
ã ph­¬ng tr×nh
ÃB : y = f(x) x ∈ [a, b].Khi ®ã, ®é dµi ®­êng 
ong AB ®­î
 x¸
 ®Þnh bëi 
«ng thø

|ÃB| =

b∫

a

√
1 + f ′2

xdx.D¹ng 2 §­êng 
ong trªn hÖ tr�
 täa ®é 
ù
.121
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Cho ®­êng 
ong AB 
ã ph­¬ng tr×nh
ÃB : r = r(ϕ) ϕ ∈ [α, β].Khi ®ã

|ÃB| =
β∫

α

√
r2(ϕ) + r′2(ϕ)dϕ.D¹ng 3 §­êng 
ong d¹ng tham sè.

ÃB :




x = x(t)

y = y(t) t1 ≤ t ≤ t2.Khi ®ã
|ÃB| =

t2∫

t1

√
x′2t + y′2t dt.VÝ d� 3.29. TÝnh ®é dµi ®­êng 
ong Astroid 
ho bëi ph­¬ng tr×nh tham sè

ÃB :




x = a cos3 t

y = a sin3 t a > 0.Gi¶i Theo 
«ng thø
 d¹ng 3, ta 
ã
y

x

O

−a

−a

a

a

H×nh 6: §­êng 
ong Cy
loid122
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|ÃB| =
2π∫

0

√
x′2t + y′2t dt

=
1

2

2π∫

0

√
(−3a cos2 t sin t)2 + (3a sin2 t cos t)2dt.

= 6a
1

2

π
2∫

0

sin 2tdt

= −3a cos 2t
∣∣∣
π
2

0

= 6a.3.7.3. TÝnh thÓ tÝ
h 
ña vËt thÓCho vËt thÓ (H) n»m gi÷a hai mÆt ph¼ng vu«ng gã
 víi Ox
(α) : x = a, (β) : x = b a < b.Khi ®ã víi mäi x0 ∈ [a, b], mÆt ph¼ng (γ) 
ã ph­¬ng tr×nh x = x0 
¾t vËt thÓ (H)theo thiÕt diÖn 
ã diÖn tÝ
h S(x0). Khi ®ã thÓ tÝ
h vËt thÓ (H) ®­î
 tÝnh bëi 
«ngthø


VH =

b∫

a

S(x)dx.Trong tr­êng hîp ®Æ
 biÖt, (H) lµ mét vËt thÓ t¹o bëi: Quay h×nh




y = f(x) ≥ 0 ∀x ∈ [a, b]

x = a,

x = b.xung quanh tr�
 Ox. Khi ®ã, thÓ tÝ
h ®­î
 x¸
 ®Þnh bëi 
«ng thø

VH = π

b∫

a

f 2(x)dx.ThËt vËy, do (γ) 
¾t h×nh (H) theo thiÕt diÖn lµ mét h×nh trßn 
ã b¸n kÝnh R =

f(x0) nªn S(x0) = πR2 = πf 2(x0). 123
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x

y

z

α β

a bx0O

(γ)

H×nh 7: H×nh biÓu diÔn thÓ tÝ
h 
ña (H)VÝ d� 3.30. TÝnh thÓ tÝ
h 
ña vËt thÓ
(H) :





MÆt tr� : x2

a2
+ y2

b2
= 1,

(α) : z = c
a
x,

(β) : z = 0.

a

F

E

O A

B

C

D

x0

y

x

z
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Gi¶i ThiÕt diÖn t¹o bëi mÆt ph¼ng (γ) : x = x0 lµ mét h×nh 
h÷ nhËt. Tõ sù ®ångd¹ng 
ña tam gi¸
 OAB vµ OCD ta 
ã
AB

DC
=
OA

OD
,tõ ®ã

DC =
AB.OD

OA
=
cx0

a
.DiÖn tÝ
h S(x) 
ña thiÕt diÖn bÊt kú vu«ng gã
 víi tr�
 Ox sÏ b»ng

S(x) =
2bcx

a

√
1− x2

a2
.VËy

V =
2bc

a

a∫

0

x

√
1− x2

a2
dx =

2abc

3
(1− x2

a2
)
3

2

∣∣∣
0

a
=

2

3
abc.3.7.4. TÝnh diÖn tÝ
h 
ña mÆt trßn xoayMÆt trßn xoay (H) ®­î
 t¹o thµnh do 
ung AB qua xung quanh tr�
 Ox.D¹ng 1 Cung AB 
ho bëi ph­¬ng tr×nh d¹ng tæng qu¸t

ÃB : y = f(x) ≥ 0 a ≤ x ≤ b.Khi ®ã, diÖn tÝ
h mÆt trßn xoay ®­î
 ®Þnh bëi 
«ng thø

SH = 2π

b∫

a

f(x)
√
1 + f ′2(x)dx.125

PTIT



4πa2πaπa

y

x

O H×nh 8: H×nh vÏ 
ña vÝ d� 3.31D¹ng 2 Cung AB 
ho bëi ph­¬ng tr×nh trong hÖ to¹ ®é 
ù

r = r(ϕ) víi sinϕ ≥ 0 ∀ ϕ ∈ [α, β].Khi ®ã, diÖn tÝ
h mÆt trßn xoay ®­î
 ®Þnh bëi 
«ng thø


SH = 2π

β∫

α

r(ϕ) sinϕ
√
r2(ϕ) + r′2(ϕ)dϕ.D¹ng 3 Cung AB 
ho bëi ph­¬ng tr×nh d¹ng tham sè

ÃB :




x = x(t)

y = y(t) ≥ 0
t1 ≤ t ≤ t2.Khi ®ã, diÖn tÝ
h mÆt trßn xoay ®­î
 ®Þnh bëi 
«ng thø


SH = 2π

t2∫

t1

y(t)
√
x′2(t) + y′2(t)dt.VÝ d� 3.31. Cho ®­êng 
ong 
y
loide 
ho bëi ph­¬ng tr×nh d¹ng tham sè

ÃB :




x = a(t− sin t)

y = a(1− cos t)
0 ≤ t ≤ 2π, a > 0.TÝnh diÖn tÝ
h mÆt trßn xoay khi xoay 
ung ÃB xung quanh tr�
 Ox.
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Gi¶i Theo 
«ng thø
 tÝnh diÖn tÝ
h mÆt trßn xoay d¹ng 3, ta 
ã
SH = 2π

t2∫

t1

y(t)
√
x′2(t) + y′2(t)dt

= 2π

2π∫

0

a(1− cos t)

√
a2(1− cos t)2 + a2 sin2 tdt

= 4a2π

2π∫

0

(1− cos t)| sin t
2
|dt

= 4a2π

2π∫

0

(1− cos t) sin
t

2
dt

= 2a2π

2π∫

0

(3 sin
t

2
− sin

3t

2
)dt =

64πa2

3
.3.8. TÝ
h ph©n víi 
Ën v« h¹n3.8.1. §Þnh nghÜa+ Cho hµm f(x) kh¶ tÝ
h trªn [a, b] ∀b > a. NÕu tån t¹i h÷u h¹n giíi h¹n

lim
b→+∞

b∫

a

f(x)dx,th× giíi h¹n nµy ®­î
 gäi lµ tÝ
h ph©n suy réng 
ña hµm sè f(x) víi 
Ën +∞ vµký hiÖu lµ
+∞∫

a

f(x)dx.Khi ®ã, ta nãi r»ng tÝ
h ph©n +∞∫
a

f(x)dx héi t�. Ng­î
 l¹i tÝ
h ph©n suy réng trªnlµ ph©n kú.+ T­¬ng tù nh­ vËy, ta ®Þnh nghÜa tÝ
h ph©n suy réng víi 
Ën −∞

lim
a→−∞

b∫

a

f(x)dx =

b∫

−∞

f(x)dx.+ TÝ
h ph©n suy réng 
ña hµm sè f(x) víi hai 
Ën+∞,−∞, ký hiÖu lµ +∞∫
−∞

f(x)dx.127
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TÝ
h ph©n nµy héi t� khi vµ 
hØ khi 
¶ hai tÝ
h ph©n suy réng
+∞∫

a

f(x)dx,

b∫

−∞

f(x)dx ∀a, b ∈ R
ïng héi t�. Khi ®ã
+∞∫

−∞

f(x)dx =

+∞∫

a

f(x)dx+

a∫

−∞

f(x)dx ∀a ∈ R.VÝ d� 3.32. Cho a > 0, x�t sù héi t� hay ph©n kú 
ña 
¸
 tÝ
h ph©n sau.i) +∞∫
0

dx
x2+a2

.ii) 0∫
−∞

xdx
x2+a2

.iii) +∞∫
−∞

dx√
x2+a2

.iv)+∞∫
1

dx
xα α ∈ R.Gi¶i

i)

+∞∫

0

dx

x2 + a2
= lim

b→+∞

b∫

0

dx

x2 + a2

= lim
b→+∞

1

a
arctan

x

a

∣∣∣
b

0
=

π

2a
(héi t�).

ii)

0∫

−∞

xdx

x2 + a2
=

1

2
ln(x2 + a2)

∣∣∣
0

−∞
= −∞ (ph©n kú).

iii)

+∞∫

−∞

dx

x2 + a2
=

1

a
arctan

x

a

∣∣∣
0

−∞
+

1

a
arctan

x

a

∣∣∣
+∞

0
.

=
π

2a
+
π

2a
=
π

a
(héi t�).

iv)

+∞∫

1

dx

xα
=





1
(1−α)xα−1

∣∣∣
+∞

1
nÕu α 6= 1

ln x
∣∣∣
+∞

1
nÕu α = 1.

=





1
α−1 nÕu α > 1ph©n kú nÕu α ≤ 1.128
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NhËn x�t 3.33. TÝ
h ph©n suy réng +∞∫
a

f(x)dx héi t� khi vµ 
hØ khi +∞∫
b

f(x)dx ∀b >
a héi t�. ThËt vËy

+∞∫

a

f(x)dx =

b∫

a

f(x)dx+

+∞∫

b

f(x)dx.3.8.2. C¸
 ®iÒu kiÖn héi t� 
ña tÝ
h ph©n suy réngTa x�t 
¸
 ®iÒu kiÖn héi t� 
ña tÝ
h ph©n suy réng víi 
Ën lµ +∞.§Þnh lý 3.34. Cho hµm sè f(x) ≥ 0 vµ kh¶ tÝ
h trªn [a, b] ∀b > a. Khi ®ã
+∞∫

a

f(x)dx héi t�khi vµ 
hØ khi hµm sè
ϕ(x) =

x∫

a

f(t)dt bÞ 
hÆn trªntrªn [a, b].Chøng minh Theo ®Þnh nghÜa,
+∞∫

a

f(x)dx = lim
x→+∞

ϕ(x).Do f(x) ≥ 0, nªn ϕ(x) ®¬n ®iÖu t¨ng. Theo tÝnh 
hÊt 
ña giíi h¹n hµm sè ®¬n®iÖu, giíi h¹n lim
x→∞

ϕ(x) tån t¹i khi vµ 
hØ khi ϕ(x) bÞ 
hÆn trªn trªn [a,+∞). 2§Þnh lý 3.35. (DÊu hiÖu so s¸nh)Cho hai hµm sè f(x), g(x) kh¶ tÝ
h trªn [a, b] ∀b > 0 vµ
0 ≤ f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ [a,+∞).Khi ®ã,+ NÕu +∞∫

a

g(x)dx héi t�, th× +∞∫
0

f(x)dx héi t�.+ NÕu +∞∫
a

f(x)dx ph©n kú, th× +∞∫
0

g(x)dx ph©n kú.129
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Chøng minh+ NÕu +∞∫
a

g(x)dx héi t�, th× theo ®Þnh lý 3.34, ta 
ã b∫
a

g(x)dx ≤M ∀b > a.MÆtkh¸
, tõ f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ [a,+∞) suy ra ϕ(b) =
b∫
a

f(x)dx ≤
b∫
a

g(x)dx ≤

M ∀b > a. Theo ®Þnh lý 3.34, ta 
ã +∞∫
0

f(x)dx héi t�.+ NÕu +∞∫
a

f(x)dx ph©n kú, th× +∞∫
0

g(x)dx ph©n kú. Ta 
høng minh b»ng ph¶n
høng vµ sö d�ng 
høng minh trªn. 2VÝ d� 3.36. X�t sù héi t� hay ph©n kú 
ña tÝ
h ph©n
+∞∫

1

xdx

2x5 + x2 − 1
.Gi¶i f(x) = xdx

2x5+x2−1
≥ 0 ∀x ≥ 1 vµ f(x) ≤ g(x) = 1

x4 ∀x ≥ 2. MÆt kh¸

+∞∫

1

g(x)dx =

+∞∫

1

1

x4
dx = − 1

3x3

∣∣∣
+∞

1
=

1

3
.Theo ®Þnh lý 3.35, +∞∫

1

xdx
2x5+x2−1 héi t�.§Þnh lý 3.37. (DÊu hiÖu giíi h¹n)Cho hai hµm sè f(x), g(x) kh¶ tÝ
h trªn [a, b] ∀b > 0, f(x) ≥ 0.g(x) ≥ 0 ∀x ≥ avµ

lim
b→+∞

f(x)

g(x)
=M ≥ 0.Khi ®ã,i) NÕu M ∈ (0,+∞), th× +∞∫

a

f(x)dx héi t� (ph©n kú) khi vµ 
hØ khi +∞∫
a

g(x)dxhéi t� (ph©n kú).ii) NÕu M = 0 vµ +∞∫
a

g(x)dx héi t�, th× +∞∫
a

f(x)dx héi t�.iii) NÕu M = +∞ vµ +∞∫
a

g(x)dx ph©n kú, th× +∞∫
a

f(x)dx ph©n kú.Chøng minh i) Gi¶ sö M ∈ (0,+∞), theo ®Þnh nghÜa,
∀M > ǫ > 0, ∃>0 ∀x > x⇒ |f(x)

g(x)
−M | < ǫ⇒M − ǫ <

f(x)

g(x)
< M + ǫ130
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⇒ (M − ǫ)g(x) < f(x) < (M + ǫ)g(x).Theo ®Þnh lý 3.35, tõ +∞∫
a

f(x)dx héi t�, suy ra +∞∫
a

(M + ǫ)g(x)dx⇒
+∞∫
a

g(x)dxhéi t�. NÕu +∞∫
a

g(x)dx héi t� th× +∞∫
a

(M − ǫ)g(x)dx héi t�, suy ra +∞∫
a

f(x)dx héit�. Nh­ vËy +∞∫
a

f(x)dx héi t� khi vµ 
hØ khi +∞∫
a

g(x)dx héi t�. Ph©n kú ®­î

høng minh t­¬ng tù.ii) Gi¶ sö M = 0 vµ +∞∫
a

g(x)dx héi t�. Tõ ®Þnh nghÜa
lim

b→+∞
f(x)

g(x)
= 0 ⇔ ∀ǫ > 0, ∃b, ∀x > b⇒ |f(x)

g(x)
| < ǫ⇒ 0 ≤ f(x) < ǫg(x)vµ +∞∫

a

g(x)dx héi t�, suy ra +∞∫
a

f(x)dx héi t�.iii) Gi¶ sö M = +∞ vµ +∞∫
a

g(x)dx ph©n kú. Ta 
ã
lim

b→+∞
f(x)

g(x)
= +∞ ⇔ ∀K > 0, ∃b > 0, ∀x > b

⇒ |f(x)
g(x)

| > K ⇒ f(x) > Kg(x) ∀x > b.Theo ®Þnh lý 3.37 vµ gi¶ thiÕt +∞∫
a

g(x)dx ph©n kú, ta 
ã +∞∫
a

f(x)dx ph©n kú. 2VÝ d� 3.38. X�t sù héi t� hay ph©n kú 
ña tÝ
h ph©n sau
I1 =

+∞∫

1

(2x2 + 1)dx

x3
3
√
x4 + 2x+ 1

, I2 =

+∞∫

3

ln(x− 2)dx

3x3 + x2 + 1
.Gi¶i + X�t I1 víi hµm sè f(x) = (2x2+1)

x3 3
√
x4+2x+1

≥ 0 ∀x ≥ 1. §Æt
g(x) =

x2

x3
3
√
x4

≥ 0 ∀x ≥ 1 ⇒ lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= 2 ∈ (0,+∞).MÆt kh¸
, theo vÝ d� 3.32, +∞∫

1

g(x)dx héi t�. Do vËy I1 héi t�.+ X�t I2, f(x) = ln(x−2)
3x3+x2+1 ≥ 0 ∀x ≥ 3, g(x) = lnx

x3 ≥ 0 ∀x ≥ 3. Khi ®ã, theoquy t¾
 L'Hospital, ta 
ã
lim

x→+∞
f(x)

g(x)
= lim

x→+∞
x3

3x3 + x2 + 1

ln(x− 2)

ln x
= lim

x→+∞
1

3

ln(x− 2)

lnx131
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= lim
x→+∞

1

3

1
x−2
1
x

=
1

3
∈ (0,+∞).MÆt kh¸
 +∞∫

3

g(x)dx =
+∞∫
3

x−3 ln xdx héi t� (Dïng tÝ
h ph©n tõng phÇn víi
u = lnx,

dv = x−3dx). VËy I2 héi t�.3.8.3. Héi t� tuyÖt ®èi vµ b¸n héi t�+ TÝ
h ph©n suy réng +∞∫
a

f(x)dx ®­î
 gäi lµ héi t� tuyÖt ®èi, nÕu +∞∫
a

|f(x)|dxhéi t�.+ TÝ
h ph©n suy réng +∞∫
a

f(x)dx ®­î
 gäi lµ b¸n héi t�, nÕu +∞∫
a

f(x)dx héi t� vµtÝ
h ph©n +∞∫
a

|f(x)|dx ph©n kú.§Þnh lý 3.39. (kh«ng 
høng minh)NÕu +∞∫
a

|f(x)|dx héi t�, th× +∞∫
a

f(x)dx 
òng héi t�. §iÒu ng­î
 l¹i 
ã thÓ kh«ng®óng.VÝ d� 3.40. i) X�t sù héi t� 
ña tÝ
h ph©n
I1 =

+∞∫

1

cosx

x2
dx.ii) Cho tÝ
h ph©n

I2 =

+∞∫

1

sinx

x
dx.Chøng minh r»ng: I2 b¸n héi t�.Gi¶i i) Ta 
ã

0 ≤ | cosx|
x2

≤ 1

x2
∀x ≥ 1 vµ +∞∫

1

1

x2
dx = 1.Do ®ã I1 héi t� (Do ®Þnh lý 3.39).ii) I2 héi t�. 132
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ThËt vËy,
I2 =

+∞∫

1

sinx

x
dx =

+∞∫

1

1

x
d(− cosx) = −cosx

x

∣∣∣
+∞

1
+

+∞∫

1

−1

x2
cosxdx.Mµ lim

x→+∞
1
x
cosx = 0 vµ theo i), I1 = +∞∫

1

cosx
x2 dx héi t�. Do vËy I2 héi t�.

I2 kh«ng héi t� tuyÖt ®èi.ThËt vËy, tõ bÊt ®¼ng thø

∣∣∣sin x
x

∣∣∣ ≥ sin2 x

x
∀x ≥ 1,ta x�t tÝ
h ph©n J =

+∞∫
1

sin2 x
x
dx.

J =

+∞∫

1

1− cos 2x

2x
dx =

1

2

+∞∫

1

1

x
dx−

+∞∫

1

cos 2x

2x
dx.T­¬ng tù nh­ I2, ta dÔ dµng 
høng minh ®­î
 +∞∫

1

cos 2x
2x dx héi t�. Tõ

+∞∫

1

1

x
dx = lim

b→+∞
ln x

∣∣∣
b

1
= +∞suy ra J = +∞. Hay +∞∫

1

∣∣∣ sinxx
∣∣∣dx ph©n kú. VËy I2 kh«ng héi t� tuyÖt ®èi.3.9. TÝ
h ph©n suy réng víi 
Ën h÷u h¹n3.9.1. §Þnh nghÜa+ Cho hµm sè f(x) kh¶ tÝ
h trªn [a, c] ∀c ∈ (a, b) vµ lim

x→b−
f(x) = ∞. Khi ®ã

I = lim
c→b−

c∫

a

f(x)dx®­î
 gäi lµ tÝ
h ph©n suy réng víi 
ù
 ®iÓm b vµ ký hiÖu lµ b∫
a

f(x)dx. NÕu I tånt¹i h÷u h¹n, th× b∫
a

f(x)dx ®­î
 gäi lµ héi t�. Ng­î
 l¹i, gäi lµ ph©n kú.+ Cho hµm sè f(x) kh¶ tÝ
h trªn [c, b] ∀c ∈ (a, b) vµ lim
x→a+

f(x) = ∞. Khi ®ã
I = lim

c→a+

b∫

c

f(x)dx133
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®­î
 gäi lµ tÝ
h ph©n suy réng víi 
ù
 ®iÓm a vµ ký hiÖu lµ b∫
a

f(x)dx. NÕu I tånt¹i h÷u h¹n, th× b∫
a

f(x)dx ®­î
 gäi lµ héi t�. Ng­î
 l¹i, gäi lµ ph©n kú.+ Cho hµm sè f(x) kh¶ tÝ
h trªn [c, b] ∀c ∈ (x0, b), vµ [a, c] ∀c ∈ (a, x0) vµ
lim
x→x0

f(x) = ∞. Khi ®ã b∫
a

f(x)dx ®­î
 gäi lµ tÝ
h ph©n suy réng víi 
ù
 ®iÓm
x0. NÕu x0∫

a

f(x)dx vµ b∫
x0

f(x)dx héi t�, th× b∫
a

f(x)dx ®­î
 gäi lµ héi t�. Ng­î
l¹i, gäi lµ ph©n kú.+ Cho hµm sè f(x) kh¶ tÝ
h trªn [c, b] ∀b > c > a vµ lim
c→a+

f(x) = ∞. Khi ®ã
+∞∫
a

f(x)dx ®­î
 gäi lµ tÝ
h ph©n suy réng víi 
ù
 ®iÓm x0 vµ 
Ën v« h¹n. NÕu
b∫
a

f(x)dx vµ +∞∫
b

f(x)dx héi t�, th× +∞∫
a

f(x)dx ®­î
 gäi lµ héi t�. Ng­î
 l¹i, gäilµ ph©n kú.VÝ d� 3.41. TÝnh tÝ
h ph©n suy réng
b∫

a

dx

(x− a)α
(a < b, α ∈ R).Gi¶i NÕu α > 0, th× lim

x→a+

1
(x−a)α = +∞ ⇒ x = a lµ 
ù
 ®iÓm. Ta x�t 
¸
 tr­ênghîp sau:+ NÕu α > 1, th×

b∫

a

dx

(x− a)α
=

b∫

a

(x− a)−αd(x− a) =
1

(1− α)(x− a)α−1

∣∣∣
b

a
= +∞.+ NÕu α = 1, th×

b∫

a

dx

x− a
= ln(x− a)

∣∣∣
b

a
= +∞.+ NÕu α < 1, th×

b∫

a

dx

(x− a)α
=

b∫

a

(x− a)−αd(x− a) =
1

1− α
(x− a)1−α

∣∣∣
b

a
=

1

(1− α)(b− a)α−1
.
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Nh­ vËy
b∫

a

dx

(x− a)α
=




+∞ nÕu α ≥ 1

1
(1−α)(b−a)α−1 nÕu α < 1.3.9.2. Quan hÖ gi÷a hai lo¹i tÝ
h ph©n suy réngX�t tÝ
h ph©n suy réng víi 
Ën h÷u h¹n 
ã 
ù
 ®iÓm a

b∫

a

f(x)dx.§æi biÕn x = a+ 1
y
→ a+ ⇔ y → +∞, ta 
ã

b∫

a

f(x)dx = lim
c→a+

b∫

c

f(x)dx = lim
y→+∞

1

b−a∫

y

f(a+
1

y
)
(−dy)
y2

= lim
y→+∞

y∫

1

b−a

f(a+ 1
y
)

y2
dy.Nh­ vËy

b∫

a

f(x)dx =

+∞∫

α

g(x)dx víi g(x) = f(a+ 1
x
)

x2
, α =

1

b− a
.3.9.3. C¸
 ®Þnh lý héi t�T­¬ng tù nh­ 
høng minh ®èi víi tÝ
h ph©n suy réng víi 
Ën v« h¹n. Ta 
ã 
¸
®Þnh lý d­íi ®©y.§Þnh lý 3.42. (DÊu hiÖu so s¸nh)Cho 
¸
 hµm sè 0 ≤ f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ [a, b) vµ lim

x→b+
f(x) = lim

x→b+
g(x) = +∞.Khi ®ã- NÕu b∫

a

g(x)dx héi t�, th× b∫
a

f(x)dx héi t�.- NÕu b∫
a

f(x)dx ph©n kú, th× b∫
a

g(x)dx ph©n kú.VÝ d� 3.43. Kh¶o s¸t sù héi t� 
ña tÝ
h ph©n
I =

1∫

0

| lnx|
xα

dx (α ∈ R).
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Gi¶i Tr­êng hîp 1. NÕu α < 1, §Æt ǫ = 1− α, khi ®ã ǫ > 0. Ta 
ã
| ln x|
xα

=
| ln x|
x1−ǫ

=
x

ǫ
2 | lnx|
x1−

ǫ
2

.Tõ lim
x→0+

x
ǫ
2 | ln x| = 0 suy ra tån t¹i x0 sao 
ho

x
ǫ
2 | ln x| < 1 ∀x ∈ (0, x0).VËy

| ln x|
xα

=
x

ǫ
2 | lnx|
x1−

ǫ
2

<
1

x1−
ǫ
2

. ∀x ∈ (0, x0).Theo vÝ d� 3.41, ta 
ã 1∫
0

1

x1− ǫ
2
dx héi t�. Khi ®ã, theo ®Þnh lý 3.42, tÝ
h ph©n I héit�.§Þnh lý 3.44. (DÊu hiÖu giíi h¹n)Cho 
¸
 hµm sè 0 ≤ f(x), 0 ≤ g(x) ∀x ∈ [a, b), lim

x→b+
f(x) = lim

x→b+
g(x) = +∞.vµ

lim
x→b+

f(x)

g(x)
= M ≥ 0.Khi ®ã- NÕu M ∈ (0,+∞) th× b∫

a

f(x)dx héi t� khi vµ 
hØ khi b∫
a

g(x)dx héi t�.- NÕu M = 0 vµ b∫
a

g(x)dx héi t�, th× b∫
a

f(x)dx héi t�.- NÕu M = +∞ vµ b∫
a

g(x)dx ph©n kú, th× b∫
a

f(x)dx ph©n kú.VÝ d� 3.45. Kh¶o s¸t sù héi t� 
ña 
¸
 tÝ
h ph©n sau
I1 =

1∫
0

dx√
(1−x2)(1−k2x2)

víi |k| < 1.
I2 =

1∫
0

dx
3
√

x(ex−e−x)
.

I3 =

π
2∫
0

ln(sinx)√
x
dx.Gi¶i- X�t I1.Do |k| < 1 nªn 1− k2x2 > 0 ∀x ∈ [0, 1]. X�t giíi h¹n

lim
x→1−

1√
(1− x2)(1− kx2)

= +∞.136
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VËy x = 1 lµ 
ù
 ®iÓm.§Æt
f(x) =

1√
(1− x2)(1− k2x2)

, g(x) =
1

1− x
=

1

(1− x)
1

2

⇒ lim
x→1−

f(x)

g(x)
= lim

x→1−

1√
(1 + x)(1− k2x2)

=
1√

2(1− k2)
∈ (0,+∞).Theo vÝ d� 3.41, 1∫

0

dx√
1−x

héi t�. Khi ®ã, theo ®Þnh lý 3.44, I1 héi t�.- X�t I2.X�t giíi h¹n
lim
x→0+

1
3

√
x(ex − e−x)

= lim
x→0+

3

√
ex

x(e2x − 1)
= +∞.§Æt g(x) = 1

3
√
x2
, suy ra

lim
x→0+

f(x)

g(x)
=

1
3
√
2
∈ (0; +∞).Mµ 1∫

0

g(x)dx = 3 héi t�. VËy I2 héi t�.- X�t I3.DÔ dµng thÊy x = 0 lµ 
ù
 ®iÓm. §Æt
f(x) =

ln(sinx)√
x

, g(x) =
1

xλ
víi λ ∈ (

1

2
, 1).Theo quy t¾
 L'Hospital, ta 
ã

lim
x→0+

f(x)

g(x)
= lim

x→0+

ln(sinx)

x
1

2
−λ

= lim
x→0+

cotx

(1
2
− λ)x−

1

2
−λ

= lim
x→0+

x
1

2
+λ

(12 − λ) tanx

= lim
x→0+

x
1

2
+λ

(12 − λ)x

= 0.Theo vÝ d� 3.41, 1∫
0

g(x)dx héi t�, nªn I3 héi t�.137
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Bµi tËp 
h­¬ng 3.Bµi 3.1. Dïng ®Þnh nghÜa, tÝnh 
¸
 tÝ
h ph©n sau:
1)

1∫

0

x2dx ®s : 1
3
.

2)

π
2∫

0

sinxdx ®s : 1.
3)

π
2∫

0

cos 3xdx ®s : −1

3
.Bµi 3.2. Dïng tæng tÝ
h ph©n, t×m 
¸
 giíi h¹n sau:

1) lim
n→∞

( 1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ ...+

1

n+ n

) ®s : ln 2.
2) lim

n→∞
1

n2

( 12

n+ 1
+

22

n+ 2
+ ...+

n2

n+ n

) ®s : ln 2− 1

2
.

3) lim
n→∞

(
(1 +

12

n2
)1(1 +

22

n2
)2...(1 +

(n− 1)2

n2
)n−12n

) 1

n2 ®s : 2√
e
.

4) lim
n→∞

( n

n2 + 12
+

n

n2 + 22
+ ...+

n

n2 + n2

) ®s : π
4
.

5) lim
n→∞

(1 + 3
√
2 + 3

√
3 + ...+ 3

√
n

3
√
n4

) ®s : 3
4
.

6) lim
n→∞

( 1√
4n2 − 12

+
1√

4n2 − 22
+ ...+

1√
4n2 − n2

) ®s : π
6
.

7) lim
n→∞

n
( 1

(n+ 1)2
+

1

(n+ 2)2
+ ...+

1

(n+ n)2

) ®s : 1
2
.

8) lim
n→∞

1

n

(
sin

π

n
+ sin

2π

n
+ ...+ sin

(n− 1)π

n

) ®s : 2
π
.

9) lim
n→∞

n
√
n!

n
®s : 1

e
.

10) lim
n→∞

sin
π

n

( 1

2 + cos 1π
n

+
1

2 + cos 2π
n

+ ...+
1

2 + cos nπ
n

) ®s : π√
3
.Bµi 3.3. TÝnh 
¸
 nguyªn hµm sau

1)

∫
2x4 + 5x2 − 2

2x3 − x− 1
dx.®s : 1

2
x2 + ln |x− 1|+ ln(2x2 + 2x+ 1) + arctan(2x+ 1) + C138
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2)

∫
dx

x(x− 1)(x2 − x+ 1)2
. ®s : ln |x− 1

x
| − 10

3
√
3
arctan

2x− 1√
3

− 1

3

2x− 1

x2 − x+ 1
.

3)

∫
x4 + 1

x5 + x4 − x3 − x2
dx. ®s : ln |x|+ 1

x
+

1

2
ln |x− 1| − 1

2
ln |x− 1|+ 1

x+ 1
+ C.

4)

∫
3x+ 5

(x2 + 2x+ 2)2
dx. ®s : 2x− 1

2(x2 + 2x+ 2)
+ arctan(x+ 1) + C.

5)

∫
(x2 − 2)2dx

(x+ 1)(x2 + 1)3
®s : 1

2

1 + x

(1 + x2)2
+

1

4

x− 2

x2 + 1
+

1

4
arctanx+ C.

6)

∫
dx

(x+
√
x2 − 1)2

®s : 2
3
(x3 −

√
(x2 − 1)3)− x+ C.

7)

∫
dx

x sin2(2 + ln x)
. ®s : − cot(2 + ln x) + C.

8)

∫
2x−

√
arcsinx√

1− x2
dx. ®s : −2

√
1− x2 − 2

3

√
arcsin3 x+ C.

9)

∫
dx

x4
√
x2 − 1

dx. ®s : 2x4 + 1

3x3

√
x2 − 1.

10)

∫
dx

(x− 1)2
√
x2 + 1

. ®s : x− 2

3(x− 1)

√
x+ 1

x− 1
.Bµi 3.4. Dïng ph­¬ng ph¸p ®æi biÕn, tÝnh 
¸
 tÝ
h ph©n sau

1)

√
3∫

1

(x3 + 1)dx

x2
√
4− x2

. ®s : 7

2
√
3
− 1.

2)

π
2∫

1

dx

2 + cosx
. ®s : π

3
√
3
.

3)

3∫

0

√
x

6− x
. ®s : 3(π − 2)

2
.

4)

3∫

0

dx

x+
√
9− x2

. ®s : π
4
.

5)

3∫

0

arcsin

√
x

1 + x
. ®s : 4π

3
−

√
3.

6)

π∫

0

x sinxdx

1 + cos2 x
. ®s : π2

4
.139
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7)

1∫

0

x(2− x2)12dx. ®s : 315 1

26
.

8)

√
2∫

1

(x2 + 1)dx

x4 + 1
. ®s : 1√

2
arctan

1

2
.

9)

√
2

2∫

0

√
1 + x

1− x
dx. ®s : π

4
+ 1−

√
2

2
.

10)

ln 2∫

0

√
ex − 1dx. ®s : 4− π

2
.Bµi 3.5. Dïng ph­¬ng ph¸p tÝ
h ph©n tõng phÇn, tÝnh 
¸
 tÝ
h ph©n sau

1)

1∫

0

x3 arctanxdx. ®s : 1
6
.

2)

π∫

0

ex sin xdx. ®s : 1
2
(eπ + 1).

3)

1∫

0

x3e2xdx. ®s : 1
8
(e2 + 3).

4)

1∫

0

arcsinx√
1 + x

dx. ®s : π√2− 4.

5)

π
4∫

0

ln(1 + tanx)dx. ®s : π ln 2
8

.

6)

3∫

0

arcsin

√
x

1 + x
dx. ®s : 4π

3
−

√
3.

7)

π∫

0

(x sinx)2dx. ®s : π3
6

− π

4
.

8)

e
π
2∫

1

cos(lnx)dx. ®s : 1
2
(e

π
2 − 1).140
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9)

2∫

1

x log2 xdx. ®s : 2− 3

4 ln 2
.

10)

2∫

0

√
4− x2dx. ®s : π.Bµi 3.6. TÝnh 
¸
 tÝ
h ph©n sau theo 
«ng thø
 truy håi.

1)In =

π
2∫

0

sinn xdx. ®s : In =
n− 1

n
In−2.

2)In =

1∫

0

(1− x2)ndx. ®s : In =
22n(n!)2

2n+ 1)!
.

3)In =

e∫

1

lnn xdx. ®s : In = e
(
1 + n+ ...+ 2.3...(n− 1)n

)
− n!.

4)In =

π
2∫

0

cosn x cosnxdx. ®s : In =
π

2n+1
.Bµi 3.7. Cho a > 0, b > 0, c > 0, tÝnh diÖn tÝ
h h×nh t¹o bëi 
¸
 ®­êng 
ong

1)
x2

a2
+
y2

b2
= 1. ®s : πab.

2)y2 = x2(4− x2). ®s : 4π
3
.

3)y2 = 2px, 27py2 = 8(x− p)3 (p > 0). ®s : 88p2√2

15
.

4)x = a(2 cos t− cos 2t), y = a(2 sin t− sin 2t). ®s : 6πa2.
5)x = 3t2, y = 3t− t3. ®s : 72√3

5
.

6)x =
c2

a
cos2 t, y =

c2

b
sin3 t c2 = a2 − b2. ®s : 3πc4

8ab
.

7)r = a sin 3ϕ. ®s : πa2
12

.

8)r2 + ϕ2 = 1. ®s : 2
3
.

9)r = a cos 5ϕ. ®s : πa2
5
.

10)r2 = a2 cos 2ϕ. ®s : a2.141
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Bµi 3.8. TÝnh ®é dµi 
¸
 ®­êng 
ong
1)y2 = 2x 0 ≤ x ≤ 1

2
. ®s : √2 + ln(1 +

√
2).

2)9y2 = 4(3− x2), y ≥ 0. ®s : π.
3)y = ln cosx 0 ≤ x ≤ a <

π

2
. ®s : ln tan(π

4
+
a

2
).

4)x =
c2

a
cos3 t, y =

c2

b
sin3 t. c2 = a2 − b2 ®s : 4(a3 − b3)

ab
.

5)x = cos t+ t sin t, y = sin t− t cos t 0 ∈ [0, 2π]. ®s : 2π2.
6)x = ch3t, y = sh3t 0 ≤ t ≤ b. ®s : 3

8

( 1√
ch(2b)

− 1
)
.

7)r = a(1 + cosϕ). ®s : 8√2a.

8)r =
a

1 + cosϕ
−π
2
≤ ϕ ≤ π

2
. ®s : a(√2 + ln(1 +

√
2)
)
.

9)r = a sin3
ϕ

3
. ®s : 3πa

2
.

10)ϕ =
1

2
(r +

1

r
) 1 ≤ ϕ ≤ 3. ®s : 2 + 1

2
ln 3.Bµi 3.9. TÝnh thÓ tÝ
h 
ña vËt thÓ t¹o bëi 
¸
 ®­êng 
ong

1)
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1. ®s : 4

3
πabc.

2)x2 + y2 = a2, x2 + z2 = a2. ®s : 16
3
a3.

3)
x2

a2
+
y2

b2
= 1, z =

c

a
x, z = 0, a, b, c > 0. ®s : 4πabc

3
.

4)z2 = b(a− x), x2 + y2 = ax a, b > 0. ®s : 16
15
a2
√
ab.

5)
x2

a2
+
y2

z2
= 1, 0 < z < a. ®s : πa3

2
.

6)x+ y + z2 = 1, x = 0, y = 0, z = 0. ®s : πa3
2
.

7)y = b
(x
a

)2

3

, x ≤ x ≤ a, quay xung quanh tr�
 Ox. ®s : 3
7
πab2.

8)y = 2x− x2, y = 0 quay xung quanh tr�
 Oy. ®s : 8π
3
.

9)y = b(
x

a
)2, y = b|x

a
| quay xung quanh tr�
 Ox. ®s : 4πab2

15
.

10)x2 + (y − b)2 = a2, 0 < a ≤ b quay xung quanh tr�
 Ox. ®s : 2π2a2b.142
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Bµi .10. TÝnh 
¸
 tÝ
h ph©n suy réng sau
1)

+∞∫

2

( 1

x2 − 1
+

2

(x+ 1)2

)
dx. ®s : 2

3
+

1

2
ln 3.

2)

+∞∫

√
2

xdx

(x2 + 1)3
. ®s : 1

36
.

3)

+∞∫

0

e−ax sin bxdx, a > 0. ®s : b

a2 + b2
.

4)

+∞∫

1

arctanxdx

x2
. ®s : π

4
+

ln 2

2
.

5)

+∞∫

1

dx

x
√
1 + x2

. ®s : ln(1 +√
2).

6)

1∫

0

arcsinxdx

x
. ®s : π ln 2

2
.

7)

π
2∫

0

x cotxdx. ®s : π ln 2
2

.

8)

π
2∫

0

ln(cosx)dx. ®s : −π ln 2
2

.

9)

+∞∫

0

x lnxdx

(x2 + 1)2
. ®s : 0.

10)

1∫

0

lnxdx√
x
. ®s : −4.Bµi 3.11. Kh¶o s¸t sù héi t� 
ña 
¸
 tÝ
h ph©n sau.

1)

+∞∫

1

sin2 3x
3
√
2x4 − x + 1

dx. ®s : héi t�.
2)

+∞∫

1

1
3
√

4x− log2 x
dx. ®s : ph©n kú.143
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3)

+∞∫

2

1

x3 ln5 x
dx. ®s : héi t�.

4)

+∞∫

1

(x2 − 5x+ 8)2−xdx. ®s : héi t�.
5)

+∞∫

0

cosx− cos 9x

x2
dx. ®s : héi t�.

6)

+∞∫

0

1− x sin 3x

x2
dx. ®s : héi t�.

7)

+∞∫

0

1√
x
arctan

x

3 + x
dx. ®s : ph©n kú.

8)

+∞∫

1

lnx

x
√
x2 − 1

dx. ®s : héi t�.
9)

+∞∫

0

sin 3x

2x3 + 3
√
x
dx. ®s : héi t�.

10)

+∞∫

0

xα(x+ 2)dx

3x+ 1
. ®s : ph©n kú.Bµi 3.12. Kh¶o s¸t sù héi t� 
ña 
¸
 tÝ
h ph©n sau.

1)

1∫

0

cos2 1
x√
x
dx. ®s : héi t�.

2)

1∫

0

ln(1 +
3
√
x2)dx√

x sin
√
x

. ®s : héi t�.
3)

1∫

0

√
2x − 1

1− cos 3x
dx. ®s : héi t�.

4)

1∫

0

3
√
ln(1 + 2x)

1− cos 3x
dx. ®s : ph©n kú.
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5)

π∫

0

sin x

x2
dx. ®s : ph©n kú.

6)

1∫

0

dx
4
√
(1− x9)

. ®s : héi t�.
7)

2∫

0

√
4 + x2

16− x4
dx. ®s : héi t�.

8)

2∫

0

xdx

|1− x|3| . ®s : ph©n kú.
9)

1∫

0

dx

2x − cos 3x
. ®s : ph©n kú.

10)

1∫

0

dx

2
√
x − 1

. ®s : héi t�.
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Ch­¬ng 4. Chuçi sè vµ 
huçi hµm4.1. Chuçi sè4.1.1. §Þnh nghÜa+ Cho d·y sè thù
 (an) (hay phø
). Khi ®ã tæng v« h¹n
a1 + a2 + ...+ an + ...®­î
 gäi lµ 
huçi sè thù
 (t­¬ng øng: Chuçi sè phø
) vµ ®­î
 ký hiÖu bëi +∞

∑

n=1
an,

an ®­î
 gäi lµ sè h¹ng thø n 
ña 
huçi sè.VÝ d�: Chuçi ®iÒu hßa: +∞
∑

n=1

1
n
, 
huçi Riemann +∞

∑

n=1

1
nα
,....+ Tæng riªng thø n 
ña 
huçi sè +∞

∑

n=1
an lµ

Sn =
n

∑

k=1

ak.+ Chuçi sè +∞
∑

n=1
an ®­î
 gäi lµ héi t� tíi S, nÕu lim

n→∞
Sn = S. Khi ®ã

Rn = S − Sn®­î
 gäi lµ phÇn d­ bË
 n 
ña +∞
∑

n=1
an. Ng­î
 l¹i, ®­î
 goi lµ ph©n kú.VÝ d� 4.1. Kh¶o s¸t sù héi t� hay ph©n kú 
ña tæng v« h¹n 
Êp sè nh©n víi 
«ngbéi q

+∞
∑

n=0

qn, q 6= 0.Gi¶i X�t tæng riªng thø n lµ Sn tæng h÷u h¹n 
¸
 sè h¹ng 
ña mét 
Êp sè nh©n(q 6= 1)
Sn =

n−1
∑

k=0

qk =







qn−1
q−1 nÕu q 6= 1

n nÕu q = 1.VËy
lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

n−1
∑

k=0

qk =























1
1−q

nÕu |q| < 1, q 6= 0kh«ng tån t¹i nÕu q ≤ −1

+∞ nÕu q ≥ 1.146
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+ Chuçi sè +∞
∑

n=1
an ®­î
 gäi lµ héi t� tuyÖt ®èi, nÕu +∞

∑

n=1
|an| héi t�.+ Chuçi sè +∞

∑

n=1

an ®­î
 gäi lµ b¸n héi t�, nÕu +∞
∑

n=1

an héi t� vµ +∞
∑

n=1

|an| ph©n kú.4.1.2. C¸
 ®iÒu kiÖn héi t�§Þnh lý 4.2. (Cau
hy)Chuçi sè +∞
∑

n=1
an héi t� khi vµ 
hØ khi

∀ǫ > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0, ∀p ∈ N : |an+1 + an+2 + ...+ an+p| < ǫ.Chøng minh. Tån t¹i giíi h¹n lim
n→∞

Sn khi vµ 
hØ khi d·y (Sn) lµ d·y Cau
hy (xem
h­¬ng 2, m�
 2.7) khi vµ 
hØ khi
∀ǫ > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0, ∀p ∈ N : |Sn+p−Sn| < ǫ ⇔ |an+1+an+2+ ...+an+p| < ǫ.

2VÝ d� 4.3. Chøng minh r»ng 
huçi ®iÒu hßa
+∞
∑

n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+ ...+

1

n
+ ...ph©n kú.Gi¶i Víi mäi n ∈ N

∗, ta 
ã
|S2n − Sn| =

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ ...+

1

2n
>

1

2n
+

1

2n
+ ...+

1

2n
=

1

2
.Theo ®Þnh lý 4.2, 
huçi hiÒu hßa +∞

∑

k=1

1
k
ph©n kú.§Þnh lý 4.4. NÕu 
huçi +∞

∑

k=1

ak héi t�, th×
lim
n→∞

an = 0.Chøng minh. Áp d�ng ®Þnh lý 4.2 víi p = 1 hay
∀ǫ > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0 : |an+1| < ǫ.Hay lim

n→∞
an = 0. 2147
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VÝ d� 4.5. Kh¶o s¸t sù héi t� hay ph©n kú 
ña 
huçi sè
+∞
∑

n=1

2n2 − 3n− 1

n2 − 5n− 3
.Gi¶i X�t giíi h¹n

lim
n→∞

an = lim
2n2 − 3n− 1

n2 − 5n− 3
= 2 6= 0.Theo ®Þnh lý 4.4, 
huçi ph©n kú.§Þnh lý 4.6. NÕu 
huçi +∞

∑

n=1
an héi t� tuyÖt ®èi, th× +∞

∑

n=1
an héi t�.Chøng minh. Theo ®Þnh lý 4.2, d·y ∞

∑

n=1

|an| héi t� khi vµ 
hØ khi
∀ǫ > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0 :

∣

∣

∣
|an+1|+ |an+2|+ ...+ |an+p|

∣

∣

∣
< ǫMµ

∣

∣

∣
an+1 + an+2 + ...+ an+p

∣

∣

∣
≤

∣

∣

∣
|an+1|+ |an+2|+ ...+ |an+p|

∣

∣

∣
< ǫ.Do ®ã, ta 
ã

∀ǫ > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0 :
∣

∣

∣
an+1 + an+2 + ...+ an+p

∣

∣

∣
< ǫ.VËy +∞

∑

n=1
an héi t�. 24.1.3. C¸
 tÝnh 
hÊtDùa vµo ®Þnh nghÜa, ta dÔ dµng 
høng minh ®­î
 
¸
 tÝnh 
hÊt sau:+ TÝnh 
hÊt 1 Chuçi sè +∞

∑

n=1

an héi t� hay ph©n kú kh«ng ph� thué
 vµo tæng h÷uh¹n 
¸
 sè h¹ng ®Çu tiªn. Hay
+∞
∑

n=1

an héi t� (ph©n kú) ⇔
+∞
∑

n=n0

an ∀n0 ≥ 1.+ TÝnh 
hÊt 2 NÕu 
huçi sè +∞
∑

n=1
an héi t�, th× 
huçi sè +∞

∑

n=1
λan λ ∈ R héi t�.+ TÝnh 
hÊt 3 NÕu hai 
huçi sè +∞

∑

n=1
an vµ +∞

∑

n=1
bn héi t�, th×

+∞
∑

n=1

(an + bn) =

+∞
∑

n=1

an +

+∞
∑

n=1

bn.148
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+ TÝnh 
hÊt 4 Chuçi sè phø

+∞
∑

n=1

zn =
+∞
∑

n=1

(Rezn + iImzn)héi t� khi vµ 
hØ khi
+∞
∑

n=1

Rezn vµ +∞
∑

n=1

Imzn héi t�.4.2. Chuçi sè d­¬ng4.2.1. §Þnh nghÜaChuçi sè thù
 +∞
∑

n=1
an ®­î
 gäi lµ 
huçi sè d­¬ng, nÕu an > 0 ∀n ∈ N

∗.Tõ ®Þnh nghÜa, ta nhËn thÊy r»ng d·y sè (Sn) ®¬n ®iÖu t¨ng. Do vËy, 
huçi sèd­¬ng +∞
∑

n=1
an héi t� khi vµ 
hØ khi d·y sè (Sn) bÞ 
hÆn trªn.4.2.2. C¸
 tiªu 
huÈn héi t� Kh¶o s¸t sù héi t� 
ña 
huçi sè d­¬ng

+∞
∑

n=1

an.§Þnh lý 4.7. (so s¸nh 1)Cho hai 
huçi sè d­¬ng +∞
∑

n=1
an

(1) vµ +∞
∑

n=1
bn

(2) tháa m·n
an ≤ bn ∀n ≥ n0.Khi ®ã+ NÕu (2) héi t�, th× (1) héi t�.+ NÕu (1) ph©n kú, th× (2) ph©n kú.Chøng minh. §Æt

Sn =

n
∑

k=n0

ak, S̄n =

n
∑

k=n0

bk.Ta 
ã (2) héi t� khi vµ 
hØ khi tån t¹i M sao 
ho S̄n ≤ M ∀n ≥ n0. Tõ bÊt ®¼ngthø
,
an ≤ bn ∀n ≥ n0 ⇒ Sn ≤ M ∀n ≥ n0.VËy +∞

∑

k=n0

ak héi t� hay +∞
∑

k=1

ak héi t�.NÕu (1) ph©n kú, gi¶ sö (2) héi t�, theo 
høng minh trªn, ta 
ã (1) héi t�, tr¸i gi¶thiÕt. VËy (2) ph©n kú. 2149
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VÝ d� 4.8. Kh¶o s¸t sù héi t� hay ph©n kú 
ña 
huçi sè
+∞
∑

n=1

n

en2 + n− 1
.Gi¶i Tõ bÊt ®¼ng thø
 ex > 1

2x
2 ∀x > 0 suy ra

n

en2 + n− 1
≤ n

en2
<

2

n3
<

2

n2
∀n ∈ N

∗ := {1, 2, ...}.Mµ
Sn =

1

12
+

1

22
+ ...+

1

n2
< 1 +

1

1.2
+

1

2.3
+ ...+

1

(n− 1)n
= 2− 1

n
< 2.VËy d·y sè d­¬ng (Sn) héi t�. Hay 
huçi sè d­¬ng +∞

∑

n=1

1
n2 héi t�. Theo ®Þnh lý4.7, 
huçi sè +∞

∑

n=1

n

en
2+n−1

héi t�.§Þnh lý 4.9. (so s¸nh 2)Cho hai 
huçi sè d­¬ng +∞
∑

n=1
an

(1) vµ +∞
∑

n=1
bn

(2) tháa m·n
lim
n→∞

an
bn

= M ≥ 0.Khi ®ã+ NÕuM ∈ (0,+∞), th× (1) héi t� (ph©n kú) khi vµ 
hØ khi (2) héi t� (t­¬ng øng:ph©n kú) .+ NÕu M = 0 vµ (2) héi t�, th× (1) héi t�.+ NÕu M = +∞ vµ (2) ph©n kú, th× (1) ph©n kú.Chøng minh. + NÕu lim
n→∞

an
bn

= M ∈ (0,+∞), th×
∀ǫ ∈ (0,M), ∃n0, ∀n ≥ n0 ⇒ |an

bn
−M | < ǫ ⇒ (M − ǫ)bn < an < (M + ǫ)bn.Theo ®Þnh lý 4.7, ta 
ã (1) héi t� (ph©n kú) khi vµ 
hØ khi (2) héi t� (t­¬ng øng:ph©n kú).+ NÕu lim

n→∞
an
bn

= M = 0, th×
∀ǫ > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0 ⇒ |an

bn
| < ǫ ⇒ an ≤ ǫbn.Theo ®Þnh lý 4.7, nÕu (2) héi t� th× (1) héi t�.+ NÕu lim

n→∞
an
bn

= +∞ ⇒ lim
n→∞

bn
an

= 0. Khi ®ã, 
høng minh t­¬ng tù nh­ trªn. 2150
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VÝ d� 4.10. Kh¶o s¸t sù héi t� hay ph©n kú 
ña
+∞
∑

n=1

n sin2
2

n
.Gi¶i §Æt

an = n sin2
2

n
> 0 ∀n ∈ N

∗, bn =
1

n
⇒ lim

n→∞
an
bn

= lim
n→∞

sin2 2
n

1
n2

= 4 ∈ (0,+∞).Mµ 
huçi ®iÒu hßa
+∞
∑

n=1

bn =
+∞
∑

n=1

1

n
ph©n kú.VËy +∞

∑

n=1
n sin2 2

n
ph©n kú.§Þnh lý 4.11. (D'Alembert 1)Cho 
huçi sè d­¬ng +∞

∑

k=1

ak tháa m·n
lim
n→∞

an+1

an
= D ≥ 0.- NÕu D < 1, th× +∞

∑

k=1

ak héi t�.- NÕu D > 1, th× +∞
∑

k=1

ak ph©n kú.- NÕu D = 1, th× +∞
∑

k=1

ak 
h­a kÕt luËn ®­î
.Chøng minh. - NÕu lim
n→∞

an+1

an
= D < 1, theo ®Þnh nghÜa

∀ǫ ∈ (0, 1−D), ∃n0, ∀n ≥ n0 ⇒ |an+1

an
−D| < ǫ ⇒ an+1 < (D + ǫ)an = q.an,víi q = D + ǫ ∈ (0, 1).Khi ®ã



































Thay n = n0 ⇒ an0+1 < an0
qThay n = n0 + 1 ⇒ an0+2 < an0+1q < an0

q2

....Thay n = n0 + k ⇒ an0+k < an0
qk.116.11.1717-29.10.1783, nhµ To¸n hä
 vµ TriÕt hä
 Ph¸p Jean Le Rond D'Alembert 
ã 
¸
 
«ng tr×nh nghiªn 
øutrong lÜnh vù
 To¸n hä
 liªn quan ®Õn sè phø
, gi¶i tÝ
h vµ lý thuyÕt x¸
 suÊt. N¨m 1754 «ng ®­î
 bÇu vµo ViÖnHµn l©m khoa hä
 Ph¸p. 151
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V× 
huçi sè +∞
∑

k=1

an0
qk héi t�, nªn +∞

∑

k=n0

ak héi t�, suy ra +∞
∑

k=1

ak héi t�.- NÕu lim
n→∞

an+1

an
= D > 1, theo ®Þnh nghÜa

∀ǫ ∈ (0, D− 1), ∃n0, ∀n ≥ n0 ⇒ |an+1

an
−D| < ǫ ⇒ an+1 > (D − ǫ)an = q.an,víi q = D − ǫ > 1. Nh­ vËy

an+1 > an ≥ an0
∀n ≥ n0 > 0 ⇒ lim

n→∞
an 6= 0.Theo ®Þnh lý 4.4, ta 
ã +∞

∑

k=1

ak ph©n kú. 2VÝ d� 4.12. Kh¶o s¸t sù héi t� 
ña 
huçi sè
+∞
∑

n=1

n!

nn
.Gi¶i §Æt

an =
n!

nn
⇒ lim

n→∞
an+1

an
= lim

n→∞

( n

n+ 1

)n

= lim
n→∞

1
(

1 + 1
n

)n =
1

e
< 1.Theo dÊu hiÖu D'Alembert, ta 
ã +∞

∑

n=1

n!
nn

héi t�.§Þnh lý 4.13. (Cau
hy)Cho 
huçi sè d­¬ng +∞
∑

k=1

ak tháa m·n
lim
n→∞

n

√
an = D ≥ 0.- NÕu D < 1, th× +∞

∑

k=1

ak héi t�.- NÕu D > 1, th× +∞
∑

k=1

ak ph©n kú.- NÕu D = 1, th× +∞
∑

k=1

ak 
h­a kÕt luËn ®­î
.Chøng minh. - NÕu lim
n→∞

n

√
an = D < 1, theo ®Þnh nghÜa

∀ǫ ∈ (0, 1−D), ∃n0, ∀n ≥ n0 ⇒ | n

√
an −D| < ǫ ⇒ n

√
an < D + ǫ ⇒ an < qn,152
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víi q = D + ǫ ∈ (0, 1).Mµ 
huçi
+∞
∑

k=n0

qn =
qn0

1− q
(héi t�),nªn +∞

∑

k=n0

ak héi t�, suy ra +∞
∑

k=1

ak héi t�.- NÕu lim
n→∞

n

√
an = D > 1, theo ®Þnh nghÜa

∀ǫ ∈ (0, D−1), ∃n0, ∀n ≥ n0 ⇒ | n

√
an−D| < ǫ ⇒ n

√
an > D−ǫ > 1 ⇒ an > 1.Theo ®Þnh lý 4.4, ta 
ã +∞

∑

k=1

ak ph©n kú. 2VÝ d� 4.14. Cho 
huçi sè d­¬ng +∞
∑

k=1

ak 
ã lim
n→∞

an = a ∈ (0,+∞). Kh¶o s¸t sùhéi t� hay ph©n kú 
ña 
huçi sè sau
+∞
∑

k=1

(
x

ak
)k víi x > 0.Gi¶i Ta 
ã

D = lim
n→∞

n

√

(
x

an
)n =

x

a
.Theo ®Þnh lý 4.13, ta 
ã+ NÕu x ∈ (0, a), th× héi t�.+ NÕu x ∈ (a,+∞), th× ph©n kú.+ NÕu x = a, th× 
huçi trªn 
ã thÓ héi t� vµ 
ã thÓ ph©n kú. Ta xem 
¸
 tr­ênghîp ®Æ
 biÖt sau.Tr­êng hîp 1: an = n

√
n ⇒ lim

n→∞
an = 1 ⇒ a = 1 = x. Khi ®ã

+∞
∑

k=1

(
x

an
)n =

+∞
∑

k=1

1

n
ph©n kú.Tr­êng hîp 2: an =

n

√
n2 ⇒ lim

n→∞
an = 1 ⇒ a = 1 = x. Khi ®ã

+∞
∑

k=1

(
x

an
)n =

+∞
∑

k=1

1

n2
héi t�.
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§Þnh lý 4.15. (tÝ
h ph©n)Cho hµm sè f(x) d­¬ng, gi¶m trªn [1,+∞) tháa m·n
f(n) = an ∀n ∈ N

∗.Khi ®ã, 
huçi sè d­¬ng +∞
∑

k=1

ak héi t� (ph©n kú) khi vµ 
hØ khi +∞
∫

1

f(x)dx héi t�(t­¬ng øng: Ph©n kú).Chøng minh. Do hµm f(x) gi¶m trªn [1,+∞), nªn
n ≤ x ≤ n+ 1 ⇔ f(n+ 1) ≤ f(x) ≤ f(n) ⇔ an+1 ≤ f(x) ≤ an ⇒

an+1 ≤
n+1
∫

n

f(x)dx ≤ an ∀n = 1, 2, ... ⇒ Sn+1 − a1 ≤
n

∑

k=1

k+1
∫

k

f(x)dx ≤ Sn ⇒

Sn+1 − a1 ≤
n+1
∫

1

f(x)dx ≤ Sn.Theo ®Þnh lý 4.7, ta 
ã ®iÒu 
Çn 
høng minh. 2VÝ d� 4.16. Kh¶o s¸t sù héi t� hay ph©n kú 
ña 
huçi Riemann
+∞
∑

k=1

1

nα
.Gi¶i §Æt

an =
1

nα
= f(n) víi f(x) = 1

xα
> 0 ∀x ≥ 1.Theo vÝ d� (5.34),

+∞
∫

1

dx

xα
=







1
α−1 nÕu α > 1ph©n kú nÕu α ≤ 1.VËy- NÕu α > 1, th× +∞

∑

k=1

1
nα

héi t�.- NÕu α ≤ 1, th× +∞
∑

k=1

1
nα

ph©n kú.4.3. Chuçi ®an dÊu 154
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4.3.1. §Þnh nghÜa Cho d·y sè d­¬ng a1, a2, ..., an, .... Khi ®ã 
huçi ®an dÊu lµ
huçi sè 
ã d¹ng
+∞
∑

k=1

(−1)k−1ak = a1 − a2 + a3 − ...+ (−1)n−1an + ...hoÆ

+∞
∑

k=1

(−1)kak = −a1 + a2 − a3 − ...+ (−1)nan + ...4.3.2. DÊu hiÖu héi t�§Þnh lý 4.17. (Leibnitz)Cho 
huçi ®an dÊu d¹ng
+∞
∑

k=1

(−1)k−1ak = a1 − a2 + a3 − ...+ (−1)n−1an + ...(∗)tháa m·n ®iÒu kiÖn










+) lim
n→∞

an = 0

+) D·y (an) ®¬n ®iÖu gi¶m.Khi ®ã 
huçi (*) héi t�.Chøng minh. X�t hai d·y 
on 
ña d·y (Sn) lµ (S2m) vµ (S2m+1). Ta 
ã
S2m = (a1 − a2) + (a3 − a4) + ...+ (a2m−1 − a2m).V× (an) gi¶m, suy ra ak − ak+1 ≥ 0 ∀k ≥ 1 ⇒ S2m ≥ 0.MÆt kh¸


S2m = a1 −
(

(a2 − a3) + (a4 − a5) + ...+ (a2m−2 − a2m−1) + a2m

)

≤ a1.Do ®ã d·y 
on (S2m) ®¬n ®iÖu t¨ng vµ bÞ 
hÆn trªn. Khi ®ã
lim
m→∞

S2m = S.Theo ®Þnh nghÜa,
∀ǫ > 0, ∃n1, ∀n ≥ n1 : |S2m − S| < ǫ

2
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Tõ gi¶ thiÕt lim
n→∞

an = 0, theo ®Þnh nghÜa ta 
ã
∀ǫ > 0, ∃n2, ∀n ≥ n2 : |an| <

ǫ

2
.§Æt n0 = max{n1, n2}.- NÕu n 
h½n, theo 
høng minh trªn ta 
ã |Sn − S| < ǫ.- NÕu n lÎ, suy ra n+ 1 
h½n. Khi ®ã

|Sn − S| = |Sn+1 − an+1 − S| ≤ |Sn+1 − S|+ |an+1| ≤
ǫ

2
+

ǫ

2
= ǫ.Theo tÝnh 
hÊt 2 
ña m�
 2.6, ta 
ã

lim
n→∞

Sn = S.

2VÝ d� 4.18. Kh¶o s¸t sù héi t� hay ph©n kú 
ña ®an dÊu
+∞
∑

k=1

(−1)k

k − ln k
.Gi¶i §Æt

f(x) =
1

x− lnx
⇒ f ′(x) = − 1

(x− ln x)2
(1− 1

x
) < 0 ∀x > 1.Khi ®ã d·y sè (an) tháa m·n 
¸
 ®iÒu kiÖn 
ña ®Þnh lý 4.17 víi

an = f(n) =
1

n− lnn
⇒ lim

n→∞
an = 0.VËy 
huçi ®an dÊu

+∞
∑

k=1

(−1)k

k − ln khéi t�.4.4. Chuçi hµm4.4.1. §Þnh nghÜa Cho mét d·y 
¸
 hµm thù
 f1(x), f2(x), ..., fn(x), ... x¸
 ®Þnhtrªn (a, b). Khi ®ã, tæng v« h¹n
+∞
∑

k=1

fk(x)
(∗)156
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®­î
 gäi lµ mét 
huçi hµm x¸
 ®Þnh trªn (a, b).+ Hµm sè fn(x) ®­î
 gäi lµ sè h¹ng thø n 
ña 
huçi hµm (*).+ Tæng h÷u h¹n
Sn(x) =

n
∑

k=1

fk(x)®­î
 gäi lµ tæng riªng thø n 
ña 
huçi hµm (*).+ §iÓm x0 ®­î
 gäi lµ ®iÓm héi t� (hay ph©n kú) 
ña 
huçi hµm (*), nÕu 
huçisè
n

∑

k=1

fk(x0)héi t� (hay ph©n kú).+ TËp 
¸
 ®iÓm h«i t� 
ña 
huçi hµm ®­î
 gäi lµ miÒn héi t� 
ña 
huçi hµm (*).+ Chuçi hµm (*) ®­î
 gäi lµ héi t� ®Òu tíi hµm sè f(x) trªn miÒn D, nÕu
∀ǫ > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0 : |Sn(x)− S(x)| < ǫ ∀x ∈ D.+ NÕu 
huçi hµm (*) héi t� ®Òu ®Õn f(x), th× hµm sè

Rn(x) = f(x)− Sn(x)®­î
 gäi lµ phÇn d­ bË
 n 
ña 
huçi hµm (*).+ Chuçi hµm (*) ®­î
 gäi lµ héi t� tuyÖt ®èi trªn miÒn D, nÕu
n

∑

k=1

|fk(x)|héi t� trªn miÒn D.4.4.2. C¸
 ®iÒu kiÖn héi t� ®ÒuCho 
huçi hµm
n

∑

k=1

fk(x)
(∗)x¸
 ®Þnh trªn miÒn D.§Þnh lý 4.19. (Cau
hy)Chuçi hµm (*) héi t� ®Òu trªn miÒn D khi vµ 
hØ khi

∀ǫ > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0, ∀p ∈ N : |Sn+p(x)− Sn(x)| < ǫ ∀x ∈ D.157
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Chøng minh. (⇒) Gi¶ sö +∞
∑

k=1

fk(x) héi t� ®Òu trªn miÒn D ®Õn hµm sè f(x). Theo®Þnh nghÜa,
∀ǫ > 0, ∃n0, ∀p ∈ N : |Sn+p(x)− S(x)| < ǫ

2
∀x ∈ D.Khi ®ã

|Sn+p(x)− Sn(x)| ≤ |Sn+p(x)− S(x)|+ |Sn(x)− S(x)| < ǫ

2
+

ǫ

2
= ǫ ∀x ∈ D.(⇐) Gi¶ sö

∀ǫ > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0, ∀p ∈ N : |Sn+p(x)− Sn(x)| < ǫ ∀x ∈ D.Víi mäi x 
è ®Þnh, d·y sè (Sn(x)) lµ mét d·y Cau
hy. Theo tÝnh 
hÊt 
ña d·yCau
hy (m�
 2.7), ta 
ã
lim
n→∞

Sn(x) = S(x) ∀x ∈ D ⇒ lim
p→∞

|Sn+p(x)− Sn(x)| = |S(x)− Sn(x)|.KÕt hîp ®iÒu nµy víi |Sn+p(x) − Sn(x)| < ǫ ∀p ∈ N, x ∈ D, ta 
ã |S(x) −
Sn(x)| < ǫ ∀n ∈ N, x ∈ D. VËy 
huçi hµm (*) héi t� ®Òu trªn miÒn D. 2VÝ d� 4.20. Chøng minh r»ng 
¸
 
huçi hµm

i)

+∞
∑

n=1

(−1)n−1

x2 + n
,

ii)
+∞
∑

n=1

(−1)n−1x2

(x2 + 1)n
,héi t� ®Òu trªn R.Gi¶i i) §Æt

Sn(x) =
n

∑

k=1

(−1)k−1

x2 + k
.Khi ®ã

|Sn+p(x)− Sn(x)| =
∣

∣

∣

(−1)n

x2 + n+ 1
+

(−1)n+1

x2 + n+ 2
+ ...+

(−1)n+p+1

x2 + n+ p

∣

∣

∣
.
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Ta x�t hai tr­êng hîp 
ña p.Tr­êng hîp 1: p lÎ.
|Sn+p(x)− Sn(x)|

=
∣

∣

∣

1

x2 + n+ 1
− 1

x2 + n+ 2
+ ...+

1

x2 + n+ p

∣

∣

∣

= (
1

x2 + n+ 1
− 1

x2 + n+ 2
) + ...

+ (
1

x2 + n+ p− 2
− 1

x2 + n+ p− 1
) +

1

x2 + n+ p

=
1

x2 + n+ 1
−

(

(
1

x2 + n+ 2
)− 1

x2 + n+ 3
) + ...

+ (
1

x2 + n+ p− 1
− 1

x2 + n+ p
)
)

<
1

x2 + n+ 1
(4.1)Tr­êng hîp 2: p 
h½n.

|Sn+p(x)− Sn(x)|

=
∣

∣

∣

1

x2 + n+ 1
− 1

x2 + n+ 2
+ ...− 1

x2 + n+ p

∣

∣

∣

= (
1

x2 + n+ 1
− 1

x2 + n+ 2
) + ...+ (

1

x2 + n+ p− 1
− 1

x2 + n+ p
)

=
1

x2 + n+ 1
−

(

(
1

x2 + n+ 2
)− 1

x2 + n+ 3
) + ...

+ (
1

x2 + n+ p− 2
− 1

x2 + n+ p− 1
) +

1

x2 + n+ p

)

<
1

x2 + n+ 1
(4.2)Tõ (4.1) vµ (4.2) suy ra

|Sn+p(x)− Sn(x)| <
1

x2 + n+ 1
<

1

n
< ǫ ⇒ n >

1

ǫ
⇒ n0 = [

1

ǫ
] + 1.Theo dÊu hiÖu Cau
hy, ta 
ã +∞

∑

n=1

(−1)n−1

x2+n
héi t� ®Òu trªn R.ii) T­¬ng tù nh­ trªn, ta 
òng 
høng minh ®­î
 r»ng

|Sn+p(x)− Sn(x)| <
x2

(1 + x2)n159
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víi
Sn(x) =

n
∑

k=1

(−1)k−1x2

(x2 + 1)k
.Theo 
«ng thø
 khai triÓn Newton

(a+ b)n =

n
∑

k=1

Ck
na

kbn−k.Ta 
ã
(1+x2)n = 1+nx2+ ... > nx2 ⇒ x2

(1 + x2)n
<

1

n
< ǫ ⇒ n >

1

ǫ
⇒ n0 = [

1

ǫ
]+1.Theo dÊu hiÖu Cau
hy, ta 
ã +∞

∑

n=1

(−1)n−1x2

(x2+1)n héi t� ®Òu trªn R.§Þnh lý 4.21. Cho |fn(x)| ≤ cn ∀n ∈ N
∗, x ∈ D vµ 
huçi sè d­¬ng +∞

∑

n=1

cn héit�. Khi ®ã 
huçi hµm (*) héi t� tuyÖt ®èi vµ héi t� ®Òu trªn miÒn D.Chøng minh. + Chuçi hµm (*) héi t� tuyÖt ®èi trªn miÒn D.ThËt vËy, víi mçi x0 ∈ D 
è ®Þnh, ta 
ã
|fn(x0)| ≤ cn ∀n ∈ N

∗ vµ +∞
∑

n=1

cn héi t� ⇒ (∗) héi t� tuyÖt ®èi.+ Chuçi hµm (*) héi t� ®Òu trªn miÒn D.ThËt vËy,Tõ +∞
∑

n=1
cn héi t�, suy ra

∀ǫ > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0, ∀p : |cn+1 + cn+1 + ...+ cn+p| < ǫ.Khi ®ã
|Sn+p(x)− Sn(x)| = |fn+1(x) + fn+2(x) + ...+ fn+p(x)|

≤ |fn+1(x)|+ |fn+2(x)|+ ...+ |fn+p(x)|
≤ cn+1 + cn+1 + ...+ cn+p

< ǫ.Theo ®Þnh lý 4.19, ta 
ã 
huçi hµm (*) héi t� ®Òu trªn miÒn D. 2160
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VÝ d� 4.22. Chøng minh r»ng 
huçi hµm
+∞
∑

n=1

sinnαx

n3 + n− 1héi t� ®Òu vµ héi t� tuyÖt ®èi trªn miÒn R.Gi¶i Ta 
ã
∣

∣

∣

sinnαx

n3 + n− 1

∣

∣

∣
≤ 1

n3
∀n ∈ N

∗.Do 
huçi sè +∞
∑

n=1

1
n3 héi t�, nªn theo ®Þnh lý 4.21, 
huçi +∞

∑

n=1

sinnαx
n3+n−1 héi t� tuyÖt ®èivµ héi t� ®Òu trªn miÒn R.4.4.3. TÝnh 
hÊt 
ña 
huçi hµm héi t� ®ÒuCho 
huçi hµm

+∞
∑

n=1

fn(x)héi t� ®Òu tíi hµm f(x) trªn miÒn D. Ta x�t kh¶o s¸t 
¸
 tÝnh 
hÊt 
ña hµm f(x)trªn miÒn D nh­: TÝnh liªn t�
, kh¶ vi,...§Þnh lý 4.23. NÕu 
huçi hµm
+∞
∑

n=1

fn(x)héi t� ®Òu tíi hµm f(x) trªn miÒn D vµ 
¸
 hµm sè fk(x) liªn t�
 trªn miÒn Dvíi mäi k ∈ N, th× hµm sè f(x) liªn t�
 trªn miÒn D.Chøng minh. Tõ gi¶ thiÕt +∞
∑

n=1
fn(x) héi t� ®Òu tíi hµm f(x) trªn miÒn D. Ta 
ã

∀ǫ > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0 : |Sn(x)− f(x)| < ǫ

3
∀x ∈ D.Do fk(x) liªn t�
 trªn miÒn D víi mäi k, nªn víi mçi n 
è ®Þnh, Sn(x) lµ méthµm sè liªn t�
 trªn D. Hay

∀ǫ > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ D : |x− x0| < δ ⇒ |Sn(x)− Sn(x0)| <
ǫ

3
.Khi ®ã, víi mçi x0 ∈ D, ta 
ã

|f(x)− f(x0)| ≤ |Sn(x)− f(x)|+ |Sn(x)− Sn(x0)|+ |Sn(x0)− f(x0)| ∀n ≥ n0

<
ǫ

3
+

ǫ

3
+

ǫ

3

= ǫ. 161
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VËy hµm sè f(x) liªn t�
 t¹i ®iÓm x0. Hay f(x) liªn t�
 trªn miÒn D. 2VÝ d� 4.24. Chøng minh r»ng 
huçi hµm
+∞
∑

n=1

x(1− x)nkh«ng liªn t�
 ®Òu trªn [0, 2).Gi¶i X�t giíi h¹n
+∞
∑

n=1

x(1− x)n = lim
n→∞

Sn(x) = lim
n→∞

n
∑

k=1

x(1− x)k

= x lim
n→∞

n
∑

k=1

(1− x)k =







0 nÕu x = 0

1 nÕu x ∈ (0, 2).VËy hµm sè
f(x) =

+∞
∑

n=1

x(1− x)nkh«ng liªn t�
 trªn [0, 2). Do ®ã, theo ®Þnh lý 4.23, ta 
ã 
huçi hµm
+∞
∑

n=1

x(1− x)nkh«ng liªn t�
 ®Òu trªn [0, 2).§Þnh lý 4.25. NÕu 
huçi hµm
+∞
∑

n=1

fn(x)héi t� ®Òu tíi hµm f(x) trªn miÒn [a, b] vµ 
¸
 hµm sè fk(x) liªn t�
 trªn miÒn
[a, b] víi mäi k ∈ N, th× hµm sè f(x) kh¶ tÝ
h trªn t�
 trªn miÒn [a, b]. H¬n n÷a

b
∫

a

f(x)dx =
+∞
∑

k=1

b
∫

a

fk(x)dx.Chøng minh. Theo ®Þnh lý 4.23, hµm sè f(x) liªn t�
 trªn [a, b]. Do ®ã f(x) kh¶tÝ
h trªn [a, b]. Tõ gi¶ thiÕt +∞
∑

n=1

fn(x) héi t� ®Òu tíi hµm f(x) trªn miÒn D. Ta 
ã
∀ǫ > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0 : |Sn(x)− f(x)| < ǫ

b− a
∀x ∈ D.162
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Khi ®ã
∣

∣

∣

b
∫

a

Sn(x)dx−
b

∫

a

f(x)dx
∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

b
∫

a

(

Sn(x)− f(x)
)

dx
∣

∣

∣

≤
b

∫

a

∣

∣

∣
Sn(x)− f(x)

∣

∣

∣
dx

<

b
∫

a

ǫ

b− a
dx

= ǫ.Nh­ vËy
lim
n→∞

b
∫

a

Sn(x)dx =

b
∫

a

f(x)dx.

2§Þnh lý 4.26. NÕu 
huçi hµm (*) héi t� vÒ hµm f(x) trªn (a, b) vµ 
¸
 ®¹o hµm
f ′
k(x) k ∈ N

∗ tháa m·n:i) f ′
k(x) liªn t�
 trªn (a, b),ii) +∞
∑

n=1
f ′
n(x) héi t� ®Òu (a, b).Khi ®ã

f ′(x) =
+∞
∑

n=1

f ′
n(x) x ∈ (a, b).Chøng minh. Theo ®Þnh lý 4.25, víi a < x < x0 < b, ta 
ã

g(t) =

∞
∑

n=1

f ′
k(t) ∀t ∈ (a, b)liªn t�
 trªn (a, b) vµ

x
∫

x0

g(t)dt =

x
∫

x0

∞
∑

n=1

f ′
k(t)dt

= f1(x)− f1(x0) + f2(x)− f2(x0) + ...

= f(x)− f(x0).163
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§¹o hµm hai vÕ, theo ®Þnh lý 5.10, ta 
ã
g(x) = f ′(x) ⇔ f ′(x) =

∞
∑

n=1

f ′
k(x).

2VÝ d� 4.27. T×m miÒn héi t� 
ña hµm f(x) vµ x�t tÝnh kh¶ vi 
ña nã trªn miÒn ®ã.
f(x) =

+∞
∑

n=1

|x|
n2 + x2

.Gi¶i Ta 
ã
|x|

n2 + x2

|x|
n2vµ 
huçi +∞

∑

n=1

1
n2 héi t�. Do ®ã hµm f(x) 
ã tËp x¸
 ®Þnh lµ R.TiÕp theo, tiÕn hµnh x�t ®¹o hµm d¹ng

∞
∑

n=1

f ′
k(x) =

∞
∑

n=1

n2sgnx− x|x|
(n2 + x2)2

(x 6= 0).Ta 
ã, tån t¹i n0 = [x2] + 1 sao 
ho
∣

∣

∣

n2sgnx− x|x|
(n2 + x2)2

∣

∣

∣
≤ n2 + x2

n4
≤ 2n2

n4
=

2

n2
∀n ≥ n0.Theo ®Þnh lý 4.21, 
huçi hµm ∞

∑

n=1

f ′
k(x) héi t� ®Òu. Theo ®Þnh lý 4.26, ta 
ã f(x)kh¶ vi trªn R. H¬n n÷a

f ′(x) =
∞
∑

n=1

n2sgnx− x|x|
(n2 + x2)2

∀x ∈ R.4.5. Chuçi lòy thõa4.5.1. §Þnh nghÜaChuçi lòy th÷a lµ mét 
huçi hµm 
ã d¹ng
∞
∑

n=0

anx
n hoÆ
 ∞

∑

n=0

an(x− x0)
n,trong ®ã x0, ak : const vµ x0 = 1. Khi ®ã, 
¸
 sè a0, a1, ... ®­î
 gäi lµ 
¸
 hÖ sè
ña 
huçi lòy thõa. 164
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4.5.2. TÝnh 
hÊtTa kh¶o s¸t miÒn héi t� 
ña 
huçi lòy thõa d¹ng
∞
∑

n=0

anx
n.(∗)§Þnh lý 4.28. (Abel2)NÕu mét 
huçi lòy thõa (*) héi t� t¹i x0, th× nã héi t� t¹i mäi x : |x| < |x0|. NÕumét 
huçi lòy thõa (*) ph©n kú t¹i x0, th× nã ph©n kú t¹i mäi x : |x| > |x0|. Khi®ã

R = sup{|x0| :
∞
∑

n=0

anx
n
0 héi t�}®­î
 gäi lµ b¸n kÝnh héi t� 
ña (*).Chøng minh. Gi¶i sö 
huçi sè ∞

∑

n=0

anx
n
0 héi t�. Theo ®Þnh lý 4.4, ta 
ã

lim
n→∞

anx
n
0 = 0 ⇔ ∀ǫ > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0 : |anxn

0 | < ǫ.Khi ®ã
∀x : |x| < |x0| ⇔ q =

∣

∣

∣

x

x0

∣

∣

∣
∈ (0, 1),ta 
ã

|anxn| = |anxn
0 .(

x

x0
)n| = |anxn

0 |
∣

∣

∣

x

x0

∣

∣

∣

n

= |anxn
0 |qn < ǫqn.Mµ 
huçi sè ∞

∑

n=n0

ǫqn = ǫ qn0

1−q
héi t�, suy ra ∞

∑

n=0
|anxn| héi t�. Theo ®Þnh lý 4.7, ta
ã (*) héi t� tuyÖt ®èi. VËy 
huçi hµm (*) héi t�.B©y giê ta x�t tr­êng hîp (*) ph©n kú t¹i x0 vµ |x| > |x0|. Gi¶ sö (*) héi t� t¹i

x. Theo 
høng minh trªn, víi x0 : |x| > |x0|, ta 
ã (*) héi t� tai x0, tr¸i víi gi¶thiÕt. VËy (*) ph©n kú t¹i x. 24.5.3. Quy t¾
 t×m b¸n kÝnh héi t�§Þnh lý 4.29. NÕu
lim
n→∞

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣
= ρ hoÆ
 lim

n→∞
n

√

|an| = ρ.25.8.1802-6.4.1829, Niels Henrik Abel lµ mét nhµ To¸n hä
 vÜ ®¹i ng­êi Na Uy, «ng 
ã 
¸
 
«ng tr×nh nghiªn 
øuliªn quan 
hñ yÕu ®Õn ph�p gi¶i ®¹i sè 
ña ph­¬ng tr×nh tæng qu¸t bË
 5 vµ lý thuyÕt hµm elipti
. Hermite tõng nãi:"Ng­êi ®· ®Ó l¹i 
«ng viÖ
 
ho 
¸
 nhµ To¸n hä
 nghiªn 
øu trong 500 n¨m sau".165
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th× 
huçi hµm (*) 
ã b¸n kÝnh héi t� ®­î
 x¸
 ®Þnh bëi:+ NÕu ρ ∈ (0,+∞), th× R = 1
ρ
.+ NÕu ρ = 0, th× R = +∞ vµ miÒn héi t� D = R.+ NÕu ρ = +∞, th× R = 0 vµ miÒn héi t� D = {0}.Chøng minh. Gi¶ sö r»ng lim

n→∞

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣
= ρ (tr­êng hîp: lim

n→∞
n

√
an = ρ ®­î
 
høngminh t­¬ng tù).+ NÕu ρ ∈ (0,+∞) vµ |x| < 1

ρ
, th×

lim
n→∞

|an+1x
n+1|

|anxn|
= lim

n→∞

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣
|x| < ρ.

1

ρ
= 1.Theo dÊu hiÖu D'Alembert, 
huçi (*) héi t� tuyÖt ®èi, suy ra 
huçi (*) héi t�.+ NÕu ρ = 0, th×

lim
n→∞

|an+1x
n+1|

|anxn|
= lim

n→∞

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣
|x| = 0 ∀x ∈ R.VËy 
huçi (*) héi t� víi mäi x ∈ R.+ NÕu ρ = +∞ vµ |x| > 1

ρ
, th×

lim
n→∞

|an+1x
n+1|

|anxn|
= lim

n→∞

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣
|x| > 1 ∀x ∈ R \ {0}.Theo dÊu hiÖu D'Alembert, ta 
ã 
huçi hµm (*) ph©n kú. 2VÝ d� 4.30. T×m miÒn héi t� 
ña 
¸
 
huçi lòy thõa sau:

i)

+∞
∑

n=0

xn

n!
.

ii)

+∞
∑

n=1

nnxn.

iii)
+∞
∑

n=1

xn

(n+1
n
)n2

.Gi¶i i) §Æt an = 1
n!
. Khi ®ã

lim
n→∞

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣
= lim

n→∞
1

n+ 1
= 0.166
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Theo ®Þnh lý 4.29, ta 
ã miÒn héi t� lµ D = R.ii) §Æt an = nn. Khi ®ã
lim
n→∞

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣
= lim

n→∞
n = +∞.Theo ®Þnh lý 4.29, ta 
ã miÒn héi t� lµ D = {0}.iii) §Æt an = 1

(n+1

n
)n2

. Khi ®ã
lim
n→∞

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣
= lim

n→∞

( n

n+ 1

)n

=
1

e
⇒ R =

1

ρ
= e.X�t t¹i x : x = −e, 
huçi (*) 
ã d¹ng

+∞
∑

n=1

(−1)nen

(n+1
n
)n2Tõ vÝ d� 2.8, d·y (en) : en = (1 + 1

n
)n ®¬n ®iÖu t¨ng ®Õn e, suy ra

lim
n→∞

∣

∣

∣

(−1)nen

(n+1
n
)n2

∣

∣

∣
= lim

n→∞

( e

(1 + 1
n
)n

)n

> 1.VËy 
huçi (*) kh«ng héi t� t¹i x = e vµ x = −e. Theo ®Þnh lý 4.29, ta 
ã miÒnhéi t� lµ D = (−e, e).4.5.4. TÝnh héi t� ®Òu 
ña 
huçi lòy thõa§Þnh lý 4.31. NÕu 
huçi lòy thõa (*) 
ã b¸n kÝnh héi t� R > 0, th× víi mäi
R′ : 0 < R′ < R, ta 
ã 
huçi (*) héi t� ®Òu trªn [−R′, R′].Chøng minh. V× R′ ∈ (0, R), nªn 
huçi sè

+∞
∑

n=0

|anR′n|héi t�. Víi mäi x0 : x0 ∈ [−R′, R′], ta 
ã |anxn
0 | ≤ |anR′n| ∀n. Theo ®Þnh lý4.21, ta 
ã 
huçi (*) héi t� ®Òu trªn [−R′, R′]. 2§Þnh lý 4.32. Cho 
huçi lòy thõa (*) 
ã b¸n kÝnh héi t� R > 0. §Æt

f(x) =

+∞
∑

n=0

anx
n.Khi ®ãi) Hµm sè f(x) liªn t�
 trªn (−R,R). 167
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ii) x
∫

0

f(t)dt =
+∞
∑

n=0

x
∫

0

ant
ndt =

+∞
∑

n=0

an
n+1x

n+1 ∀x ∈ (−R,R).iii) f ′(x) =
+∞
∑

n=1
nanx

n−1 ∀x ∈ (−R,R).Chøng minh. i) Do hµm sè anx
n liªn t�
 trªn R ∀n vµ theo ®Þnh lý 4.31, ta 
ã

f(x) liªn t�
 trªn (−R,R).ii) Theo ®Þnh lý 4.25, víi hµm sè fk(x) = anx
n liªn t�
 trªn [0, x] ∀x ∈ (−R,R)vµ 
huçi +∞

∑

n=0

anx
n héi t� ®Òu ®Õn hµm sè f(x) trªn (−R,R). Do vËy, ta 
ã

x
∫

0

f(t)dt =

+∞
∑

n=0

x
∫

0

ant
ndt =

+∞
∑

n=0

an
n+ 1

xn+1 ∀x ∈ (−R,R).iii) Ta sÏ 
høng minh 
huçi lòy thõa +∞
∑

n=1
nanx

n−1 héi t� ®Òu trªn (−R,R).ThËt vËy, víi x ∈ (−R,R) \ {0}, tån t¹i r sao 
ho |x| < r < R. Tõ 
huçi sè
+∞
∑

n=1

anr
n héi t�, suy ra lim

n→∞
anr

n = 0, theo ®Þnh nghÜa
∀ǫ > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0 : |anrn| < ǫ.Khi ®ã

|nanxn−1| = n|an|rn
∣

∣

∣

x

r

∣

∣

∣

n−11

r
<

ǫn

r

∣

∣

∣

x

r

∣

∣

∣

n−1

.Víi x :
∣

∣

∣

x
r

∣

∣

∣
< 1 ⇒

+∞
∑

n=1

ǫn
r

∣

∣

∣

x
r

∣

∣

∣

n−1 héi t� (theo dÊu hiÖu D'Alembert). VËy 
huçi lòythõa +∞
∑

n=1
nanx

n−1 héi t� trªn [−r, r]. Theo ®Þnh lý 4.31, 
huçi lòy thõa +∞
∑

n=1
nanx

n−1héi t� ®Òu trªn (−R,R). VËy hµm sè f(x) tháa m·n tÊt 
¶ 
¸
 gi¶ thiÕt 
ña ®Þnhlý 4.26, ta 
ã iii) ®­î
 
høng minh. 2VÝ d� 4.33. TÝnh tæng
f(x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ ...+ (−1)n−1x

n

n
+ ... víi x ∈ (−1, 1).Gi¶i Ta 
ã 
huçi

f(x) =
∞
∑

n=1

(−1)n−1x
n

n168
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héi t� trªn (−1, 1). Khi ®ã
f ′(x) = 1− x+ x2 − x3 + ...+ (−1)nxn + ... =

1

1 + x
∀|x| < 1.LÊy nguyªn hµm hai vÕ

f(x) =

∫

dx

1 + x
= ln(1 + x) + C.Thay x = 0 vµo f(x), ta nhËn ®­î


f(0) = C = 0.VËy f(x) = ln(1 + x) ∀x ∈ (−1, 1).4.5.5. Khai triÓn hµm sè thµnh 
huçi lòy thõaGi¶ sö hµm f(x) 
ã ®¹o hµm mäi 
Êp t¹i l©n 
Ën ®iÓm x0. Chuçi Taylor 
ña hµm
f(x) t¹i l©n 
Ën 
ña ®iÓm x0 lµ mét 
huçi lòy thõa d¹ng:
S(x) = f(x0)+

f ′(x0)

1!
(x−x0)

1+
f ′′(x0)

2!
(x−x0)

2+ ...+
f (n)(x0)

n!
(x−x0)

n+ ...Trong tr­êng hîp ®Æ
 biÖt, 
huçi Ma
laurin 
ña hµm f(x) t¹i l©n 
Ën 
ña ®iÓm
x0 lµ mét 
huçi lòy thõa 
ã d¹ng

S(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x1 +

f ′′(0)

2!
x2 + ...+

f (n)(0)

n!
xn + ...VÊn ®Ò mµ ta quan t©m ë ®©y lµ: f(x) = S(x)? Ta x�t vÝ d� d­íi ®©y.VÝ d� 4.34. Cho hµm sè

f(x) =
1

1− x
+ ϕ(x) víi ϕ(x) = 





e−
1

x
2 nÕu x 6= 0

0 nÕu x = 0.Chøng minh r»ng: S(x) 6= f(x) ∀x ∈ (−1, 1) \ {0}.Gi¶i Ta dÔ dµng 
høng minh ®­î
 r»ng
ϕ(k)(0) = 0 vµ ( 1

1− x

)(k)

=
k!

(1− x)k+1
∀k = 0, 1, 2, ...Khi ®ã, ta 
ã

f (k)(0) = k! ∀k = 0, 1, 2, ...169
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Thay f (k)(0) vµo biÓu thø
 S(x), ta nhËn ®­î
 S(x) 
ã d¹ng tæng v« h¹n 
¸
 sèh¹ng 
ña 
Êp sè nh©n lïi v« h¹n (
«ng béi q : |q| < 1)
S(x) =

+∞
∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn =

+∞
∑

n=0

xn =
1

1− x
6= 1

1− x
+ϕ(x) = f(x) ∀x ∈ (−1, 1)\{0}.Khi nµo th× dÊu "=" x¶y ra?§Þnh lý 4.35. NÕu f(x) kh¶ vi mäi 
Êp t¹i l©n 
Ën 
ña ®iÓm x0 vµ

lim
n→∞

Rn(x) = lim
n→∞

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x−x0)

n+1 = 0 víi ξ = λx0+(1−λ)x, λ ∈ (0, 1),th× f(x) = S(x). Hay
f(x) = f(x0)+

f ′(x0)

1!
(x−x0)

1+
f ′′(x0)

2!
(x−x0)

2+ ...+
f (n)(x0)

n!
(x−x0)

n+ ...Chøng minh Theo m�
 4.5, ta 
ã
f(x) = Pn(x) +Rn(x),trong ®ã

Pn(x) =
n

∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k, Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 = 0víi ξ = λx0 + (1− λ)x, λ ∈ (0, 1).Khi ®ã
f(x) = lim

n→∞
Rn(x) + lim

n→∞
Pn(x) = lim

n→∞
Pn(x).

2§Þnh lý 4.36. NÕu f(x) 
ã ®¹o hµm mäi 
Êp t¹i l©n 
Ën 
ña ®iÓm x0 vµ trongl©n 
Ën nµy 
ã
|f (k)(x)| ≤ M ∀k ∈ N,th× f(x) = S(x). Hay

f(x) = f(x0)+
f ′(x0)

1!
(x−x0)

1+
f ′′(x0)

2!
(x−x0)

2+ ...+
f (n)(x0)

n!
(x−x0)

n+ ...
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Chøng minh Ta 
ã
+∞
∑

n=0

1

(n+ 1)!
(x−x0)

n+1 = (x−x0)(e
x− ex0) ⇒

+∞
∑

n=0

1

(n+ 1)!
(x−x0)

n+1 héi t�.Theo ®Þnh lý 4.4, ta 
ã
lim
n→∞

1

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 = 0 ⇒ lim
n→∞

1

(n+ 1)!
|x− x0|n+1 = 0.Khi ®ã,

lim
n→∞

|Rn(x)| = lim
n→∞

|f
(n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1| ≤ lim
n→∞

M

(n+ 1)!
|x− x0|n+1 = 0.VËy lim

n→∞
Rn(x) = 0. Theo ®Þnh lý 4.35, ®Þnh lý ®­î
 
høng minh. 2VÝ d� 4.37. (C«ng thø
 Euler)Chøng minh r»ng:

eαi = cosα + i sinα.Gi¶i Theo 
«ng thø
 khai triÓn Taylor, ta dÔ dµng tÝnh ®­î
 r»ng
sin x = x− x3

3!
+

x5

5!
− ...+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ ...

cosx = 1− x2

2!
+

x4

4!
− ...+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ ...

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ ...+

xn

n!
+ ...Chó ý r»ng i2n = (−1)n, ta 
ã

eix =1 +
ix

1!
+

(ix)2

2!
+ ...+

(ix)n

n!
+ ...

=1− x2

2!
+

x4

4!
− ...+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ ...

+ i
(

x− x3

3!
+

x5

5!
− ...+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ ...

)

=cosx+ i sinx.4.6. Chuçi Fourier34.6.1. Chuçi l­îng gi¸
321.3.1768-16.5.1830, Joseph Fourier lµ mét nhµ To¸n hä
 ng­êi Ph¸p. C¸
 
«ng tr×nh 
ña «ng vÒ VËt lý liªnquan ®Õn lý thuyÕt nhiÖt, vÒ To¸n hä
 liªn quan ®Õn 
¸
 ph­¬ng tr×nh vi ph©n vµ 
huçi l­îng gi¸
.171
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Lµ mét 
huçi hµm sè 
ã d¹ng
a0
2
+

+∞
∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx),
(∗)trong ®ã ak, bk : const ∀k ∈ N.X�t hÖ 
¸
 hµm sè

H = {1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, ...}.Ta dÔ dµng 
høng minh ®­î
 r»ng: HÖ H 
ã tÝnh trù
 giao, nghÜa lµ
π

∫

−π

α(x)β(x)dx = 0 ∀α(x) 6= β(x) ∈ H.Ta x�t sù héi t� ®Òu 
ña 
huçi hµm (*).§Þnh lý 4.38. NÕu hai 
huçi sè +∞
∑

n=0

an vµ +∞
∑

n=0

bn héi t� tuyÖt ®èi, th× 
huçi l­înggi¸
 (*) héi t� ®Òu vµ héi t� tuyÖt ®èi trªn R.Chøng minh Tõ
|an cosnx+ bn sinnx| ≤ |an|+ |bn| ∀x ∈ Rvµ gi¶ thiÕt 
ho hai 
huçi sè +∞

∑

n=0
|an| vµ +∞

∑

n=0
|bn| héi t�, theo ®Þnh lý 4.21, suy ra
huçi l­îng gi¸
 (*) héi t� ®Òu vµ héi t� tuyÖt ®èi trªn R. 2§Þnh lý 4.39. NÕu hai d·y sè d­¬ng (an) vµ (bn) ®¬n ®iÖu gi¶m vµ héi t� vÒ 0,th× 
huçi l­îng gi¸
 (*) héi t� trªn miÒn D = R \ {k2π : k ∈ Z}.Chøng minh §Æt

Sn =

n
∑

k=1

an cos kx, S̄n =

n
∑

k=1

an sin kx.+ Chøng minh r»ng: (Sn(x)) héi t� trªn D.
2 sin

x

2
.Sn(x) = a12 sin

x

2
cosx + a22 sin

x

2
cos 2x+ ...+ an2 sin

x

2
cosnx

= a1

(

sin(1 +
1

2
)x− sin(1− 1

2
)x
)

+ a2

(

sin(2 +
1

2
)x− sin(2− 1

2
)x
)

+ ...+ an

(

sin(n+
1

2
)x− sin(n− 1

2
)x
)

= an sin(n+
1

2
)x− a1 sin

x

2
+

n
∑

k=2

(ak+1 − ak) sin(k − 1

2
)x.172
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Tõ
|(ak−1 − ak) sin(k − 1

2
)x| ≤ |ak−1 − ak| = ak−1 − ak vµ

n
∑

k=2

(ak−1 − ak) = a1 − an → a1 khi n → ∞,theo dÊu hiÖu Weierstrass, suy ra
n

∑

k=2

(ak+1 − ak) sin(k − 1

2
)x héi t� tíi S0(x).KÕt hîp ®iÒu nµy víi

lim
n→∞

an sin(n+
1

2
)x = 0,ta 
ã 2 sin x

2Sn héi t� tíi −a1 sin
x
2 +S0(x). Hay (Sn(x)) héi t� tíi −a1

2 + S1(x)
2 sin x

2

=

S(x) ∀x ∈ D.+ B»ng 
¸
h 
høng minh t­¬ng tù, ta 
òng 
høng minh ®­î
 r»ng 
huçi (S̄n(x))héi t� tíi S̄(x) khi n → ∞.VËy 
huçi (*) héi t� tíi S(x) + S̄(x) trªn miÒn D. 24.6.2. Khai triÓn Fourier 
ña hµm sè 
ã 
hu kú 2πCho hµm f(x) x¸
 ®Þnh trªn R vµ 
ã 
hu kú 2π. Hµm sè f(x) ®­î
 gäi lµ khaitriÓn ®­î
 thµnh 
huçi l­îng gi¸
, nÕu ta 
ã thÓ viÕt
f(x) =

a0
2
+

+∞
∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) ∀x ∈ R.Khi ®ã, nÕu 
ã thÓ 
huyÓn dÊu tÝ
h ph©n qua tæng v« h¹n (xem ®Þnh lý 4.25 ), th×ta 
ã
π

∫

−π

f(x)dx =

π
∫

−π

a0
2
dx+

+∞
∑

n=1

π
∫

−π

(an cosnx+ bn sinnx)dx

= πa0,

π
∫

−π

f(x) cosnxdx =

π
∫

−π

an cos
2 nxdx

= πan,173
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π
∫

−π

f(x) sinnxdx =

π
∫

−π

an sin
2 nxdx

= πbn.Nh­ vËy, ta 
ã
(∗∗)































a0 =
1
π

π
∫

−π

f(x)dx

ak =
1
π

π
∫

−π

f(x) coskxdx

bk =
1
π

π
∫

−π

f(x) sinkxdx ∀k ∈ N
∗.Khi ®ã, ta gäi 
huçi Fourier 
ña hµm sè f(x) lµ 
huçi l­îng gi¸
 
ã d¹ng

S(x) =
a0
2

+

+∞
∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) ∀x ∈ R,trong ®ã, 
¸
 hÖ sè a0, ak, bk ∀k ∈ N
∗ ®­î
 x¸
 ®Þnh bëi (**) gäi lµ 
¸
 hÖ sèFourier 
ña hµm sè f(x).VÊn ®Ò ta quan t©m lµ: Khi nµo S(x) = f(x)?§Þnh lý 4.40. (Diri
hlet4)Cho hµm sè f(x) tuÇn hoµn víi 
hu kú 2π tháa m·n mét trong hai ®iÒu kiÖn sautrªn [−π, π]:i) f(x) vµ f ′(x) liªn t�
 tõng khó
.ii) f(x) ®¬n ®iÖu tõng khó
 vµ bÞ 
hÆn.Khi ®ã, nÕu f(x) liªn t�
 t¹i x0, th×

f(x0) = S(x0),nÕu f(x) gi¸n ®o¹n t¹i x0, th×
S(x0) =

1

2

(

lim
x→x+

0

f(x) + lim
x→x−

0

f(x)
)

.(kh«ng 
høng minh).413.2.1805-5.5.1859, Gustav Lejeune Diri
hlet lµ nhµ To¸n hä
 lín ng­êi §ø
, 
òng lµ hä
 trß vµ lµ ng­êi rÊt h©mmé Gauss. C¸
 
«ng tr×nh nghiªn 
øu 
ña «ng liªn quan ®Õn lý thuyÕt sè, gi¶i tÝ
h, 
¬ hä
 vµ vËt lý to¸n. Sau khi«ng qua ®êi, bé ã
 
ña «ng ®­î
 b¶o qu¶n t¹i khoa sinh lý hä
 tr­êng §¹i hä
 Göttingen.174
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VÝ d� 4.41. T×m khai triÓn Fourier 
ña hµm sè tuÇn hoµn víi 
hu kú 2π
f(x) = x2 víi − π ≤ x ≤ π.Gi¶i TÝnh 
¸
 hÖ sè Fourier, ta 
ã

π2

3π−3π −2π 2ππ−π O

y

x

H×nh 1: BiÓu diÔn h×nh hä
 
ña f(x) = x2 x ∈ [−π, π], 
hu kú 2π

a0 =
1

π

π
∫

−π

x2dx =
2

π

π
∫

0

x2dx =
2π2

3
,

an =
1

π

π
∫

−π

x2 cosnxdx =
2

π

π
∫

0

x2 cosnxdx =
4(−1)n

n2
,

an =
1

π

π
∫

−π

x2 sinnxdx = 0.VËy khai triÓn Fourier 
ña hµm f(x) 
ã d¹ng
S(x) =

π2

3
− 4

(

cosx− cos 2x

22
+

cos 3x

32
− ...+

4(−1)n+1 cosnx

n2
+ ...

)

.Chó ý r»ng f(x) vµ f ′(x) liªn t�
 tõng khó
, theo ®Þnh lý 4.40, ta 
ã f(x) = S(x).4.6.3. Khai triÓn Fourier 
ña hµm sè 
ã 
hu kú 2TCho hµm f(x) x¸
 ®Þnh trªn R vµ 
ã 
hu kú 2T . B»ng 
¸
h ®æi biÕn
t =

πx

T
,175
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ta 
ã, hµm sè
g(t) = f(

T

π
t) tuÇn hoµn víi 
hu kú 2π.Nh­ vËy, theo 
høng minh trªn, khai triÓn Fourier 
ña hµm g(t) 
ã d¹ng

a0
2
+

+∞
∑

k=1

(ak cos kt+ bk sin kt) ∀t ∈ R,trong ®ã






























a0 =
1
π

π
∫

−π

g(t)dt

ak =
1
π

π
∫

−π

g(t) cos ktdt

bk =
1
π

π
∫

−π

g(t) sin ktdt ∀k ∈ N
∗.B»ng 
¸
h ®æi biÕn t → x, ta nhËn ®­î
 
huçi Fourier 
ña hµm f(x) 
ã d¹ng:

S(x) =
a0
2
+

+∞
∑

k=1

(ak cos
πkx

T
+ bk sin

πkx

T
) ∀x ∈ R,trong ®ã, 
¸
 hÖ sè Fourier a0, ak, bk ∀k ∈ N

∗ ®­î
 x¸
 ®Þnh bëi


































a0 =
1
T

T
∫

−T

f(x)dx = 1
T

2T
∫

0

f(x)dx

ak =
1
T

T
∫

−T

f(x) cos kπx
T
dx = 1

T

2T
∫

0

f(x) cos kπx
T
dx

bk =
1
T

T
∫

−T

f(x) sin kπx
T
dx = 1

T

2T
∫

0

f(x) sin kπx
T
dx ∀k ∈ N

∗.VÝ d� 4.42. T×m khai triÓn Fourier 
ña hµm sè tuÇn hoµn víi 
hu kú 2T = 2

f(x) = |x| víi − 1 ≤ x ≤ 1.Tõ ®ã tÝnh tæng
S =

1

12
+

1

32
+ ...+

1

(2n+ 1)2
+ ...Gi¶i TÝnh 
¸
 hÖ sè Fourier, ta 
ã
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1−1 O

x

y

2−2 3H×nh 2: BiÓu diÔn h×nh hä
 
ña f(x) = |x|, x ∈ [−1, 1], 
hu kú 2.
a0 =

1

T

T
∫

−T

f(x)dx = 2

1
∫

0

xdx = 1,

an =
1

T

T
∫

−T

f(x) cosnπxdx = 2

1
∫

0

x cosnπxdx = 2.
(−1)n − 1

n2π2
,

bn =
1

T

T
∫

−T

f(x) sinnπxdx = 0.VËy khai triÓn Fourier 
ña hµm f(x) 
ã d¹ng
S(x) =

1

2
− 2

π2

(cosπx

12
+

cos 3πx

32
+ ...+

cos(2n+ 1)πx

(2n+ 1)2
+ ...

)

.Chý ý r»ng f(x) vµ f ′(x) liªn t�
 tõng khó
, theo ®Þnh lý 4.40, ta 
ã f(x) = S(x).§Ó tÝnh tæng S, thay x = 0 vµo f(x), ta 
ã
0 =

1

2
− 2

π2

( 1

12
+

1

32
+ ...+

1

(2n+ 1)2
+ ...

)

.VËy
S =

π2

4
.4.6.4. Khai triÓn Fourier 
ña hµm sè x¸
 ®Þnh trªn [a, b].[a, b), (a, b], hay (a, b)Gi¶ sö 
ho hµm sè f(x) x¸
 ®Þnh trªn [a, b], ta th¸
 triÓn hµm f(x) thµnh hµm sè

F (x) x¸
 ®Þnh trªn R vµ 
ã 
hu kú 2T . Khi ®ã ta 
ã khai triÓn Fourier 
ña hµm
F (x) vµ 
òng 
ã khai triÓn Fourier 
ña hµm f(x) víi x ∈ [a, b]. Th¸
 triÕn hµm177
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f(x) → F (x) 
ã 
¸
 d¹ng sau:D¹ng 1. Chu kú 
ña hµm sè F (x) lµ 2T = b− a.VÝ d� 4.43. Cho hµm sè f(x) x¸
 ®Þnh trªn (0, 2]

f(x) =







x nÕu x ∈ (0, 1]

1 nÕu x ∈ (1, 2].T×m 
huçi Fourier 
ña hµm f(x).Gi¶i Th¸
 triÓn hµm f(x) → F (x) x¸
 ®Þnh trªn R vµ 
ã 
hu kú 2T = 2. TÝnh
¸
 hÖ sè Fourier, ta 
ã
a0 =

1

T

T
∫

−T

F (x)dx =

1
∫

0

xdx+

2
∫

1

1dx =
3

2
,

an =
1

T

T
∫

−T

F (x) cos
nπx

T
dx =

1
∫

0

x cosnπxdx+

2
∫

1

cosnπxdx =
(−1)n − 1

n2π2
,

bn =
1

T

T
∫

−T

F (x) sin
nπx

T
dx

=

1
∫

0

x sinnπxdx+

2
∫

1

sinnπxdx =
(−1)n + (−1)n − 1

nπ
= − 1

nπ
.VËy khai triÓn Fourier 
ña hµm F (x) 
ã d¹ng

1

−2−3 32−1 1O

y

x

H×nh 3: §å thÞ 
ña F (x) trong vÝ d� 4.43.
S(x) =

3

4
+

∞
∑

n=1

((−1)n − 1

n2π2
cosnπx− 1

nπ
sinnπx

)

.178
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Chý ý r»ng F (x) vµ F ′(x) liªn t�
 tõng khó
, theo ®Þnh lý 4.40, ta 
ã F (x) =

S(x). Hay
F (x) =

3

4
+

∞
∑

n=1

((−1)n − 1

n2π2
cosnπx− 1

nπ
sinnπx

)

.Thu gän hµm F (x) trªn (0, 2] 
ho khai triÓn Fourier 
ña hµm f(x)

f(x) =
3

4
+

∞
∑

n=1

((−1)n − 1

n2π2
cosnπx− 1

nπ
sinnπx

)

.D¹ng 2. Hµm sè F (x) 
h½n (®å thÞ ®èi xøng qua tr�
 Oy).VÝ d� 4.44. Cho hµm sè f(x) x¸
 ®Þnh trªn (0, 2]

f(x) =







x nÕu x ∈ (0, 1]

1 nÕu x ∈ (1, 2].H·y khai triÓn Fourier hµm sè f(x) thµnh 
¸
 hµm cosin.Gi¶i Th¸
 triÓn hµm f(x) → F (x) x¸
 ®Þnh bëi
F (x) =







|x| nÕu |x| ≤ 1

1 nÕu x ∈ [−2,−1) ∪ (1, 2].vµ tuÇn hoµn víi 
hu kú 2T = 4. TÝnh 
¸
 hÖ sè Fourier, ta 
ã
a0 =

1

T

T
∫

−T

F (x)dx =

1
∫

0

xdx+

2
∫

1

1dx =
3

2
,

an =
1

T

T
∫

−T

F (x) cos
nπx

T
dx =

1
∫

0

x cos
nπx

2
dx+

2
∫

1

cos
nπx

2
dx

=
4

n2π2
(cos

nπ

2
− 1)− 2

nπ
sin

nπ

2
,

bn =
1

T

T
∫

−T

F (x) sin
nπx

T
dx = 0.VËy khai triÓn Fourier 
ña hµm F (x) 
ã d¹ng179
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O

x

y

1−1 2−2

1

H×nh 4: §å thÞ 
ña F (x) trong vÝ d� 4.44.
S(x) =

3

4
+

∞
∑

n=1

an cos
nπx

2
.Chý ý r»ng F (x) vµ F ′(x) liªn t�
 tõng khó
, theo ®Þnh lý 4.40, ta 
ã F (x) =

S(x). Thu gän hµm F (x) trªn (0, 2] 
ho khai triÓn Fourier 
ña hµm f(x)

f(x) =
3

4
+

∞
∑

n=1

( 4

n2π2
(cos

nπ

2
− 1)− 2

nπ
sin

nπ

2

)

cos
nπx

2
.D¹ng 3. Hµm sè F (x) lÎ (®å thÞ ®èi xøng qua t©m O)VÝ d� 4.45. Cho hµm sè f(x) x¸
 ®Þnh trªn (0, 2]

f(x) =







1− x nÕu x ∈ (0, 1]

0 nÕu x ∈ (1, 2].H·y khai triÓn Fourier hµm sè f(x) thµnh 
¸
 hµm sin.Gi¶i Th¸
 triÓn hµm f(x) → F (x) x¸
 ®Þnh bëi
F (x) =























1− x nÕu 0 < x ≤ 1

−(x+ 1) nÕu − 1 ≤ x ≤ 0

0 nÕu x ∈ [−2,−1) ∪ (1, 2].
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vµ tuÇn hoµn víi 
hu kú 2T = 4. TÝnh 
¸
 hÖ sè Fourier, ta 
ã
a0 =

1

T

T
∫

−T

F (x)dx =

0
∫

−1

(1 + x)dx+

1
∫

0

(1− x)dx = 0,

an =
1

T

T
∫

−T

F (x) cos
nπx

T
dx = 0,

bn =
1

T

T
∫

−T

F (x) sin
nπx

T
dx = 2

1
∫

0

(1− x) sin
nπx

2
dx =

2

nπ
− 4 sin nπ

2

n2π2
.VËy khai triÓn Fourier 
ña hµm F (x) 
ã d¹ng

O

x

y

1

−1−2

2

−3

3

1

−1

H×nh 5: §å thÞ 
ña F (x) trong vÝ d� 4.45.
S(x) = 4

∞
∑

n=1

( 1

nπ
− 2 sin nπ

2

n2π2

)

sin
nπx

2
.Chý ý r»ng F (x) vµ F ′(x) liªn t�
 tõng khó
, theo ®Þnh lý 4.40, ta 
ã F (x) =

S(x). Thu gän hµm F (x) trªn (0, 2] 
ho khai triÓn Fourier 
ña hµm f(x) d¹ng
f(x) = 4

∞
∑

n=1

( 1

nπ
− 2 sin nπ

2

n2π2

)

sin
nπx

2
.
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Bµi tËp 
h­¬ng 4Bµi 4.1. TÝnh 
¸
 tæng sau:
1)

+∞
∑

n=1

1

2n−1
®s : 2.

2)

+∞
∑

n=1

(−1)n

3n−1
®s : −3

4
.

3)

+∞
∑

n=2

1

4n2 − 9
®s : 23

15
.

4)
+∞
∑

n=2

1

n(n+ 2)(n+ 4)
®s : 1

2
.

5)
+∞
∑

n=1

( 3
√
n+ 2− 2 3

√
n+ 1 + 3

√
n) ®s : 1− 3

√
2.

6)
+∞
∑

n=1

2n+ 1

n2(n+ 1)2
®s : 1.

7)

+∞
∑

n=1

ln
n

n+ 1
®s : −∞.

8)

+∞
∑

n=1

(−1)n + 1

n
®s : ph©n kú.

9)

+∞
∑

n=2

(
√
n+ 2− 2

√
n+ 1 +

√
n) ®s : 1−√

2.

10)
+∞
∑

n=0

log2n+1
3 2 ®s : log3 2

1− log23 2
.Bµi 4.2. Dïng ®Þnh lý Cau
hy, x�t sù héi t� 
ña 
¸
 
huçi sau:

1)
+∞
∑

n=1

cosnx− cos(n+ 1)x

n
®s : héi t�.

2)
+∞
∑

n=1

cosxn

n2
®s : héi t�.
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3)

+∞
∑

n=1

(−1)n+1

n
®s : ph©n kú, x�t: |S6n − S3n|.

4)
+∞
∑

n=1

1
√

n(n+ 1)
®s : ph©n kú, x�t: |S2n − Sn|.Bµi 4.3. Dïng dÊu hiÖu so s¸nh, x�t sù héi t� 
ña 
¸
 
huçi sau:

1)
+∞
∑

n=1

n+ 2

nn
®s : héi t�.

2)
+∞
∑

n=1

1

log2(n
2 + 1)

®s : ph©n kú.
3)

+∞
∑

n=1

n+ 1

(n+ 4)2n
®s : héi t�.

4)
+∞
∑

n=1

n+ 2
√

(n2 + 1)(n4 + 3n− 1)
®s : héi t�.

5)

+∞
∑

n=1

lnn

n
®s : ph©n kú.

6)

+∞
∑

n=1

n2 + 2

3n
®s : héi t�.

7)
+∞
∑

n=1

1

n cosn
®s : héi t�.

8)
+∞
∑

n=1

sin
n+ 2

n3
√
3n+ 1

®s : héi t�.
9)

+∞
∑

n=1

arcsin3
1

np
, p > 0 ®s : p >

1

3
→ héi t�, p ≤ 1

3
→ ph©n kú.

10)

+∞
∑

n=1

(1− cos
1

np
), p > 0 ®s : p >

1

2
→ héi t�, p ≤ 1

2
→ ph©n kú.Bµi 4.4. Dïng dÊu hiÖu D'alembert, x�t sù héi t� 
ña 
¸
 
huçi sau:

1)

+∞
∑

n=1

4.7.10...(3n+ 1)

2.6.10...(4n− 2)
®s : héi t�.

2)

+∞
∑

n=1

n+ 1

2n
®s : héi t�.183

PTIT



3)

+∞
∑

n=1

(n+ 4)

6n
®s : héi t�.

4)
+∞
∑

n=1

1.3.5...(2n+ 1)

3n+1n!
®s : héi t�.

5)
+∞
∑

n=1

n+ 1

2n− 1
sin

2

n4
®s : héi t�.

6)
+∞
∑

n=1

4n

n!
®s : héi t�.

7)
+∞
∑

n=1

n!

n
√
n

®s : ph©n kú.
8)

+∞
∑

n=1

(
n

n+ 2
)n+1 ®s : ph©n kú.

9)

+∞
∑

n=1

2n + n2 − 1

3n + 2n+ 3
®s : héi t�.

10)
+∞
∑

n=1

(n!)2

(2n)!
®s : héi t�.Bµi 4.5. Dïng dÊu hiÖu Cau
hy, x�t sù héi t� 
ña 
¸
 
huçi sau:

1)
+∞
∑

n=1

( n+ 1

3n− 1

)2n+1 ®s : héi t�.
2)

+∞
∑

n=1

(

cos
2

n

)
1

n+1 ®s : héi t�.
3)

+∞
∑

n=1

1

2n

(2n+ 1

2n− 1

)n2+1 ®s : héi t�.
4)

+∞
∑

n=1

2n
( n

n+ 3

)n2−1 ®s : h«i t�.
5)

+∞
∑

n=1

arctann
n+ 1

n+ 5
®s : héi t�.

6)
+∞
∑

n=1

(

1 + arcsin
1

2n2 + 1

)
1

3n+4 ®s : héi t�.
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7)

+∞
∑

n=1

3(−1)n+2n ®s : ph©n kú.
8)

+∞
∑

n=1

3(−1)n−2n ®s : héi t�.
9)

+∞
∑

n=1

(2n+ (−1)n

3n− 4

)2n+5 ®s : héi t�.
10)

+∞
∑

n=1

arccos2n−1 n+ 1

2n+ 3
®s : héi t�.Bµi 4.6. Dïng dÊu hiÖu tÝ
h ph©n, x�t sù héi t� 
ña 
¸
 
huçi sau:

1)

+∞
∑

n=1

2n

n2 + 4
®s : ph©n kú.

2)

+∞
∑

n=2

1

n ln5 n
®s : héi t�.

3)

+∞
∑

n=3

1

n lnn ln(lnn)
®s : ph©n kú.

4)
+∞
∑

n=1

1√
1 + n 3

√
1 + n2

®s : héi t�.
5)

+∞
∑

n=0

√
n3

1 + n2
®s : ph©n kú.

6)
+∞
∑

n=1

n lnn
√

(1 + n2)3
®s : héi t�.

7)

+∞
∑

n=1

nme−n, m ∈ N ®s : ph©n kú.
8)

+∞
∑

n=2

lnn

n
√
n2 − 1

®s : héi t�.
9)

+∞
∑

n=1

n√
e3n − 4

®s : héi t�.
10)

+∞
∑

n=1

1 + n2

1 + n4
®s : héi t�.
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Bµi 4.7. Dïng dÊu hiÖu Leibniz, x�t sù héi t� 
ña 
¸
 
huçi sau:
1)

+∞
∑

n=1

(−1)n

2n+ 4
®s : héi t�.

2)

+∞
∑

n=2

(−1)n+1

n ln5 n
®s : héi t�.

3)

+∞
∑

n=3

(−1)n log2 n

n
®s : héi t�.

4)

+∞
∑

n=1

(−1)n+2 1 + n2

n2 − n+ 1
®s : ph©n kú.

5)
+∞
∑

n=0

(−1)n(
n

√
3− 1) ®s : héi t�.

6)
+∞
∑

n=2

(−1)n
√
n

n− 1
®s : héi t�.

7)
+∞
∑

n=2

(−1)n√
n+ (−1)n

®s : ph©n kú.
8)

+∞
∑

n=3

(−1)n(2n+ 19)

3n2 + n+ 1
®s : héi t�.

9)

+∞
∑

n=1

(−1)n
n2

en
®s : héi t�.

10)
+∞
∑

n=1

cosnπ

n sin 1
n

®s : ph©n kú.Bµi 4.8. Kh¶o s¸t sù héi t� ®Òu 
ña 
¸
 hµm sè sau:
1)

+∞
∑

n=1

xn−1 trªn D = [−1

2
,
1

2
] : héi t� ®Òu.

2)
+∞
∑

n=1

(−1)nxn

√
n

trªn D = [0, 1] : héi t� ®Òu.
3)

+∞
∑

n=1

(−1)n

3
√
n

trªn D = [0,+∞) : héi t� ®Òu.
4)

+∞
∑

n=1

√
xe−nx trªn D = [0,+∞) : kh«ng héi t� ®Òu.186
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5)

+∞
∑

n=1

ln(1 +
x

n ln2(n+ 1)
) trªn D = [0, 2] : héi t� ®Òu.

6)
+∞
∑

n=1

cosnx

n
trªn D = [0,+∞) : héi t� ®Òu.

7)
+∞
∑

n=1

1

(x+ 2n)(x+ 2n+ 2)
trªn D = [0,+∞) : héi t� ®Òu.

8)

+∞
∑

n=1

(−1)n

2n+ cosnx
trªn D = R : héi t� ®Òu.

9)

+∞
∑

n=1

√

sinnx√
2x4 + n4 + 1

trªn D = R : héi t� ®Òu.
10)

+∞
∑

n=1

1

2n
√
1 + 3nx

trªn D = [0,+∞) : héi t� ®Òu.Bµi 4.9. T×m miÒn héi t� 
ña 
¸
 
huçi lòy thõa sau:
1)

+∞
∑

n=0

(x3 − 2)n

n!
®s : D = R.

2)

+∞
∑

n=1

(
4

11
)n
(x+ 2)n

n
®s : D = [−19

4
,
3

4
).

3)
+∞
∑

n=1

xn

2
√
n

®s : D = [−1, 1].

4)
+∞
∑

n=1

n!2n

nn
(x+ 1)2n ®s : D = (−

√

e

2
− 1,

√

e

2
− 1).

5)
+∞
∑

n=1

n!2n

(2n)!
(3x+ 4)2n ®s : D = R.

6)

+∞
∑

n=1

(2x+ 1)n

nn
®s : D = R.

7)

+∞
∑

n=1

2nx2n−1

(4n− 3)2
®s : D = [− 1√

2
,
1√
2
].
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8)

+∞
∑

n=1

(−1)n−14nxn

n2
®s : D = [−1

4
,
1

4
].

9)
+∞
∑

n=1

(−1)n(x− 1)6n+3

2n+ 1
®s : D = [0, 2].

10)
+∞
∑

n=1

(−1)n(x+ 1)2n+1

32n+1(2n+ 1)
®s : D = [−2, 4].Bµi 4.10. Khai triÓn Fourier 
¸
 hµm sè sau:

1)f(x) = π−x
2 víi x ∈ (0, 2π) theo sin.®s : ∞

∑

n=1

sinnx
n

.

2)f(x) = cos x
2 víi x ∈ (−π, π), 
hu kú 2π.®s : cos x

2 = 2
π
+ 1

π

+∞
∑

n=1

(−1)n cosnx
1

4
−n2

.3) f(x)=






6 nÕu 0 < x < 2

3x nÕu 2 < x < 4.®s : a0 = 15
2 , an =







12
π2n2 nÕu n /∈ 2N

0 nÕu n ∈ 2N,

bn = − 6
πn
.

4)f(x) = cos x
2
x ∈ (0, 2π], 
hu kú 2T = 4π.®s : a0 = 0, an = 0, bn = 8n

π(2n−1)(2n+1).

5)f(x) = x sinx x ∈ [−π, π].®s : a0 = −2, a1 = −1
2, an = 2

n2−1 (n ≥ 2), bn = 0.

6)f(x) = x cosx x ∈ (0, π) theo cosin.Tõ ®ã tÝnh tæng S =
∞
∑

n=1

4n2+1
(4n2−1)2 .®s : − 2

π
+ π

2 cosx− 4
π

∞
∑

n=1

4n2+1
(4n2−1)2 cos 2nx, S = π2

8 + 1
2.

7)f(x) = x cosx x ∈ (0, π) theo sin.®s : −1
2
sin x+ 2

∞
∑

n=2

(−1)n n
n2−1

sinnx.

8)f(x) =







0 nÕu − 3 < x ≤ 2

x nÕu 2 < x < 3.
Tõ ®ã tÝnh tæng S =

∞
∑

n=1

1

(2n− 1)2188
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®s : 3
4 − 6

π2

∞
∑

n=1

1
(2n−1)2 cos

(2n−1)πx
3 − 3

π

∞
∑

n=1

(−1)n

n
sin nπx

3 , S = π2

8 , (x = 0).

9)f(x) =







0 nÕu π
2 ≤ |x| ≤ π

cosx nÕu |x| < π
2 .trªn [−π, π].®s : 1

π
+ 1

2 sinx−
∞
∑

n=1

2
π(4n2−1) cos 2nx

10)f(x) =























x nÕu 0 ≤ x ≤ 1

1 nÕu 1 < x < 2.

3− x nÕu 2 ≤ x ≤ 3.theo 
¸
 hµm 
osin.®s : 2
3
+ 3

π2

∞
∑

n=1

cos 2nπ

3
−1

n2 cos 2nπx
3

.
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