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Chuong 5

PHAN PHOI XAC SUAT DONG
THOI VA MAU NGAU NHIEN

Gi6i thieu

Trong chuong 3 va 4, chiing ta da phat trién cidc mo hinh xac suat cho mot bién
ngau nhién don bién. Nhiéu van dé vé x4c suat thong ké lien quan dén cac bién ngiu
nhién dong thai. Trong chuong nay, dau tién ching ta thio luan vé cdc mo hinh xac
suat dong thoi clia cac bién ngau nhién, diac biét nhan manh vho trudng hgp trong
d6 cac bién s6 doc lap véi nhau. Sau d6 ching ta nghién citu cac gia tri ki vong clia
cac ham s6 clia cac bién ngdu nhién, gdm hiep phuong sai va twong quan dé do mic
do lien két giita hai bién.

Ba phan cudi clia chuong xem xét cic ham ctia n bién ngau nhien X, Xs, ..., X,,,
va tap trung dic biét vao trung binh cta ching (X; +... + X,,) /n. Mot ham nhu vay
khong nhitng 14 mot bién ngau nhien ma con 1a mot théng ké. Cac phuong phap tit
xac suat sé duge st dung dé 1ay thong tin cho phan phdi ctia mot théng ké. Ta dudc
két qua dau tien 1a Dinh 1y gi6i han trung tam (Central Limit Theorem), c¢o s§ cho

nhiéu quy trinh suy luan lien quan dén kich ¢d mau 16n.

5.1 Phan phéi dong thoi ctia cac bién ngau nhién

Co6 rat nhiéu tinh hudng thi nghiém trong d6 ¢6 nhiéu hon mot bién ngau
nhién duge ngudi quan siat quan tam. Trudc tién ching ta xem xét phan phdi xac

suat dong thoi cho hai bién ngau nhién rdi rac, sau dé cho hai bién lién tuc va cudi
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cung cho nhiéu hon hai bién.

5.1.1 Hai bién ngau nhién rdi rac

Ham xac suat khdi ciia mot bién ngdu nhién roi rac don X xac dinh xac suat
khéi duge dit tréen mbi gia tri c6 thé ctia X. Ham xédc suat khéi dong thoi ctia hai

bién roi rac X va Y mo ta xac suat khoi duge dit tren mdi cip gia tri (z,y).

Dinh nghia 5.1.1. Cho X va Y la hai bién roi rac dugc dinh nghia trén khong
gian mau € clia mot phép thi. Ham xac suét khéi p(z, y) cho méi cap s6 (z,y) duge

dinh nghia béi
plr,y) = P(X =zand Y =y)
thoa p(z,y) > 0 va X, X, p(x,y) = 1.

Vi du 5.1 Cho bién ngdu nhien rdi rac X 1a chiéu cao sinh vién (mét) véi tap gia
tri 1,5 ; 1,6 ; 1,7, bién ngdu nhién Y 1a can ning cla sinh vién (kg) v6i tap gia tri

12 50; 60; 65 va bang phan phdi xac suat dong thoi ctia X va Y nhu sau:

Y
pxy | 90 60 65
X 15|01 02 01
16 | 02 005 01
1,7 10,06 0,1 0,1

Khi d6 tinh cac xac suét
p(1,5:60) = P(X = 1,5;Y = 60) = 0,2
P(Y > 60) = p(1, 5; 60)+p(1, 6; 60)+-p(1, 7; 60)+p(1, 5; 65) +p(1, 6; 65)+p(1, 7; 65) =
0,240,06+0,140,14+0,14+0,1=0,65
P(X =1,6)=0,2+0,05+0,1=0,35

Dinh nghia 5.1.2. Ham xac suat khdi bién duyén cta X, duge ki hieu 1a py,
dugc dinh nghia px(z) = S0 p(z,y) voi mdi gia tri c6 thé cla z.
Tuong tu, ham xac suét khéi bien duyén cta Y 1a py (y) = Xpp@y)=op(2,y) vOi

moi gia tri ¢6 the cia y.

......................................................................... Trang 10
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Viéc stt dung tir "bien duyen" ¢ day 1a két qua cta thyc té rang néu ham xac
suat khéi dong thoi duge bidu dién trong mot bang chit nhat, thi cic tong xac suat
cac hang (cot) chinh 1a xéc suat khoi bien duyen ctia X vh cdc tong xac suat cia

cac c¢ot (hang) chinh 13 xdc suat khodi bien duyen cta Y.

Vi du 5.2 (st dung dit liéu ctia vi du 5.1)

Y
pxy | 90 60 65
X 15|01 02 01
1,6 | 0,2 0,06 0,1
17 1005 01 01

px(1,5) = p(1,5;50) + p(1,5;60) + p(1,5:65) = 0,1+ 0,2+ 0,1 =0,4
px(1,6) = p(1,6;50) + p(1,6; 60) + p(1,56;65) = 0,2+ 0,05 + 0,1 = 0,35
px(1,7) = p(1,7;50) + p(1,7;60) + p(1,7;65) = 0,05+ 0,1+ 0,1 = 0,25

Vay ham xac suat khoi bien duyen cia X la:

0,4 néuX =15
px(z) =4¢0,35 néuX =1,6
0,25 néuX =1,7

Tuong tir hdly tinh ham xac suat khoéi bién duyén cho Y7

5.1.2 Hai bién ngiu nhién lién tuc

Xac suat ma gia tri quan sat thiy clia mot bién ngau nhién lién tuc X nim trong
mot tap hop mot chiéu A( vi du mot khodng)co duge bing cach 1ay tich phan ham
mat do f(x) tren tap A. Tuong tu nhu vay, xac suat ma cap (X,Y) cia cac bién
ngau nhién lién tuc roi vao tap hai chiéu A ( vi du hinh chit nhat) ¢6 duge bang
cach 1ay tich phan mot ham goi tén 1a ham mat do dong thoi .
Dinh nghia 5.1.3. Cho X vA Y Ila cac bién ngiu nhién lién tuc. Mot ham
mat do dong thoi f(x,y) cho hai bién nay la mot ham théa f(z,y) > 0 vi
fj;o fj;o f(z,y)dxdy =1 . Khi d6 v6i tap 2 chiéu A ta co:

P[(X,Y) e A] = ffAf(x,y)dacdy

Dic biet, néu A 1a hinh chit nhat 2 chiéu (z,y) :a <z < b,c <y < d thi

......................................................................... Trang 11
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P(X,Y)€Al=Pla<z<bec<y<d) =["[*f(z,y)drdy

Ham mat do bien duyén ctia mdi bién c6 thé c6 duge bing céch tuong ty nhu ta
tim cho truong hop bién 2 chiéu roi rac. Ham mat do bién duyén cia X tai gid tri
x ¢6 duge khi ta ¢6 dinh z trong cip (z,y) va lay tich phan ham mat do dong thoi
theo 3. Con néu lay tich phan ham mat do dong thai theo x thi dugc ham mat do
bién duyén theo Y.

Dinh nghia 5.1.4. Haim mat d6 xac suat bién duyén cia X va Y , duge ki
higu fx(z) va fy(y) , duge cho bdi cong thie:

(x) f f(z,y)dy véi —o0 < < 00
v (y) f f(z,y)dr véi —o0 <y < 00

Vi du 5.3 Mot ngan hang mdé hai loai dich vu A va B, ngau nhién chon 1 ngay, goi
X la tilé thoi gian ma dich vu A duge sit dung, va Y la ti 1é thai gian dich vu B dugc
dung. Thi tap hop (X,Y) 1a mot hinh chit nhat D = {(z,y) : 0 <z <1,0<y <1}
Gia st ham mat do dong thoi clia (X,Y) cho bdi

Sr4+9?) v 0<x<1,0<y<1
fle,y)=q° .
0 noi khéc
Chid ¢ réing diéu kién cha ham mat do dong thoi 1a [ [~ f(z,y)dedy = 1 va
f(z,y) > 0 da thda.
a/ Xac suat khong dich vy nao ban hon 1/4 thoi gian la:
4 4
P(o <X <lo<y <y = MV g yydedy = & [ wdedy +
N Qdmdy =0,0109
b/Tmth f fxydy—f05x+y) gx—l—g
Ham mat do blen duyén cta X ( chinh la phan phdi xac suit ciia thoi gian ban clia

dich vu A ma khong quan tam dén dich vu B) la:

x 4+

6
5
0 noi khéc

(S]]

<
=
=}

IN
8
A
—

fx(z) =

¢/ Tim ham mat do bién duyén cia Y? Tinh P(; <

......................................................................... Trang 12
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Vidu 5.4 Mot cong ty hat c6 thi truong hop cac loai hat pha tron chita hanh nhan,
hat diéu va dau phong. Gia st trong lugng tinh ctia mdi hop cé thé 1a 1 kg, nhung
trong luong clia ting loai hat 13 ngdu nhién. Bdi vi ba trong s6 cong lai bang 1,
mot moé hinh x4c suit dong thoi cho hai loai hat sé cung cap thong tin can thiét
vé trong lugng cho loai hat thit ba. Dat X 1a trong luong ctia hanh nhan trong mot
chiéc hop da chon va Y la trong lugng hat diéu. Thi viing dé ham mat do duong la
D=(2,9):0<2<1,0<y<1l,z+y<1.Choham mat do dong thoi c6 dang

kexy voi 0<z<1,0<y<l,x+y<1

0 noi khéac

flz,y) =

a/ Tinh k 7 (ds: 24)
b/ Tinh x4c suit ma hai loai hat bat ki chiém 50 phan tram ? (Ggi y: A = {(z,y) :
0<z<1,0<z<1l,z+y<0,5}) (ds: 0,0625)

5.1.3 Cac bién ngau nhién déc lap
Trong Chuong 2, ching ta da chi ra mot cach xac dinh tinh doc lap cia hai bién

¢6 1a thong qua diéu kien P(AN B) = P(A).P(B). Day 1a mot dinh nghia tuong tu
cho sy doc lap ciia hai bién ngau nhién.
Dinh nghia 5.1.5. Hai bién ngau nhién X va Y la doc lap néu moéi cip gid tri o
va y thoa

p(z,y) = px(z).py(y) khi X vA Y rdi rac
hoac

f(z,y) = fx(z).fy(y) khi X va Y lién tuc.

Néu hai cong thitc tren khong thoa cho tat ca (z,y) thi X va Y duge goi 1a phu

thudc.

Vi du 5.5 Trong vi du 5.1 cho bién rdi rac, ton tai (p(1,6;50) = 0,2) # (p(1,6) X
p(50) = 0.35 x 0.35) nén X va Y khong doc lap.
Vi du 5.6 Trong vi du 5.3 ; ton tai fx(3) = fy(2) = 3;f(2,2) =0 # .2 nén
hai bién trén khong doc lap.

Su doc lap ctia hai bién ngiu nhién kha quan trong khi mo t& thi nghiém nghién
cttu khi ma X va Y khong anh hudng 1an nhau. Ngoai ra ta con ¢ két qua sau:
Pa<X<be<X<d =Pa<X<b).Plc<X<d)

......................................................................... Trang 13
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5.1.4 Nhiéu hon 2 bién

Dé mo hinh hoa cdc ham ctia hon hai bién ngiu nhién, ching ta mé rong khai

niém vé phan phdi déng thoi ctia hai bién.

Dinh nghia 5.1.6. Néu X, X, ..., X,, 1a tat ca bién ngau nhién roi rac, ham xac

suat dong thai clia cac bién ngiu nhien 1 :
p(x1, T, ..y xy) = P(Xy =21, Xo = 29, ..., X}, = 23,)

Néu céc bién lien tuc, ham mat do dong thoi ctia X, Xo, ..., X, A ham p(z1, 2o, ..., 7,)

ching han véi bat ki n khodng [ay,b1], ..., [an, bul,
Play < X7 <by,..,a, < X, <b,) = f;ll f;: f(x1, ..., xp)day,...dxy

Trong mot phép thit nhi thic, méi thi nghiém chi cho mot két qua trong 2 két
qué c6 thé xay ra. Bay gid xét mot phép thit gdm n thi nghiem doc lap va gidng
nhau, ma trong d6 mdi phép thit chi cho mot két qua trong r két qua co thé xay ra.
Cho p; = P ( két qua thit i clia bat ki phép thit cu thé), va dinh nghia bién ngiu
nhién X; = s6 lan thi nghiém ma c¢6 két qua (i = 1,...,7). Mot thi nghiém nhu vay
duoc goi 1a phép thit da thitc - multinomial experiment va ham xac suat khoi
ctia X1, Xs, ..., X,, dudc goi 1a phan phdi da thic - multinomial distribution.
Bang cach st dung 1y luan tinh tuong ty véi mot bién trong truong hgp phan phoi
nhi thitc, ham x4c suat dong thai cia X, Xs, ..., X, 1A
m.p?...pfr, =012 .51+ ..+x.=n

0, noi khic

P, 2) =

Truong hgp r = 2 sé cho phan phdi nhi thic, véi X; =s6 lan thanh cong va X, =

n = X; = sb lan that bai.

Dinh nghia 5.1.7. Bién ngdu nhien X, X,, ..., X,, dudc goi 1a déc lap néu v6i mdi
tap con X, X;,,..., X

i, Cla cac bién ( mdi cap, méi bo ba , ...)thi ham xéac suit
dong thoi hay ham mat do dong thoi bang véi tich clia cac ham xac suat bién duyén

hay cac ham mat do bién duyén..

Vi vay, néu cac bién doc lap véi n = 4, thi ham xac suat dong thoi hay ham mat
do dong thoi clia 2 bién 13 tich clia hai ham bién duyén, tuong tu cho truong hop
3 va 4 bién. Quan trong nhat 1a khi ta da c6 n bién doc lap thi ham xac suat dong

thoi hay ham mat do dong thoi 1 tich clia n ham bién duyén.

......................................................................... Trang 14
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5.1.5 Phan phéi diéu kién

Dinh nghia 5.1.8. Cho X va Y 1a 2 bién ngau nhién lién tuc v6i ham mat do bién
duyeén f(x,y) va ham mat do bien duyén ctia X 1a fx(z). Thi véi bat ki X ¢6 gia
tri x ma fx(x) > 0,ham mat do diéu kién ctia Y cho béi X=x la

frix(ylz) = £22 —00 <y <o

Néu X va Y la bién roi rac, thay ham mat do biang ham xac suat khoi trong dinh

nghia nay thi dugc ham xac suat khéi diéu kién ctia Y khi X=x.

Vi du 5.7 Duya vao di liéu cia vi du 5.3.
a/ Ham mat do diéu kién cta Y cho bdi X = 0.8 1a

. 2 L.
fyix(y]0,8) = &5 — LEOSL — 1(24 4+ 30y?) vi 0 < y < 1
b/ Xéc suat dé dich vu A ban trong nita thoi gian dau khi biét X = 0.8
P(Y <0,5[X =0,8) = ["7 fyx(y0,8)dy = [;* £ (24 + 30y*)dy = 0,39
¢/ Ki vong ¢6 diéu kien X = 0,8 la:

E(Y[X =0,8) = [ y.fyix(u]0,8)dy = & [; y(24 + 30y%)dy = 0.574

5.2 Gia tri Ky vong, Phuong sai va Hiép phuong
sai

Bat ky ham A(X) cla mot bién ngau nhién don thi chinh n6 ciing 14 mot bién
ngiu nhién. Tuy nhién, dé tinh todn E[h(X)] thi khong cin phdi c¢6 phan phdi
xac suat ctia h(X); thay vao d6, E[h(X)] duge tinh nhw mot trung binh trong sb(a
weighted average ) clia cac gia tri h(X), trong d6 ham trong s6 (the weight function)
12 ham xac suét khéi p(z) hodc ham mat do f(x) cia X. Két qua tuong tu cho mot
ham phan phdi dong thoi 2 bién h(z,y).

Ménh dé 5.2.1. Cho X va Y la bién ngau nhién dong thoi vdi ham zdc sudt khoi
p(x,y) hodc ham mat do f(x,y) tuong dng vdi truong hgp bién roi rac hodc bién lién
tuc. Thi gid tri ki vong cia ham h(X,Y) dugc ki hiéu la E[h(X,Y)] hodc pnix,y)
duoc tinh nhu sau:

> e 2y M@, y).p(z, ), néu X va'Y roi rac

BW(X, V)] - /
ffooo ffooo hz,y).f(z,y)dzdy, néu X vaY liéen tuc

......................................................................... Trang 15
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Vi du 5.8 Niam ngudi ban did mua vé cho mot budi hoa nhac. Néu vé 1a chd ngdi tir
1-5 trong mot hang nao d6 va vé duge phan phdi ngdu nhién cho nam nguoi, thi ki
vong cho s6 ghé khi chia cho 2 nguoi 1a bao nhiéu? Dat X va Y ki hiéu cho s6 ghé
clia ngudi dau tien va ngudi thit 2. Cap (X,Y) ¢6 thé c6 cac gia tri (1, 2), (1, 3),. . .
, (5, 4), va ham xac suat khoéi dong thoi cia (X,Y) 1a

QLO r=1,..5y=1 .. 5x#y

0 noi khac

p(r,y) =

Litic d6 86 chd ngoi chia cho 2 nguoi 1a ham h(X,Y) = | X —Y|—1, ta ¢6 bang tuong

tng sau:

X
hxy |1 2 3 4 5
y 1| 0 1 2 3
2 |0 0 1 2
3 /1 0 — 0 1
4 12 1 0 — 0
5 (3 2 1 0 —

Vivay E[MX,Y)] = Y a,y) Y h(e,y)-p(z,y) = 320 Y1 s (2 =yl = 1).55 = 1

Vi du 5.9 Him mat do dong thoi cia X ( lugng hanh nhan) va Y (lugng hat diéu)
trong lkg hat la:

2dzy v 0<r<1,0<y<l,z+y<1

0 ndi khac

flz,y) =

Néu 1kg hat hanh nhan c6 gid 18 ; 1 kg hat diéu c6 gia 1,5% ; 1 kg hat dau phung
c6 gia 0.5$; thi tong gia tri ctia 1 hop la:

WX, Y)=1.X +1,5Y +0,5(1- X —Y)=0,54+0,5X +Y

Ki vong cho tong gia tri la:

Eh(X,Y)] = [ 7 Wz, y).f(z,y)dedy = fol 01—:5(0’ 5+ 0,5z + y).24zydydr =
1,1%

......................................................................... Trang 16
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5.2.1 Hiép phuong sai

Dinh nghia 5.2.2. Hiép phuong sai giita hai bién ngdu nhienX va Y 1a

Za} Zy(x — ux)(y — py)p(z,y) X,Y rdirac

Cov(X,Y) = E[(X—px)(Y —py)] =
g g ffooo ffooo(x — ux)(y — py) f(z,y)dxdy, X,Y lien tuc

D6 1a, vi X — pux va Y — py 1a do lech clia hai bién tit cdc gia tri trung binh
tuong ting, hiep phuong sai 1a ki vong clia tich hai do lech. Cha § réang Cov(X, X) =
EI(X — px)?) = V(X).

Giai thich dinh nghia: gid st X va Y ¢6 mot moi lien hé duong véi nhau, nghia
la cac gia tri 16n cia X c6 khuynh xay ra vdi cac gia tri 16n cia Y va céc gia tri
nhé ctia X véi gia tri nhé cia Y. Thi hau nhu x4c suat khéi hay ham mat do sé
duge lien quan dén x — pux va y — py, khi ca hai gia tri X, Y déu am hay cd hai
déu duong. Do d6 véi lien két duong manh, Cov(X,Y") s& hau nhu duong (quite
positive). D61 véi mot lien két am manh dau clia X — px v& Y — puy sé ¢6 xu hudng
ngugc nhau, lic d6 thi Cov(X,Y) hau nhu am. Néu X,Y khong c¢6 lien két manh,
tich am va duong ¢6 xu hudng triét tieu 1an nhau thi Cov(X,Y) = 0.

Hinh duéi chi ra nhitng kha niang khic nhau. Hiép phuong sai phu thudc vao cac
tap két qua va xac suat. Hiep phuong sai ¢6 thé dude thay déi ma khong can diéu
chinh nhiing tap két qud, va c¢6 thé lam thay ddi nhiéu dén gia tri cia Cov(X,Y).

¥ ¥ 4 ¥
-1+ -1+ |
| o . e I . T ®
le .« |
T 1 r L LN , [ ] L]
Hy PR | Hy [rerire—— By f=——= - ==
8 I
| I | s 8| =
LB 1
+ | - + = '
X J X T X
Hx ey Ly
(a) (b) (c)

Vi du 5.10 Cho ham x4c suat khéi vd ham phan phdi bién duyén ciia hai bién X,Y

nhu sau:

y

pxy | 0 100 200 = |100 250 y | 0 100 200

x 10002 01 02 px(@)][05 05  py(y) 025 025 05
250 | 0,05 0,15 0,3

......................................................................... Trang 17
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Ap dung cong thitc tinh Cov (X,Y) 7 (Ds: 1875)

Meénh dé 5.2.3. Cov(X,Y) = E(X,Y) — ux.py

Vi du 5.11
2xy v 0<2z<10<y<lz+y<l1
flz,y) =
0 naoi khac
122(1—2%) véi 0<z<1
fx(@) =

0 noi khac

véi fy(y) cling ¢6 duge tuong tuy bing cach thay x béi y trong fx(x).
Hay tinh py , py, E(X,Y) tit d6 suy ra Cov(X,Y) 7 (ds: -2/75)

5.2.2 Tuong quan
Dinh nghia 5.2.4. Hé s6 tudng quan cia X va'Y, dugce ki hi¢u 1a Corr(X,Y), px.y
hay chi 1a p va duge dinh nghia nhu sau

_ Cou(X)Y)
PXY = 5oy

Vi du 5.12 Tu dit kién cta vi du 5.10. Hay tinh hé s6 tuong quan cia X vA Y 7
(Ds: 0,301)

Meénh dé 5.2.5.
1. Néu a va c cung am hodc cung duong th
Corr(aX +b,cY +d) = Corr(X,Y)
2. Vi bat ki hai bién ngau nhien X va Y thi —1 < Corr(X,Y) <1
Meénh dé 5.2.6.

1. Néu X va'Y doc lap, thi p = 0 nhung p = 0 thi khong suy ra duge la cé su doc

A

lap.

2. p=1 hay —1 khi va chi khi Y = aX + b vdi a,b la $6 nao dé va a # 0.

......................................................................... Trang 18
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Ménh dé nay chi ra ring p 1d mot thude do vé bac clia mbi quan hé tuyén tinh
gitta X v Y, va chi khi hai bién nay quan hé tuyén tinh thi p c6 thé am hoac duong
tuy y. Gia tri tuyet déi ctia p < 1 chi ra rang mdi quan hé khong tuyén tinh hoan
toan, nhung vin ¢6 méi quan hé phi tuyén tinh trong d6. Cing nhu vay khi p = 0
thi khong chi ra rang X va Y doc lap, ma chi 1a X va Y khong c¢6 quan hé tuyén
tinh. Khi p = 0, X v& Y dugc goi la khéng tuwong quan. Hai bién c6 thé khong
tuong quan nhung chua chic phu thuoc vi ¢6 quan hé phi tuyén tinh manh & day,

vi vay can can than dua ra két uan khi gip p = 0.

5.3 Cac phan phéi théng ké

Céc quan sat trong mot mau don duge ki hieéu trong chuong 1 1& x4, 2o, ..., T,,.
Xem nhu chon hai mau khac nhau ¢6 kich thuée n tit ciing mot phan phdi tong the.
x; trong mau thit hai s& hau nhu luén khac nhau mot chit véi cac gia tri clia mau
dau tien. Vi du, mot mau dau tién clia n = 3 xe 6 to loai dic biét ¢6 thé cho hicu
qué nhién litu 2, = 30,7, 20 = 29,4, 253 = 31,1 , trong khi mot mau thi hai c6 thé
cho x1 = 28,8, 25 = 30.0 va x3 = 32.5. Trudc khi chiing ta thu duge dit ligu, c6 sy
khong chic chdn vé gia tri cia mdi z;. Vi diéu nay khong chdc chin, trude khi thu
thap dit lieu, ching ta xem méi quan sat nhur 14 mot bién ngau nhieén va ki hiéu mau
bing X1, Xs, ..., X,, (chit in hoa cho bién ngau nhién).

St thay dbi nay trong cac gia tri dudc quan sat gitp suy ra cic gid tri clia bat
k¥ ham ndo cla cic quan sat mau - chdng han nhu trung binh miu, do lech tieu

chuan méu. Trudc tien 1a dé c6 x4, ..., z,,, thi c6 mot tat dinh cho gia tri Z, gia tri s...

Dinh nghia 5.3.1. Mot théng ké 1a bat ki luong ndo ma gia tri ¢6 thé duge tinh
tu dit lieu mau. Trude khi thu thap dit lieu, c6 mot tat dinh vé gid tri ctia bat ky
théng ké dic biét sé cho két qua. Do d6, thong ke 14 mot bién ngau nhién va sé duge
ki hieu béi mot ki tu viét hoa; mot ki tir viét thuong duge sit dung dé dai dien cho

gi4 tri da tinh toin hofic da quan sat clia thong ke.

Vi vy trung binh mau trong théng ke duge ki hieu 1a X, va gid tri tinh dugc
ctia théng ké nay 1a 7. Tuong tu S dai dién cho do lech chuan mau va gia tri duge
tin ki hiéu la s.

Bat ki théng ké nao ( ban than né 1a mot bién ngdu nhieén) déu c¢6 mot phan phoi

xac suat. Dang chia ¥ 1a phan phdi xac suét clia trung binh miu X .

......................................................................... Trang 19



XAC SUAT THONG KE UNG DUNG Trang 20

Phan phéi x4c suat clia mot théng ke doi khi goi 1a phan phdi miu dé nhan manh
rang n6 mo ta cach ma théng ké khac nhau vé gia tri trén tat ca cac mau duge liya

chon.

5.3.1 Mau ngiu nhién

Phan b6 xac sudt clia bat ky thong ké cu thé phu thudc khong chi vio phan
phdi tong thé (chuan, déu,...) va kich thuéc miu n ma con phu thuoce phuong phéap
lay mau. Xem xét lya chon mot méu kich thuée n = 2 tir tong thé chi gdm ba gia
tri 1, 5 va 10, va gia st rang théng ké duge quan tam 1a phuong sai mau. Néu lay
mau duge thyce hién "c6 hoan lai," thi S? = 0 khi X; = X,. Tuy nhién, S? khong
thé bing 0 néu mau "khong hoan lai". Vi vay, P(S? = 0) = 0 v6i mot phuong phap
lay mau, va x4c suat nay 14 duong véi phuong phap 1ay mau khéac. Dinh nghia tiép
theo clia ching ta mo t4 mot phuong phéap lay mau thuong gip trong thyc té.

Dinh nghia 5.3.2. Cac bién ngau nhien X, X5, ..., X,, dugc goi 14 mau ngiu nhién

(don) ¢3 mau n néu:
1. Céac X; la bién nglu nhieén doc lap.
2. Cac X; c6 cung phan phdi mau.

Néu ldy mau c6 hoan lai tir tong thé vo han, thi didu kien 1 va 2 duge théa man.
Nhitng diéu kién nay ciing gan nhu théa mén néu ldy mau khong hoan lai, tuy nhién
mau c¢d n thi nhd hon nhiéu so véi tong thé ¢ N. Trong thyc té, néu n/N < 0.05
( nhidu nhat 5% toéng thé duge lay miu), ching ta c6 thé tién hanh khi X; 1a bién
ngau nhién. Hiéu qué cta phuong phap lay mau nay 1a phan phoi xac suat clia bat
ky théng ke nao c6 thé dé dang thu dugc hon so véi bat ky phuong phap lay mau

nao khac.
C6 hai phuong phap chung dé thu thap thong tin vé phan phdi miu cia mot

thong ké. Mot phuong phép lién quan dén tinh toan dya trén cac quy tic xac suét,
va thi hai la thye hién moét thi nghiém moé phéng.

......................................................................... Trang 20
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5.3.2 Tim phan phéi mau

Céc quy tic xéac suat co thé duge sit dung dé c6 duge phan phéi clia mot thong
ké mién 13 n6 14 mot ham "kha don gidn" cla cac bién ngdu nhién X; va hodic 1a ¢

vai gia tri X khéc nhau trong tong thé hodc phan phdi xéc suit c6 dang "tot".

5.3.3 Nhitng thi nghiém mo6 phong

Phuong phép tht hai dé thu thap thong tin vé phan phéi miu ctia théng ke 1a
thyc hién mot thi nghiém moé phong. Phuong phap nay thuong duge sit dung khi
lay dao ham thong qua cac quy tic xac suét 1a qua khoé hodc phitc tap dé thic hién.
Mot thi nghiém nhu vay ludén luon duge thye hién véi sy trg giip cia may tinh. Cac

diic diém sau ctia thi nghiem yéu cau:
1. Théng ke ctia lai sudt (X, S, mot gia tri trung binh da duge cit xén (trimmed),...)

2. Phan phdi clia tong thé ( chuan véi u = 100, = 15 ; phan phdi déu véi gidi
han duéi A =5 va gi6i han tren B =10 , ...)

3. Kich ¢ mau n (vi du, n = 10 hoac n = 50)
4. S6 1an lap lai k (s6 mau can lay)

Sau d6 sit dung phan mém thich hgp dé 14y & mau ngiu nhién khac nhau, mdi kich
thudc n, tir phan phdi tong thé da dugc thiét ké. D6i véi mdi méu, tinh toan gia tri
ctia théng ke va xay dung mot biéu do tan sb ctia cac gia tri k . Bidu dd nay cung
cAp mot xap xi phan phéi mau cia théng ké. Gia tri cang 16n hon clia k, thi xap xi
cang t6t hon (phan phéi miu that sy sé xuat hieén khi & — oo ). Trong thyc hanh,
k = 500 hoac 1000 thuong 1a da néu théng ké "kha don gian".

5.4 Phan phoi cia trung binh mau

Tam quan trong cta trung binh miu X 1a dé rat ra két luan cho trung binh téng
thé p. Mot s6 phuong phéap suy luan duya trén tinh chét ctia phan phéi miu X . Céc
tinh chat tinh todn va thi nghiém mo phong da néu trong cac phan trude khi ta deé

cip dén mdi quan he E(X) va p hay V(X), 02, van

......................................................................... Trang 21
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Meénh dé 5.4.1. Cho X1, Xs, ..., X,, la mot mau ngdu nhién tw mot phan phoi vdi
trung binh p va do léch chuan o. Thi

1. B(X) = I

><\

2. V(X) =02 =0%/n vaox = 0?/\/n

><\

Thém nita, v6i T, = X; + ... + X,, ( tong cta miu), E(T,) = nu, V(T,) =
no?, or, = \/no
Cac chitng minh cho nhitng két qué trén sé duge trinh bay & phan tiép theo. Theo
két qua 1, phan phdi miu ctia X (tic 1a x4c suat) tap trung chinh xac & trung binh
cta téng thé ma miu duge chon tit d6. Két qua 2 cho thiy ring phan phéi X trd
nén tap trung hon vé p khi kich thuéc mau n tang len. Sy khéc biet quan trong I3

phan phdi ctia T, tré nén lan rong ra khi ¢d miu n ting lén.

Vi du 5.13 Trong mot thi nghiém kiém tra stc chiu mai mon trén mot méu titan,
ki vong s6 chu ky dé phat ra am thanh dau tien (ding chi ra vét nit dau tien) 13
p = 28.000 va do lech tiéu chudn cia sb chu ky 1a o = 5000. Dat X, Xs, ..., Xos 2
mot mau ngiu nhién c6 kich thude 25, trong d6 moéi X; 1a s6 chu ky trén mot mau
titan khac nhau ngdu nhien dugc chon. Thi gia tri ki vong clia sd trung binh mau
clia chu ky cho dén khi phat am thanh dau tién 1a E(X) = p = 28.000 va tong ki
vong cho s6 chu ky cho 25 mau tiatan 1a E(Ty) = nu = 25(28000) = 700000. Do

lech chuan clia X (sai s tieu chuan ciia trung binh) va cia Ty 1a:

ox = 0/yn =22 = 1000
= /no =+/25 .5000 = 25000

Néu ¢4 mau tang lén n = 100, E(X) thi khong doi, nhung o+ = 500 (bing mot
nita gid tri trude dé ) (kich ¢d mau phai duge ting gip bén lan dé gidm mot niia

do lech tieu chuan clia X).

5.4.1 Trudng hop phan phdi chuan tong thé

Meénh dé 5.4.2. Cho X1, Xs, ..., X,, la mot mau ngdu nhién tic phan phéi chuan vdi
trung binh pn va do lech chuan o. Thi vdi moin, X duge phan phéi chudn (vdi trung
binh p va do lech chudn o/v/n), nhu la T, ( vdi trung binh nu va do léch chudn

......................................................................... Trang 22
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Ching ta c6 dit kien dé biét phan phdi X va T, khi phan phéi téng thé 1a phan
phdi chuan. Dic bigt, xac suat nhu P(a < X < b) vd P(c < T, < d) c6 thé tinh
dudc bing cach chuan héa. Hinh dudi giai thich cho ménh dé

f”__,_f X distribution when n = 10

x"’ffﬂ X distribution when n = 4

[// Population distribution

L sviial mninvil sl ine: dietdhttean 2l 7 carmnl b ekt il
A normal popuiation distribpution and A sampling Qistriputions

Vi du 5.14 Thoi gian cho mot con chudt ciia mot phan loai nhat dinh tim dudng
ra mot mé cung 13 mot phan phdi chudn v6i u = 1,5 phit va o = 0,35 phit. Gia si
nim con chuot duge chon dé quan sat. Dat Xy, ..., X5 cho thdi gian cia ching trong
meé cung.

a/ Gia st X; 13 mot miu ngiu nhién tit phan bd chuin nay, tim xac suit ma tong
thoi gian Ty = X; + ... + X5 nam trong khoang tit 6 dén 8 phut?

Theo ménh dé, Ty ¢6 phan phdi chuan véi pug, = nu = 5.(1,5) = 7,5 v phuong sai
03, =no® = 5(0,1225) = 0.6125, vi vay op, = 0, 783.

P(6 < Ty <8) = PGz <7< 573) = P(=1,92 < Z < 64) = &(0,64) —
®(—1,92) =0,7115

b/ Xac dinh xac suat ma thoi gian trung binh miu X nhiéu nhét 14 2 phit , véi
px=p=1,5vaox =0/y/n=0,35/V/5=0,1565. Thi

P(X <2)=P(Z < §332) = P(Z < 3,19) = 9(3,19) = 0,9993

5.4.2 Dinh ly giéi han trung tam

Khi cac X; c6 phan phéi chudn, thi X ciing c¢6 phan phdi chuan cho mdi méu
cd n . Cac két qua tit vi du trén chi ra ring khi phan phéi tong thé khong chuan ,
lay trung binh sé cho mot phan phdi tao ra hinh chuong hon 1a mau duge 1ay. Néu
n 16n, mot duong cong chuan thich hgp sé xap xi gan ding phan phdi that cia X.
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Phat biéu cho ¥ nay duge trinh bay trong dinh 1 xéc suit quan trong sau day.

Dinh 1y 5.4.3. Cho X1, X5, ..., X,, la mot mau ngdu nhién tu phan phoi vdi trung

binh u va phuong sai o2,

Thi néu n di lon, tht X ¢6 zdp xi gan ding mot phan
phéi chudn vdi j = ju va 0% = 0*/n va T, ciing cé zdp xi gan ding mot phan phoi

chudn vdi pr, = np, o7, = no®. Gid tri n cang lon thy zap i cang tot.

Hinh du6i minh hoa Dinh 1§ Gigi han Trung tam. Theo DLGHTT, khi n 16n va
ta mudn tinh xdc suit nhu P(a < X < b), ta chi can "gid v" 13 X la chuan va

chuan héa né, sit dung bang phan phéi chuan. Két qua sé duge xap xi ding.

X distribution for
large n (approximately normal)

X distribution for
small to moderate n

Population
distribution

|
1

I

The Central Limit Theorem illustrated

Vi du 5.15 Luong tap chat cu thé trong mot 16 san pham hoa hoc nhét dinh 1
bién ngdu nhien c6 gia tri trung binh 4,0 g va do lech chuan 1,5 g. Néu 50 16 dudc
chuan bi doc lap, tinh xac suat dé trung binh mau tap chat X ndm gitta 3,5 va 3,8g?
Ta c6 n = 50 d 16n dé a4p dung DLGHTT. X xép xi vé phan phdi chudn véi trung
binh ps =4 v o = 1,5/v/50 = 0,2121 vi vay

P(3,5 <X <3,8) ~ P(§5531 < Z < g9m1) = ©(—0,94) — &(—2,36) = 0,1645

Vi du 5.16 Mot t6 chite tidu diing nhat dinh thudng bao céo s6 luong khiém khuyét
16n ctia moi chiéc 6 t6 mdi ma né thit nghiem. Gia st s6 161 nay 13 mot bién ngau
nhién v6i gia tri trung binh 14 3.2 va do lech chuan 2.4. Trong s6 100 xe dugc lua
chon ngau nhién, tinh xac suit trung binh mau ciia nhitng 16i nay nhiéu hon 47 (ds:
0,0004)
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Dinh Iy gi6i han trung tam cung cap cai nhin sau sic vé 1§ do tai sao nhiéu bién
ngau nhién c6 phan phdi xac suat gan véi phan phdi chuan. Vi du, sai s6 do ludng
trong mot thi nghiém khoa hoc c6 thé ducc coi la téng ciia mot s6 diém nhidu loan
dang ké va sai s6 ctia do do nho.

Mot khoé khan thyc té trong viec ap dung DLGHTT 1a khi nao n 1a da 16n. Van dé la
do chinh xac clia xap xi cho mot n cy thé phu thudc vao hinh dang phan phéi co ban
ban dau duge 1dy mau. Néu phan phdi co ban gan véi mot dudng cong chudn, thi xap

xi tot ngay ca ddi v6i mot n nho, trong khi néu n6 xa phan phéi chuan, thi can n 16n.
Nguyén tic chung: Néu n > 30 dinh 1y gidi han trung tam dudc st dung.

C6 nhitng phan phéi tong thé ma tham chi n tit 40 hosic 50 thi khong d, nhung
nhitng phan phdi ndy hiém gip trong thiuc hanh. Mt khac, nguyén tic chung thi
bao toan d6i véi nhiéu phan phéi téng thé, khi do gia tri n it hon 30 thi da du.
Vi duy, trong trudng hop phan phéi déu ctia tong thé, DLGHTT cho xap xi tbt véi
n>12.

5.4.3 Nhitng ttng dung khac ctia dinh 1y giéi han trung tam

DLGHTT c6 thé dugce st dung dé lam ré cho xap xi chuan déi v6i phan phéi
nhi thitc duge thao luan trong Chuong 4. Nhé lai ring mot bién nhi thitc X 14 s6
lan thanh cong trong mot thi nghiém nhi thitc bao gom n thit nghiém thanh cong
/ thét bai doc lap véi p = P(S) cho bat k¥ thit nghiem cu thé ndo. Xac dinh mot
bién ngau nhién méi X; bdi

1 , két qua dau thanh cong

Xl - /
0 , két qua dau that bai

va dinh nghia X, X5, X3, ..., X, tuong tu cho n — 1 thit nghiém khéc. Mdi X; cho
biét mot phép thit tuong ting ¢6 thanh cong hay khong.

Bdi vi cac thit nghiem 1a doc 1ap va P(S) 1a hing s6 qua cac thit nghiém, cac bién
ngau nhién X; thi doc lap cing phan phdi ( mau ngau nhien duge 14y tit phan phoi
Bernoulli). DLGTTT chi ra ring néu n 1a di 16n, cd tong va trung binh ciia cac X;
déu xap xi phan phéi chuan. Khi cac X; duge cong lai, tong S dude them 1 néu bién
d6 xuat hien va F duge them 0, vi vay X7 + Xy + ... + X,, = X. Trung binh miu
cia cdc X; 1a X/n chinh 1a ty 1é thanh cong clia mau. Nghia 1a, cd X va X/n déu
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xap xi chuan khi n I6n. Kich ¢ miu can thiét cho phép xip xi nay phu thudc vao
gia tri ctia p: Khi p gan 0,5, sy phan bd clia méi X; thi d6i xtitng (xem hinh dudi),
trong khi phan phoi 13 kha léch khi p gan 0 hodc 1. Stt dung xap xi chi khi np > 10
va n(1 —p) > 10 ddm bdo riing n du l6n dé vugt qua bat ki su sai léch nio trong
phan phdi Bernoulli bén dudi:

(a) (b)

Nhic lai: X c¢6 phan phdi log chuan néu In(X) c6 phan phéi chuan.

Meénh dé 5.4.4. Cho X1, Xo, ..., X,, ld mot mau ngdu nhién t& mot phan phéi ma
chi ¢6 gia tri duong théa [P(X; > 0) = 1|. Thi vdin di lon, tich Y = X;Xs...X,, sé

zép i phan phdi log chudn

5.5 Phan phdi ctia t6 hgp tuyén tinh

Trung binh miu X vi tong ctia mau 7, 1a nhing truong hop dic biét clia mot

loai bién ngdu nhién xuat hién rat thuong xuyén trong cac ng dung thong ke.

Dinh nghia 5.5.1. Cho mot tap n cdc bién ngau nhién X, ..., X,, va n hing s6

ai, ..., a, clia bién ngau nhién.
Y = CL1X1 + ...+ CLan = Z?:l ain'
dugc goi 1a t6 hop tuyén tinh cta bién ngiu nhien X;

Ménh dé 5.5.2. Cho X, X, ..., X,, ¢6 gid tri trung binh tuong wng ji1, ..., fln, V0
phuong sai tuong ting o3, ...,02 .
1. X;cé doc lap hay khong déu cé:
E(a1X1 + a2X2 + ...+ CLan) = alE(Xl) + CLQE(XQ) + ...+ anE(Xn) =
arpy + .. + apfin

......................................................................... Trang 26
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2. Néu X4, ..., X,, doc lap

V(a1X1 + CLQXQ + ...+ CLan = Q%V(Xl) + G%V(X2> + ...+ CL%V(Xn) =

2.2 2 2
ajoy + ...+ a,o0;

Va4

— 2 .2 2 9
Oa1 X1+as Xo+..4anXn — \/Cllo'l + ...+ aso:

3. Vi bét ki X, ... X,
V(a1X1 + QQXQ “+ ...+ CLan) = E?leyzlaiajCOU(Xi, XJ)

Vi du 5.17 Mot tram xang ban ba loai xang: regular, extra va super. Gia tuong
ing cac loai xang nay 14 3 $ ; 3,2% va 3,4% cho 1 gallon (4,4 lit). Goi X1, X5, X3 ki
hiéu cho lugng gallon ban duge trong 1 ngay ndo d6. Gid st mau X; doc lap véi
= 1000 , pe = 500 , pu3 = 300,01 = 100,09 = 80,03 = 50. Doanh thu ki higu
laY =3.X;+3,2X5 + 3,4X3 . Hay tinh E(Y),V(Y),o(Y)? (ds: 5620 ; 184,436 ,
42 46)

5.5.1 Hiéu ctia hai bién ngau nhién
Mot truong hgp dac biét quan trong cia td hop tuyén tinh khi cho n = 2,4y =
l,ao = —1:
Y =a: X1+ a3 Xo = X7 — X5
T do ta c6 hé qua sau:

Heé qua 5.5.3. E(X, — X,) = E(X)) — E(X>) vdi hai bién ngau nhién bat ki X, va
X.
V(Xl - Xg) = V(Xl) + V(XQ) néu X1 va X2 déc ldp

Vi du 5.18 Mot nha san xuat 6 to trang bi mot mo hinh v6i mot dong co c6
6 xy-lanh va dong co 4 xy-lanh. Dat X; va X, la lugng dau can tuong tng cho
dong co 6 xy-lanh va 4 xy-lanh. V6i py = 22, us = 26,01 = 1,2;09 = 1,5 hay tinh
E(X; —X5),V(X; — Xy),0x,-x,7 (ds: -4 ; 3,69 ; 1,92)
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5.5.2 Trudng hop cuia bién ngiu nhién lién tuc

Khi X; 1a mau ngdu nhien lay tir phan phdi chuan, X va T, thi ciing c6 phan
phéi chuan. Day 1a két qua tong quét hon lien quan dén t6 hop tuyén tinh.

Meénh dé 5.5.4. Néu Xy, Xs, ..., X,, doc lap, ¢6 phan phéi chuin ( ¢o thé la trung
binh khdc nhau, phuong sai khdc nhaw), thi bit ky to hop tuyén tinh cia X; ciing cé
phan phoéi chuan. Dac biet, hiéu cia X1 — Xo ciing dugc phan phoi chuan.

Vi du 5.19 Theo vi du trén, cho tong thu nhap khi ban 3 loai xiing & 1 tram 12

Y — 83X, + 32X, + 3,4X;5 va ta tinh py — 5620 , oy — 429,46. Néu X; ¢6 phan

phdi chudn thi xdc suat dé doanh thu hon 4500 la:

P(Y > 45000) = P(Z > 905020 _ p(Z > ~2,61) = 1 — B(~2,61) = 0,9955
CHU Y: Truong hop n = 2 thi ta c6 két qua sau

V(a1 X + asXo) = a?V(Xy) + a2V (Xy) + 2a1a2Cov( X1, X3)
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