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Ch÷ìng 5

PH�N PHÈI X�C SU�T �ÇNG
THÍI V� M�U NG�U NHI�N

Giîi thi»u

Trong ch÷ìng 3 v  4, chóng ta �¢ ph¡t triºn c¡c mæ h¼nh x¡c su§t cho mët bi¸n

ng¨u nhi¶n �ìn bi¸n. Nhi·u v§n �· v· x¡c su§t thèng k¶ li¶n quan �¸n c¡c bi¸n ng¨u

nhi¶n �çng thíi. Trong ch÷ìng n y, �¦u ti¶n chóng ta th£o luªn v· c¡c mæ h¼nh x¡c

su§t �çng thíi cõa c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n, �°c bi»t nh§n m¤nh v o tr÷íng hñp trong

�â c¡c bi¸n sè �ëc lªp vîi nhau. Sau �â chóng ta nghi¶n cùu c¡c gi¡ trà k¼ vång cõa

c¡c h m sè cõa c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n, gçm hi»p ph÷ìng sai v  t÷ìng quan �º �o mùc

�ë li¶n k¸t giúa hai bi¸n.

Ba ph¦n cuèi cõa ch÷ìng xem x²t c¡c h m cõa n bi¸n ng¨u nhi¶n X1, X2, ..., Xn,

v  tªp trung �°c bi»t v o trung b¼nh cõa chóng (X1 + ...+Xn)/n. Mët h m nh÷ vªy

khæng nhúng l  mët bi¸n ng¨u nhi¶n m  cán l  mët thèng k¶. C¡c ph÷ìng ph¡p tø

x¡c su§t s³ �÷ñc sû döng �º l§y thæng tin cho ph¥n phèi cõa mët thèng k¶. Ta �÷ñc

k¸t qu£ �¦u ti¶n l  �ành lþ giîi h¤n trung t¥m (Central Limit Theorem), cì sð cho

nhi·u quy tr¼nh suy luªn li¶n quan �¸n k½ch cï m¨u lîn.

5.1 Ph¥n phèi �çng thíi cõa c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n

Câ r§t nhi·u t¼nh huèng thû nghi»m trong �â câ nhi·u hìn mët bi¸n ng¨u

nhi¶n �÷ñc ng÷íi quan s¡t quan t¥m. Tr÷îc ti¶n chóng ta xem x²t ph¥n phèi x¡c

su§t �çng thíi cho hai bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c, sau �â cho hai bi¸n li¶n töc v  cuèi

9



X�C SU�T THÈNG K� ÙNG DÖNG Trang 10

còng cho nhi·u hìn hai bi¸n.

5.1.1 Hai bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c

H m x¡c su§t khèi cõa mët bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c �ìn X x¡c �ành x¡c su§t

khèi �÷ñc �°t tr¶n méi gi¡ trà câ thº cõa X. H m x¡c su§t khèi �çng thíi cõa hai

bi¸n ríi r¤c X v  Y mæ t£ x¡c su§t khèi �÷ñc �°t tr¶n méi c°p gi¡ trà (x, y).

�ành ngh¾a 5.1.1. Cho X v  Y l  hai bi¸n ríi r¤c �÷ñc �ành ngh¾a tr¶n khæng

gian m¨u Ω cõa mët ph²p thû. H m x¡c su§t khèi p(x, y) cho méi c°p sè (x, y) �÷ñc

�ành ngh¾a bði

p(x, y) = P (X = x and Y = y)

thäa p(x, y) ≥ 0 v  ΣxΣyp(x, y) = 1.

V½ dö 5.1 Cho bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c X l  chi·u cao sinh vi¶n (m²t) vîi tªp gi¡

trà 1,5 ; 1,6 ; 1,7, bi¸n ng¨u nhi¶n Y l  c¥n n°ng cõa sinh vi¶n (kg) vîi tªp gi¡ trà

l  50; 60; 65 v  b£ng ph¥n phèi x¡c su§t �çng thíi cõa X v  Y nh÷ sau:

Y

pX,Y 50 60 65

X 1,5 0,1 0,2 0,1

1,6 0,2 0,05 0,1

1,7 0,05 0,1 0,1

Khi �â t½nh c¡c x¡c su§t

p(1, 5; 60) = P (X = 1, 5;Y = 60) = 0, 2

P (Y ≥ 60) = p(1, 5; 60)+p(1, 6; 60)+p(1, 7; 60)+p(1, 5; 65)+p(1, 6; 65)+p(1, 7; 65) =

0, 2 + 0, 05 + 0, 1 + 0, 1 + 0, 1 + 0, 1 = 0, 65

P (X = 1, 6) = 0, 2 + 0, 05 + 0, 1 = 0, 35

�ành ngh¾a 5.1.2. H m x¡c su§t khèi bi¶n duy¶n cõa X, �÷ñc k½ hi»u l  pX ,

�÷ñc �ành ngh¾a pX(x) = Σy:p(x,y)>0 p(x, y) vîi méi gi¡ trà câ thº cõa x.

T÷ìng tü, h m x¡c su§t khèi bi¶n duy¶n cõa Y l  pY (y) = Σx:p(x,y)>0p(x, y) vîi

méi gi¡ trà câ thº cõa y.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 10
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Vi»c sû döng tø "bi¶n duy¶n" ð �¥y l  k¸t qu£ cõa thüc t¸ r¬ng n¸u h m x¡c

su§t khèi �çng thíi �÷ñc biºu di¹n trong mët b£ng chú nhªt, th¼ c¡c têng x¡c su§t

c¡c h ng (cët) ch½nh l  x¡c su§t khèi bi¶n duy¶n cõa X v  c¡c têng x¡c su§t cõa

c¡c cët (h ng) ch½nh l  x¡c su§t khèi bi¶n duy¶n cõa Y .

V½ dö 5.2 (sû döng dú li»u cõa v½ dö 5.1)

Y

pX,Y 50 60 65

X 1,5 0,1 0,2 0,1

1,6 0,2 0,05 0,1

1,7 0,05 0,1 0,1

pX(1, 5) = p(1, 5; 50) + p(1, 5; 60) + p(1, 5; 65) = 0, 1 + 0, 2 + 0, 1 = 0, 4

pX(1, 6) = p(1, 6; 50) + p(1, 6; 60) + p(1, 56; 65) = 0, 2 + 0, 05 + 0, 1 = 0, 35

pX(1, 7) = p(1, 7; 50) + p(1, 7; 60) + p(1, 7; 65) = 0, 05 + 0, 1 + 0, 1 = 0, 25

Vªy h m x¡c su§t khèi bi¶n duy¶n cõa X l :

pX(x) =


0, 4 n¸uX = 1, 5

0, 35 n¸uX = 1, 6

0, 25 n¸uX = 1, 7

T÷ìng tü h¢y t½nh h m x¡c su§t khèi bi¶n duy¶n cho Y ?

5.1.2 Hai bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc

X¡c su§t m  gi¡ trà quan s¡t th§y cõa mët bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc X n¬m trong

mët tªp hñp mët chi·u A( v½ dö mët kho£ng)câ �÷ñc b¬ng c¡ch l§y t½ch ph¥n h m

mªt �ë f(x) tr¶n tªp A. T÷ìng tü nh÷ vªy, x¡c su§t m  c°p (X, Y ) cõa c¡c bi¸n

ng¨u nhi¶n li¶n töc rìi v o tªp hai chi·u A ( v½ dö h¼nh chú nhªt) câ �÷ñc b¬ng

c¡ch l§y t½ch ph¥n mët h m gåi t¶n l  h m mªt �ë �çng thíi .

�ành ngh¾a 5.1.3. Cho X v  Y l  c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc. Mët h m
mªt �ë �çng thíi f(x, y) cho hai bi¸n n y l  mët h m thäa f(x, y) ≥ 0 v ∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ f(x, y)dxdy = 1 . Khi �â vîi tªp 2 chi·u A ta câ:

P [(X, Y ) ∈ A] =
∫ ∫

A
f(x, y)dxdy

�°c bi»t, n¸u A l  h¼nh chú nhªt 2 chi·u (x, y) : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d th¼

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 11



X�C SU�T THÈNG K� ÙNG DÖNG Trang 12

P [(X, Y ) ∈ A] = P (a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d) =
∫ b
a

∫ d
c
f(x, y)dxdy

H m mªt �ë bi¶n duy¶n cõa méi bi¸n câ thº câ �÷ñc b¬ng c¡ch t÷ìng tü nh÷ ta

t¼m cho tr÷íng hñp bi¸n 2 chi·u ríi r¤c. H m mªt �ë bi¶n duy¶n cõa X t¤i gi¡ trà

x câ �÷ñc khi ta cè �ành x trong c°p (x, y) v  l§y t½ch ph¥n h m mªt �ë �çng thíi

theo y. Cán n¸u l§y t½ch ph¥n h m mªt �ë �çng thíi theo x th¼ �÷ñc h m mªt �ë

bi¶n duy¶n theo Y .

�ành ngh¾a 5.1.4. H m mªt �ë x¡c su§t bi¶n duy¶n cõa X v  Y , �÷ñc k½

hi»u fX(x) v  fY (y) , �÷ñc cho bði cæng thùc:

fX(x) =
∫∞
−∞ f(x, y)dy vîi −∞ < x <∞

fY (y) =
∫∞
−∞ f(x, y)dx vîi −∞ < y <∞

V½ dö 5.3 Mët ng¥n h ng mð hai lo¤i dàch vö A v  B, ng¨u nhi¶n chån 1 ng y, gåi

X l  t¿ l» thíi gian m  dàch vö A �÷ñc sû döng, v  Y l  t¿ l» thíi gian dàch vö B �÷ñc

dòng. Th¼ tªp hñp (X, Y ) l  mët h¼nh chú nhªt D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}.
Gi£ sû h m mªt �ë �çng thíi cõa (X, Y ) cho bði

f(x, y) =

6
5
(x+ y2) vîi 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1

0 nìi kh¡c

Chó þ r¬ng �i·u ki»n cõa h m mªt �ë �çng thíi l 
∫∞
∞

∫∞
∞ f(x, y)dxdy = 1 v 

f(x, y) ≥ 0 �¢ thäa.

a/ X¡c su§t khæng dàch vö n o bªn hìn 1/4 thíi gian l :

P (0 ≤ X ≤ 1
4
, 0 ≤ Y ≤ 1

4
) =

∫ 1/4

0

∫ 1/4

0
6
5
(x + y2)dxdy = 6

5

∫ 1/4

0

∫ 1/4

0
xdxdy +

6
5

∫ 1/4

0

∫ 1/4

0
y2dxdy = 0, 0109

b/ T½nh fX(x) =
∫∞
−∞ f(x, y)dy =

∫ 1

0
6
5
(x+ y2) = 6

5
x+ 2

5

H m mªt �ë bi¶n duy¶n cõa X ( ch½nh l  ph¥n phèi x¡c su§t cõa thíi gian bªn cõa

dàch vö A m  khæng quan t¥m �¸n dàch vö B) l :

fX(x) =

6
5
x+ 2

5
vîi 0 ≤ x ≤ 1

0 nìi kh¡c

c/ T¼m h m mªt �ë bi¶n duy¶n cõa Y? T½nh P (1
4
≤ Y ≤ 3

4
)?

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 12
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V½ dö 5.4 Mët cæng ty h¤t câ thà tr÷íng hëp c¡c lo¤i h¤t pha trën chùa h¤nh nh¥n,

h¤t �i·u v  �ªu phëng. Gi£ sû trång l÷ñng tành cõa méi hëp câ thº l  1 kg, nh÷ng

trång l÷ñng cõa tøng lo¤i h¤t l  ng¨u nhi¶n. Bði v¼ ba trång sè cëng l¤i b¬ng 1,

mët mæ h¼nh x¡c su§t �çng thíi cho hai lo¤i h¤t s³ cung c§p thæng tin c¦n thi¸t

v· trång l÷ñng cho lo¤i h¤t thù ba. �°t X l  trång l÷ñng cõa h¤nh nh¥n trong mët

chi¸c hëp �¢ chån v  Y l  trång l÷ñng h¤t �i·u. Th¼ vòng �º h m mªt �ë d÷ìng l 

D = (x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, x+ y ≤ 1 . Cho h m mªt �ë �çng thíi câ d¤ng

f(x, y) =

kxy vîi 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, x+ y ≤ 1

0 nìi kh¡c

a/ T½nh k ? (�s: 24)

b/ T½nh x¡c su§t m  hai lo¤i h¤t b§t k¼ chi¸m 50 ph¦n tr«m ? (Gñi þ: A = {(x, y) :

0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ x ≤ 1, x+ y ≤ 0, 5}) (�s: 0,0625)

5.1.3 C¡c bi¸n ng¨u nhi¶n �ëc lªp

Trong Ch÷ìng 2, chóng ta �¢ ch¿ ra mët c¡ch x¡c �ành t½nh �ëc lªp cõa hai bi¸n

cè l  thæng qua �i·u ki»n P (A∩B) = P (A).P (B). �¥y l  mët �ành ngh¾a t÷ìng tü

cho sü �ëc lªp cõa hai bi¸n ng¨u nhi¶n.

�ành ngh¾a 5.1.5. Hai bi¸n ng¨u nhi¶n X v  Y l  �ëc lªp n¸u méi c°p gi¡ trà x

v  y thäa

p(x, y) = pX(x).pY (y) khi X v  Y ríi r¤c

ho°c

f(x, y) = fX(x).fY (y) khi X v  Y li¶n töc.

N¸u hai cæng thùc tr¶n khæng thäa cho t§t c£ (x, y) th¼ X v  Y �÷ñc gåi l  phö

thuëc.

V½ dö 5.5 Trong v½ dö 5.1 cho bi¸n ríi r¤c, tçn t¤i (p(1, 6; 50) = 0, 2) 6= (p(1, 6)×
p(50) = 0.35× 0.35) n¶n X v  Y khæng �ëc lªp.

V½ dö 5.6 Trong v½ dö 5.3 ; tçn t¤i fX(3
4
) = fY (3

4
) = 9

16
; f(3

4
, 3
4
) = 0 6= 9

16
. 9
16

n¶n

hai bi¸n tr¶n khæng �ëc lªp.

Sü �ëc lªp cõa hai bi¸n ng¨u nhi¶n kh¡ quan trång khi mæ t£ th½ nghi»m nghi¶n

cùu khi m  X v  Y khæng £nh h÷ðng l¨n nhau. Ngo i ra ta cán câ k¸t qu£ sau:

P (a ≤ X ≤ b, c ≤ X ≤ d) = P (a ≤ X ≤ b).P (c ≤ X ≤ d)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 13
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5.1.4 Nhi·u hìn 2 bi¸n

�º mæ h¼nh ho¡ c¡c h m cõa hìn hai bi¸n ng¨u nhi¶n, chóng ta mð rëng kh¡i

ni»m v· ph¥n phèi �çng thíi cõa hai bi¸n.

�ành ngh¾a 5.1.6. N¸u X1, X2, ..., Xn l  t§t c£ bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c, h m x¡c

su§t �çng thíi cõa c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n l  :

p(x1, x2, ..., xn) = P (X1 = x1, X2 = x2, ..., Xn = xn)

N¸u c¡c bi¸n li¶n töc, h mmªt �ë �çng thíi cõaX1, X2, ..., Xn l  h m p(x1, x2, ..., xn)

ch¯ng h¤n vîi b§t k¼ n kho£ng [a1, b1], ..., [an, bn],

P (a1 ≤ X1 ≤ b1, ..., an ≤ Xn ≤ bn) =
∫ b1
a1
...
∫ bn
an
f(x1, ..., xn)dxn...dx1

Trong mët ph²p thû nhà thùc, méi th½ nghi»m ch¿ cho mët k¸t qu£ trong 2 k¸t

qu£ câ thº x£y ra. B¥y gií x²t mët ph²p thû gçm n th½ nghi»m �ëc lªp v  gièng

nhau, m  trong �â méi ph²p thû ch¿ cho mët k¸t qu£ trong r k¸t qu£ câ thº x£y ra.

Cho pi = P ( k¸t qu£ thù i cõa b§t k¼ ph²p thû cö thº), v  �ành ngh¾a bi¸n ng¨u

nhi¶n Xi = sè l¦n th½ nghi»m m  câ k¸t qu£ i(i = 1, ..., r). Mët th½ nghi»m nh÷ vªy

�÷ñc gåi l  ph²p thû �a thùc - multinomial experiment v  h m x¡c su§t khèi

cõa X1, X2, ..., Xn �÷ñc gåi l  ph¥n phèi �a thùc - multinomial distribution.
B¬ng c¡ch sû döng lþ luªn t½nh t÷ìng tü vîi mët bi¸n trong tr÷íng hñp ph¥n phèi

nhà thùc, h m x¡c su§t �çng thíi cõa X1, X2, ..., Xn l 

p(x1, ..., xr) =

 n!
(x1!)(x2!)...(xr!)

.px11 ...p
xr
r , xi = 0, 1, 2, ...;x1 + ...+ xr = n

0, nìi kh¡c

Tr÷íng hñp r = 2 s³ cho ph¥n phèi nhà thùc, vîi X1 =sè l¦n th nh cæng v  X2 =

n = X1 = sè l¦n th§t b¤i.

�ành ngh¾a 5.1.7. Bi¸n ng¨u nhi¶n X1, X2, ..., Xn �÷ñc gåi l  �ëc lªp n¸u vîi méi

tªp con Xi1 , Xi2 , ..., Xik cõa c¡c bi¸n ( méi c°p, méi bë ba , ...)th¼ h m x¡c su§t

�çng thíi hay h m mªt �ë �çng thíi b¬ng vîi t½ch cõa c¡c h m x¡c su§t bi¶n duy¶n

hay c¡c h m mªt �ë bi¶n duy¶n..

V¼ vªy, n¸u c¡c bi¸n �ëc lªp vîi n = 4, th¼ h m x¡c su§t �çng thíi hay h m mªt

�ë �çng thíi cõa 2 bi¸n l  t½ch cõa hai h m bi¶n duy¶n, t÷ìng tü cho tr÷íng hñp

3 v  4 bi¸n. Quan trong nh§t l  khi ta �¢ câ n bi¸n �ëc lªp th¼ h m x¡c su§t �çng

thíi hay h m mªt �ë �çng thíi l  t½ch cõa n h m bi¶n duy¶n.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 14
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5.1.5 Ph¥n phèi �i·u ki»n

�ành ngh¾a 5.1.8. Cho X v  Y l  2 bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc vîi h m mªt �ë bi¶n

duy¶n f(x, y) v  h m mªt �ë bi¶n duy¶n cõa X l  fX(x). Th¼ vîi b§t k¼ X câ gi¡

trà x m  fX(x) > 0,h m mªt �ë �i·u ki»n cõa Y cho bði X=x l 

fY |X(y|x) = f(x,y)
fX(x)

−∞ < y <∞

N¸u X v  Y l  bi¸n ríi r¤c, thay h m mªt �ë b¬ng h m x¡c su§t khèi trong �ành

ngh¾a n y th¼ �÷ñc h m x¡c su§t khèi �i·u ki»n cõa Y khi X=x.

V½ dö 5.7 Düa v o dú li»u cõa v½ dö 5.3.

a/ H m mªt �ë �i·u ki»n cõa Y cho bði X = 0.8 l 

fY |X(y|0, 8) = f(0,8;y)
fX(0.8)

= 1,2(0,8+y2)
1,2(0,8)+0,4

= 1
34

(24 + 30y2) vîi 0 < y < 1

b/ X¡c su§t �º dàch vö A bªn trong nûa thíi gian �¦u khi bi¸t X = 0.8

P (Y ≤ 0, 5|X = 0, 8) =
∫ 0,5

−∞ fY |X(y|0, 8)dy =
∫ 0,5

0
1
34

(24 + 30y2)dy = 0, 39

c/ K¼ vång câ �i·u ki»n X = 0, 8 l :

E(Y |X = 0, 8) =
∫∞
−∞ y.fY |X(y|0, 8)dy = 1

34

∫ 1

0
y(24 + 30y2)dy = 0.574

5.2 Gi¡ trà Ký vång, Ph÷ìng sai v  Hi»p ph÷ìng
sai

B§t ký h m h(X) cõa mët bi¸n ng¨u nhi¶n �ìn th¼ ch½nh nâ công l  mët bi¸n

ng¨u nhi¶n. Tuy nhi¶n, �º t½nh to¡n E[h(X)] th¼ khæng c¦n ph£i câ ph¥n phèi

x¡c su§t cõa h(X); thay v o �â, E[h(X)] �÷ñc t½nh nh÷ mët trung b¼nh trång sè(a

weighted average ) cõa c¡c gi¡ trà h(X), trong �â h m trång sè (the weight function)

l  h m x¡c su§t khèi p(x) ho°c h m mªt �ë f(x) cõa X. K¸t qu£ t÷ìng tü cho mët

h m ph¥n phèi �çng thíi 2 bi¸n h(x, y).

M»nh �· 5.2.1. Cho X v  Y l  bi¸n ng¨u nhi¶n �çng thíi vîi h m x¡c su§t khèi
p(x, y) ho°c h m mªt �ë f(x, y) t÷ìng ùng vîi tr÷íng hñp bi¸n ríi r¤c ho°c bi¸n li¶n
töc. Th¼ gi¡ trà k¼ vång cõa h m h(X, Y ) �÷ñc k½ hi»u l  E[h(X, Y )] ho°c µh(X,Y )

�÷ñc t½nh nh÷ sau:

E[h(X, Y )] =


∑

x

∑
y h(x, y).p(x, y), n¸u X v  Y ríi r¤c∫∞

−∞

∫∞
−∞ h(x, y).f(x, y)dxdy, n¸u X v  Y li¶n töc

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 15
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V½ dö 5.8 N«m ng÷íi b¤n �¢ mua v² cho mët buêi háa nh¤c. N¸u v² l  ché ngçi tø

1-5 trong mët h ng n o �â v  v² �÷ñc ph¥n phèi ng¨u nhi¶n cho n«m ng÷íi, th¼ k¼

vång cho sè gh¸ khi chia cho 2 ng÷íi l  bao nhi¶u? �°t X v  Y k½ hi»u cho sè gh¸

cõa ng÷íi �¦u ti¶n v  ng÷íi thù 2. C°p (X,Y) câ thº câ c¡c gi¡ trà (1, 2), (1, 3),. . .

, (5, 4), v  h m x¡c su§t khèi �çng thíi cõa (X, Y ) l 

p(x, y) =

 1
20

x = 1, ..., 5; y = 1, ..., 5;x 6= y

0 nìi kh¡c

Lóc �â sè ché ngçi chia cho 2 ng÷íi l  h m h(X, Y ) = |X−Y |−1, ta câ b£ng t÷ìng

ùng sau:

x

hX,Y 1 2 3 4 5

y 1 � 0 1 2 3

2 0 � 0 1 2

3 1 0 � 0 1

4 2 1 0 � 0

5 3 2 1 0 �

V¼ vªy E[h(X, Y )] =
∑

( x, y)
∑
h(x, y).p(x, y) =

∑5
x=1

∑5
y=1,x 6=y(|x− y|− 1). 1

20
= 1

V½ dö 5.9 H m mªt �ë �çng thíi cõa X ( l÷ñng h¤nh nh¥n) v  Y (l÷ñng h¤t �i·u)

trong 1kg h¤t l :

f(x, y) =

24xy vîi 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, x+ y ≤ 1

0 nìi kh¡c

N¸u 1kg h¤t h¤nh nh¥n câ gi¡ 1$ ; 1 kg h¤t �i·u câ gi¡ 1,5$ ; 1 kg h¤t �ªu phöng

câ gi¡ 0.5$; th¼ têng gi¡ trà cõa 1 hëp l :

h(X, Y ) = 1.X + 1, 5.Y + 0, 5.(1−X − Y ) = 0, 5 + 0, 5.X + Y

K¼ vång cho têng gi¡ trà l :

E[h(X, Y )] =
∫∞
−∞

∫∞
−∞ h(x, y).f(x, y)dxdy =

∫ 1

0

∫ 1−x
0

(0, 5 + 0, 5x + y).24xydydx =

1, 1$

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 16
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5.2.1 Hi»p ph÷ìng sai

�ành ngh¾a 5.2.2. Hi»p ph÷ìng sai giúa hai bi¸n ng¨u nhi¶nX v  Y l 

Cov(X, Y ) = E[(X−µX)(Y−µY )] =


∑

x

∑
y(x− µX)(y − µY )p(x, y) , X, Y ríi r¤c∫∞

−∞

∫∞
−∞(x− µX)(y − µY )f(x, y)dxdy, X, Y li¶n töc

�â l , v¼ X − µX v  Y − µY l  �ë l»ch cõa hai bi¸n tø c¡c gi¡ trà trung b¼nh

t÷ìng ùng, hi»p ph÷ìng sai l  k¼ vång cõa t½ch hai �ë l»ch. Chó þ r¬ng Cov(X,X) =

E[(X − µX)2] = V (X).

Gi£i th½ch �ành ngh¾a: gi£ sû X v  Y câ mët mèi li¶n h» d÷ìng vîi nhau, ngh¾a

l  c¡c gi¡ trà lîn cõa X câ khuynh x£y ra vîi c¡c gi¡ trà lîn cõa Y v  c¡c gi¡ trà

nhä cõa X vîi gi¡ trà nhä cõa Y . Th¼ h¦u nh÷ x¡c su§t khèi hay h m mªt �ë s³

�÷ñc li¶n quan �¸n x − µX v  y − µY , khi c£ hai gi¡ trà X, Y �·u ¥m hay c£ hai

�·u d÷ìng. Do �â vîi li¶n k¸t d÷ìng m¤nh, Cov(X, Y ) s³ h¦u nh÷ d÷ìng (quite

positive). �èi vîi mët li¶n k¸t ¥m m¤nh d§u cõa X −µX v  Y −µY s³ câ xu h÷îng

ng÷ñc nhau, lóc �â th¼ Cov(X, Y ) h¦u nh÷ ¥m. N¸u X,Y khæng câ li¶n k¸t m¤nh,

t½ch ¥m v  d÷ìng câ xu h÷îng tri»t ti¶u l¨n nhau th¼ Cov(X, Y ) = 0.

H¼nh d÷îi ch¿ ra nhúng kh£ n«ng kh¡c nhau. Hi»p ph÷ìng sai phö thuëc v o c¡c

tªp k¸t qu£ v  x¡c su§t. Hi»p ph÷ìng sai câ thº �÷ñc thay �êi m  khæng c¦n �i·u

ch¿nh nhúng tªp k¸t qu£, v  câ thº l m thay �êi nhi·u �¸n gi¡ trà cõa Cov(X, Y ).

V½ dö 5.10 Cho h m x¡c su§t khèi v  h m ph¥n phèi bi¶n duy¶n cõa hai bi¸n X,Y

nh÷ sau:
y

pX,Y 0 100 200

x 100 0,2 0,1 0,2

250 0,05 0,15 0,3

x 100 250

pX(x) 0,5 0,5

y 0 100 200

pY (y) 0,25 0,25 0,5

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 17
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�p döng cæng thùc t½nh Cov (X,Y) ? (�s: 1875)

M»nh �· 5.2.3. Cov(X, Y ) = E(X, Y )− µX .µY

V½ dö 5.11

f(x, y) =

24xy vîi 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, x+ y ≤ 1

0 nìi kh¡c

fX(x) =

12x(1− x2) vîi 0 ≤ x ≤ 1

0 nìi kh¡c

vîi fY (y) công câ �÷ñc t÷ìng tü b¬ng c¡ch thay x bði y trong fX(x).

H¢y t½nh µX , µY , E(X, Y ) tø �â suy ra Cov(X, Y ) ? (�s: -2/75)

5.2.2 T÷ìng quan

�ành ngh¾a 5.2.4. H» sè t÷ìng quan cõaX v  Y , �÷ñc k½ hi»u l  Corr(X, Y ), ρX,Y

hay ch¿ l  ρ v  �÷ñc �ành ngh¾a nh÷ sau

ρX,Y = Cov(X,Y )
σX .σY

V½ dö 5.12 Tø dú ki»n cõa v½ dö 5.10. H¢y t½nh h» sè t÷ìng quan cõa X v  Y ?

(�s: 0,301)

M»nh �· 5.2.5.

1. N¸u a v  c còng ¥m ho°c còng d÷ìng th¼

Corr(aX + b, cY + d) = Corr(X, Y )

2. Vîi b§t k¼ hai bi¸n ng¨u nhi¶n X v  Y th¼ −1 ≤ Corr(X, Y ) ≤ 1

M»nh �· 5.2.6.

1. N¸u X v  Y �ëc lªp, th¼ ρ = 0 nh÷ng ρ = 0 th¼ khæng suy ra �÷ñc l  câ sü �ëc
lªp.

2. ρ = 1 hay −1 khi v  ch¿ khi Y = aX + b vîi a, b l  sè n o �â v  a 6= 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 18
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M»nh �· n y ch¿ ra r¬ng ρ l  mët th÷îc �o v· bªc cõa mèi quan h» tuy¸n t½nh
giúa X v  Y , v  ch¿ khi hai bi¸n n y quan h» tuy¸n t½nh th¼ ρ câ thº ¥m ho°c d÷ìng

tòy þ. Gi¡ trà tuy»t �èi cõa ρ < 1 ch¿ ra r¬ng mèi quan h» khæng tuy¸n t½nh ho n

to n, nh÷ng v¨n câ mèi quan h» phi tuy¸n t½nh trong �â. Công nh÷ vªy khi ρ = 0

th¼ khæng ch¿ ra r¬ng X v  Y �ëc lªp, m  ch¿ l  X v  Y khæng câ quan h» tuy¸n

t½nh. Khi ρ = 0, X v  Y �÷ñc gåi l  khæng t÷ìng quan. Hai bi¸n câ thº khæng

t÷ìng quan nh÷ng ch÷a ch­c phö thuëc v¼ câ quan h» phi tuy¸n t½nh m¤nh ð �¥y,

v¼ vªy c¦n c©n thªn �÷a ra k¸t luªn khi g°p ρ = 0.

5.3 C¡c ph¥n phèi thèng k¶

C¡c quan s¡t trong mët m¨u �ìn �÷ñc k½ hi»u trong ch÷ìng 1 l  x1, x2, ..., xn.

Xem nh÷ chån hai m¨u kh¡c nhau câ k½ch th÷îc n tø còng mët ph¥n phèi têng thº.

xi trong m¨u thù hai s³ h¦u nh÷ luæn kh¡c nhau mët chót vîi c¡c gi¡ trà cõa m¨u

�¦u ti¶n. V½ dö, mët m¨u �¦u ti¶n cõa n = 3 xe æ tæ lo¤i �°c bi»t câ thº cho hi»u

qu£ nhi¶n li»u x1 = 30, 7, x2 = 29, 4, x3 = 31, 1 , trong khi mët m¨u thù hai câ thº

cho x1 = 28, 8, x2 = 30.0 v  x3 = 32.5. Tr÷îc khi chóng ta thu �÷ñc dú li»u, câ sü

khæng ch­c ch­n v· gi¡ trà cõa méi xi. V¼ �i·u n y khæng ch­c ch­n, tr÷îc khi thu

thªp dú li»u, chóng ta xem méi quan s¡t nh÷ l  mët bi¸n ng¨u nhi¶n v  k½ hi»u m¨u

b¬ng X1, X2, ..., Xn (chú in hoa cho bi¸n ng¨u nhi¶n).

Sü thay �êi n y trong c¡c gi¡ trà �÷ñc quan s¡t gióp suy ra c¡c gi¡ trà cõa b§t

ký h m n o cõa c¡c quan s¡t m¨u - ch¯ng h¤n nh÷ trung b¼nh m¨u, �ë l»ch ti¶u

chu©n m¨u. Tr÷îc ti¶n l  �º câ x1, ..., xn, th¼ câ mët t§t �ành cho gi¡ trà x, gi¡ trà s...

�ành ngh¾a 5.3.1. Mët thèng k¶ l  b§t k¼ l÷ñng n o m  gi¡ trà câ thº �÷ñc t½nh

tø dú li»u m¨u. Tr÷îc khi thu thªp dú li»u, câ mët t§t �ành v· gi¡ trà cõa b§t ký

thèng k¶ �°c bi»t s³ cho k¸t qu£. Do �â, thèng k¶ l  mët bi¸n ng¨u nhi¶n v  s³ �÷ñc

k½ hi»u bði mët k½ tü vi¸t hoa; mët k½ tü vi¸t th÷íng �÷ñc sû döng �º �¤i di»n cho

gi¡ trà �¢ t½nh to¡n ho°c �¢ quan s¡t cõa thèng k¶.

V¼ vªy trung b¼nh m¨u trong thèng k¶ �÷ñc k½ hi»u l  X, v  gi¡ trà t½nh �÷ñc

cõa thèng k¶ n y l  x. T÷ìng tü S �¤i di»n cho �ë l»ch chu©n m¨u v  gi¡ trà �÷ñc

t½n k½ hi»u l  s.

B§t k¼ thèng k¶ n o ( b£n th¥n nâ l  mët bi¸n ng¨u nhi¶n) �·u câ mët ph¥n phèi

x¡c su§t. �¡ng chó þ l  ph¥n phèi x¡c su§t cõa trung b¼nh m¨u X .
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Ph¥n phèi x¡c su§t cõa mët thèng k¶ �æi khi gåi l  ph¥n phèi m¨u �º nh§n m¤nh

r¬ng nâ mæ t£ c¡ch m  thèng k¶ kh¡c nhau v· gi¡ trà tr¶n t§t c£ c¡c m¨u �÷ñc lüa

chån.

5.3.1 M¨u ng¨u nhi¶n

Ph¥n bè x¡c su§t cõa b§t ký thèng k¶ cö thº phö thuëc khæng ch¿ v o ph¥n

phèi têng thº (chu©n, �·u,...) v  k½ch th÷îc m¨u n m  cán phö thuëc ph÷ìng ph¡p

l§y m¨u. Xem x²t lüa chån mët m¨u k½ch th÷îc n = 2 tø têng thº ch¿ gçm ba gi¡

trà 1, 5 v  10, v  gi£ sû r¬ng thèng k¶ �÷ñc quan t¥m l  ph÷ìng sai m¨u. N¸u l§y

m¨u �÷ñc thüc hi»n "câ ho n l¤i," th¼ S2 = 0 khi X1 = X2. Tuy nhi¶n, S2 khæng

thº b¬ng 0 n¸u m¨u "khæng ho n l¤i". V¼ vªy, P (S2 = 0) = 0 vîi mët ph÷ìng ph¡p

l§y m¨u, v  x¡c su§t n y l  d÷ìng vîi ph÷ìng ph¡p l§y m¨u kh¡c. �ành ngh¾a ti¸p

theo cõa chóng ta mæ t£ mët ph÷ìng ph¡p l§y m¨u th÷íng g°p trong thüc t¸.

�ành ngh¾a 5.3.2. C¡c bi¸n ng¨u nhi¶n X1, X2, ..., Xn �÷ñc gåi l  m¨u ng¨u nhi¶n

(�ìn) cï m¨u n n¸u:

1. C¡c Xi l  bi¸n ng¨u nhi¶n �ëc lªp.

2. C¡c Xi câ còng ph¥n phèi m¨u.

N¸u l§y m¨u câ ho n l¤i tø têng thº væ h¤n, th¼ �i·u ki»n 1 v  2 �÷ñc thäa m¢n.

Nhúng �i·u ki»n n y công g¦n nh÷ thäa m¢n n¸u l§y m¨u khæng ho n l¤i, tuy nhi¶n

m¨u cï n th¼ nhä hìn nhi·u so vîi têng thº cï N . Trong thüc t¸, n¸u n/N < 0.05

( nhi·u nh§t 5% têng thº �÷ñc l§y m¨u), chóng ta câ thº ti¸n h nh khi Xi l  bi¸n

ng¨u nhi¶n. Hi»u qu£ cõa ph÷ìng ph¡p l§y m¨u n y l  ph¥n phèi x¡c su§t cõa b§t

ký thèng k¶ n o câ thº d¹ d ng thu �÷ñc hìn so vîi b§t ký ph÷ìng ph¡p l§y m¨u

n o kh¡c.

Câ hai ph÷ìng ph¡p chung �º thu thªp thæng tin v· ph¥n phèi m¨u cõa mët

thèng k¶. Mët ph÷ìng ph¡p li¶n quan �¸n t½nh to¡n düa tr¶n c¡c quy t­c x¡c su§t,

v  thù hai l  thüc hi»n mët th½ nghi»m mæ phäng.
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5.3.2 T¼m ph¥n phèi m¨u

C¡c quy t­c x¡c su§t câ thº �÷ñc sû döng �º câ �÷ñc ph¥n phèi cõa mët thèng

k¶ mi¹n l  nâ l  mët h m "kh¡ �ìn gi£n" cõa c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n Xi v  ho°c l  câ

v i gi¡ trà X kh¡c nhau trong têng thº ho°c ph¥n phèi x¡c su§t câ d¤ng "tèt".

5.3.3 Nhúng th½ nghi»m mæ phäng

Ph÷ìng ph¡p thù hai �º thu thªp thæng tin v· ph¥n phèi m¨u cõa thèng k¶ l 

thüc hi»n mët th½ nghi»m mæ phäng. Ph÷ìng ph¡p n y th÷íng �÷ñc sû döng khi

l§y �¤o h m thæng qua c¡c quy t­c x¡c su§t l  qu¡ khâ ho°c phùc t¤p �º thüc hi»n.

Mët th½ nghi»m nh÷ vªy luæn luæn �÷ñc thüc hi»n vîi sü trñ gióp cõa m¡y t½nh. C¡c

�°c �iºm sau cõa th½ nghi»m y¶u c¦u:

1. Thèng k¶ cõa l¢i su§t (X,S, mët gi¡ trà trung b¼nh �¢ �÷ñc c­t x²n (trimmed),...)

2. Ph¥n phèi cõa têng thº ( chu©n vîi µ = 100, σ = 15 ; ph¥n phèi �·u vîi giîi

h¤n d÷îi A = 5 v  giîi h¤n tr¶n B = 10 , ...)

3. K½ch cï m¨u n (v½ dö, n = 10 ho°c n = 50)

4. Sè l¦n l°p l¤i k (sè m¨u c¦n l§y)

Sau �â sû döng ph¦n m·m th½ch hñp �º l§y k m¨u ng¨u nhi¶n kh¡c nhau, méi k½ch

th÷îc n, tø ph¥n phèi têng thº �¢ �÷ñc thi¸t k¸. �èi vîi méi m¨u, t½nh to¡n gi¡ trà

cõa thèng k¶ v  x¥y düng mët biºu �ç t¦n sè cõa c¡c gi¡ trà k . Biºu �ç n y cung

c§p mët x§p x¿ ph¥n phèi m¨u cõa thèng k¶. Gi¡ trà c ng lîn hìn cõa k, th¼ x§p x¿

c ng tèt hìn (ph¥n phèi m¨u th¥t sü s³ xu§t hi»n khi k →∞ ). Trong thüc h nh,

k = 500 ho°c 1000 th÷íng l  �õ n¸u thèng k¶ "kh¡ �ìn gi£n".

5.4 Ph¥n phèi cõa trung b¼nh m¨u

T¦m quan trång cõa trung b¼nh m¨u X l  �º rót ra k¸t luªn cho trung b¼nh têng

thº µ. Mët sè ph÷ìng ph¡p suy luªn düa tr¶n t½nh ch§t cõa ph¥n phèi m¨u X . C¡c

t½nh ch§t t½nh to¡n v  th½ nghi»m mæ phäng �¢ n¶u trong c¡c ph¦n tr÷îc khi ta �·

c§p �¸n mèi quan h» E(X) v  µ hay V (X), σ2, v  n
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M»nh �· 5.4.1. Cho X1, X2, ..., Xn l  mët m¨u ng¨u nhi¶n tø mët ph¥n phèi vîi
trung b¼nh µ v  �ë l»ch chu©n σ. Th¼

1. E(X) = µX = µ

2. V (X) = σ2
X

= σ2/n v  σX = σ2/
√
n

Th¶m núa, vîi To = X1 + ... + Xn ( têng cõa m¨u), E(To) = nµ, V (To) =

nσ2, σT0 =
√
nσ

C¡c chùng minh cho nhúng k¸t qu£ tr¶n s³ �÷ñc tr¼nh b y ð ph¦n ti¸p theo. Theo

k¸t qu£ 1, ph¥n phèi m¨u cõa X (tùc l  x¡c su§t) tªp trung ch½nh x¡c ð trung b¼nh

cõa têng thº m  m¨u �÷ñc chån tø �â. K¸t qu£ 2 cho th§y r¬ng ph¥n phèi X trð

n¶n tªp trung hìn v· µ khi k½ch th÷îc m¨u n t«ng l¶n. Sü kh¡c bi»t quan trång l 

ph¥n phèi cõa To trð n¶n lan rëng ra khi cï m¨u n t«ng l¶n.

V½ dö 5.13 Trong mët th½ nghi»m kiºm tra sùc chàu m i mán tr¶n mët m¨u titan,

k¼ vång sè chu ký �º ph¡t ra ¥m thanh �¦u ti¶n (dòng ch¿ ra v¸t nùt �¦u ti¶n) l 

µ = 28.000 v  �ë l»ch ti¶u chu©n cõa sè chu ký l  σ = 5000. �°t X1, X2, ..., X25 l 

mët m¨u ng¨u nhi¶n câ k½ch th÷îc 25, trong �â méi Xi l  sè chu ký tr¶n mët m¨u

titan kh¡c nhau ng¨u nhi¶n �÷ñc chån. Th¼ gi¡ trà k¼ vång cõa sè trung b¼nh m¨u

cõa chu ký cho �¸n khi ph¡t ¥m thanh �¦u ti¶n l  E(X) = µ = 28.000 v  têng k¼

vång cho sè chu ký cho 25 m¨u tiatan l  E(T0) = nµ = 25(28000) = 700000. �ë

l»ch chu©n cõa X (sai sè ti¶u chu©n cõa trung b¼nh) v  cõa T0 l :

σX = σ/
√
n = 5000√

25
= 1000

σT0 =
√
nσ =

√
25.5000 = 25000

N¸u cï m¨u t«ng l¶n n = 100, E(X) th¼ khæng �êi, nh÷ng σX = 500 (b¬ng mët

nûa gi¡ trà tr÷îc �â ) (k½ch cï m¨u ph£i �÷ñc t«ng g§p bèn l¦n �º gi£m mët nûa

�ë l»ch ti¶u chu©n cõa X).

5.4.1 Tr÷íng hñp ph¥n phèi chu©n têng thº

M»nh �· 5.4.2. Cho X1, X2, ..., Xn l  mët m¨u ng¨u nhi¶n tø ph¥n phèi chu©n vîi
trung b¼nh µ v  �ë l»ch chu©n σ. Th¼ vîi måi n, X �÷ñc ph¥n phèi chu©n (vîi trung
b¼nh µ v  �ë l»ch chu©n σ/

√
n), nh÷ l  To ( vîi trung b¼nh nµ v  �ë l»ch chu©n

√
nσ) .
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Chóng ta câ dú ki»n �º bi¸t ph¥n phèi X v  To khi ph¥n phèi têng thº l  ph¥n

phèi chu©n. �°c bi»t, x¡c su§t nh÷ P (a ≤ X ≤ b) v  P (c ≤ To ≤ d) câ thº t½nh

�÷ñc b¬ng c¡ch chu©n hâa. H¼nh d÷îi gi£i th½ch cho m»nh �·

V½ dö 5.14 Thíi gian cho mët con chuët cõa mët ph¥n lo i nh§t �ành t¼m �÷íng

ra mët m¶ cung l  mët ph¥n phèi chu©n vîi µ = 1, 5 phót v  σ = 0, 35 phót. Gi£ sû

n«m con chuët �÷ñc chån �º quan s¡t. �°t X1, ..., X5 cho thíi gian cõa chóng trong

m¶ cung.

a/ Gi£ sû Xi l  mët m¨u ng¨u nhi¶n tø ph¥n bè chu©n n y, t¼m x¡c su§t m  têng

thíi gian T0 = X1 + ...+X5 n¬m trong kho£ng tø 6 �¸n 8 phót?

Theo m»nh �·, T0 câ ph¥n phèi chu©n vîi µT0 = nµ = 5.(1, 5) = 7, 5 v  ph÷ìng sai

σ2
T0

= nσ2 = 5(0, 1225) = 0.6125, v¼ vªy σT0 = 0, 783.

P (6 ≤ T0 ≤ 8) = P (6−5,7
0,783

≤ Z ≤ 8−7,5
0,783

) = P (−1, 92 ≤ Z ≤ 6.4) = Φ(0, 64) −
Φ(−1, 92) = 0, 7115

b/ X¡c �ành x¡c su§t m  thíi gian trung b¼nh m¨u X nhi·u nh§t l  2 phót , vîi

µX = µ = 1, 5 v  σX = σ/
√
n = 0, 35/

√
5 = 0, 1565. Th¼

P (X ≤ 2) = P (Z ≤ 2−1,5
0,1565

) = P (Z ≤ 3, 19) = Φ(3, 19) = 0, 9993

5.4.2 �ành lþ giîi h¤n trung t¥m

Khi c¡c Xi câ ph¥n phèi chu©n, th¼ X công câ ph¥n phèi chu©n cho méi m¨u

cï n . C¡c k¸t qu£ tø v½ dö tr¶n ch¿ ra r¬ng khi ph¥n phèi têng thº khæng chu©n ,

l§y trung b¼nh s³ cho mët ph¥n phèi t¤o ra h¼nh chuæng hìn l  m¨u �÷ñc l§y. N¸u

n lîn, mët �÷íng cong chu©n th½ch hñp s³ x§p x¿ g¦n �óng ph¥n phèi thªt cõa X.
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Ph¡t biºu cho þ n y �÷ñc tr¼nh b y trong �ành lþ x¡c su§t quan trång sau �¥y.

�ành lþ 5.4.3. Cho X1, X2, ..., Xn l  mët m¨u ng¨u nhi¶n tø ph¥n phèi vîi trung
b¼nh µ v  ph÷ìng sai σ2. Th¼ n¸u n �õ lîn, th¼ X câ x§p x¿ g¦n �óng mët ph¥n
phèi chu©n vîi µX = µ v  σ2

X
= σ2/n v  To công câ x§p x¿ g¦n �óng mët ph¥n phèi

chu©n vîi µTo = nµ, σ2
To

= nσ2. Gi¡ trà n c ng lîn th¼ x§p x¿ c ng tèt.

H¼nh d÷îi minh håa �ành lþ Giîi h¤n Trung t¥m. Theo �LGHTT, khi n lîn v 

ta muèn t½nh x¡c su§t nh÷ P (a ≤ X ≤ b), ta ch¿ c¦n "gi£ ví" l  X l  chu©n v 

chu©n hâa nâ, sû döng b£ng ph¥n phèi chu©n. K¸t qu£ s³ �÷ñc x§p x¿ �óng.

V½ dö 5.15 L÷ñng t¤p ch§t cö thº trong mët læ s£n ph©m ho¡ håc nh§t �ành l 

bi¸n ng¨u nhi¶n câ gi¡ trà trung b¼nh 4,0 g v  �ë l»ch chu©n 1,5 g. N¸u 50 læ �÷ñc

chu©n bà �ëc lªp, t½nh x¡c su§t �º trung b¼nh m¨u t¤p ch§t X n¬m giúa 3,5 v  3,8g?

Ta câ n = 50 �õ lîn �º ¡p döng �LGHTT. X x§p x¿ v· ph¥n phèi chu©n vîi trung

b¼nh µX = 4 v  σX = 1, 5/
√

50 = 0, 2121 v¼ vªy

P (3, 5 ≤ X ≤ 3, 8) ≈ P ( 3,5−4
0,2121

≤ Z ≤ 3,8−4
0,2121

) = Φ(−0, 94)− Φ(−2, 36) = 0, 1645

V½ dö 5.16Mët tê chùc ti¶u dòng nh§t �ành th÷íng b¡o c¡o sè l÷ñng khi¸m khuy¸t

lîn cõa méi chi¸c æ tæ mîi m  nâ thû nghi»m. Gi£ sû sè léi n y l  mët bi¸n ng¨u

nhi¶n vîi gi¡ trà trung b¼nh l  3.2 v  �ë l»ch chu©n 2.4. Trong sè 100 xe �÷ñc lüa

chån ng¨u nhi¶n, t½nh x¡c su§t trung b¼nh m¨u cõa nhúng léi n y nhi·u hìn 4? (�s:

0,0004)
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�ành lþ giîi h¤n trung t¥m cung c§p c¡i nh¼n s¥u s­c v· lþ do t¤i sao nhi·u bi¸n

ng¨u nhi¶n câ ph¥n phèi x¡c su§t g¦n vîi ph¥n phèi chu©n. V½ dö, sai sè �o l÷íng

trong mët th½ nghi»m khoa håc câ thº �÷ñc coi l  têng cõa mët sè �iºm nhi¹u lo¤n

�¡ng kº v  sai sè cõa �ë �o nhä.

Mët khâ kh«n thüc t¸ trong vi»c ¡p döng �LGHTT l  khi n o n l  �õ lîn. V§n �· l 

�ë ch½nh x¡c cõa x§p x¿ cho mët n cö thº phö thuëc v o h¼nh d¤ng ph¥n phèi cì b£n

ban �¦u �÷ñc l§y m¨u. N¸u ph¥n phèi cì b£n g¦n vîi mët �÷íng cong chu©n, th¼ x§p

x¿ tèt ngay c£ �èi vîi mët n nhä, trong khi n¸u nâ xa ph¥n phèi chu©n, th¼ c¦n n lîn.

Nguy¶n t­c chung: N¸u n > 30 �ành lþ giîi h¤n trung t¥m �÷ñc sû döng.

Câ nhúng ph¥n phèi têng thº m  thªm ch½ n tø 40 ho°c 50 th¼ khæng �õ, nh÷ng

nhúng ph¥n phèi n y hi¸m g°p trong thüc h nh. M°t kh¡c, nguy¶n t­c chung th¼

b£o to n �èi vîi nhi·u ph¥n phèi têng thº, khi �â gi¡ trà n ½t hìn 30 th¼ �¢ �õ.

V½ dö, trong tr÷íng hñp ph¥n phèi �·u cõa têng thº, �LGHTT cho x§p x¿ tèt vîi

n ≥ 12 .

5.4.3 Nhúng ùng döng kh¡c cõa �ành lþ giîi h¤n trung t¥m

�LGHTT câ thº �÷ñc sû döng �º l m rã cho x§p x¿ chu©n �èi vîi ph¥n phèi

nhà thùc �÷ñc th£o luªn trong Ch÷ìng 4. Nhî l¤i r¬ng mët bi¸n nhà thùc X l  sè

l¦n th nh cæng trong mët th½ nghi»m nhà thùc bao gçm n thû nghi»m th nh cæng

/ th§t b¤i �ëc lªp vîi p = P (S) cho b§t ký thû nghi»m cö thº n o. X¡c �ành mët

bi¸n ng¨u nhi¶n mîi X1 bði

X1 =

1 , k¸t qu£ �¦u th nh cæng

0 , k¸t qu£ �¦u th§t b¤i

v  �ành ngh¾a X1, X2, X3, ..., Xn t÷ìng tü cho n − 1 thû nghi»m kh¡c. Méi Xi cho

bi¸t mët ph²p thû t÷ìng ùng câ th nh cæng hay khæng.

Bði v¼ c¡c thû nghi»m l  �ëc lªp v  P (S) l  h¬ng sè qua c¡c thû nghi»m, c¡c bi¸n

ng¨u nhi¶n Xi th¼ �ëc lªp còng ph¥n phèi ( m¨u ng¨u nhi¶n �÷ñc l§y tø ph¥n phèi

Bernoulli). �LGTTT ch¿ ra r¬ng n¸u n l  �õ lîn, c£ têng v  trung b¼nh cõa c¡c Xi

�·u x§p x¿ ph¥n phèi chu©n. Khi c¡c Xi �÷ñc cëng l¤i, têng S �÷ñc th¶m 1 n¸u bi¸n

�â xu§t hi»n v  F �÷ñc th¶m 0 , v¼ vªy X1 + X2 + ... + Xn = X. Trung b¼nh m¨u

cõa c¡c Xi l  X/n ch½nh l  t� l» th nh cæng cõa m¨u. Ngh¾a l , c£ X v  X/n �·u
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x§p x¿ chu©n khi n lîn. K½ch cï m¨u c¦n thi¸t cho ph²p x§p x¿ n y phö thuëc v o

gi¡ trà cõa p: Khi p g¦n 0,5, sü ph¥n bè cõa méi Xi th¼ �èi xùng (xem h¼nh d÷îi),

trong khi ph¥n phèi l  kh¡ l»ch khi p g¦n 0 ho°c 1. Sû döng x§p x¿ ch¿ khi np ≥ 10

v  n(1 − p) ≥ 10 �£m b£o r¬ng n �õ lîn �º v÷ñt qua b§t ký sü sai l»ch n o trong

ph¥n phèi Bernoulli b¶n d÷îi:

Nh­c l¤i: X câ ph¥n phèi log chu©n n¸u ln(X) câ ph¥n phèi chu©n.

M»nh �· 5.4.4. Cho X1, X2, ..., Xn l  mët m¨u ng¨u nhi¶n tø mët ph¥n phèi m 
ch¿ câ gi¡ trà d÷ìng thäa [P (Xi > 0) = 1]. Th¼ vîi n �õ lîn, t½ch Y = X1X2...Xn s³
x§p x¿ ph¥n phèi log chu©n

5.5 Ph¥n phèi cõa tê hñp tuy¸n t½nh

Trung b¼nh m¨u X v  têng cõa m¨u To l  nhúng tr÷íng hñp �°c bi»t cõa mët

lo¤i bi¸n ng¨u nhi¶n xu§t hi»n r§t th÷íng xuy¶n trong c¡c ùng döng thèng k¶.

�ành ngh¾a 5.5.1. Cho mët tªp n c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n X1, ..., Xn v  n h¬ng sè

a1, ..., an cõa bi¸n ng¨u nhi¶n.

Y = a1X1 + ...+ anXn =
∑n

i=1 aiXi

�÷ñc gåi l  tê hñp tuy¸n t½nh cõa bi¸n ng¨u nhi¶n Xi

M»nh �· 5.5.2. Cho X1, X2, ..., Xn câ gi¡ trà trung b¼nh t÷ìng ùng µ1, ..., µn v 
ph÷ìng sai t÷ìng ùng σ2

1, ..., σ
2
n .

1. Xicâ �ëc lªp hay khæng �·u câ:

E(a1X1 + a2X2 + ...+ anXn) = a1E(X1) + a2E(X2) + ...+ anE(Xn) =

a1µ1 + ...+ anµn
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2. N¸u X1, ..., Xn �ëc lªp

V (a1X1 + a2X2 + ...+ anXn = a21V (X1) + a22V (X2) + ...+ a2nV (Xn) =

a21σ
2
1 + ...+ a2nσ

2
n

v 

σa1X1+a2X2+...+anXn =
√
a21σ

2
1 + ...+ a2nσ

2
n

3. Vîi b§t k¼ X1, ...Xn

V (a1X1 + a2X2 + ...+ anXn) = Σn
i=1Σ

n
j=1aiajCov(Xi, Xj)

V½ dö 5.17 Mët tr¤m x«ng b¡n ba lo¤i x«ng: regular, extra v  super. Gi¡ t÷ìng

ùng c¡c lo¤i x«ng n y l  3 $ ; 3,2$ v  3,4$ cho 1 gallon (4,4 l½t). Gåi X1, X2, X3 k½

hi»u cho l÷ñng gallon b¡n �÷ñc trong 1 ng y n o �â. Gi£ sû m¨u Xi �ëc lªp vîi

µ1 = 1000 , µ2 = 500 , µ3 = 300, σ1 = 100, σ2 = 80, σ3 = 50. Doanh thu k½ hi»u

l  Y = 3.X1 + 3, 2X2 + 3, 4X3 . H¢y t½nh E(Y ), V (Y ), σ(Y )? (�s: 5620 ; 184,436 ,

42,46)

5.5.1 Hi»u cõa hai bi¸n ng¨u nhi¶n

Mët tr÷íng hñp �°c bi»t quan trång cõa tê hñp tuy¸n t½nh khi cho n = 2, a1 =

1, a2 = −1:

Y = a1X1 + a2X2 = X1 −X2

Tø �â ta câ h» qu£ sau:

H» qu£ 5.5.3. E(X1−X2) = E(X1)−E(X2) vîi hai bi¸n ng¨u nhi¶n b§t k¼ X1 v 
X2.
V (X1 −X2) = V (X1) + V (X2) n¸u X1 v  X2 �ëc lªp.

V½ dö 5.18 Mët nh  s£n xu§t æ tæ trang bà mët mæ h¼nh vîi mët �ëng cì câ

6 xy-lanh v  �ëng cì 4 xy-lanh. �°t X1 v  X2 l  l÷ñng d¦u c¦n t÷ìng ùng cho

�ëng cì 6 xy-lanh v  4 xy-lanh. Vîi µ1 = 22, µ2 = 26, σ1 = 1, 2;σ2 = 1, 5 h¢y t½nh

E(X1 −X2), V (X1 −X2), σX1−X2? (�s: -4 ; 3,69 ; 1,92)
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5.5.2 Tr÷íng hñp cõa bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc

Khi Xi l  m¨u ng¨u nhi¶n l§y tø ph¥n phèi chu©n, X v  To th¼ công câ ph¥n

phèi chu©n. �¥y l  k¸t qu£ têng qu¡t hìn li¶n quan �¸n tê hñp tuy¸n t½nh.

M»nh �· 5.5.4. N¸u X1, X2, ..., Xn �ëc lªp, câ ph¥n phèi chu©n ( câ thº l  trung
b¼nh kh¡c nhau, ph÷ìng sai kh¡c nhau), th¼ b§t ký tê hñp tuy¸n t½nh cõa Xi công câ
ph¥n phèi chu©n. �°c bi»t, hi»u cõa X1 −X2 công �÷ñc ph¥n phèi chu©n.

V½ dö 5.19 Theo v½ dö tr¶n, cho têng thu nhªp khi b¡n 3 lo¤i x«ng ð 1 tr¤m l 

Y = 3X1 + 3, 2X2 + 3, 4X3 v  ta t½nh µY = 5620 , σY = 429, 46. N¸u Xi câ ph¥n

phèi chu©n th¼ x¡c su§t �º doanh thu hìn 4500 l :

P (Y > 45000) = P (Z > 4500−5620
429,26

) = P (Z > −2, 61) = 1− Φ(−2, 61) = 0, 9955

CHÓ Þ: Tr÷íng hñp n = 2 th¼ ta câ k¸t qu£ sau

V (a1X1 + a2X2) = a21V (X1) + a22V (X2) + 2a1a2Cov(X1, X2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 28
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