
California Polytechnic State University, San Luis Obispo
�����������-

JAY L. DEVORE

T i li»u mæn håc

Probability and Statistics for Engineering and
Sciences

X�C SU�T THÈNG K� ÙNG DÖNG

Ng÷íi dàch:

Nguy¹n Hçng Nhung

Ho ng Thà Minh Th£o

L¶ Thà Mai Trang

Nguy¹n Ngåc Tù

Bë mæn To¡n - �H SPKT, Tp. Hç Ch½ Minh - N«m 2017



Ch÷ìng 5

PH�N PHÈI X�C SU�T �ÇNG
THÍI V� M�U NG�U NHI�N

Giîi thi»u

Trong ch÷ìng 3 v  4, chóng ta �¢ ph¡t triºn c¡c mæ h¼nh x¡c su§t cho mët bi¸n

ng¨u nhi¶n �ìn bi¸n. Nhi·u v§n �· v· x¡c su§t thèng k¶ li¶n quan �¸n c¡c bi¸n ng¨u

nhi¶n �çng thíi. Trong ch÷ìng n y, �¦u ti¶n chóng ta th£o luªn v· c¡c mæ h¼nh x¡c

su§t �çng thíi cõa c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n, �°c bi»t nh§n m¤nh v o tr÷íng hñp trong

�â c¡c bi¸n sè �ëc lªp vîi nhau. Sau �â chóng ta nghi¶n cùu c¡c gi¡ trà k¼ vång cõa

c¡c h m sè cõa c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n, gçm hi»p ph÷ìng sai v  t÷ìng quan �º �o mùc

�ë li¶n k¸t giúa hai bi¸n.

Ba ph¦n cuèi cõa ch÷ìng xem x²t c¡c h m cõa n bi¸n ng¨u nhi¶n X1, X2, ..., Xn,

v  tªp trung �°c bi»t v o trung b¼nh cõa chóng (X1 + ...+Xn)/n. Mët h m nh÷ vªy

khæng nhúng l  mët bi¸n ng¨u nhi¶n m  cán l  mët thèng k¶. C¡c ph÷ìng ph¡p tø

x¡c su§t s³ �÷ñc sû döng �º l§y thæng tin cho ph¥n phèi cõa mët thèng k¶. Ta �÷ñc

k¸t qu£ �¦u ti¶n l  �ành lþ giîi h¤n trung t¥m (Central Limit Theorem), cì sð cho

nhi·u quy tr¼nh suy luªn li¶n quan �¸n k½ch cï m¨u lîn.

5.1 Ph¥n phèi �çng thíi cõa c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n

Câ r§t nhi·u t¼nh huèng thû nghi»m trong �â câ nhi·u hìn mët bi¸n ng¨u

nhi¶n �÷ñc ng÷íi quan s¡t quan t¥m. Tr÷îc ti¶n chóng ta xem x²t ph¥n phèi x¡c

su§t �çng thíi cho hai bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c, sau �â cho hai bi¸n li¶n töc v  cuèi
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còng cho nhi·u hìn hai bi¸n.

5.1.1 Hai bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c

H m x¡c su§t khèi cõa mët bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c �ìn X x¡c �ành x¡c su§t

khèi �÷ñc �°t tr¶n méi gi¡ trà câ thº cõa X. H m x¡c su§t khèi �çng thíi cõa hai

bi¸n ríi r¤c X v  Y mæ t£ x¡c su§t khèi �÷ñc �°t tr¶n méi c°p gi¡ trà (x, y).

�ành ngh¾a 5.1.1. Cho X v  Y l  hai bi¸n ríi r¤c �÷ñc �ành ngh¾a tr¶n khæng

gian m¨u Ω cõa mët ph²p thû. H m x¡c su§t khèi p(x, y) cho méi c°p sè (x, y) �÷ñc

�ành ngh¾a bði

p(x, y) = P (X = x and Y = y)

thäa p(x, y) ≥ 0 v  ΣxΣyp(x, y) = 1.

V½ dö 5.1 Cho bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c X l  chi·u cao sinh vi¶n (m²t) vîi tªp gi¡

trà 1,5 ; 1,6 ; 1,7, bi¸n ng¨u nhi¶n Y l  c¥n n°ng cõa sinh vi¶n (kg) vîi tªp gi¡ trà

l  50; 60; 65 v  b£ng ph¥n phèi x¡c su§t �çng thíi cõa X v  Y nh÷ sau:

Y

pX,Y 50 60 65

X 1,5 0,1 0,2 0,1

1,6 0,2 0,05 0,1

1,7 0,05 0,1 0,1

Khi �â t½nh c¡c x¡c su§t

p(1, 5; 60) = P (X = 1, 5;Y = 60) = 0, 2

P (Y ≥ 60) = p(1, 5; 60)+p(1, 6; 60)+p(1, 7; 60)+p(1, 5; 65)+p(1, 6; 65)+p(1, 7; 65) =

0, 2 + 0, 05 + 0, 1 + 0, 1 + 0, 1 + 0, 1 = 0, 65

P (X = 1, 6) = 0, 2 + 0, 05 + 0, 1 = 0, 35

�ành ngh¾a 5.1.2. H m x¡c su§t khèi bi¶n duy¶n cõa X, �÷ñc k½ hi»u l  pX ,

�÷ñc �ành ngh¾a pX(x) = Σy:p(x,y)>0 p(x, y) vîi méi gi¡ trà câ thº cõa x.

T÷ìng tü, h m x¡c su§t khèi bi¶n duy¶n cõa Y l  pY (y) = Σx:p(x,y)>0p(x, y) vîi

méi gi¡ trà câ thº cõa y.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 10
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Vi»c sû döng tø "bi¶n duy¶n" ð �¥y l  k¸t qu£ cõa thüc t¸ r¬ng n¸u h m x¡c

su§t khèi �çng thíi �÷ñc biºu di¹n trong mët b£ng chú nhªt, th¼ c¡c têng x¡c su§t

c¡c h ng (cët) ch½nh l  x¡c su§t khèi bi¶n duy¶n cõa X v  c¡c têng x¡c su§t cõa

c¡c cët (h ng) ch½nh l  x¡c su§t khèi bi¶n duy¶n cõa Y .

V½ dö 5.2 (sû döng dú li»u cõa v½ dö 5.1)

Y

pX,Y 50 60 65

X 1,5 0,1 0,2 0,1

1,6 0,2 0,05 0,1

1,7 0,05 0,1 0,1

pX(1, 5) = p(1, 5; 50) + p(1, 5; 60) + p(1, 5; 65) = 0, 1 + 0, 2 + 0, 1 = 0, 4

pX(1, 6) = p(1, 6; 50) + p(1, 6; 60) + p(1, 56; 65) = 0, 2 + 0, 05 + 0, 1 = 0, 35

pX(1, 7) = p(1, 7; 50) + p(1, 7; 60) + p(1, 7; 65) = 0, 05 + 0, 1 + 0, 1 = 0, 25

Vªy h m x¡c su§t khèi bi¶n duy¶n cõa X l :

pX(x) =


0, 4 n¸uX = 1, 5

0, 35 n¸uX = 1, 6

0, 25 n¸uX = 1, 7

T÷ìng tü h¢y t½nh h m x¡c su§t khèi bi¶n duy¶n cho Y ?

5.1.2 Hai bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc

X¡c su§t m  gi¡ trà quan s¡t th§y cõa mët bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc X n¬m trong

mët tªp hñp mët chi·u A( v½ dö mët kho£ng)câ �÷ñc b¬ng c¡ch l§y t½ch ph¥n h m

mªt �ë f(x) tr¶n tªp A. T÷ìng tü nh÷ vªy, x¡c su§t m  c°p (X, Y ) cõa c¡c bi¸n

ng¨u nhi¶n li¶n töc rìi v o tªp hai chi·u A ( v½ dö h¼nh chú nhªt) câ �÷ñc b¬ng

c¡ch l§y t½ch ph¥n mët h m gåi t¶n l  h m mªt �ë �çng thíi .

�ành ngh¾a 5.1.3. Cho X v  Y l  c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc. Mët h m
mªt �ë �çng thíi f(x, y) cho hai bi¸n n y l  mët h m thäa f(x, y) ≥ 0 v ∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ f(x, y)dxdy = 1 . Khi �â vîi tªp 2 chi·u A ta câ:

P [(X, Y ) ∈ A] =
∫ ∫

A
f(x, y)dxdy

�°c bi»t, n¸u A l  h¼nh chú nhªt 2 chi·u (x, y) : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d th¼

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 11
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P [(X, Y ) ∈ A] = P (a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d) =
∫ b
a

∫ d
c
f(x, y)dxdy

H m mªt �ë bi¶n duy¶n cõa méi bi¸n câ thº câ �÷ñc b¬ng c¡ch t÷ìng tü nh÷ ta

t¼m cho tr÷íng hñp bi¸n 2 chi·u ríi r¤c. H m mªt �ë bi¶n duy¶n cõa X t¤i gi¡ trà

x câ �÷ñc khi ta cè �ành x trong c°p (x, y) v  l§y t½ch ph¥n h m mªt �ë �çng thíi

theo y. Cán n¸u l§y t½ch ph¥n h m mªt �ë �çng thíi theo x th¼ �÷ñc h m mªt �ë

bi¶n duy¶n theo Y .

�ành ngh¾a 5.1.4. H m mªt �ë x¡c su§t bi¶n duy¶n cõa X v  Y , �÷ñc k½

hi»u fX(x) v  fY (y) , �÷ñc cho bði cæng thùc:

fX(x) =
∫∞
−∞ f(x, y)dy vîi −∞ < x <∞

fY (y) =
∫∞
−∞ f(x, y)dx vîi −∞ < y <∞

V½ dö 5.3 Mët ng¥n h ng mð hai lo¤i dàch vö A v  B, ng¨u nhi¶n chån 1 ng y, gåi

X l  t¿ l» thíi gian m  dàch vö A �÷ñc sû döng, v  Y l  t¿ l» thíi gian dàch vö B �÷ñc

dòng. Th¼ tªp hñp (X, Y ) l  mët h¼nh chú nhªt D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}.
Gi£ sû h m mªt �ë �çng thíi cõa (X, Y ) cho bði

f(x, y) =

6
5
(x+ y2) vîi 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1

0 nìi kh¡c

Chó þ r¬ng �i·u ki»n cõa h m mªt �ë �çng thíi l 
∫∞
∞

∫∞
∞ f(x, y)dxdy = 1 v 

f(x, y) ≥ 0 �¢ thäa.

a/ X¡c su§t khæng dàch vö n o bªn hìn 1/4 thíi gian l :

P (0 ≤ X ≤ 1
4
, 0 ≤ Y ≤ 1

4
) =

∫ 1/4

0

∫ 1/4

0
6
5
(x + y2)dxdy = 6

5

∫ 1/4

0

∫ 1/4

0
xdxdy +

6
5

∫ 1/4

0

∫ 1/4

0
y2dxdy = 0, 0109

b/ T½nh fX(x) =
∫∞
−∞ f(x, y)dy =

∫ 1

0
6
5
(x+ y2) = 6

5
x+ 2

5

H m mªt �ë bi¶n duy¶n cõa X ( ch½nh l  ph¥n phèi x¡c su§t cõa thíi gian bªn cõa

dàch vö A m  khæng quan t¥m �¸n dàch vö B) l :

fX(x) =

6
5
x+ 2

5
vîi 0 ≤ x ≤ 1

0 nìi kh¡c

c/ T¼m h m mªt �ë bi¶n duy¶n cõa Y? T½nh P (1
4
≤ Y ≤ 3

4
)?

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 12
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V½ dö 5.4 Mët cæng ty h¤t câ thà tr÷íng hëp c¡c lo¤i h¤t pha trën chùa h¤nh nh¥n,

h¤t �i·u v  �ªu phëng. Gi£ sû trång l÷ñng tành cõa méi hëp câ thº l  1 kg, nh÷ng

trång l÷ñng cõa tøng lo¤i h¤t l  ng¨u nhi¶n. Bði v¼ ba trång sè cëng l¤i b¬ng 1,

mët mæ h¼nh x¡c su§t �çng thíi cho hai lo¤i h¤t s³ cung c§p thæng tin c¦n thi¸t

v· trång l÷ñng cho lo¤i h¤t thù ba. �°t X l  trång l÷ñng cõa h¤nh nh¥n trong mët

chi¸c hëp �¢ chån v  Y l  trång l÷ñng h¤t �i·u. Th¼ vòng �º h m mªt �ë d÷ìng l 

D = (x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, x+ y ≤ 1 . Cho h m mªt �ë �çng thíi câ d¤ng

f(x, y) =

kxy vîi 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, x+ y ≤ 1

0 nìi kh¡c

a/ T½nh k ? (�s: 24)

b/ T½nh x¡c su§t m  hai lo¤i h¤t b§t k¼ chi¸m 50 ph¦n tr«m ? (Gñi þ: A = {(x, y) :

0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ x ≤ 1, x+ y ≤ 0, 5}) (�s: 0,0625)

5.1.3 C¡c bi¸n ng¨u nhi¶n �ëc lªp

Trong Ch÷ìng 2, chóng ta �¢ ch¿ ra mët c¡ch x¡c �ành t½nh �ëc lªp cõa hai bi¸n

cè l  thæng qua �i·u ki»n P (A∩B) = P (A).P (B). �¥y l  mët �ành ngh¾a t÷ìng tü

cho sü �ëc lªp cõa hai bi¸n ng¨u nhi¶n.

�ành ngh¾a 5.1.5. Hai bi¸n ng¨u nhi¶n X v  Y l  �ëc lªp n¸u méi c°p gi¡ trà x

v  y thäa

p(x, y) = pX(x).pY (y) khi X v  Y ríi r¤c

ho°c

f(x, y) = fX(x).fY (y) khi X v  Y li¶n töc.

N¸u hai cæng thùc tr¶n khæng thäa cho t§t c£ (x, y) th¼ X v  Y �÷ñc gåi l  phö

thuëc.

V½ dö 5.5 Trong v½ dö 5.1 cho bi¸n ríi r¤c, tçn t¤i (p(1, 6; 50) = 0, 2) 6= (p(1, 6)×
p(50) = 0.35× 0.35) n¶n X v  Y khæng �ëc lªp.

V½ dö 5.6 Trong v½ dö 5.3 ; tçn t¤i fX(3
4
) = fY (3

4
) = 9

16
; f(3

4
, 3
4
) = 0 6= 9

16
. 9
16

n¶n

hai bi¸n tr¶n khæng �ëc lªp.

Sü �ëc lªp cõa hai bi¸n ng¨u nhi¶n kh¡ quan trång khi mæ t£ th½ nghi»m nghi¶n

cùu khi m  X v  Y khæng £nh h÷ðng l¨n nhau. Ngo i ra ta cán câ k¸t qu£ sau:

P (a ≤ X ≤ b, c ≤ X ≤ d) = P (a ≤ X ≤ b).P (c ≤ X ≤ d)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 13
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5.1.4 Nhi·u hìn 2 bi¸n

�º mæ h¼nh ho¡ c¡c h m cõa hìn hai bi¸n ng¨u nhi¶n, chóng ta mð rëng kh¡i

ni»m v· ph¥n phèi �çng thíi cõa hai bi¸n.

�ành ngh¾a 5.1.6. N¸u X1, X2, ..., Xn l  t§t c£ bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c, h m x¡c

su§t �çng thíi cõa c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n l  :

p(x1, x2, ..., xn) = P (X1 = x1, X2 = x2, ..., Xn = xn)

N¸u c¡c bi¸n li¶n töc, h mmªt �ë �çng thíi cõaX1, X2, ..., Xn l  h m p(x1, x2, ..., xn)

ch¯ng h¤n vîi b§t k¼ n kho£ng [a1, b1], ..., [an, bn],

P (a1 ≤ X1 ≤ b1, ..., an ≤ Xn ≤ bn) =
∫ b1
a1
...
∫ bn
an
f(x1, ..., xn)dxn...dx1

Trong mët ph²p thû nhà thùc, méi th½ nghi»m ch¿ cho mët k¸t qu£ trong 2 k¸t

qu£ câ thº x£y ra. B¥y gií x²t mët ph²p thû gçm n th½ nghi»m �ëc lªp v  gièng

nhau, m  trong �â méi ph²p thû ch¿ cho mët k¸t qu£ trong r k¸t qu£ câ thº x£y ra.

Cho pi = P ( k¸t qu£ thù i cõa b§t k¼ ph²p thû cö thº), v  �ành ngh¾a bi¸n ng¨u

nhi¶n Xi = sè l¦n th½ nghi»m m  câ k¸t qu£ i(i = 1, ..., r). Mët th½ nghi»m nh÷ vªy

�÷ñc gåi l  ph²p thû �a thùc - multinomial experiment v  h m x¡c su§t khèi

cõa X1, X2, ..., Xn �÷ñc gåi l  ph¥n phèi �a thùc - multinomial distribution.
B¬ng c¡ch sû döng lþ luªn t½nh t÷ìng tü vîi mët bi¸n trong tr÷íng hñp ph¥n phèi

nhà thùc, h m x¡c su§t �çng thíi cõa X1, X2, ..., Xn l 

p(x1, ..., xr) =

 n!
(x1!)(x2!)...(xr!)

.px11 ...p
xr
r , xi = 0, 1, 2, ...;x1 + ...+ xr = n

0, nìi kh¡c

Tr÷íng hñp r = 2 s³ cho ph¥n phèi nhà thùc, vîi X1 =sè l¦n th nh cæng v  X2 =

n = X1 = sè l¦n th§t b¤i.

�ành ngh¾a 5.1.7. Bi¸n ng¨u nhi¶n X1, X2, ..., Xn �÷ñc gåi l  �ëc lªp n¸u vîi méi

tªp con Xi1 , Xi2 , ..., Xik cõa c¡c bi¸n ( méi c°p, méi bë ba , ...)th¼ h m x¡c su§t

�çng thíi hay h m mªt �ë �çng thíi b¬ng vîi t½ch cõa c¡c h m x¡c su§t bi¶n duy¶n

hay c¡c h m mªt �ë bi¶n duy¶n..

V¼ vªy, n¸u c¡c bi¸n �ëc lªp vîi n = 4, th¼ h m x¡c su§t �çng thíi hay h m mªt

�ë �çng thíi cõa 2 bi¸n l  t½ch cõa hai h m bi¶n duy¶n, t÷ìng tü cho tr÷íng hñp

3 v  4 bi¸n. Quan trong nh§t l  khi ta �¢ câ n bi¸n �ëc lªp th¼ h m x¡c su§t �çng

thíi hay h m mªt �ë �çng thíi l  t½ch cõa n h m bi¶n duy¶n.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 14



X�C SU�T THÈNG K� ÙNG DÖNG Trang 15

5.1.5 Ph¥n phèi �i·u ki»n

�ành ngh¾a 5.1.8. Cho X v  Y l  2 bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc vîi h m mªt �ë bi¶n

duy¶n f(x, y) v  h m mªt �ë bi¶n duy¶n cõa X l  fX(x). Th¼ vîi b§t k¼ X câ gi¡

trà x m  fX(x) > 0,h m mªt �ë �i·u ki»n cõa Y cho bði X=x l 

fY |X(y|x) = f(x,y)
fX(x)

−∞ < y <∞

N¸u X v  Y l  bi¸n ríi r¤c, thay h m mªt �ë b¬ng h m x¡c su§t khèi trong �ành

ngh¾a n y th¼ �÷ñc h m x¡c su§t khèi �i·u ki»n cõa Y khi X=x.

V½ dö 5.7 Düa v o dú li»u cõa v½ dö 5.3.

a/ H m mªt �ë �i·u ki»n cõa Y cho bði X = 0.8 l 

fY |X(y|0, 8) = f(0,8;y)
fX(0.8)

= 1,2(0,8+y2)
1,2(0,8)+0,4

= 1
34

(24 + 30y2) vîi 0 < y < 1

b/ X¡c su§t �º dàch vö A bªn trong nûa thíi gian �¦u khi bi¸t X = 0.8

P (Y ≤ 0, 5|X = 0, 8) =
∫ 0,5

−∞ fY |X(y|0, 8)dy =
∫ 0,5

0
1
34

(24 + 30y2)dy = 0, 39

c/ K¼ vång câ �i·u ki»n X = 0, 8 l :

E(Y |X = 0, 8) =
∫∞
−∞ y.fY |X(y|0, 8)dy = 1

34

∫ 1

0
y(24 + 30y2)dy = 0.574

5.2 Gi¡ trà Ký vång, Ph÷ìng sai v  Hi»p ph÷ìng
sai

B§t ký h m h(X) cõa mët bi¸n ng¨u nhi¶n �ìn th¼ ch½nh nâ công l  mët bi¸n

ng¨u nhi¶n. Tuy nhi¶n, �º t½nh to¡n E[h(X)] th¼ khæng c¦n ph£i câ ph¥n phèi

x¡c su§t cõa h(X); thay v o �â, E[h(X)] �÷ñc t½nh nh÷ mët trung b¼nh trång sè(a

weighted average ) cõa c¡c gi¡ trà h(X), trong �â h m trång sè (the weight function)

l  h m x¡c su§t khèi p(x) ho°c h m mªt �ë f(x) cõa X. K¸t qu£ t÷ìng tü cho mët

h m ph¥n phèi �çng thíi 2 bi¸n h(x, y).

M»nh �· 5.2.1. Cho X v  Y l  bi¸n ng¨u nhi¶n �çng thíi vîi h m x¡c su§t khèi
p(x, y) ho°c h m mªt �ë f(x, y) t÷ìng ùng vîi tr÷íng hñp bi¸n ríi r¤c ho°c bi¸n li¶n
töc. Th¼ gi¡ trà k¼ vång cõa h m h(X, Y ) �÷ñc k½ hi»u l  E[h(X, Y )] ho°c µh(X,Y )

�÷ñc t½nh nh÷ sau:

E[h(X, Y )] =


∑

x

∑
y h(x, y).p(x, y), n¸u X v  Y ríi r¤c∫∞

−∞

∫∞
−∞ h(x, y).f(x, y)dxdy, n¸u X v  Y li¶n töc

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 15
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V½ dö 5.8 N«m ng÷íi b¤n �¢ mua v² cho mët buêi háa nh¤c. N¸u v² l  ché ngçi tø

1-5 trong mët h ng n o �â v  v² �÷ñc ph¥n phèi ng¨u nhi¶n cho n«m ng÷íi, th¼ k¼

vång cho sè gh¸ khi chia cho 2 ng÷íi l  bao nhi¶u? �°t X v  Y k½ hi»u cho sè gh¸

cõa ng÷íi �¦u ti¶n v  ng÷íi thù 2. C°p (X,Y) câ thº câ c¡c gi¡ trà (1, 2), (1, 3),. . .

, (5, 4), v  h m x¡c su§t khèi �çng thíi cõa (X, Y ) l 

p(x, y) =

 1
20

x = 1, ..., 5; y = 1, ..., 5;x 6= y

0 nìi kh¡c

Lóc �â sè ché ngçi chia cho 2 ng÷íi l  h m h(X, Y ) = |X−Y |−1, ta câ b£ng t÷ìng

ùng sau:

x

hX,Y 1 2 3 4 5

y 1 � 0 1 2 3

2 0 � 0 1 2

3 1 0 � 0 1

4 2 1 0 � 0

5 3 2 1 0 �

V¼ vªy E[h(X, Y )] =
∑

( x, y)
∑
h(x, y).p(x, y) =

∑5
x=1

∑5
y=1,x 6=y(|x− y|− 1). 1

20
= 1

V½ dö 5.9 H m mªt �ë �çng thíi cõa X ( l÷ñng h¤nh nh¥n) v  Y (l÷ñng h¤t �i·u)

trong 1kg h¤t l :

f(x, y) =

24xy vîi 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, x+ y ≤ 1

0 nìi kh¡c

N¸u 1kg h¤t h¤nh nh¥n câ gi¡ 1$ ; 1 kg h¤t �i·u câ gi¡ 1,5$ ; 1 kg h¤t �ªu phöng

câ gi¡ 0.5$; th¼ têng gi¡ trà cõa 1 hëp l :

h(X, Y ) = 1.X + 1, 5.Y + 0, 5.(1−X − Y ) = 0, 5 + 0, 5.X + Y

K¼ vång cho têng gi¡ trà l :

E[h(X, Y )] =
∫∞
−∞

∫∞
−∞ h(x, y).f(x, y)dxdy =

∫ 1

0

∫ 1−x
0

(0, 5 + 0, 5x + y).24xydydx =

1, 1$
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5.2.1 Hi»p ph÷ìng sai

�ành ngh¾a 5.2.2. Hi»p ph÷ìng sai giúa hai bi¸n ng¨u nhi¶nX v  Y l 

Cov(X, Y ) = E[(X−µX)(Y−µY )] =


∑

x

∑
y(x− µX)(y − µY )p(x, y) , X, Y ríi r¤c∫∞

−∞

∫∞
−∞(x− µX)(y − µY )f(x, y)dxdy, X, Y li¶n töc

�â l , v¼ X − µX v  Y − µY l  �ë l»ch cõa hai bi¸n tø c¡c gi¡ trà trung b¼nh

t÷ìng ùng, hi»p ph÷ìng sai l  k¼ vång cõa t½ch hai �ë l»ch. Chó þ r¬ng Cov(X,X) =

E[(X − µX)2] = V (X).

Gi£i th½ch �ành ngh¾a: gi£ sû X v  Y câ mët mèi li¶n h» d÷ìng vîi nhau, ngh¾a

l  c¡c gi¡ trà lîn cõa X câ khuynh x£y ra vîi c¡c gi¡ trà lîn cõa Y v  c¡c gi¡ trà

nhä cõa X vîi gi¡ trà nhä cõa Y . Th¼ h¦u nh÷ x¡c su§t khèi hay h m mªt �ë s³

�÷ñc li¶n quan �¸n x − µX v  y − µY , khi c£ hai gi¡ trà X, Y �·u ¥m hay c£ hai

�·u d÷ìng. Do �â vîi li¶n k¸t d÷ìng m¤nh, Cov(X, Y ) s³ h¦u nh÷ d÷ìng (quite

positive). �èi vîi mët li¶n k¸t ¥m m¤nh d§u cõa X −µX v  Y −µY s³ câ xu h÷îng

ng÷ñc nhau, lóc �â th¼ Cov(X, Y ) h¦u nh÷ ¥m. N¸u X,Y khæng câ li¶n k¸t m¤nh,

t½ch ¥m v  d÷ìng câ xu h÷îng tri»t ti¶u l¨n nhau th¼ Cov(X, Y ) = 0.

H¼nh d÷îi ch¿ ra nhúng kh£ n«ng kh¡c nhau. Hi»p ph÷ìng sai phö thuëc v o c¡c

tªp k¸t qu£ v  x¡c su§t. Hi»p ph÷ìng sai câ thº �÷ñc thay �êi m  khæng c¦n �i·u

ch¿nh nhúng tªp k¸t qu£, v  câ thº l m thay �êi nhi·u �¸n gi¡ trà cõa Cov(X, Y ).

V½ dö 5.10 Cho h m x¡c su§t khèi v  h m ph¥n phèi bi¶n duy¶n cõa hai bi¸n X,Y

nh÷ sau:
y

pX,Y 0 100 200

x 100 0,2 0,1 0,2

250 0,05 0,15 0,3

x 100 250

pX(x) 0,5 0,5

y 0 100 200

pY (y) 0,25 0,25 0,5

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 17
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�p döng cæng thùc t½nh Cov (X,Y) ? (�s: 1875)

M»nh �· 5.2.3. Cov(X, Y ) = E(X, Y )− µX .µY

V½ dö 5.11

f(x, y) =

24xy vîi 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, x+ y ≤ 1

0 nìi kh¡c

fX(x) =

12x(1− x2) vîi 0 ≤ x ≤ 1

0 nìi kh¡c

vîi fY (y) công câ �÷ñc t÷ìng tü b¬ng c¡ch thay x bði y trong fX(x).

H¢y t½nh µX , µY , E(X, Y ) tø �â suy ra Cov(X, Y ) ? (�s: -2/75)

5.2.2 T÷ìng quan

�ành ngh¾a 5.2.4. H» sè t÷ìng quan cõaX v  Y , �÷ñc k½ hi»u l  Corr(X, Y ), ρX,Y

hay ch¿ l  ρ v  �÷ñc �ành ngh¾a nh÷ sau

ρX,Y = Cov(X,Y )
σX .σY

V½ dö 5.12 Tø dú ki»n cõa v½ dö 5.10. H¢y t½nh h» sè t÷ìng quan cõa X v  Y ?

(�s: 0,301)

M»nh �· 5.2.5.

1. N¸u a v  c còng ¥m ho°c còng d÷ìng th¼

Corr(aX + b, cY + d) = Corr(X, Y )

2. Vîi b§t k¼ hai bi¸n ng¨u nhi¶n X v  Y th¼ −1 ≤ Corr(X, Y ) ≤ 1

M»nh �· 5.2.6.

1. N¸u X v  Y �ëc lªp, th¼ ρ = 0 nh÷ng ρ = 0 th¼ khæng suy ra �÷ñc l  câ sü �ëc
lªp.

2. ρ = 1 hay −1 khi v  ch¿ khi Y = aX + b vîi a, b l  sè n o �â v  a 6= 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 18
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M»nh �· n y ch¿ ra r¬ng ρ l  mët th÷îc �o v· bªc cõa mèi quan h» tuy¸n t½nh
giúa X v  Y , v  ch¿ khi hai bi¸n n y quan h» tuy¸n t½nh th¼ ρ câ thº ¥m ho°c d÷ìng

tòy þ. Gi¡ trà tuy»t �èi cõa ρ < 1 ch¿ ra r¬ng mèi quan h» khæng tuy¸n t½nh ho n

to n, nh÷ng v¨n câ mèi quan h» phi tuy¸n t½nh trong �â. Công nh÷ vªy khi ρ = 0

th¼ khæng ch¿ ra r¬ng X v  Y �ëc lªp, m  ch¿ l  X v  Y khæng câ quan h» tuy¸n

t½nh. Khi ρ = 0, X v  Y �÷ñc gåi l  khæng t÷ìng quan. Hai bi¸n câ thº khæng

t÷ìng quan nh÷ng ch÷a ch­c phö thuëc v¼ câ quan h» phi tuy¸n t½nh m¤nh ð �¥y,

v¼ vªy c¦n c©n thªn �÷a ra k¸t luªn khi g°p ρ = 0.

5.3 C¡c ph¥n phèi thèng k¶

C¡c quan s¡t trong mët m¨u �ìn �÷ñc k½ hi»u trong ch÷ìng 1 l  x1, x2, ..., xn.

Xem nh÷ chån hai m¨u kh¡c nhau câ k½ch th÷îc n tø còng mët ph¥n phèi têng thº.

xi trong m¨u thù hai s³ h¦u nh÷ luæn kh¡c nhau mët chót vîi c¡c gi¡ trà cõa m¨u

�¦u ti¶n. V½ dö, mët m¨u �¦u ti¶n cõa n = 3 xe æ tæ lo¤i �°c bi»t câ thº cho hi»u

qu£ nhi¶n li»u x1 = 30, 7, x2 = 29, 4, x3 = 31, 1 , trong khi mët m¨u thù hai câ thº

cho x1 = 28, 8, x2 = 30.0 v  x3 = 32.5. Tr÷îc khi chóng ta thu �÷ñc dú li»u, câ sü

khæng ch­c ch­n v· gi¡ trà cõa méi xi. V¼ �i·u n y khæng ch­c ch­n, tr÷îc khi thu

thªp dú li»u, chóng ta xem méi quan s¡t nh÷ l  mët bi¸n ng¨u nhi¶n v  k½ hi»u m¨u

b¬ng X1, X2, ..., Xn (chú in hoa cho bi¸n ng¨u nhi¶n).

Sü thay �êi n y trong c¡c gi¡ trà �÷ñc quan s¡t gióp suy ra c¡c gi¡ trà cõa b§t

ký h m n o cõa c¡c quan s¡t m¨u - ch¯ng h¤n nh÷ trung b¼nh m¨u, �ë l»ch ti¶u

chu©n m¨u. Tr÷îc ti¶n l  �º câ x1, ..., xn, th¼ câ mët t§t �ành cho gi¡ trà x, gi¡ trà s...

�ành ngh¾a 5.3.1. Mët thèng k¶ l  b§t k¼ l÷ñng n o m  gi¡ trà câ thº �÷ñc t½nh

tø dú li»u m¨u. Tr÷îc khi thu thªp dú li»u, câ mët t§t �ành v· gi¡ trà cõa b§t ký

thèng k¶ �°c bi»t s³ cho k¸t qu£. Do �â, thèng k¶ l  mët bi¸n ng¨u nhi¶n v  s³ �÷ñc

k½ hi»u bði mët k½ tü vi¸t hoa; mët k½ tü vi¸t th÷íng �÷ñc sû döng �º �¤i di»n cho

gi¡ trà �¢ t½nh to¡n ho°c �¢ quan s¡t cõa thèng k¶.

V¼ vªy trung b¼nh m¨u trong thèng k¶ �÷ñc k½ hi»u l  X, v  gi¡ trà t½nh �÷ñc

cõa thèng k¶ n y l  x. T÷ìng tü S �¤i di»n cho �ë l»ch chu©n m¨u v  gi¡ trà �÷ñc

t½n k½ hi»u l  s.

B§t k¼ thèng k¶ n o ( b£n th¥n nâ l  mët bi¸n ng¨u nhi¶n) �·u câ mët ph¥n phèi

x¡c su§t. �¡ng chó þ l  ph¥n phèi x¡c su§t cõa trung b¼nh m¨u X .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 19



X�C SU�T THÈNG K� ÙNG DÖNG Trang 20

Ph¥n phèi x¡c su§t cõa mët thèng k¶ �æi khi gåi l  ph¥n phèi m¨u �º nh§n m¤nh

r¬ng nâ mæ t£ c¡ch m  thèng k¶ kh¡c nhau v· gi¡ trà tr¶n t§t c£ c¡c m¨u �÷ñc lüa

chån.

5.3.1 M¨u ng¨u nhi¶n

Ph¥n bè x¡c su§t cõa b§t ký thèng k¶ cö thº phö thuëc khæng ch¿ v o ph¥n

phèi têng thº (chu©n, �·u,...) v  k½ch th÷îc m¨u n m  cán phö thuëc ph÷ìng ph¡p

l§y m¨u. Xem x²t lüa chån mët m¨u k½ch th÷îc n = 2 tø têng thº ch¿ gçm ba gi¡

trà 1, 5 v  10, v  gi£ sû r¬ng thèng k¶ �÷ñc quan t¥m l  ph÷ìng sai m¨u. N¸u l§y

m¨u �÷ñc thüc hi»n "câ ho n l¤i," th¼ S2 = 0 khi X1 = X2. Tuy nhi¶n, S2 khæng

thº b¬ng 0 n¸u m¨u "khæng ho n l¤i". V¼ vªy, P (S2 = 0) = 0 vîi mët ph÷ìng ph¡p

l§y m¨u, v  x¡c su§t n y l  d÷ìng vîi ph÷ìng ph¡p l§y m¨u kh¡c. �ành ngh¾a ti¸p

theo cõa chóng ta mæ t£ mët ph÷ìng ph¡p l§y m¨u th÷íng g°p trong thüc t¸.

�ành ngh¾a 5.3.2. C¡c bi¸n ng¨u nhi¶n X1, X2, ..., Xn �÷ñc gåi l  m¨u ng¨u nhi¶n

(�ìn) cï m¨u n n¸u:

1. C¡c Xi l  bi¸n ng¨u nhi¶n �ëc lªp.

2. C¡c Xi câ còng ph¥n phèi m¨u.

N¸u l§y m¨u câ ho n l¤i tø têng thº væ h¤n, th¼ �i·u ki»n 1 v  2 �÷ñc thäa m¢n.

Nhúng �i·u ki»n n y công g¦n nh÷ thäa m¢n n¸u l§y m¨u khæng ho n l¤i, tuy nhi¶n

m¨u cï n th¼ nhä hìn nhi·u so vîi têng thº cï N . Trong thüc t¸, n¸u n/N < 0.05

( nhi·u nh§t 5% têng thº �÷ñc l§y m¨u), chóng ta câ thº ti¸n h nh khi Xi l  bi¸n

ng¨u nhi¶n. Hi»u qu£ cõa ph÷ìng ph¡p l§y m¨u n y l  ph¥n phèi x¡c su§t cõa b§t

ký thèng k¶ n o câ thº d¹ d ng thu �÷ñc hìn so vîi b§t ký ph÷ìng ph¡p l§y m¨u

n o kh¡c.

Câ hai ph÷ìng ph¡p chung �º thu thªp thæng tin v· ph¥n phèi m¨u cõa mët

thèng k¶. Mët ph÷ìng ph¡p li¶n quan �¸n t½nh to¡n düa tr¶n c¡c quy t­c x¡c su§t,

v  thù hai l  thüc hi»n mët th½ nghi»m mæ phäng.
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5.3.2 T¼m ph¥n phèi m¨u

C¡c quy t­c x¡c su§t câ thº �÷ñc sû döng �º câ �÷ñc ph¥n phèi cõa mët thèng

k¶ mi¹n l  nâ l  mët h m "kh¡ �ìn gi£n" cõa c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n Xi v  ho°c l  câ

v i gi¡ trà X kh¡c nhau trong têng thº ho°c ph¥n phèi x¡c su§t câ d¤ng "tèt".

5.3.3 Nhúng th½ nghi»m mæ phäng

Ph÷ìng ph¡p thù hai �º thu thªp thæng tin v· ph¥n phèi m¨u cõa thèng k¶ l 

thüc hi»n mët th½ nghi»m mæ phäng. Ph÷ìng ph¡p n y th÷íng �÷ñc sû döng khi

l§y �¤o h m thæng qua c¡c quy t­c x¡c su§t l  qu¡ khâ ho°c phùc t¤p �º thüc hi»n.

Mët th½ nghi»m nh÷ vªy luæn luæn �÷ñc thüc hi»n vîi sü trñ gióp cõa m¡y t½nh. C¡c

�°c �iºm sau cõa th½ nghi»m y¶u c¦u:

1. Thèng k¶ cõa l¢i su§t (X,S, mët gi¡ trà trung b¼nh �¢ �÷ñc c­t x²n (trimmed),...)

2. Ph¥n phèi cõa têng thº ( chu©n vîi µ = 100, σ = 15 ; ph¥n phèi �·u vîi giîi

h¤n d÷îi A = 5 v  giîi h¤n tr¶n B = 10 , ...)

3. K½ch cï m¨u n (v½ dö, n = 10 ho°c n = 50)

4. Sè l¦n l°p l¤i k (sè m¨u c¦n l§y)

Sau �â sû döng ph¦n m·m th½ch hñp �º l§y k m¨u ng¨u nhi¶n kh¡c nhau, méi k½ch

th÷îc n, tø ph¥n phèi têng thº �¢ �÷ñc thi¸t k¸. �èi vîi méi m¨u, t½nh to¡n gi¡ trà

cõa thèng k¶ v  x¥y düng mët biºu �ç t¦n sè cõa c¡c gi¡ trà k . Biºu �ç n y cung

c§p mët x§p x¿ ph¥n phèi m¨u cõa thèng k¶. Gi¡ trà c ng lîn hìn cõa k, th¼ x§p x¿

c ng tèt hìn (ph¥n phèi m¨u th¥t sü s³ xu§t hi»n khi k →∞ ). Trong thüc h nh,

k = 500 ho°c 1000 th÷íng l  �õ n¸u thèng k¶ "kh¡ �ìn gi£n".

5.4 Ph¥n phèi cõa trung b¼nh m¨u

T¦m quan trång cõa trung b¼nh m¨u X l  �º rót ra k¸t luªn cho trung b¼nh têng

thº µ. Mët sè ph÷ìng ph¡p suy luªn düa tr¶n t½nh ch§t cõa ph¥n phèi m¨u X . C¡c

t½nh ch§t t½nh to¡n v  th½ nghi»m mæ phäng �¢ n¶u trong c¡c ph¦n tr÷îc khi ta �·

c§p �¸n mèi quan h» E(X) v  µ hay V (X), σ2, v  n
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M»nh �· 5.4.1. Cho X1, X2, ..., Xn l  mët m¨u ng¨u nhi¶n tø mët ph¥n phèi vîi
trung b¼nh µ v  �ë l»ch chu©n σ. Th¼

1. E(X) = µX = µ

2. V (X) = σ2
X

= σ2/n v  σX = σ2/
√
n

Th¶m núa, vîi To = X1 + ... + Xn ( têng cõa m¨u), E(To) = nµ, V (To) =

nσ2, σT0 =
√
nσ

C¡c chùng minh cho nhúng k¸t qu£ tr¶n s³ �÷ñc tr¼nh b y ð ph¦n ti¸p theo. Theo

k¸t qu£ 1, ph¥n phèi m¨u cõa X (tùc l  x¡c su§t) tªp trung ch½nh x¡c ð trung b¼nh

cõa têng thº m  m¨u �÷ñc chån tø �â. K¸t qu£ 2 cho th§y r¬ng ph¥n phèi X trð

n¶n tªp trung hìn v· µ khi k½ch th÷îc m¨u n t«ng l¶n. Sü kh¡c bi»t quan trång l 

ph¥n phèi cõa To trð n¶n lan rëng ra khi cï m¨u n t«ng l¶n.

V½ dö 5.13 Trong mët th½ nghi»m kiºm tra sùc chàu m i mán tr¶n mët m¨u titan,

k¼ vång sè chu ký �º ph¡t ra ¥m thanh �¦u ti¶n (dòng ch¿ ra v¸t nùt �¦u ti¶n) l 

µ = 28.000 v  �ë l»ch ti¶u chu©n cõa sè chu ký l  σ = 5000. �°t X1, X2, ..., X25 l 

mët m¨u ng¨u nhi¶n câ k½ch th÷îc 25, trong �â méi Xi l  sè chu ký tr¶n mët m¨u

titan kh¡c nhau ng¨u nhi¶n �÷ñc chån. Th¼ gi¡ trà k¼ vång cõa sè trung b¼nh m¨u

cõa chu ký cho �¸n khi ph¡t ¥m thanh �¦u ti¶n l  E(X) = µ = 28.000 v  têng k¼

vång cho sè chu ký cho 25 m¨u tiatan l  E(T0) = nµ = 25(28000) = 700000. �ë

l»ch chu©n cõa X (sai sè ti¶u chu©n cõa trung b¼nh) v  cõa T0 l :

σX = σ/
√
n = 5000√

25
= 1000

σT0 =
√
nσ =

√
25.5000 = 25000

N¸u cï m¨u t«ng l¶n n = 100, E(X) th¼ khæng �êi, nh÷ng σX = 500 (b¬ng mët

nûa gi¡ trà tr÷îc �â ) (k½ch cï m¨u ph£i �÷ñc t«ng g§p bèn l¦n �º gi£m mët nûa

�ë l»ch ti¶u chu©n cõa X).

5.4.1 Tr÷íng hñp ph¥n phèi chu©n têng thº

M»nh �· 5.4.2. Cho X1, X2, ..., Xn l  mët m¨u ng¨u nhi¶n tø ph¥n phèi chu©n vîi
trung b¼nh µ v  �ë l»ch chu©n σ. Th¼ vîi måi n, X �÷ñc ph¥n phèi chu©n (vîi trung
b¼nh µ v  �ë l»ch chu©n σ/

√
n), nh÷ l  To ( vîi trung b¼nh nµ v  �ë l»ch chu©n

√
nσ) .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 22



X�C SU�T THÈNG K� ÙNG DÖNG Trang 23

Chóng ta câ dú ki»n �º bi¸t ph¥n phèi X v  To khi ph¥n phèi têng thº l  ph¥n

phèi chu©n. �°c bi»t, x¡c su§t nh÷ P (a ≤ X ≤ b) v  P (c ≤ To ≤ d) câ thº t½nh

�÷ñc b¬ng c¡ch chu©n hâa. H¼nh d÷îi gi£i th½ch cho m»nh �·

V½ dö 5.14 Thíi gian cho mët con chuët cõa mët ph¥n lo i nh§t �ành t¼m �÷íng

ra mët m¶ cung l  mët ph¥n phèi chu©n vîi µ = 1, 5 phót v  σ = 0, 35 phót. Gi£ sû

n«m con chuët �÷ñc chån �º quan s¡t. �°t X1, ..., X5 cho thíi gian cõa chóng trong

m¶ cung.

a/ Gi£ sû Xi l  mët m¨u ng¨u nhi¶n tø ph¥n bè chu©n n y, t¼m x¡c su§t m  têng

thíi gian T0 = X1 + ...+X5 n¬m trong kho£ng tø 6 �¸n 8 phót?

Theo m»nh �·, T0 câ ph¥n phèi chu©n vîi µT0 = nµ = 5.(1, 5) = 7, 5 v  ph÷ìng sai

σ2
T0

= nσ2 = 5(0, 1225) = 0.6125, v¼ vªy σT0 = 0, 783.

P (6 ≤ T0 ≤ 8) = P (6−5,7
0,783

≤ Z ≤ 8−7,5
0,783

) = P (−1, 92 ≤ Z ≤ 6.4) = Φ(0, 64) −
Φ(−1, 92) = 0, 7115

b/ X¡c �ành x¡c su§t m  thíi gian trung b¼nh m¨u X nhi·u nh§t l  2 phót , vîi

µX = µ = 1, 5 v  σX = σ/
√
n = 0, 35/

√
5 = 0, 1565. Th¼

P (X ≤ 2) = P (Z ≤ 2−1,5
0,1565

) = P (Z ≤ 3, 19) = Φ(3, 19) = 0, 9993

5.4.2 �ành lþ giîi h¤n trung t¥m

Khi c¡c Xi câ ph¥n phèi chu©n, th¼ X công câ ph¥n phèi chu©n cho méi m¨u

cï n . C¡c k¸t qu£ tø v½ dö tr¶n ch¿ ra r¬ng khi ph¥n phèi têng thº khæng chu©n ,

l§y trung b¼nh s³ cho mët ph¥n phèi t¤o ra h¼nh chuæng hìn l  m¨u �÷ñc l§y. N¸u

n lîn, mët �÷íng cong chu©n th½ch hñp s³ x§p x¿ g¦n �óng ph¥n phèi thªt cõa X.
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Ph¡t biºu cho þ n y �÷ñc tr¼nh b y trong �ành lþ x¡c su§t quan trång sau �¥y.

�ành lþ 5.4.3. Cho X1, X2, ..., Xn l  mët m¨u ng¨u nhi¶n tø ph¥n phèi vîi trung
b¼nh µ v  ph÷ìng sai σ2. Th¼ n¸u n �õ lîn, th¼ X câ x§p x¿ g¦n �óng mët ph¥n
phèi chu©n vîi µX = µ v  σ2

X
= σ2/n v  To công câ x§p x¿ g¦n �óng mët ph¥n phèi

chu©n vîi µTo = nµ, σ2
To

= nσ2. Gi¡ trà n c ng lîn th¼ x§p x¿ c ng tèt.

H¼nh d÷îi minh håa �ành lþ Giîi h¤n Trung t¥m. Theo �LGHTT, khi n lîn v 

ta muèn t½nh x¡c su§t nh÷ P (a ≤ X ≤ b), ta ch¿ c¦n "gi£ ví" l  X l  chu©n v 

chu©n hâa nâ, sû döng b£ng ph¥n phèi chu©n. K¸t qu£ s³ �÷ñc x§p x¿ �óng.

V½ dö 5.15 L÷ñng t¤p ch§t cö thº trong mët læ s£n ph©m ho¡ håc nh§t �ành l 

bi¸n ng¨u nhi¶n câ gi¡ trà trung b¼nh 4,0 g v  �ë l»ch chu©n 1,5 g. N¸u 50 læ �÷ñc

chu©n bà �ëc lªp, t½nh x¡c su§t �º trung b¼nh m¨u t¤p ch§t X n¬m giúa 3,5 v  3,8g?

Ta câ n = 50 �õ lîn �º ¡p döng �LGHTT. X x§p x¿ v· ph¥n phèi chu©n vîi trung

b¼nh µX = 4 v  σX = 1, 5/
√

50 = 0, 2121 v¼ vªy

P (3, 5 ≤ X ≤ 3, 8) ≈ P ( 3,5−4
0,2121

≤ Z ≤ 3,8−4
0,2121

) = Φ(−0, 94)− Φ(−2, 36) = 0, 1645

V½ dö 5.16Mët tê chùc ti¶u dòng nh§t �ành th÷íng b¡o c¡o sè l÷ñng khi¸m khuy¸t

lîn cõa méi chi¸c æ tæ mîi m  nâ thû nghi»m. Gi£ sû sè léi n y l  mët bi¸n ng¨u

nhi¶n vîi gi¡ trà trung b¼nh l  3.2 v  �ë l»ch chu©n 2.4. Trong sè 100 xe �÷ñc lüa

chån ng¨u nhi¶n, t½nh x¡c su§t trung b¼nh m¨u cõa nhúng léi n y nhi·u hìn 4? (�s:

0,0004)
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�ành lþ giîi h¤n trung t¥m cung c§p c¡i nh¼n s¥u s­c v· lþ do t¤i sao nhi·u bi¸n

ng¨u nhi¶n câ ph¥n phèi x¡c su§t g¦n vîi ph¥n phèi chu©n. V½ dö, sai sè �o l÷íng

trong mët th½ nghi»m khoa håc câ thº �÷ñc coi l  têng cõa mët sè �iºm nhi¹u lo¤n

�¡ng kº v  sai sè cõa �ë �o nhä.

Mët khâ kh«n thüc t¸ trong vi»c ¡p döng �LGHTT l  khi n o n l  �õ lîn. V§n �· l 

�ë ch½nh x¡c cõa x§p x¿ cho mët n cö thº phö thuëc v o h¼nh d¤ng ph¥n phèi cì b£n

ban �¦u �÷ñc l§y m¨u. N¸u ph¥n phèi cì b£n g¦n vîi mët �÷íng cong chu©n, th¼ x§p

x¿ tèt ngay c£ �èi vîi mët n nhä, trong khi n¸u nâ xa ph¥n phèi chu©n, th¼ c¦n n lîn.

Nguy¶n t­c chung: N¸u n > 30 �ành lþ giîi h¤n trung t¥m �÷ñc sû döng.

Câ nhúng ph¥n phèi têng thº m  thªm ch½ n tø 40 ho°c 50 th¼ khæng �õ, nh÷ng

nhúng ph¥n phèi n y hi¸m g°p trong thüc h nh. M°t kh¡c, nguy¶n t­c chung th¼

b£o to n �èi vîi nhi·u ph¥n phèi têng thº, khi �â gi¡ trà n ½t hìn 30 th¼ �¢ �õ.

V½ dö, trong tr÷íng hñp ph¥n phèi �·u cõa têng thº, �LGHTT cho x§p x¿ tèt vîi

n ≥ 12 .

5.4.3 Nhúng ùng döng kh¡c cõa �ành lþ giîi h¤n trung t¥m

�LGHTT câ thº �÷ñc sû döng �º l m rã cho x§p x¿ chu©n �èi vîi ph¥n phèi

nhà thùc �÷ñc th£o luªn trong Ch÷ìng 4. Nhî l¤i r¬ng mët bi¸n nhà thùc X l  sè

l¦n th nh cæng trong mët th½ nghi»m nhà thùc bao gçm n thû nghi»m th nh cæng

/ th§t b¤i �ëc lªp vîi p = P (S) cho b§t ký thû nghi»m cö thº n o. X¡c �ành mët

bi¸n ng¨u nhi¶n mîi X1 bði

X1 =

1 , k¸t qu£ �¦u th nh cæng

0 , k¸t qu£ �¦u th§t b¤i

v  �ành ngh¾a X1, X2, X3, ..., Xn t÷ìng tü cho n − 1 thû nghi»m kh¡c. Méi Xi cho

bi¸t mët ph²p thû t÷ìng ùng câ th nh cæng hay khæng.

Bði v¼ c¡c thû nghi»m l  �ëc lªp v  P (S) l  h¬ng sè qua c¡c thû nghi»m, c¡c bi¸n

ng¨u nhi¶n Xi th¼ �ëc lªp còng ph¥n phèi ( m¨u ng¨u nhi¶n �÷ñc l§y tø ph¥n phèi

Bernoulli). �LGTTT ch¿ ra r¬ng n¸u n l  �õ lîn, c£ têng v  trung b¼nh cõa c¡c Xi

�·u x§p x¿ ph¥n phèi chu©n. Khi c¡c Xi �÷ñc cëng l¤i, têng S �÷ñc th¶m 1 n¸u bi¸n

�â xu§t hi»n v  F �÷ñc th¶m 0 , v¼ vªy X1 + X2 + ... + Xn = X. Trung b¼nh m¨u

cõa c¡c Xi l  X/n ch½nh l  t� l» th nh cæng cõa m¨u. Ngh¾a l , c£ X v  X/n �·u
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x§p x¿ chu©n khi n lîn. K½ch cï m¨u c¦n thi¸t cho ph²p x§p x¿ n y phö thuëc v o

gi¡ trà cõa p: Khi p g¦n 0,5, sü ph¥n bè cõa méi Xi th¼ �èi xùng (xem h¼nh d÷îi),

trong khi ph¥n phèi l  kh¡ l»ch khi p g¦n 0 ho°c 1. Sû döng x§p x¿ ch¿ khi np ≥ 10

v  n(1 − p) ≥ 10 �£m b£o r¬ng n �õ lîn �º v÷ñt qua b§t ký sü sai l»ch n o trong

ph¥n phèi Bernoulli b¶n d÷îi:

Nh­c l¤i: X câ ph¥n phèi log chu©n n¸u ln(X) câ ph¥n phèi chu©n.

M»nh �· 5.4.4. Cho X1, X2, ..., Xn l  mët m¨u ng¨u nhi¶n tø mët ph¥n phèi m 
ch¿ câ gi¡ trà d÷ìng thäa [P (Xi > 0) = 1]. Th¼ vîi n �õ lîn, t½ch Y = X1X2...Xn s³
x§p x¿ ph¥n phèi log chu©n

5.5 Ph¥n phèi cõa tê hñp tuy¸n t½nh

Trung b¼nh m¨u X v  têng cõa m¨u To l  nhúng tr÷íng hñp �°c bi»t cõa mët

lo¤i bi¸n ng¨u nhi¶n xu§t hi»n r§t th÷íng xuy¶n trong c¡c ùng döng thèng k¶.

�ành ngh¾a 5.5.1. Cho mët tªp n c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n X1, ..., Xn v  n h¬ng sè

a1, ..., an cõa bi¸n ng¨u nhi¶n.

Y = a1X1 + ...+ anXn =
∑n

i=1 aiXi

�÷ñc gåi l  tê hñp tuy¸n t½nh cõa bi¸n ng¨u nhi¶n Xi

M»nh �· 5.5.2. Cho X1, X2, ..., Xn câ gi¡ trà trung b¼nh t÷ìng ùng µ1, ..., µn v 
ph÷ìng sai t÷ìng ùng σ2

1, ..., σ
2
n .

1. Xicâ �ëc lªp hay khæng �·u câ:

E(a1X1 + a2X2 + ...+ anXn) = a1E(X1) + a2E(X2) + ...+ anE(Xn) =

a1µ1 + ...+ anµn
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2. N¸u X1, ..., Xn �ëc lªp

V (a1X1 + a2X2 + ...+ anXn = a21V (X1) + a22V (X2) + ...+ a2nV (Xn) =

a21σ
2
1 + ...+ a2nσ

2
n

v 

σa1X1+a2X2+...+anXn =
√
a21σ

2
1 + ...+ a2nσ

2
n

3. Vîi b§t k¼ X1, ...Xn

V (a1X1 + a2X2 + ...+ anXn) = Σn
i=1Σ

n
j=1aiajCov(Xi, Xj)

V½ dö 5.17 Mët tr¤m x«ng b¡n ba lo¤i x«ng: regular, extra v  super. Gi¡ t÷ìng

ùng c¡c lo¤i x«ng n y l  3 $ ; 3,2$ v  3,4$ cho 1 gallon (4,4 l½t). Gåi X1, X2, X3 k½

hi»u cho l÷ñng gallon b¡n �÷ñc trong 1 ng y n o �â. Gi£ sû m¨u Xi �ëc lªp vîi

µ1 = 1000 , µ2 = 500 , µ3 = 300, σ1 = 100, σ2 = 80, σ3 = 50. Doanh thu k½ hi»u

l  Y = 3.X1 + 3, 2X2 + 3, 4X3 . H¢y t½nh E(Y ), V (Y ), σ(Y )? (�s: 5620 ; 184,436 ,

42,46)

5.5.1 Hi»u cõa hai bi¸n ng¨u nhi¶n

Mët tr÷íng hñp �°c bi»t quan trång cõa tê hñp tuy¸n t½nh khi cho n = 2, a1 =

1, a2 = −1:

Y = a1X1 + a2X2 = X1 −X2

Tø �â ta câ h» qu£ sau:

H» qu£ 5.5.3. E(X1−X2) = E(X1)−E(X2) vîi hai bi¸n ng¨u nhi¶n b§t k¼ X1 v 
X2.
V (X1 −X2) = V (X1) + V (X2) n¸u X1 v  X2 �ëc lªp.

V½ dö 5.18 Mët nh  s£n xu§t æ tæ trang bà mët mæ h¼nh vîi mët �ëng cì câ

6 xy-lanh v  �ëng cì 4 xy-lanh. �°t X1 v  X2 l  l÷ñng d¦u c¦n t÷ìng ùng cho

�ëng cì 6 xy-lanh v  4 xy-lanh. Vîi µ1 = 22, µ2 = 26, σ1 = 1, 2;σ2 = 1, 5 h¢y t½nh

E(X1 −X2), V (X1 −X2), σX1−X2? (�s: -4 ; 3,69 ; 1,92)
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5.5.2 Tr÷íng hñp cõa bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc

Khi Xi l  m¨u ng¨u nhi¶n l§y tø ph¥n phèi chu©n, X v  To th¼ công câ ph¥n

phèi chu©n. �¥y l  k¸t qu£ têng qu¡t hìn li¶n quan �¸n tê hñp tuy¸n t½nh.

M»nh �· 5.5.4. N¸u X1, X2, ..., Xn �ëc lªp, câ ph¥n phèi chu©n ( câ thº l  trung
b¼nh kh¡c nhau, ph÷ìng sai kh¡c nhau), th¼ b§t ký tê hñp tuy¸n t½nh cõa Xi công câ
ph¥n phèi chu©n. �°c bi»t, hi»u cõa X1 −X2 công �÷ñc ph¥n phèi chu©n.

V½ dö 5.19 Theo v½ dö tr¶n, cho têng thu nhªp khi b¡n 3 lo¤i x«ng ð 1 tr¤m l 

Y = 3X1 + 3, 2X2 + 3, 4X3 v  ta t½nh µY = 5620 , σY = 429, 46. N¸u Xi câ ph¥n

phèi chu©n th¼ x¡c su§t �º doanh thu hìn 4500 l :

P (Y > 45000) = P (Z > 4500−5620
429,26

) = P (Z > −2, 61) = 1− Φ(−2, 61) = 0, 9955

CHÓ Þ: Tr÷íng hñp n = 2 th¼ ta câ k¸t qu£ sau

V (a1X1 + a2X2) = a21V (X1) + a22V (X2) + 2a1a2Cov(X1, X2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 28



Ch÷ìng 6

×ÎC L×ÑNG �I�M

6.1 Mët sè kh¡i ni»m têng quan v· ÷îc l÷ñng

�iºm

C¡c suy luªn thèng k¶ h¦u h¸t xoay quanh vi»c rót ra c¡c k¸t luªn v· mët hay
mët v i tham sè cõa têng thº. �º thüc hi»n �÷ñc �i·u n y ta th÷íng ti¸n h nh mët
�i·u tra mët m¨u cõa têng thº v· v§n �· �ang quan t¥m. C¡c k¸t luªn �÷ñc rót ra
tø vi»c t½nh to¡n c¡c gi¡ trà cõa m¨u quan s¡t �÷ñc.

V½ dö ta kþ hi»u µ l  chi·u cao trung b¼nh cõa nú sinh vi¶n Tr÷íng �¤i håc S÷
ph¤m Kÿ thuªt. Quan s¡t mët m¨u ng¨u nhi¶n gçm chi·u cao cõa n = 200 sinh
vi¶n nú cõa tr÷íng ta, thu �÷ñc c¡c gi¡ trà x1, x2, . . . , x200. Trung b¼nh m¨u x s³
�÷ñc sû döng �º �÷a ra k¸t luªn v· µ.

Mët c¡ch têng qu¡t ta kþ hi»u θ l  tham sè �ang quan t¥m, ch÷a bi¸t v  c¦n
rót ra k¸t luªn v· θ. Gi£ sû ta c¦n ÷îc l÷ñng θ düa tr¶n m¨u ng¨u nhi¶n cï n l 
X1, X2, . . . , Xn. Mët thèng k¶ tr¶n m¨u ng¨u nhi¶n n y l  mët h m cõa c¡c Xi, v½

dö nh÷ trung b¼nh m¨u X =
1

n

∑n
x=1 Xi l  mët bi¸n ng¨u nhi¶n câ thº sû döng �º

�÷a ra k¸t luªn cho µ.
�i·u n y công �óng vîi tr÷íng hñp dú li»u quan s¡t gçm nhi·u m¨u. V½ dö nh÷

câ hai m¨u ng¨u nhi¶n X1, X2, . . . , Xn v  Y1, Y2, . . . , Ym; khi �â X − Y l  1 h m
thèng k¶ cho suy luªn v· sü kh¡c bi»t giúa 2 trung b¼nh cõa 2 têng thº l  µ1 − µ2.

�ành ngh¾a 6.1. Mët gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm cõa tham sè θ l  mët sè m  sè
n y �÷ñc xem nh÷ l  mët gi¡ trà hñp lþ cõa θ. Mët gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm thu �÷ñc
b¬ng c¡ch chån mët thèng k¶ phò hñp v  t½nh gi¡ trà cõa thèng k¶ n y tr¶n dú li»u
cõa m¨u. Khi �â h m thèng k¶ n y �÷ñc gåi l  ÷îc l÷ñng �iºm cõa θ.

4
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H m thèng k¶ l  ÷îc l÷ñng �iºm cõa θ t½nh to¡n tr¶n m¨u thüc nghi»m, k½ hi»u
l  θ̂, gåi l  gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm.

V½ dö 6.1. Quan s¡t thíi gian sû döng cõa m¡y �i»n tho¤i A (�ìn và: gií) sau 10
l¦n s¤c �¦y pin ta câ m¨u

x1 = 5, 5;x2 = 5, 33;x3 = 6, 2;x4 = 6, 5;x5 = 7, 0;

x6 = 5, 66;x7 = 4, 5;x8 = 6, 5;x9 = 4, 8;x10 = 5, 0.

Gåi µ l  thíi gian sû döng trung b¼nh cõa m¡y �i»n tho¤i A sau s¤c �¦y pin.

µ̂ = X =
1

10

∑10
x=1Xi l  mët ÷îc l÷ñng �iºm cõa µ.

x =
1

10
(5, 5 + 5, 33 + 6, 2 + 6, 5 + 7, 0 + 5, 66 + 4, 5 + 6, 5 + 4, 8 + 5, 0) = 5, 699

(gií) l  gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm cõa µ ùng vîi ÷îc l÷ñng �iºm X.

Gåi Y l  sè l¦n m¡y �i»n tho¤i A câ thíi gian sû döng tø 6 gií trð l¶n sau n l¦n
s¤c pin �¦y.

p l  kh£ n«ng m¡y �i»n tho¤i A câ thíi gian sû döng ½t nh§t l  6 gií.

p̂ =
Y

n
l  mët ÷îc l÷ñng �iºm cõa p.

y

n
=

5

10
= 0, 5 l  mët gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm cõa p.

X̃ =
min
i
Xi + max

i
Xi

2
công l  mët ÷îc l÷ñng �iºm kh¡c cõa trung b¼nh µ.

x̃ =
4, 5 + 7, 0

2
= 5, 75 công l  mët gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm cõa trung b¼nh µ

t÷ìng ùng vîi ÷îc l÷ñng �iºm X̃.

σ̂2 = S2 =

∑
(Xi −X)2

n− 1
l  mët ÷îc l÷ñng �iºm cõa ph÷ìng sai σ2.

s2 =

∑
(xi − x)2

n− 1
= 0, 6820544444 l  mët gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm cõa ph÷ìng

sai σ2 ùng vîi ÷îc l÷ñng �iºm S2.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 5
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S ′2 =

∑
(Xi −X)2

n
công l  mët ÷îc l÷ñng �iºm kh¡c cõa ph÷ìng sai σ2.

s′2 =

∑
(xi − x)2

n
= 0, 613849 l  mët gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm cõa ph÷ìng sai

σ2 ùng vîi ÷îc l÷ñng �iºm S ′2.

Nh÷ vªy t÷ìng ùng vîi mët tham sè θ ta câ thº câ nhi·u ÷îc l÷ñng �iºm. Tèi ÷u
nh§t l  ta c¦n t¼m ÷îc l÷ñng �iºm m  θ̂ = θ. Tuy nhi¶n θ̂ l  mët bi¸n ng¨u nhi¶n
n¶n gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm câ thº thay �êi tr¶n c¡c m¨u thüc nghi»m kh¡c nhau.
Vªy l m th¸ n o lüa chån mët ÷îc l÷ñng �iºm tèt nh§t trong nhâm húu h¤n c¡c
÷îc l÷ñng �iºm, ta câ mët sè t½nh ch§t m  mët ÷îc l÷ñng �iºm c¦n câ nh÷ sau.

6.1.1 ×îc l÷ñng khæng ch»ch

�ành ngh¾a 6.2. Mët ÷îc l÷ñng �iºm θ̂ �÷ñc gåi l  mët ÷îc l÷ñng khæng ch»ch

cõa θ n¸u E(θ̂) = θ vîi måi gi¡ trà câ thº câ cõa θ. N¸u θ̂ l  mët ÷îc l÷ñng câ ch»ch
th¼ E(θ̂)− θ �÷ñc gåi l  sai sè h» thèng cõa θ.

Nh÷ vªy θ̂ l  mët ÷îc l÷ñng khæng ch»ch cõa θ n¸u ph¥n phèi x¡c su§t cõa nâ
luæn câ "trung t¥m" t¤i gi¡ trà �óng cõa tham sè θ. "Trung t¥m" ð �¥y l  ký vång
cõa ph¥n phèi θ̂.

M»nh �· 6.3. X l  bi¸n ng¨u nhi¶n câ ph¥n phèi nhà thùc vîi hai tham sè n v  p.
T� l» m¨u p̂ =

X

n
l  mët ÷îc l÷ñng khæng ch»ch cõa p.

Thªt vªy, E(p̂) = E

(
X

n

)
=

1

n
E(X) =

1

n
(np) = p.

M»nh �· 6.4. Cho X1, X2, . . . , Xn l  c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n câ còng ph¥n phèi vîi
trung b¼nh µ v  ph÷ìng sai σ2. Khi �â ÷îc l÷ñng

σ̂2 = S2 =

∑
(Xi −X)2

n− 1

l  mët ÷îc l÷ñng khæng ch»ch cõa σ2.

Chùng minh
Vîi Y l  mët bi¸n ng¨u nhi¶n, V (Y ) = E(Y 2)− [E(Y )]2.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 6
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Do �â ta câ E(Y 2) = V (Y ) + [E(Y )]2.

S2 =
1

n− 1

[∑
X2
i −

(
∑
Xi)

2

n

]
E(S2) =

1

n− 1

{∑
E(X2

i )− 1

n
E(
∑

Xi)
2

}
=

1

n− 1

{∑
(σ2 + µ2)− 1

n

{
V (
∑

Xi) + [E(
∑

Xi)]
2
}}

=
1

n− 1

{
nσ2 + nµ2 − 1

n
nσ2 − 1

n
(nµ)2

}
=

1

n− 1

{
nσ2 − σ2

}
= σ2

Do �â S2 l  ÷îc l÷ñng khæng ch»ch cõa σ2.
M°t kh¡c

E(S ′2) = E

(
n− 1

n
S2

)
=
n− 1

n
σ2 6= σ2

n¶n

S ′2 =

∑
(Xi −X)2

n

l  mët ÷îc l÷ñng ch»ch cõa σ2.
Khi chån mët ÷îc l÷ñng �iºm trong nhi·u ÷îc l÷ñng �iºm cõa còng mët tham

sè ta chån ÷îc l÷ñng khæng ch»ch.

µ̂1 = X =
1

n

∑n
i=1 Xi l  mët ÷îc l÷ñng �iºm khæng ch»ch cõa µ. Thªt vªy

E(X) = E
( 1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n

n∑
i=1

E(Xi) =
1

n

n∑
i=1

µ =
1

n
nµ = µ

µ̂2 =
min
i
Xi + max

i
Xi

2
công l  mët ÷îc l÷ñng �iºm khæng ch»ch cõa µ. V¼

E(µ̂2) = E

(min
i
Xi + max

i
Xi

2

)
=

1

2

(
E(min

i
Xi) + E(max

i
Xi)

)
=

1

2
{µ+ µ} = µ

Vªy chóng ta c¦n chån ÷îc l÷ñng �iºm khæng ch»ch n o trong lîp c¡c ÷îc l÷ñng
�iºm khæng ch»ch cõa θ? �º tr£ líi c¥u häi n y ta x²t möc ti¸p theo.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 7
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6.1.2 ×îc l÷ñng hi»u qu£

Gi£ sû θ̂1 v  θ̂2 l  hai ÷îc l÷ñng �iºm khæng ch»ch cõa θ. Ph¥n phèi cõa hai ÷îc
l÷ñng n y �·u câ trung t¥m t¤i gi¡ trà �óng θ, tuy nhi¶n �ë ph¥n t¡n c¡c gi¡ trà câ
thº câ cõa θ̂1, θ̂2 xung quanh gi¡ trà θ câ thº kh¡c nhau. N¸u ph÷ìng sai cõa θ̂1 nhä
hìn ph÷ìng sai cõa θ̂2 th¼ c¡c gi¡ trà câ thº câ cõa θ̂1 tªp trung g¦n θ hìn c¡c gi¡
trà câ thº câ cõa θ̂2.

H¼nh 6.1: �ç thà hai h m ph¥n phèi cõa hai ÷îc l÷ñng �iºm khæng ch»ch.

�ành ngh¾a 6.5. Trong lîp c¡c ÷îc l÷ñng �iºm khæng ch»ch cõa θ, ÷îc l÷ñng �iºm
θ̂ câ ph÷ìng sai nhä nh§t �÷ñc gåi l  ÷îc l÷ñng hi»u qu£ cõa θ so vîi c¡c ÷îc l÷ñng
khæng ch»ch kh¡c.

×îc l÷ñng hi»u qu£ câ ph÷ìng sai nhä nh§t trong lîp t§t c£ c¡c ÷îc l÷ñng khæng
ch»ch cõa θ, h¦u h¸t c¡c gi¡ trà cõa câ thº câ cõa ÷îc l÷ñng hi»u qu£ s³ tªp trung
g¦n gi¡ trà �óng θ.

�ành lþ 6.6. Cho X1, X2, . . . , Xn l  c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n câ ph¥n phèi chu©n vîi
hai tham sè µ v  σ2. Khi �â ÷îc l÷ñng �iºm µ̂ = X l  mët ÷îc l÷ñng hi»u qu£ cõa
µ.

6.1.3 Sai sè chu©n

�ành ngh¾a 6.7. Sai sè chu©n cõa ÷îc l÷ñng θ̂ l  �ë l»ch chu©n cõa nâ

σθ̂ =

√
V (θ̂)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 8
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Sai sè chu©n l  tham sè �o �ë l»ch chu©n giúa mët ÷îc l÷ñng �iºm v  gi¡ trà
�óng θ.

N¸u sai sè chu©n câ chùa tham sè ch÷a bi¸t m  gi¡ trà tham sè �â câ thº ÷îc
l÷ñng th¼ ta s³ ÷îc l÷ñng sai sè chu©n cõa mët ÷îc l÷ñng. ×îc l÷ñng sai sè chu©n
kþ hi»u l  σ̃θ̂ hay sθ̂.

V½ dö 6.2. Cho bi¸n ng¨u nhi¶n X câ ph¥n phèi chu©n vîi trung b¼nh µ v  ph÷ìng
sai σ2.

Quan s¡t mët m¨u ng¨u nhi¶n cï n = 20 ta thu �÷ñc m¨u thüc nghi»m:

1,65 1,71 1,66 1,69 1,72 1,68 1,64 1,66 1,71 1,74
1,62 1,64 1,61 1,69 1,73 1,76 1,70 1,69 1,67 1,68

µ̂ = X l  mët ÷îc l÷ñng �iºm tèt nh§t cõa µ vîi gi¡ trà ÷îc l÷ñng l  x = 1, 6825

N¸u ta bi¸t σ = 0, 05 th¼ sai sè chu©n cõa X l :

σX =
σ√
n

=
0, 05√

20
= 0, 0111803399.

N¸u σ ch÷a bi¸t, gi¡ trà ÷îc l÷ñng cõa σ l  σ̂ = s = 0, 03971941061 th¼ ta câ ÷îc
l÷ñng sai sè chu©n cõa ÷îc l÷ñng X l :

σ̂x = sX =
s√
n

= 8, 881530214.10−3.

Gi£ sû X l  bi¸n ng¨u nhi¶n câ ph¥n phèi nhà thùc vîi 2 tham sè n v  p. T¿ l»

m¨u p̂ =
X

n
l  ÷îc l÷ñng �iºm tèt cho p vîi sai sè chu©n.

σp̂ =

√
V

(
X

n

)
=

√
V (X)

n2
=

√
np(1− p)

n2
=

√
p(1− p)

n
.

Khi mët ÷îc l÷ñng �iºm câ ph¥n phèi x§p x¿ chu©n, �i·u n y th÷íng x£y ra khi
n lîn th¼ gi¡ trà �óng cõa θ câ nhi·u kh£ n«ng thuëc v o kho£ng vîi �ë rëng l  2 sai
sè chu©n cõa θ. V½ dö nh÷ vîi m¨u câ n = 36 câ gi¡ trà trung b¼nh m¨u x = 29, 35

v  �ë l»ch chu©n m¨u s = 0, 36 khi �â t½nh �÷ñc ÷îc l÷ñng sai sè chu©n cõa µ̂ l 
s√
n

=
0, 36√

36
= 0, 6. Khi �â µ nhi·u kh£ n«ng thuëc kho£ng 29, 35 ± (2)(0, 6) =

(28, 15; 30, 55).

N¸u ÷îc l÷ñng khæng ch»ch θ̂ khæng x§p x¿ chu©n ta khæng thº sû döng cæng
thùc tr¶n �º �÷a ra kho£ng gi¡ trà �º dü �o¡n θ thuëc v o. �º kh­c phöc t¼nh huèng
n y g¦n �¥y trong thèng k¶ hi»n �¤i câ mët ph÷ìng ph¡p gåi l  bootstrap. Ph÷ìng
ph¡p bootstrap l  ph÷ìng ph¡p coi m¨u gèc ban �¦u �âng vai trá têng thº m  tø
�â nâ �÷ñc rót ra. Tø m¨u ban �¦u l§y l¤i c¡c m¨u ng¨u nhi¶n còng cï vîi m¨u gèc
b¬ng ph÷ìng ph¡p l§y m¨u câ ho n l¤i, gåi l  m¨u bootstrap. Vîi méi m¨u l§y l¤i

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 9
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ta t½nh �÷ñc gi¡ trà tham sè thèng k¶ quan t¥m gåi l  tham sè bootstrap. Sü ph¥n
bè cõa c¡c tham sè thèng k¶ m¨u bootstrap l  ph¥n phèi bootstrap.

L§y m¨u câ ho n l¤i câ ngh¾a l  sau khi chóng ta rót ra ng¨u nhi¶n mët quan
s¡t tø m¨u ban �¦u, ta �°t nâ trð l¤i tr÷îc khi l§y quan s¡t ti¸p theo. K¸t qu£ l ,
b§t ký sè câ thº �÷ñc rót ra mët l¦n, nhi·u hìn mët l¦n, ho°c khæng �÷ñc rót ra
l¦n n o.

Vîi m¨u ban �¦u x = (x1, x2, . . . , xn), ta câ m¨u bootstrap x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n)

vîi méi gi¡ trà x∗i �÷ñc l§y ng¨u nhi¶n tø tªp c¡c gi¡ trà x1, x2, . . . , xn vîi x¡c su§t
1
n
.
T÷ìng ùng vîi méi m¨u bootstrap x∗ ta câ mæ phäng bootstrap cõa θ̂ l  θ̂∗ =

T (x∗), vîi h m thèng k¶ T (x∗) t÷ìng tü vîi h m thèng k¶ T (x) t¡c �ëng l¶n m¨u
x.

M¨u l§y l¤i thù nh§t: x∗1 = (x∗11 , x
∗
12
, . . . , x∗1n) ta t½nh �÷ñc gi¡ trà θ̂2

1.
M¨u l§y l¤i thù hai: x∗2 = (x∗21 , x

∗
22
, . . . , x∗2n) ta t½nh �÷ñc gi¡ trà θ̂∗2.

. . .
M¨u l§y l¤i thù B: x∗B = (x∗B1

, x∗B2
, . . . , x∗Bn) ta t½nh �÷ñc gi¡ trà θ̂∗B.

Vîi B = 1000 hay 2000.
Vîi m¨u bootstrap ng¨u nhi¶n X∗ = (X∗1 , X

∗
2 , . . . , X

∗
n), θ̂∗ = T (X∗) l  mët

thèng k¶ tr¶n m¨u bootstrap, khi �â F ∗(t) = P (θ̂∗ ≤ t) l  ph¥n phèi bootstrap cõa
θ̂∗.

H¼nh 6.2: Sì �ç mæ phäng ph¥n phèi bootstrap.

C¡c b÷îc dòng ph÷ìng ph¡p bootstrap ÷îc l÷ñng sai sè ti¶u chu©n cõa θ̂ tø mët
m¨u gèc ban �¦u:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 10
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B÷îc 1: L§y theo ph÷ìng ph¡p câ ho n l¤i tø m¨u gèc ban �¦u �÷ñc B m¨u
bootstrap �ëc lªp còng cï vîi m¨u gèc x∗k =

(
x∗k1 , x

∗
k2
, . . . , x∗kn

)
, k = 1, 2, . . . , B.

B÷îc 2: Vîi méi m¨u bootstrap câ �÷ñc ð b÷îc 1 ta t½nh gi¡ trà thèng k¶
θ̂∗k = T (x∗k), k = 1, 2, . . . , B.

B÷îc 3: T½nh �ë l»ch chu©n cõa B gi¡ trà t½nh �÷ñc ð b÷îc 2.

Sθ̂ =

√
1

B − 1

∑
(θ̂∗i − θ

∗
)2 vîi θ

∗
=

1

B

∑
θ̂∗i .

�ë l»ch ti¶u chu©n n y l  ÷îc l÷ñng bootstrap cõa sai sè ti¶u chu©n σθ̂. Sai sè
chu©n cõa ÷îc l÷ñng bootstrap l  �ë l»ch chu©n m¨u cõa gi¡ trà θ̂∗i .

Ta câ gi¡ trà Sθ̂ x§p x¿ σθ̂ khi sè l÷ñng m¨u bootstrap B l  lîn.

6.2 C¡c ph÷ìng ph¡p ÷îc l÷ñng �iºm

6.2.1 Ph÷ìng ph¡p Moment

�ành ngh¾a 6.8. Cho X1, X2, . . . , Xn l  mët m¨u ng¨u nhi¶n câ còng ph¥n phèi
x¡c su§t.

Moment thù k cõa X (moment têng thº hay moment lþ thuy¸t) l  E(Xk).

Moment m¨u thù k cõa X l 
1

n

n∑
i=1

Xk
i .

Cö thº ta câ:

• Moment thù nh§t cõa X l  E(X) = µ.

• Moment m¨u thù nh§t cõa X l  X =
1

n

n∑
i=1

Xi.

• Moment thù hai cõa X l  E(X2).

• Moment m¨u thù hai cõa X l 
1

n

n∑
i=1

X2
i .

�ành ngh¾a 6.9. Cho X1, X2, . . . , Xn l  mët m¨u ng¨u nhi¶n câ còng ph¥n phèi
x¡c su§t câ h m x¡c su§t hay mªt �ë x¡c su§t f(x; θ1, θ2, . . . , θm) phö thuëc v o m
tham sè ch÷a bi¸t l  θ1, θ2, . . . , θm. ×îc l÷ñng moment cõa m tham sè n y thu �÷ñc
b¬ng c¡ch gi£i m ph÷ìng tr¼nh m moment c§p k �¦u ti¶n b¬ng m m¨u moment
còng bªc t÷ìng ùng.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 11
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V½ dö 6.3. Cho X l  bi¸n ng¨u nhi¶n câ ph¥n phèi Bernoulli vîi tham sè p ch÷a
bi¸t. X câ h m x¡c su§t

pX(x) =

p vîi x = 1,

1− p vîi x = 0.

Quan s¡t mët m¨u ng¨u nhi¶n câ cï n = 10 ta câ bë sè li»u (1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0).
H¢y t¼m ÷îc l÷ñng moment cõa p.
Gi£i:
Moment thù nh§t cõa X l  E(X) = p.

Moment m¨u thù nh§t cõa X l  x =
1

n

n∑
i=1

xi = 0, 6.

Gi£i ph÷ìng tr¼nh E(X) = X ta câ p̂ = X l  ÷îc l÷ñng moment cõa p vîi gi¡
trà ÷îc l÷ñng l  0, 6.

V½ dö 6.4. Thíi gian ho¤t �ëng cõa lo¤i thi¸t bà A l  bi¸n ng¨u nhi¶n X (�ìn và:
gií) câ ph¥n phèi mô vîi tham sè λ. Quan s¡t thíi gian ho¤t �ëng cõa mët sè thi¸t
bà A ta câ sè li»u

(15, 6; 16, 0; 16, 5; 15, 8; 16, 2; 17, 5; 18, 5; 17, 8; 18, 2; 16, 8; 17, 4; 17, 9; 16, 8; 16, 0; 16, 6)

H¢y t¼m ÷îc l÷ñng cõa moment cõa λ.
Gi£i:
Moment thù nh§t cõa X l  E(X) =

1

λ
.

Gi¡ trà moment m¨u thù nh§t cõa X l  x = 16, 9 (gií).

E(X) = X ⇒ λ̂ =
1

X
l  mët ÷îc l÷ñng moment cõa λ.

Vªy gi¡ trà ÷îc l÷ñng moment cõa λ l 
1

16, 9
.

V½ dö 6.5. �iºm thi x¡c su§t cõa sinh vi¶n tr÷íng �¤i håc M l  bi¸n ng¨u nhi¶n
X câ ph¥n phèi chu©n N(µ, σ2). Quan s¡t mët m¨u ng¨u nhi¶n gçm n = 1018 b i
thi cõa sinh vi¶n tr÷íng M ta câ b£ng sè li»u:

�iºm sè 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Sè b i 2 24 50 98 151 193 189 162 95 46 8

H¢y t¼m ÷îc l÷ñng moment cõa µ v  σ2.
Gi£i:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 12
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Moment c§p 1 cõa X l  E(X) = µ vîi moment m¨u t÷ìng ùng l 

X =
1

n

n∑
i=1

Xi.

Moment c§p 2 cõa X l  E(X2) = σ2 + µ2 vîi moment m¨u t÷ìng ùng l 

X2 =
1

n

n∑
i=1

X2
i

Gi¡ trà moment m¨u c§p 1 cõa X l  xn = 5, 411591356.

Gi¡ trà moment m¨u c§p 2 cõa X l 
1

n

n∑
i=1

x2
i = 33, 09921415.

Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh


µ = X

σ2 + µ2 =
1

n

n∑
i=1

x2
i

Ta câ ÷îc l÷ñng moment cõa µ l  µ̂ = X v  gi¡ trà ÷îc l÷ñng moment cõa µ
b¬ng 5, 411591356.

×îc l÷ñng moment cõa ph÷ìng sai σ2 l  σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

X2
i − (X)2 v  gi¡ trà ÷îc

l÷ñng moment cõa σ2 b¬ng 3, 813893141.

6.2.2 Ph÷ìng ph¡p ÷îc l÷ñng hñp lþ cüc �¤i

�ành ngh¾a 6.10. ChoX1, X2, . . . , Xn câ còng ph¥n phèi f(x1, x2, . . . , xn, θ1, θ2, . . . , θm)

vîi θ1, θ2, . . . , θm l  c¡c tham sè ch÷a bi¸t. H m f(x1, x2, . . . , xn, θ1, θ2, . . . , θm) l 
h m cõa c¡c gi¡ trà quan s¡t �÷ñc x1, x2, . . . , xn v  θ1, θ2, . . . , θm �÷ñc gåi l  h m
hñp lþ. ×îc l÷ñng θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂m l m cüc �¤i h m hñp lþ gåi l  ÷îc l÷ñng hñp lþ cüc
�¤i cõa θ1, θ2, . . . , θm.

V½ dö 6.6. T� l» s£n ph©m �¤t chu©n cõa nh  m¡y B l  p ch÷a bi¸t. Mët ng÷íi
kiºm tra tøng s£n ph©m cho �¸n khi �÷ñc 10 s£n ph©m �¤t chu©n th¼ døng. Bi¸t
ng÷íi n y døng l¤i ð l¦n kiºm tra thù 12. H¢y t¼m ÷îc l÷ñng hñp lþ cüc �¤i cõa p.

Gi£i:
Gåi X l  sè l¦n kiºm tra cho �¸n khi �÷ñc 10 s£n ph©m �¤t chu©n th¼ døng ⇒ X

câ ph¥n phèi nhà thùc ¥m vîi hai h m sè l  r = 10 v  p.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 13
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P (X = 12) = C10
11p

10(1− p)2 = f(p) l m h m hñp lþ cüc �¤i cõa p.

f
′
(p) = 11[10p9(1− p)2 − 2p10(1− p)]

= 11p9(1− p)[10(1− p)− 2p]

= 11p9(1− p)(10− 12p)

f
′
(p) = 0 t¤i p = 0 ho°c p = 1 ho°c p =

10

12
=

5

6

f(p) �¤t cüc �¤i t¤i 5/6. Vªy gi¡ trà ÷îc l÷ñng hñp lþ cüc �¤i cõa p t÷ìng ùng
vîi quan s¡t ng÷íi kiºm tra døng l¤i ð l¦n kiºm tra thù 12 l  5/6.

V½ dö 6.7. Gi£ sû X1, X2, . . . , Xn l  mët m¨u ng¨u nhi¶n câ ph¥n phèi mô vîi
tham sè λ

X1, X2, . . . , Xn �ëc lªp n¶n ta câ h m hñp lþ

f(x1, x2, . . . , xn;λ) = (λe−λx1) . . . (λe−λxn)

= λne−λ
∑
xi

ln[f(x1, x2, . . . , xn;λ)] = nln(λ)− λ
∑

xi

�¤o h m ln[f(x1, x2, . . . , xn;λ)] theo λ v  cho b¬ng 0 ta câ

n

λ
−
∑

xi = 0⇔ λ =
n∑
xi

=
1

x

Suy ra ta câ ÷îc l÷ñng hñp lþ cüc �¤i cõa λ l  λ̂ =
1

X

K¸t qu£ n y t÷ìng tü vîi k¸t qu£ thu �÷ñc b¬ng ph÷ìng ph¡p moment.

Tuy nhi¶n v¼ E(
1

X
) 6= 1

E(X)
n¶n �¥y l  mët ÷îc l÷ñng ch»ch cõa λ.

B i tªp 6.1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 14
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1. Quan s¡t �iºm mæn To¡n cõa sinh vi¶n tr÷íng �¤i håc A ta câ b£ng sè
li»u

5,9 7,3 6,8 7,8 8,1 8,8 6,5 6,3 7,6
4,5 8,2 7,9 7,6 6,9 5,6 5,2 5,4 7,3
4,8 9,0 9,1 8,3 8,4 4,8 5,5 5,6 6,5
6,4 3,5 9,5 4,0 6,8 7,0 7,3 7,8 7,9
5,2 5,1 6,8 7,5 7,3 7,1 7,9 9,8 5,0

(a) T¼m mët gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm trung b¼nh mæn To¡n cõa sinh vi¶n
tr÷íng �¤i håc A, ch¿ ra ÷îc l÷ñng �iºm t÷ìng ùng.

(b) T¼m mët gi¡ trà cõa ÷îc l÷ñng �iºm cõa t� l» sinh vi¶n tr÷íng �¤i
håc A câ �iºm To¡n tø 5 trð l¶n, ch¿ ra ÷îc l÷ñng �iºm t÷ìng ùng.

(c) T¼m mët gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm cõa �ë l»ch chu©n σ câ �iºm thi mæn
To¡n sinh vi¶n tr÷íng �¤i håc A, ch¿ ra ÷îc l÷ñng �iºm t÷ìng ùng.

(d) T¼m mët gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm cõa tham sè
σ

µ
, ch¿ ra ÷îc l÷ñng �iºm

t÷ìng ùng.

2. Quan s¡t sè xe b¡n ra trong mët ng y t¤i mët sè cûa h ng ta câ bë sè
li»u:

Sè xe b¡n ra 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Sè cûa h ng 3 5 7 10 11 15 18 21 19 17 15 13 12 10

(a) T¼m mët gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm cho sè xe trung b¼nh b¡n ra trong
mët ng y t¤i c¡c cûa h ng, ch¿ ra ÷îc l÷ñng �iºm t÷ìng ùng.

(b) T¼m mët gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm cho t¿ l» cûa h ng câ sè xe b¡n ra
trong mët ng y tø 10 xe trð l¶n, ch¿ ra ÷îc l÷ñng �iºm t÷ìng ùng

(c) T¼m mët gi¡ trà cõa ÷îc l÷ñng �iºm cho ph÷ìng sai cõa sè xe b¡n ra
trong mët ng y t¤i c¡c cûa h ng, ch¿ ra ÷îc l÷ñng �iºm t÷ìng ùng.

(d) T¼m mët gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm cho trung và cõa sè xe b¡n ra trong
mët ng y t¤i c¡c cûa h ng, ch¿ ra ÷îc l÷ñng �iºm t÷ìng ùng.

(e) X¡c �ành sai sè chu©n cõa ÷îc l÷ñng trong c¥u (d).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 15
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3. (a) Quan s¡t sè l÷ñng ga (�ìn và: therm) sû döng t¤i 10 ngæi nh 
�÷ñc chån ng¨u nhi¶n t¤i vòng A trong th¡ng 1 , ta câ bë sè li»u
103, 156, 118, 89, 125, 147, 122, 99, 138, 90. Kþ hi»u µ l  l÷ñng ga trung
b¼nh sû döng t¤i méi nh  câ sû döng ga trong to n bë vòng A. T½nh
mët gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm cõa µ.

(b) Gi£ sû câ 10000 hë sû döng ga t¤i vòng A. Kþ hi»u T l  têng l÷ñng
ga �÷ñc sû döng t¤i vòng A trong th¡ng 1. ×îc l÷ñng T vîi dú li»u
�¢ cho trong ph¦n (a) v  ch¿ ra ÷îc l÷ñng �iºm �¢ dòng.

(c) Sû döng dú li»u trong ph¦n (a), ÷îc l÷ñng t¿ l» p l  t� l» hë sû döng
½t nh§t 100(therm)ga trong th¡ng 1.

4. Quan s¡t ng¨u nhi¶n n1 nam giîi hót thuèc, câ X1 ng÷íi hót thuèc câ
�¦u låc. Quan s¡t ng¨u nhi¶n n2 nú giîi hót thuèc, câ X2 ng÷íi hót thuèc
câ �¦u låc. Kþ hi»u p1 v  p2 l  t� l» nam, nú hót thuèc câ �¦u låc trong
sè c¡c nam giîi, nú giîi câ thuèc.

(a) Ch¿ ra r¬ng
(
X1

n1

)
−
(
X2

n2

)
l  mët ÷îc l÷ñng khæng ch»ch cõa p1−p2.

(b) X¡c �ành sai sè chu©n cõa ÷îc l÷ñng trong ph¦n (a). Sû döng c¡c gi¡
trà x1, x2 l  c¡c gi¡ trà quan s¡t cõa c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n X1, X2 �º
t½nh gi¡ trà sai sè chu©n cõa ÷îc l÷ñng n y.

(c) Cho n1 = n2 = 200, x1 = 126, x2 = 176 sû döng ÷îc l÷ñng trong ph¦n
a t½nh gi¡ trà ÷îc l÷ñng cõa p1 − p2.

5. Cho m¨u ng¨u nhi¶n X1, . . . , Xn câ còng ph¥n phèi x¡c su§t, x¡c �ành
bði h m mªt �ë x¡c su§t

f(x, θ) = 0, 5(1 + θx) − 1 ≤ x ≤ 1

vîi −1 ≤ θ ≤ 1. Ch¿ ra r¬ng θ̂ = 3X l  mët ÷îc l÷ñng khæng ch»ch cõa θ.

B i tªp 6.2

1. Mët x²t nghi»m �÷ñc ¡p döng cho n ng÷íi ch­c ch­n khæng b»nh. Gåi X l 
sè x²t nghi»m d÷ìng t½nh (tùc l  câ b»nh) trong n k¸t qu£ tùc l  X l  sè k¸t
qu£ d÷ìng t½nh sai. V  p l  t¿ l» ng÷íi khæng câ b»nh bà k¸t luªn l  câ b»nh
sau x²t nghi»m.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 16
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(a) X¡c �ành ÷îc l÷ñng hñp lþ cüc �¤i cõa p. N¸u n = 20 v  x = 3. X¡c �ành
gi¡ trà cõa hñp lþ cüc �¤i cõa p.

(b) ×îc l÷ñng �iºm trong ph¦n (a) câ l  ÷îc l÷ñng khæng ch»ch khæng?

(c) N¸u n = 20 v  x = 3 h¢y x¡c �ành ÷îc l÷ñng hñp lþ cüc �¤i cõa x¡c su§t
(1 − p)5 l  khæng câ k¸t qu£ d÷ìng t½nh n o trong 5 x²t nghi»m �èi vîi
5 ng÷íi khæng câ b»nh.

2. Cho bi¸n ng¨u nhi¶n câ h m mªt �ë x¡c su§t

f(x, θ) =

(θ + 1)xθ 0 ≤ x ≤ 1,

0 tr÷íng hñp ng÷ñc l¤i.

vîi θ > −1. Quan s¡t mët m¨u ng¨u nhi¶n cï n cõa X ta thu �÷ñc bë sè li»u

x1 = 0, 92;x2 = 0, 79;x3 = 0, 65;x4 = 0, 9;x5 = 0, 86;

x6 = 0, 47;x7 = 0, 73;x8 = 0, 97;x9 = 0, 76;x10 = 0, 65.

(a) Sû döng ph÷ìng ph¡p moment t¼m mët ÷îc l÷ñng �iºm cõa θ v  t½nh gi¡
trà cõa ÷îc l÷ñng n y theo sè li»u tr¶n.

(b) T¼m ÷îc l÷ñng hñp lþ cüc �¤i cõa θ rçi t½nh gi¡ trà cõa l÷ñng n y theo sè
li»u tr¶n.

3. X1, X2 l  c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n câ ph¥n phèi Poisson vîi tham sè λ1, λ2. X¡c
�ành ÷îc l÷ñng hñp lþ cüc �¤i cõa λ1, λ2 v  λ1 − λ2.

4. Cho mët m¨u ng¨u nhi¶n X1, X2, ..., Xn câ h m mªt �ë x¡c su§t

f(x, λ, θ) =

λe−λ(x−θ) x ≥ 0,

0 tr÷íng hñp ng÷ñc l¤i.

(a) X¡c �ành ÷îc l÷ñng hñp lþ cüc �¤i cõa θ v  λ.

(b) Vîi m¨u thüc nghi»m 3, 11; 0, 64; 2, 55; 2, 20; 5, 44; 3, 42; 10, 39; 8, 93; 17, 82 v  1, 3

t½nh gi¡ trà ÷îc l÷ñng cõa θ v  λ.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 17



Ch÷ìng 7

×ÎC L×ÑNG KHO�NG

Giîi thi»u

Mët ÷îc l÷ñng �iºm, l  1 con sè, tü b£n th¥n nâ khæng cung c§p b§t ký
thæng tin n o v· �ë ch½nh x¡c v  �ë tin cªy cõa ÷îc l÷ñng �â. V½ dö nh÷ dòng thèng
k¶ X �º t½nh ÷îc l÷ñng �iºm cho gi¡ trà trung b¼nh �óng µ, gi£ sû düa tr¶n m¨u
thüc nghi»m thu �÷ñc gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm x = 9322, 7. V¼ m¨u thay �êi n¶n h¦u
nh÷ khæng x£y ra tr÷íng hñp x = µ. Hìn núa, ÷îc l÷ñng �iºm khæng nâi �¸n vi»c
x g¦n hay xa µ.

Mët gi£i ph¡p thay th¸ cho vi»c �÷a ra mët gi¡ trà hñp lþ duy nh§t cho tham sè
l  t½nh mët kho£ng gi¡ trà hñp lþ m  gi¡ trà c¦n ÷îc l÷ñng thuëc v o, kho£ng n y
gåi l  kho£ng ÷îc l÷ñng hay kho£ng tin cªy. �º t½nh kho£ng tin cªy c¦n x¡c �ành
mùc �ë tin cªy cõa kho£ng. Kho£ng ÷îc l÷ñng vîi �ë tin cªy 95% cho trung b¼nh
�óng câ giîi h¤n d÷îi l  9162,5 v  giîi h¤n tr¶n 9482,9 th¼ µ câ thº l  b§t ký gi¡
trà n o thuëc kho£ng (9162,5; 9482,9) vîi �ë tin cªy 95%. �ë tin cªy 95% ngh¾a l 
95% cõa t§t c£ c¡c m¨u s³ cho ra kho£ng ÷îc l÷ñng chùa µ ho°c b§t ký tham sè
n o �÷ñc ÷îc l÷ñng. �ë tin cªy th÷íng dòng l  95%, 99% v  90%.

Kho£ng ÷îc l÷ñng vîi �ë tin cªy cao v  �ë rëng hµp cho thæng tin v· tham sè
c¦n ÷îc l÷ñng kh¡ ch½nh x¡c. Ng÷ñc l¤i kho£ng tin cªy rëng v  �ë tin cªy th§p cho
th§y thæng tin khæng ch­c ch­n v· tham sè c¦n ÷îc l÷ñng.

7.1 C¡c t½nh ch§t cì b£n cõa kho£ng tin cªy

Gi£ sû tham sè quan t¥m l  trung b¼nh µ cõa mët têng thº v  gi£ sû:

1. Têng thº câ ph¥n phèi chu©n.

18
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2. Gi¡ trà �ë l»ch ti¶u chu©n cõa têng thº l  σ �¢ bi¸t.

Thæng th÷íng gi£ thi¸t têng thº câ ph¥n phèi chu©n l  hñp lþ, tuy nhi¶n n¸u
ch÷a bi¸t gi¡ trà cõa µ m  gi¡ trà σ �¢ bi¸t th÷íng th¼ khæng �õ �ë tin cªy.

M¨u thüc nghi»m x1, x2, . . . , xn l  k¸t qu£ quan s¡t cõa m¨u ng¨u nhi¶n
X1, X2, . . . , Xn câ ph¥n phèi chu©n vîi trung b¼nh µ v  �ë l»ch chu©n σ. Khi �â
bi¸n ng¨u nhi¶n trung b¼nh m¨u X câ ph¥n phèi chu©n vîi trung b¼nh µ v  �ë l»ch
chu©n σ/

√
n. Bi¸n �êi chu©n t­c hâa ta câ

Z =
X − µ
σ/
√
n
∼ N(0, 1) (7.1)

Do �â c¡c gi¡ trà câ thº câ cõa Z thuëc kho£ng -1,96 �¸n 1,96 vîi kh£ n«ng l  95%.

P

(
−1, 96 <

X − µ
σ/
√
n
< 1, 96

)
= 0, 95 (7.2)

Bi¸n �êi t÷ìng �÷ìng ta câ

P

(
X − 1, 96.

σ√
n
< µ < X + 1, 96.

σ√
n

)
= 0, 95 (7.3)

Kho£ng ng¨u nhi¶n (
X − 1, 96.

σ√
n

;X + 1, 96.
σ√
n

)
(7.4)

câ trung t¥m t¤i bi¸n ng¨u nhi¶n X.

H¼nh 7.1: Kho£ng ng¨u nhi¶n (X − 1, 96. σ√
n
;X + 1, 96. σ√

n
) câ trung t¥m t¤i X.

�ành ngh¾a 7.1. Tø m¨u thüc nghi»m x1, x2, . . . , xn, t½nh �÷ñc gi¡ trà trung b¼nh
m¨u x, thay X trong (7.4) b¬ng x, kho£ng cè �ành thu �÷ñc gåi l  kho£ng tin cªy
95% cho µ

(x− 1, 96.
σ√
n
, x+ 1, 96.

σ√
n

)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 19
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Hay
x− 1, 96.

σ√
n
< µ < x+ 1, 96.

σ√
n

vîi �ë tin cªy 95% cho µ. Biºu di¹n ng­n gån l  x± 1, 96. σ√
n
, khi �â t÷ìng ùng vîi

d§u - l  �iºm cuèi b¶n tr¡i (giîi h¤n d÷îi) v  t÷ìng ùng vîi d§u + l  �iºm cuèi b¶n
ph£i (giîi h¤n tr¶n).

V½ dö 7.1 Sû döng dú li»u σ = 3, cï m¨u n = 36 v  trung b¼nh m¨u x = 80 �º
t½nh kho£ng tin cªy 95% cho chi·u cao trung b¼nh µ ta câ k¸t qu£ l 

x± σ√
n

= 80± 1, 96
3√
36

= 80± 0, 98 = (79, 02; 80, 98)

Tùc l  vîi �ë tin cªy 95% th¼ 79, 02 < µ < 80, 98; kho£ng ÷îc l÷ñng kh¡ hµp tùc l 
�ë ch½nh x¡c cõa ÷îc l÷ñng cõa µ l  kh¡ cao.

Kho£ng gi¡ trà (79, 02; 80, 98) l  mët kho£ng cè �ành khæng l  kho£ng ng¨u nhi¶n
v  µ l  mët h¬ng sè (ch÷a bi¸t) do �â khi vi¸t P (µ ∈ (79, 02; 80, 98)) = 0, 95 l  khæng
ch½nh x¡c.

Mët gi£i th½ch ch½nh x¡c cõa "�ë tin cªy 95%" �÷ñc düa tr¶n quan h» t¦n sè cõa
x¡c su§t, �º nâi mët bi¸n cè A câ x¡c su§t 0,95 tùc l  n¸u thû nghi»m tr¶n A �÷ñc
l°p �i l°p l¤i v· l¥u d i th¼ kh£ n«ng A s³ x£y ra 95%. Gi£ sû l§y m¨u chi·u cao
cõa nhúng ng÷íi kh¡c s³ t½nh �÷ñc mët kho£ng ÷îc l÷ñng vîi �ë tin cªy 95% kh¡c
v  l°p l¤i cæng vi»c n y cho m¨u thù 3, m¨u thù 4, m¨u thù 5,. . . Gåi A l  bi¸n cè
X − 1, 96. σ√

n
< µ < X + 1, 96. σ√

n
. Khi �â P (A) = 0, 95 theo t½nh to¡n th¼ 95% cõa

kho£ng tin cªy s³ chùa µ, �i·u n y �÷ñc minh håa trong h¼nh sau khi �÷íng th¯ng
�ùng c­t tröc �o t¤i gi¡ trà µ (ch÷a bi¸t) chó þ r¬ng 7 trong 100 kho£ng s³ khæng
chùa µ tùc l  ch¿ 5% cõa c¡c kho£ng �÷ñc biºu di¹n nh÷ vªy s³ khæng chùa µ.

Dòng cæng thùc kho£ng tin cªy m°c dò �æi khi khæng tho£ m¢n y¶u c¦u b i
to¡n. Khâ kh«n ð �¥y l  ta c¦n gi£i th½ch v· x¡c su§t khi ¡p döng trong mët chuéi
c¡c th½ nghi»m chù khæng ph£i l  mët kho£ng duy nh§t.

7.1.1 C¡c kho£ng tin cªy kh¡c

�ë tin cªy 95% �÷ñc suy tø x¡c su§t 0,95 trong b§t �¯ng thùc (7.2), n¸u muèn
�ë tin cªy 99% th¼ x¡c su§t ban �¦u ph£i thay b¬ng 0,99 khi �â c¦n ph£i thay gi¡ trà
ph¥n và mùc cõa Z tø 1,96 th nh 2,58 trong cæng thùc t½nh �ë tin cªy 95%. Trong

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 20
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H¼nh 7.2: Kho£ng tin cªy 95% (d§u * l  kho£ng khæng chùa µ)

thüc t¸ muèn câ �ë tin cªy bao nhi¶u th¼ thay 1,96 hay 2,58 b¬ng gi¡ trà ph¥n và
mùc th½ch hñp cõa ph¥n phèi chu©n.

H¼nh 7.3: P (−zα/2 ≤ Z ≤ zα/2) = 1− α

�ành ngh¾a 7.2. Kho£ng tin cªy 100(1− α)% cho trung b¼nh µ cõa mët têng thº
câ ph¥n phèi chu©n vîi gi¡ trà cõa σ cho tr÷îc l (

x− zα/2.
σ√
n
, x+ zα/2.

σ√
n

)
(7.5)

hay x± zα/2. σ√n .

Cæng thùc (7.5) cho kho£ng tin cªy câ thº ph¡t biºu th nh líi nh÷ sau

×îc l÷ñng �iºm cõa µ± (gi¡ trà ph¥n bi»t cõa Z)(sai sè chu©n cõa ký vång)

V½ dö 7.2 Qui tr¼nh s£n xu§t mët lo¤i �ëng cì cö thº g¦n �¥y �¢ �÷ñc sûa �êi,
làch sû dú li»u cho bi¸t ph¥n phèi �÷íng k½nh cõa lé ê c­m tr¶n vä �ëng cì câ ph¥n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 21
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phèi chu©n vîi �ë l»ch chu©n 0,1 mm. Ng÷íi ta tin r¬ng vi»c thay �êi n y khæng
£nh h÷ðng �¸n ph¥n phèi công nh÷ �ë l»ch chu©n, tuy nhi¶n gi¡ trà trung b¼nh cõa
�÷íng k½nh câ thº thay �êi. Mët m¨u gçm 100 �ëng cì �÷ñc chån, x¡c �ành �÷ñc
�÷íng k½nh c¡c lé ê c­m trong m¨u l  5,426 mm. Y¶u c¦u �°t ra l  t½nh kho£ng tin
cªy cho trung b¼nh c¡c �÷íng k½nh lé vîi �ë tin cªy 90%.
Gi£i

�ë tin cªy 100(1− α)% vîi α = 0, 1

suy ra gi¡ trà ph¥n và mùc zα/2 = z0,05 = 1, 645. Kho£ng ÷îc l÷ñng c¦n t¼m l 

5, 426± (1, 645).
0, 1√
100

= 5, 426± 0, 01645 = (5, 40955; 5, 44245)

7.1.2 �ë tin cªy, �ë ch½nh x¡c v  cï m¨u

�ë tin cªy c ng cao th¼ �ë d i kho£ng ÷îc l÷ñng c ng rëng. �ë tin cªy 95%
th¼ kho£ng ÷îc l÷ñng k²o d i 1, 96. σ√

n
cho méi b¶n cõa x, �ë rëng cõa kho£ng l 

2(1, 96). σ√
n

= 3, 92. σ√
n
. T÷ìng tü �ë rëng cõa kho£ng tin cªy 99% l  2(2, 58). σ√

n
=

5, 16. σ√
n
. Ngh¾a l  ta tin cªy nhi·u hìn v¼ kho£ng rëng hìn. �ë rëng cõa kho£ng

÷îc l÷ñng vîi �ë tin cªy 100(1− α)% l 

w0 = 2zα/2
σ√
n

Mët nûa �ë rëng cõa kho£ng ÷îc l÷ñng zα/2 σ√
n
cõa �ë tin cªy 100(1− α)% �æi

khi �÷ñc gåi l  sai sè hay �ë ch½nh x¡c cõa kho£ng ÷îc l÷ñng. Sai sè cõa kho£ng
tin cªy 100(1− α%) l 

ε =
w0

2
= zα/2

σ√
n
.

Vîi mët m¨u cè �ành tø �ë tin cªy ta câ thº x¡c �ành �÷ñc �ë ch½nh x¡c cõa
kho£ng ÷îc l÷ñng v  ng÷ñc l¤i bi¸t �ë rëng cõa kho£ng ÷îc l÷ñng th¼ x¡c �ành �÷ñc
�ë tin cªy cõa kho£ng ÷îc l÷ñng. Cán vîi �ë tin cªy cho tr÷îc cè �ành cï m¨u thay
�êi s³ l m �ë rëng cõa kho£ng ÷îc l÷ñng thay �êi.

V½ dö 7.3 Quan s¡t thíi gian chia s´ l»nh cõa mët h» thèng m¡y t½nh bi¸t r¬ng
thíi gian cö thº cho 1 l»nh ch¿nh sûa câ ph¥n phèi chu©n vîi �ë l»ch ti¶u chu©n l 
25 milisec. Mët h» �i·u h nh mîi �÷ñc c i �°t, ta c¦n ÷îc l÷ñng thíi gian trung
b¼nh thüc sü l  µ. Trong �i·u ki»n mîi gi£ sû thíi gian v¨n câ ph¥n phèi chu©n vîi
σ = 25. X¡c �ành cï m¨u c¦n thi¸t �º câ �ë tin cªy 95% v  �ë rëng (tèi �a) l  10.
Gi£i

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 22
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Cï m¨u c¦n thäa m¢n
10 = 2.(1, 96)(25/

√
n)

Suy ra
√
n = 2.(1, 96)(25)/10 = 9, 80

Do �â
n = (9, 80)2 = 96, 04

V¼ n l  sè nguy¶n n¶n ta c¦n cï m¨u n = 97.

Cï m¨u c¦n cho kho£ng tin cªy trong (7.5) vîi �ë rëng w l  n =
(
2.zα/2.

σ
w

)2

7.1.3 Nguçn gèc cõa kho£ng tin cªy

Cho m¨u ng¨u nhi¶n X1, X2, . . . , Xn l  m¨u m  tr¶n �â t¼m kho£ng tin cªy cõa
tham sè θ. Gi£ sû t¼m �÷ñc bi¸n ng¨u nhi¶n h(X1, X2, . . . , Xn; θ) thäa m¢n 2 t½nh
ch§t sau:

1. L  h m phö thuëc cõa c£ X1, X2, . . . , Xn v  θ.

2. Ph¥n phèi x¡c su§t cõa bi¸n n y khæng phö thuëc θ hay b§t ký tham sè n o.

V½ dö nh÷ n¸u ph¥n phèi cõa têng thº l  ph¥n phèi chu©n khi bi¸t σ v  θ = µ

th¼ bi¸n h(X1, X2, . . . , Xn;µ) = X−µ
σ√
n

thäa c£ hai t½nh ch§t l  h m phö thuëc theo µ

nh÷ng câ ph¥n phèi chu©n t­c n¶n khæng phö thuëc µ.

Cho α b§t ký thuëc 0 v  1 ta t¼m �÷ñc h¬ng sè a v  b thäa m¢n

P (a < h(X1, X2, . . . , Xn; θ) < b) = 1− α (7.6)

Theo t½nh ch§t 2, a v  b khæng phö thuëc θ, theo v½ dö m¨u l§y tø têng thº câ ph¥n
phèi chu©n th¼ a = −zα/2, b = zα/2. Bi¸n �êi (7.6) theo θ ta �÷ñc x¡c su§t

P (l(X1, X2, . . . , Xn) < θ < u(X1, X2, . . . , Xn)) = 1− α

Khi �â l(x1, x2, . . . , xn) v  u(x1, x2, . . . , xn) l  giîi h¤n tr¶n v  giîi h¤n d÷îi cõa
kho£ng tin cªy vîi �ë tin cªy 100(1−α)% trong v½ dö m¨u l§y tø têng thº câ ph¥n
phèi chu©n l(X1, X2, . . . , Xn) = X − zα/2. σ√n v  u(X1, X2, . . . , Xn) = X + zα/2.

σ√
n
.
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V½ dö 7.4 Mæ h¼nh lþ thuy¸t cho r¬ng thíi gian �º ch§t läng c¡ch �i»n ð c¡c �i»n
cüc bà ph¥n hõy vîi mët �i»n ¡p �°c bi»t câ ph¥n phèi mô vîi tham sè λ. Mët
m¨u ng¨u nhi¶n câ k½ch th÷îc n = 10 vîi chuéi thíi gian ph¥n hõy câ dú li»u (theo
phót) nh÷ sau x1 = 41, 53;x2 = 18, 73;x3 = 2, 99;x4 = 30, 34;x5 = 12, 33;x6 =

117, 52;x7 = 73, 02;x8 = 223, 63;x9 = 4;x10 = 26, 78. Vîi �ë tin cªy 95% h¢y t¼m
kho£ng ÷îc l÷ñng cho λ tø �â t¼m kho£ng ÷îc l÷ñng cho thíi gian ph¥n hõy trung
b¼nh µ.
Gi£i

�°t h(X1, X2, . . . , Xn;λ) = 2λ
∑
Xj, câ h(X1, X2, . . . , Xn;λ) câ ph¥n phèi Chi

b¼nh ph÷ìng vîi bªc tü do ν = 2n. Sû döng b£ng phö löc c¡c gi¡ trà ph¥n và mùc
cõa ph¥n phèi Chi b¼nh ph÷ìng t÷ìng ùng vîi bªc tü do ν = 2(10) = 20 v  mùc þ
ngh¾a 0,025 v  1-0,025 ta câ

P
(

9, 591 < 2λ
∑

Xi < 34, 17
)

= 0, 95

hay

P

(
9, 591

2
∑
Xi

< λ <
34, 170

2
∑
Xi

)
= 0, 95

Vîi dú li»u �¢ cho
∑
xi = 550, 87 câ kho£ng ÷îc l÷ñng cho λ l  (0,00871; 0,03101).

Trung b¼nh cõa ph¥n phèi mô l  µ = 1
λ
n¶n

P

(
2
∑
Xi

34, 170
<

1

λ
<

2
∑
Xi

9, 591

)
do �â kho£ng ÷îc l÷ñng cho trung b¼nh µ vîi �ë tin cªy 95% l (

2
∑
xi

34, 170
;
2
∑
xi

9, 591

)
= (32, 24; 114, 87)

7.1.4 Kho£ng tin cªy bootstrap

Ph÷ìng ph¡p bootstrap �¢ giîi thi»u trong ch÷ìng 6 nh÷ l  c¡ch �º ÷îc l÷ñng
sai sè chu©n σθ̂ cõa ÷îc l÷ñng �iºm θ̂. Nâ công �÷ñc ùng döng t¼m kho£ng tin cªy
cho θ. X²t ÷îc l÷ñng cõa ký vång µ cõa ph¥n phèi chu©n vîi σ �¢ bi¸t. Thay µ bði
θ v  dòng θ̂ = X nh÷ trong ÷îc l÷ñng �iºm. Chó þ r¬ng 1, 96σ

√
n l  ph¥n và thù

97,5 cõa ph¥n phèi θ̂− θ[ tùc l , P (X − µ < 1, 96σ/
√
n) = P (Z < 1, 96) = 0, 9750].
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T÷ìng tü −1, 96σ/
√
n l  ph¥n và thù 2,5; v¼ vªy

0, 95 = P (ph¥n và thù 2, 5 < θ̂ − θ < ph¥n và thù 97, 5)

= P (θ̂ − ph¥n và thù 2, 5 > θ > θ̂ − ph¥n và thù 97, 5)

Ngh¾a l , vîi
l = θ̂ − ph¥n và thù 97,5 cõa θ̂ − θ

u = θ̂ − ph¥n và thù 2,5 cõa θ̂ − θ (7.7)

Kho£ng tin cªy cho θ l  (l, u). Trong nhi·u tr÷íng hñp, b¡ch ph¥n và trong (7.7)
khæng thº t½nh �÷ñc nh÷ng ta câ thº ÷îc l÷ñng �÷ñc tø m¨u cõa ch½nh nâ. Gi£ sû
l§y l¤i B = 1000 m¨u bootstrap v  t½nh �÷ñc

θ̂∗1, ..., θ̂
∗
1000 v  θ

∗

�÷ñc suy ra tø 1000 gi¡ trà kh¡c nhau

θ̂∗1 − θ
∗
, ..., θ̂∗1000 − θ

∗
.

Gi¡ trà lîn nh§t thù 25 v  gi¡ trà nhä nh§t thù 25 cõa nhúng sai kh¡c n y l  ÷îc
l÷ñng cõa nhúng ph¥n và mùc ch÷a bi¸t trong (7.7).

7.2 Kho£ng tin cªy cõa trung b¼nh cho m¨u lîn

Kho£ng tin cªy cho µ trong nhúng ph¦n tr÷îc �·u gi£ sû têng thº câ ph¥n phèi
chu©n vîi σ �¢ bi¸t. Gi£ sû kho£ng tin cªy khi m¨u lîn khæng y¶u c¦u gi£ thi¸t n y.
Sau �¥y ta s³ lªp luªn �º �÷a ra kho£ng ÷îc l÷ñng cho trung b¼nh kh¡i qu¡t trong
tr÷íng hñp m¨u lîn v  kho£ng ÷îc l÷ñng cho t¿ l» p cõa têng thº.

7.2.1 Kho£ng ÷îc l÷ñng cõa µ khi m¨u lîn

M¨u ng¨u nhi¶n X1, X2, . . . , Xn rót ra tø têng thº câ ký vång µ v  �ë l»ch chu©n
σ. �ành lþ giîi h¤n trung t¥m ch¿ ra r¬ng khi n lîn X d¦n ti¸n v· ph¥n phèi chu©n
dò têng thº câ ph¥n phèi n o. Do �â câ thº nâi Z = X−µ

σ√
n

câ ph¥n phèi x§p x¿ chu©n,

v¼ th¸

P

(
−Zα/2 <

X − µ
σ√
n

< Zα/2

)
≈ 1− α
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Lªp luªn nh÷ trong (7.1) cho x± zα/2. σ√n �÷ñc kho£ng tin cªy cho µ vîi �ë tin cªy
x§p x¿ 100(1− α)% khi m¨u lîn.

Khâ kh«n ð �¥y l  vi»c t½nh to¡n kho£ng tin cªy düa tr¶n gi¡ trà σ m  gi¡ trà
n y hi¸m khi �÷ñc bi¸t. X²t bi¸n chu©n hâa X−µ

S/
√
n
, trong bi¸n chu©n hâa n y �ë l»ch

chu©n m¨u S thay cho σ. Tr÷îc �â ch¿ câ tû sè l  ng¨u nhi¶n theo Z bði chùa X.
Trong bi¸n chu©n hâa mîi n y c£ X v  S �·u câ gi¡ trà thay �êi tø m¨u n y �¸n
m¨u kh¡c. V¼ th¸ ta th§y r¬ng ph¥n phèi cõa bi¸n mîi n y tr£i d i hìn �÷íng cong
z ph£n ¡nh sü thay �êi trong m¨u sè. �i·u n y �óng khi n nhä. Tuy nhi¶n, khi n
lîn ch¿ câ mët chót thay �êi khi thay bi¸n S cho σ, v¼ vªy bi¸n n y công câ ph¥n
phèi x§p x¿ chu©n. Lªp luªn t÷ìng tü nh÷ tr÷íng hñp cõa σ �¢ bi¸t, ta thu �÷ñc
mët kho£ng tin cªy cho µ khi m¨u lîn.

M»nh �· 7.3. N¸u n �õ lîn, bi¸n chu©n hâa X−µ
S/
√
n
câ ph¥n phèi x§p x¿ chu©n, ngh¾a

l 

x± zα/2.
s√
n

(7.8)

l  kho£ng tin cªy cõa trung b¼nh µ khi m¨u lîn vîi �ë tin cªy x§p x¿ 100(1−α)%.
Cæng thùc n y �óng vîi måi ph¥n phèi cõa têng thº.

Nâi chung, n > 40 s³ thäa m¢n �º chùng minh c¡c kho£ng n y. �i·u n y câ
ph¦n h¤n ch¸ hìn cæng thùc cho �ành lþ giîi h¤n trung t¥m CLT v¼ sû döng S thay
cho σ trong bi¸n mîi.
V½ dö 7.5 Cho m¨u thüc nghi»m

2948 2996 7197 8338 8500 8759 12710 12925

15767 20000 23247 24863 26000 26210 30552 30600

35700 36466 40316 40596 41021 41234 43000 44607

45000 45027 45442 46963 47978 49518 52000 53334

54208 56062 57000 57365 60020 60265 60803 62851

64404 72140 74594 79308 79500 80000 80000 84000

113000 118634

Biºu �ç hëp cõa dú li»u cho th§y, trø hai ngo¤i lai ð ph½a cuèi, ph¥n phèi cõa c¡c
gi¡ trà t÷ìng �èi �èi xùng.
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Xû lþ sè li»u �÷ñc

• cï m¨u n = 50;

• gi¡ trà trung b¼nh m¨u x = 45.679, 4;

• gi¡ trà trung và m¨u x̃ = 45.013, 5

• gi¡ trà �ë l»ch chu©n m¨u s = 26.641, 675,

• tù ph¥n và lan truy·n (kho£ng c¡ch tø tù ph¥n và nhä �¸n tù ph¥n và lîn)
fs = 34265.

Vîi �ë tin cªy 95% gi¡ trà z0,025 = 1, 96 kho£ng ÷îc l÷ñng cho trung b¼nh l 

45.679, 4± (1, 96)

(
26.641, 675√

50

)
= 45.679, 4± 7384, 7

= (38.294, 7; 53.064, 1)

Kho£ng ÷îc l÷ñng n y câ �ë rëng kh¡ lîn do cï m¨u n = 50 ch÷a �õ lîn �º v÷ñt
qua sü thay �êi �¡ng kº cõa m¨u.

7.2.2 Kho£ng tin cªy têng qu¡t trong tr÷íng hñp m¨u lîn

Kho£ng ÷îc l÷ñng x ± zα/2. σ√n v  x ± zα/2. s√n l  mët tr÷íng hñp �°c bi»t cõa
kho£ng tin cªy cõa tham sè θ khi m¨u câ cï lîn. Gi£ sû θ̂ l  ÷îc l÷ñng hñp lþ thäa
t½nh ch§t sau:

1. câ ph¥n phèi x§p x¿ chu©n;

2. l  ÷îc l÷ñng khæng ch»ch;

3. mët biºu di¹n cõa �ë l»ch ti¶u chu©n cõa θ̂ l  σθ̂ �¢ bi¸t.
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V½ dö, trong tr÷íng hñp θ = µ, µ̂ = X l  mët ÷îc l÷ñng khæng ch»ch cõa µ câ
ph¥n phèi x§p x¿ chu©n khi n lîn v  σµ̂ = σX = σ/

√
n. Chu©n t­c hâa θ̂ th nh bi¸n

ng¨u nhi¶n Z = (θ̂ − θ)/σθ̂, câ ph¥n phèi x§p x¿ chu©n.

P

(
−zα/2 <

θ̂ − θ
σθ̂

< zα/2

)
≈ 1− α (7.9)

�¦u ti¶n gi£ sû σθ̂ khæng li¶n quan �¸n b§t ký tham sè n o (v½ dö, bi¸t σ trong
tr÷íng hñp θ = µ). Thay d§u < trong (7.9) th nh d§u = ta câ k¸t qu£ θ = θ̂±zα/2.σθ̂,
v¼ vªy giîi h¤n tr¶n v  giîi h¤n d÷îi cõa kho£ng ÷îc l÷ñng l 

θ̂ − zα/2.σθ̂ v  θ̂ + zα/2.σθ̂.

Gi£ sû σθ̂ khæng li¶n quan �¸n θ nh÷ng câ li¶n quan �¸n mët v i tham sè. �°t sθ̂
l  ÷îc l÷ñng cõa σθ̂ �i·u n y câ �÷ñc b¬ng c¡ch ÷îc l÷ñng tham sè ch÷a bi¸t. (v½
dö s/

√
n l  ÷îc l÷ñng cõa σ/

√
n). D÷îi nhúng �i·u ki»n chung (c¦n �º s/

√
n d¦n

v· σθ̂ cho h¦u h¸t m¨u), gi¡ trà kho£ng tin cªy l  θ̂ ± zα/2.sθ̂. Kho£ng tin cªy cõa
trung b¼nh trong tr÷íng hñp m¨u lîn

x± zα/2.s/
√
n l  mët v½ dö.

Cuèi còng, gi£ sû σθ̂ li¶n quan �¸n θ ch÷a bi¸t. Vîi tr÷íng hñp n y, x²t v½ dö khi
θ = p l  mët t¿ l» têng thº th¼ (θ̂ − θ)/σθ̂ = zα/2 câ thº khâ �º gi£i. Mët gi£i ph¡p
x§p x¿ câ thº dòng l  thay θ trong σθ̂ b¬ng ÷îc l÷ñng θ̂. K¸t qu£ �÷ñc ÷îc l÷ñng
cho �ë l»ch chu©n sθ̂ v  kho£ng ÷îc l÷ñng t÷ìng ùng l 

θ̂ ± zα/2.sθ̂.

7.2.3 Kho£ng tin cªy cho t¿ l» têng thº

�°t p l  t¿ l» t½nh ch§t quan t¥m cõa têng thº, �èi t÷ñng câ t½nh ch§t cö thº (v½
dö nhâm �èi t÷ñng tèt nghi»p tø mët tr÷íng �¤i håc, m¡y t½nh khæng c¦n dàch vö
b£o h nh,. . . v.v). M¨u ng¨u nhi¶n cõa n c¡ thº �ëc lªp �÷ñc chån v  X l  sè c¡ thº
câ t½nh ch§t quan t¥m trong m¨u. Khi cï m¨u n nhä th¼ X câ thº xem l  mët bi¸n
ng¨u nhi¶n nhà thùc vîi E(X) = np v  σX =

√
np(1− p). N¸u np ≥ 10, (q = 1− p)

th¼ X câ ph¥n phèi x§p x¿ chu©n.
×îc l÷ñng hñp lþ cõa p l  p̂ = X/n, khi �â p̂ câ �÷ñc b¬ng c¡ch nh¥n X vîi h¬ng

sè 1/n công l  ph¥n phèi x§p x¿ chu©n. Nh÷ trong möc 6.1 E(p̂) = p (p̂ l  mët ÷îc
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l÷ñng khæng ch»ch cõa p) v  sai sè chu©n σp̂ =
√
p(1− p)/n. �ë l»ch ti¶u chu©n σp̂

li¶n quan �¸n tham sè p ch÷a bi¸t. Chu©n hâa p̂ suy ra

P (−zα/2 <
p̂− p√

p(1− p)/n
< zα/2) ≈ 1− α

Bi¸n �êi x¡c su§t nh÷ trong möc 7.1, k¸t qu£ giîi h¤n kho£ng tin cªy câ �÷ñc b¬ng
c¡ch thay < b¬ng d§u = v  gi£i ph÷ìng tr¼nh theo p. Ta �÷ñc:

p =
p̂+ z2

α/2/2n

1 + z2
α/2/n

± zα/2

√
p̂(1− p̂)/n+ z2

α/2/4n
2

1 + z2
α/2/n

= p̃± zα/2

√
p̂(1− p̂)/n+ z2

α/2/4n
2

1 + z2
α/2/n

M»nh �· 7.4. �°t p̃ =
p̂+ z2

α/2/2n

1 + z2
α/2/n

th¼ mët kho£ng tin cªy cho t¿ l» cõa têng thº

p vîi �ë tin cªy x§p x¿ 100(1− α)% l 

p̃± zα/2

√
p̂q̂/n+ z2

α/2/4n
2

1 + z2
α/2/n

(7.10)

vîi q̂ = 1− p̂ v  khi �â d§u - trong (7.10) l  giîi h¤n d÷îi v  d§u + l  giîi h¤n tr¶n.
�¥y l  kho£ng ÷îc l÷ñng �iºm cho p.

Khi cï m¨u n r§t lîn th¼ z2/2n khæng �¡ng kº (nhä), z2/n r§t nhä khi so s¡nh vîi
p̂ v  1. Tø �â p̃ ≈ p̂ trong tr÷íng hñp n y so s¡nh giúa z2/4n2 v  pq/n công khæng
�¡ng kº (n2 l  sè chia lîn hìn n), chi¸m ÷u th¸ trong biºu thùc ± l  zα/2

√
p̂q̂/n khi

�â t¿ l» ÷îc l÷ñng cõa kho£ng l  x§p x¿

p̂± zα/2
√
p̂q̂/n (7.11)

�¥y l  kho£ng ÷îc l÷ñng câ d¤ng l  θ̂ ± zα/2σ̂θ̂ trong tr÷íng hñp m¨u lîn trong
möc n y. Kho£ng tin cªy x§p x¿ (??) �¢ �÷ñc giîi thi»u trong nhi·u s¡ch v· x¡c
su§t. Nâ rã r ng �ìn gi£n v  d¹ hiºu hìn kho£ng ÷îc l÷ñng �iºm. T¤i sao ph£i quan
t¥m �¸n kho£ng ÷îc l÷ñng �iºm?

�¦u ti¶n, gi£ sû dòng z0,025 = 1, 96 trong cæng thùc truy·n thèng (??), th¼ vîi �ë
tin cªy cõa kho£ng ÷îc l÷ñng l  x§p x¿ 95%, x¡c su§t kho£ng ng¨u nhi¶n bao gçm
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c£ gi¡ trà thüc cõa p (tùc l  x¡c su§t phõ) n¶n l  0,95. Theo biºu di¹n cõa h¼nh sau
cho tr÷íng hñp n = 100, x¡c su§t phõ thüc sü cho kho£ng câ thº kh¡c nhau �¡ng kº
so vîi x¡c su§t chu©n 0,95, �°c bi»t khi p khæng g¦n vîi 0,5 (h¼nh £nh x¡c su§t phõ
p r§t phùc t¤p v¼ ph¥n phèi x¡c su§t nhà thùc cì b£n l  ríi r¤c chù khæng li¶n töc).
�¥y l  mët nh÷ñc �iºm cõa kho£ng ÷îc l÷ñng truy·n thèng: mùc �ë tin cªy thüc
t¸ câ thº kh¡c vîi mùc danh ngh¾a ngay c£ vîi cï m¨u lîn. Nhúng nghi¶n cùu g¦n
�¥y công ch¿ ra r¬ng kho£ng ÷îc l÷ñng �iºm câ thº kh­c phöc cho h¦u nh÷ t§t c£
cï m¨u v  t§t c£ gi¡ trà cõa p, kho£ng tin cªy thüc sü s³ ½t kh¡c bi»t vîi kho£ng ÷îc
l÷ñng chu©n do c¡ch chån zα/2. �i·u n y chõ y¸u do kho£ng ÷îc l÷ñng �iºm �÷ñc
thay �êi mët ½t v· 0,5 so vîi kho£ng truy·n thèng. �°c bi»t �iºm p̃ cõa kho£ng ÷îc
l÷ñng d§u g¦n v· 0,5 so vîi �iºm p̂ cõa kho£ng truy·n thèng. �â l  �i·u �°c bi»t
khi p n¬m trong kho£ng 0 �¸n 1.

H¼nh 7.4: X¡c su§t phõ thüc sü cho kho£ng (??) cho c¡c gi¡ trà kh¡c nhau cõa p khi
n = 100.

Th¶m v o �â, kho£ng ÷îc l÷ñng �iºm câ thº sû döng cho h¦u h¸t c¡c m¨u v  gi¡
trà tham sè. Khæng c¦n kiºm tra �i·u ki»n np̂ ≥ 10 v  n(1 − p̂) ≥ 10 thäa y¶u c¦u
cõa kho£ng truy·n thèng.
V½ dö 7.6 Mët m¨u thüc nghi»m cï n = 48 câ 16 th½ nghi»m câ k¸t qu£ quan t¥m.
Gåi p l  t¿ l» câ k¸t qu£ quan t¥m trong måi th½ nghi»m. Mët ÷îc l÷ñng �iºm cho
p l  p̂ = 16/48 = 1/3 = 0, 333. Kho£ng tin cªy cho p vîi �ë tin cªy x§p x¿ 95%

0, 333 + (1, 96)2/96

1 + (1, 96)2/48
±
√

(0, 333)(0, 667)/48 + (1, 96)2/9216

1 + (1, 96)2/48

= 0, 345± 0, 129 = (0, 216; 0, 474)
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Kho£ng n y kh¡ rëng v¼ cï m¨u n = 48 ch÷a �õ lîn. Kho£ng ÷îc l÷ñng truy·n
thèng l 

0, 333± 1, 96

√
(0, 333)(0, 667)

48
= 0, 333± 0, 133 = (0, 200; 0, 466)

Hai kho£ng n y s³ kh¡ l  g¦n nhau khi cï m¨u lîn.
Cï m¨u n c¦n thi¸t �º kho£ng ÷îc l÷ñng cho t� l» p câ �ë rëng w l 

n =
2z2p̂q̂ − z2w2 ±

√
4z4p̂q̂(p̂q̂ − w2) + w4z4

w2
(7.12)

Hay

n ≈ 4z2p̂q̂

w2

Tuy nhi¶n k¸t qu£ n y v¨n chùa p̂ ch÷a bi¸t. C¡ch ti¸p cªn hay nh§t dòng gi¡ trà
lîn nh§t cõa p̂q̂ = p̂(1− p̂) khi p̂ = q̂ = 0, 5; do �â

n ≈ z2

w2

Khi w = 2ε, ε gåi l  sai sè ho°c �ë ch½nh x¡c cõa kho£ng ÷îc l÷ñng ta câ cæng thùc
t÷ìng ùng l 

n ≈ z2

4ε2

7.2.4 Kho£ng tin cªy b§t �èi xùng

Kho£ng tin cªy �÷ñc nâi �¸n câ c£ giîi h¤n d÷îi cõa �ë tin cªy v  giîi h¤n tr¶n
cõa �ë tin cªy cho ÷îc l÷ñng tham sè. Trong mët sè tr÷íng hñp, �i·u tra vi¶n ch¿
mong muèn hai lo¤i r ng buëc. V½ dö nh  t¥m lþ håc muèn t½nh kho£ng tin cªy
95% ch°n tr¶n cho thíi gian ph£n ùng trung b¼nh vîi mët k½ch th½ch �°c bi»t, hay
mët kÿ s÷ mong muèn ch¿ câ ch°n d÷îi cho thíi gian ho¤t �ëng trung b¼nh cõa mët
lo¤i nh§t �ành. V¼ vòng di»n t½ch t½ch lôy ð d÷îi �÷íng cong chu©n ð b¶n tr¡i gi¡
trà 1,645 l  0,95 n¶n

P

(
X − µ
S/
√
n
< 1, 645

)
≈ 0, 95

Dòng b§t �¯ng thùc trong ngo°c �ìn bi¸n �êi theo µ v  thay bi¸n chu©n hâa b¬ng
c¡ch t½nh to¡n c¡c gi¡ trà �÷ñc b§t �¯ng thùc µ > x − 1, 645.s/

√
n. V¸ ph£i biºu

di¹n ch°n d÷îi cõa kho£ng tin cªy. Vîi P (−1, 645 < Z) ≈ 0, 95 v  bi¸n �êi b§t �¯ng
thùc ta �÷ñc ch°n tr¶n cõa tin cªy. Lªp luªn t÷ìng tü cho r ng buëc cõa méi b¶n
vîi mët �ë tin cªy kh¡c nhau.
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M»nh �· 7.5. Vîi mët m¨u lîn, kho£ng ch°n tr¶n cõa µ l 

µ < x+ zα.
s√
n

Vîi mët m¨u lîn, kho£ng ch°n d÷îi cõa µ l 

µ > x− zα.
s√
n

Kho£ng ÷îc l÷ñng mët ph½a cho p l  k¸t qu£ cõa vi»c thay zα/2 b¬ng zα v  ± bði +
hay - trong cæng thùc kho£ng tin cªy cho p trong (7.10). Trong t§t c£ tr÷íng hñp �ë
tin cªy x§p x¿ l  100(1− α)%.

V½ dö 7.7 Mët m¨u gçm 48 c¡ thº vîi gi¡ trà trung b¼nh m¨u x = 17, 17 v  gi¡ trà
�ë l»ch chu©n m¨u s = 3, 28. Kho£ng ÷îc l÷ñng ch°n d÷îi cõa trung b¼nh vîi �ë tin
cªy 95% l 

17, 17− (1, 645)
(3, 28)√

48
= 17, 17− 0, 78 = 16, 39

Ngh¾a l  vîi �ë tin cªy 95% ta câ thº nâi µ > 16, 39.

7.3 C¡c kho£ng düa tr¶n ph¥n phèi chu©n

Kho£ng tin cªy cho µ dòng trong ph¦n 7.2 câ ngh¾a khi n lîn. K¸t qu£ l  kho£ng
câ thº sû döng vîi b§t ký ph¥n phèi n o cõa têng thº. Tuy nhi¶n khi n nhä mët
c¡ch �º t¼m kho£ng ÷îc l÷ñng l  �÷a ra mët gi£ thi¸t cö thº v· d¤ng ph¥n phèi cõa
têng thº, sau �â suy ra kho£ng tin cªy phò hñp vîi gi£ thi¸t �â. V½ dö, ta câ thº
�÷a ra mët kho£ng tin cªy cho µ khi têng thº �÷ñc mæ t£ l  câ ph¥n phèi gamma,
mët kho£ng kh¡c cho tr÷íng hñp cõa ph¥n phèi Weibull, . . . C¡c nh  thèng k¶ �¢
thüc hi»n �i·u n y cho mët sè hå ph¥n phèi kh¡c nhau.

Gi£ Thi¸t 7.6. M¨u ng¨u nhi¶n X1, X2, . . . , Xn l§y tø têng thº câ ph¥n phèi chu©n
vîi hai tham sè µ v  σ ch÷a bi¸t.

K¸t qu£ ch½nh cõa kho£ng trong ph¦n 7.2 l  cho n lîn, bi¸n ng¨u nhi¶n chu©n
hâa Z = (X − µ)/(S/

√
n) câ ph¥n phèi x§p x¿ chu©n. Khi n nhä, S câ thº khæng

d¦n v· σ v¼ th¸ sü bi¸n thi¶n cõa Z ph¡t sinh trong c£ tû sè v  m¨u sè. �i·u n y
suy ra r¬ng ph¥n phèi x¡c su§t cõa (X−µ)/(S/

√
n) ph¥n t¡n hìn ph¥n phèi chu©n.
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K¸t qu£ suy luªn düa tr¶n vi»c giîi thi»u mët hå mîi cõa ph¥n phèi x¡c su§t gåi l 
ph¥n phèi t.

�ành lþ 7.7. N¸u X l  trung b¼nh cõa m¨u ng¨u nhi¶n câ k½ch th÷îc n tø mët ph¥n
phèi chu©n vîi ký vång µ, bi¸n ng¨u nhi¶n

T =
X − µ
S/
√
n

(7.13)

câ mët ph¥n phèi x¡c su§t gåi l  ph¥n phèi t vîi n− 1 bªc tü do.

7.3.1 T½nh ch§t cõa ph¥n phèi t

Kþ hi»u ν l  bªc tü do, vi¸t t­t l  df, l  bªc tü do cõa ph¥n phèi t. Gi¡ trà câ
thº câ cõa ν l  nhúng sè d÷ìng 1,2,3. . . . Cho mët gi¡ trà ν b§t ký h m mªt �ë x¡c
�ành ph¥n phèi t t÷ìng ùng phùc t¤p hìn h m mªt �ë chu©n. May m­n l  ta ch¿
c¦n quan t¥m �¸n mët v i t½nh ch§t quan trång cõa �÷íng cong mªt �ë n y. �°t
tν kþ hi»u l  ph¥n phèi t vîi bªc tü do ν.
T½nh ch§t cõa ph¥n phèi t.

1. �÷íng cong tν câ d¤ng chuæng v  trung và t¤i 0.

2. �÷íng cong tν câ �ë tr£i rëng hìn �÷íng cong cõa ph¥n phèi chu©n t­c (z).

3. Khi ν t«ng th¼ �ë tr£i rëng cõa �÷íng cong tν t÷ìng ùng gi£m.

4. Khi ν → ∞, �÷íng cong tν x§p x¿ vîi �÷íng cong cõa ph¥n phèi chu©n t­c
(v¼ th¸ �÷íng cong z th÷íng �÷ñc gåi l  �÷íng cong t vîi bªc tü do df =∞.

H¼nh 7.5: �÷íng cong tν v  z.

M°c dò S düa tr¶n n �ë l»ch X1 −X, . . . , Xn −X nh÷ng
∑

(Xi −X) = 0 n¶n
sè bªc tü do (df) cho T trong (7.13) l  n− 1. Sè bªc tü do cho bi¸n t l  c«n cù x¡c
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�ành sè �ë l»ch tü do cõa ÷îc l÷ñng �ë l»ch chu©n trong m¨u sè cõa T .

Chó þ: �°t tα,ν l  gi¡ trà ph¥n và mùc 100(1− α) cõa ph¥n phèi t vîi ν bªc tü
do (df); tùc l  di»n t½ch mi·n giîi h¤n bði tröc ho nh �÷íng cong t n¬m v· ph½a b¶n
ph£i cõa gi¡ trà tα,ν l  α.

L§y v½ dö t0,05;6 l  gi¡ trà ph¥n và mùc 95 cõa ph¥n phèi t vîi 6 bªc tü do. Gi¡
trà ph¥n và mùc tα,ν �÷ñc minh håa trong h¼nh 7.6. V¼ �÷íng cong t �èi xùng qua 0,
t1−α,ν = −tα,ν . Gi¡ trà ph¥n và mùc tα,ν �÷ñc biºu di¹n trong b£ng phö löc A.5. V½
dö �º câ �÷ñc t0,05;15 = 1, 753 ta �i tø cët α = 0, 05 chi¸u xuèng �÷ñc dáng ν = 15

v  �åc �÷ñc t0,05;15 = 1, 753. T÷ìng tü, t0,05;22 = 1, 717 (cët 0,05 dáng ν = 22), v 
t0,01;22 = 2, 508. Vîi bªc tü do ν cè �ành, tα,ν t«ng khi α gi£m, khi �â ta ph£i di

H¼nh 7.6: Minh håa cho gi¡ trà ph¥n và mùc cõa ph¥n phèi t.

chuyºn nhanh hìn v· ph½a b¶n ph£i cõa 0 �º x¡c �ành �÷ñc khu vüc α cõa ph¦n
�uæi. Cho α cè �ành, khi ν t«ng (ngh¾a l  ta nh¼n xuèng b§t ký cët n o cõa b£ng
t) gi¡ trà cõa tα,ν gi£m, v¼ th¸ khæng c¦n xa 0 �º x¡c �ành mi·n �uæi câ di»n t½ch
α. Th¶m v o �â, tα,ν gi£m chªm khi ν t«ng. Do �â b£ng gi¡ trà ph¥n và mùc cõa t
biºu di¹n sü t«ng giúa 2 mèc bªc tü do 30 v  40 v  nh£y tîi ν = 50; 60; 120 v  cuèi
còng l  ∞. V¼ t∞ l  �÷íng cong cõa ph¥n phèi chu©n. Hå c¡c gi¡ trà zα xu§t hi»n
v o dáng cuèi cõa b£ng. Cæng thùc kho£ng ÷îc l÷ñng CI sû döng tr÷îc �â vîi m¨u
lîn (n > 40) l  ta xem ph¥n phèi t l  x§p x¿ chu©n.

7.3.2 Kho£ng tin cªy khi cï m¨u nhä

Bi¸n ng¨u nhi¶n chu©n hâa T câ ph¥n phèi t vîi n−1 bªc tü do (df) v  di»n t½ch
mi·n giîi h¤n �÷íng cong mªt �ë t v  tröc ho nh tø −tα/2,n−1 v  tα/2,n−1 l  1 − α
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(Di»n t½ch méi b¶n �uæi l  α/2). Do �â

P (−tα/2,n−1 < T < tα/2,n−1) = 1− α (7.14)

Biºu thùc 7.14 kh¡c vîi biºu thùc trong möc tr÷îc trong �â T v  tα/2,n−1 thay cho
Z v  zα/2, nh÷ng nâ �÷ñc thao t¡c còng mët c¡ch �º câ �÷ñc kho£ng tin cªy cho µ.

M»nh �· 7.8. �°t x v  s l  trung b¼nh m¨u v  �ë l»ch ti¶u chu©n cõa m¨u cõa
m¨u rót ng¨u nhi¶n tø têng thº câ ph¥n phèi chu©n vîi ký vång µ. Th¼ kho£ng tin
cªy 100(1− α)% cho µ l (

x− tα/2,n−1.
s√
n

;x+ tα/2,n−1.
s√
n

)
(7.15)

hay, gån hìn , x± tα/2,n−1.s/
√
n.

Kho£ng tin cªy 100(1− α)% ch°n tr¶n cho µ l (
−∞;x+ tα,n−1.

s√
n

)
Kho£ng tin cªy 100(1− α)% ch°n d÷îi cho µ l (

x− tα,n−1.
s√
n

;∞
)

V½ dö 7.8 Dú li»u sau �¥y l  gi¡ trà MOR (�ìn và: MPa) trong b i vi¸t "Ph¡t triºn
cõa n·n cæng nghi»p Laminated Planks tø gé x´ Sweetgum" (T¤p ch½ Kÿ s÷ c¦u
�÷íng, 2008:64-66)
6807,99 7637,06 6663,28 6165,03 6991,41 6992,23
6981,46 7569,75 7437,88 6872,39 7663,19 6032,28
6906,04 6617,17 6984,12 7093,71 7659,50 7378,61
7295,54 6702,76 7440,17 8053,26 8284,75 7347,95
7422,69 7886,87 6316,67 7713,65 7503,33 7674,99
H¼nh 7.7 biºu di¹n biºu �ç x¡c su§t chu©n cõa dú li»u bði ph¦n m·m R. �ë th¯ng
cõa c¡c �iºm trong biºu �ç cung c§p mët gi£i th½ch m¤nh m³ cho ph¥n phèi cõa
têng thº MOR l  t¤i �â ½t x§p x¿ chu©n nh§t. Trung b¼nh m¨u v  �ë l»ch chu©n
m¨u l¦n l÷ñt l  7203, 191 v  543, 54.
B¥y gií ta t¼m kho£ng tin cªy cho trung b¼nh �óng cõa MOR vîi �ë tin cªy 95%.
Kho£ng tin cªy n y düa v o n − 1 = 29 bªc tü do, do �â gi¡ trà tîi h¤n t c¦n t¼m
l  t0,025;29 = 2, 045. Kho£ng ÷îc l÷ñng t¼m �÷ñc l :

x± t0,025;29.
s√
n

= 7230, 191± (2, 045).
543, 54√

30
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H¼nh 7.7: Biºu �ç x¡c su§t chu©n cõa dú li»u MOR.

= 7230, 191± 202, 938 = (7000, 253; 7406, 129)

Vªy ta ÷îc l÷ñng �÷ñc 7000, 253 < µ < 7406, 129 vîi �ë tin cªy 95%.
Ch°n d÷îi cõa kho£ng tin cªy 95% s³ �÷ñc t¼m b¬ng c¡ch thay giîi h¤n d÷îi cõa
kho£ng tin cªy vøa t¼m vîi t0,05;29 = 1, 699 thay cho 2, 045.

7.3.3 Dü �o¡n kho£ng cho mët gi¡ trà t÷ìng lai �ìn

Trong nhi·u ùng döng, v§n �· dü �o¡n gi¡ trà �ìn cõa mët bi¸n �÷ñc quan s¡t
t¤i mët sè thíi �iºm t÷ìng lai, �÷ñc quan t¥m hìn l  ÷îc l÷ñng gi¡ trà trung b¼nh
cõa bi¸n �â.
V½ dö 7.9 X²t m¨u sau v· h m l÷ñng ch§t b²o (theo ph¦n tr«m) cõa m¨u gçm
n = 10 xóc x½ch �÷ñc chån ng¨u nhi¶n ("�¡nh gi¡ c£m quan v  cì håc v· ch§t l÷ñng
xóc x½ch Frankfurters", J. of Texture Studies , 1990:395-409):
25,2 21,3 22,8 17,0 29,8 21,0 25,5 16,0 20,9 19,5
Gi£ sû têng thº câ ph¥n phèi chu©n. Mët kho£ng tin cªy 95% cho trung b¼nh têng
thº cõa h m l÷ñng ch§t b²o l :

x± t0,025;9.
s√
n

= 21, 9± 2, 262
4, 134√

10
= 21, 9± 2, 96

= (18, 94; 24, 86)

Tuy nhi¶n, gi£ sû b¤n ch¿ �ành «n �óng mët c¥y xóc x½ch lo¤i n y v  muèn dü �o¡n
h m l÷ñng ch§t b²o trong c¥y xóc x½ch s³ «n. Mët dü �o¡n d¤ng �iºm, t÷ìng tü ÷îc
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l÷ñng �iºm, ch¿ l  x = 21, 9. Dü �o¡n n y khæng cho bi¸t thæng tin n o v· �ë tin
cªy hay �ë ch½nh x¡c.

Thi¸t lªp chung nh÷ sau: Ta câ mët m¨u ng¨u nhi¶n X1, X2, . . . , Xn tø mët têng
thº chu©n, v  muèn dü �o¡n gi¡ trà �ìn s³ quan s¡t trong t÷ìng lai Xn+1. Mët dü
�o¡n d¤ng �iºm l  X, v  léi dü b¡o t÷ìng ùng l  X −Xn+1. Gi¡ trà ký vång cõa léi
dü b¡o l :

E(X −Xn+1) = E(X)− E(Xn+1) = µ− µ = 0

V¼ Xn+1 �ëc lªp vîi X1, . . . , Xn, nâ công �ëc lªp vîi X, do �â ph÷ìng sai cõa léi
dü b¡o l :

V (X −Xn+1) = V (X) + V (Xn+1) =
σ2

n
+ σ2 = σ2

(
1 +

1

n

)
Léi dü b¡o l  mët tê hñp tuy¸n t½nh cõa c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n câ ph¥n phèi chu©n
v  �ëc lªp vîi nhau, v¼ vªy nâ công câ ph¥n phèi chu©n. Do �â:

Z =
(X −Xn+1)− 0√

σ2
(
1 + 1

n

) =
X −Xn+1√
σ2
(
1 + 1

n

)
câ ph¥n phèi chu©n ch½nh t­c. N¸u thay σ bði �ë l»ch ti¶u chu©n m¨u S (cõa m¨u
X1, . . . , Xn) th¼ ta câ bi¸n ng¨u nhi¶n:

T =
X −Xn+1

S
√

1 + 1
n

câ ph¥n phèi t vîi (n− 1) bªc tü do.
Bi¸n �êi T th nh T = (X − µ)/(S/

√
n) �º x¥y düng kho£ng tin cªy cho k¸t qu£

sau �¥y.

M»nh �· 7.9. Mët kho£ng dü �o¡n (PI) cho mët quan s¡t �ìn tø têng thº câ ph¥n
phèi chu©n l 

x± tα/2,n−1.s

√
1 +

1

n
(7.16)

Mùc dü �o¡n l  100(1− α)%. Ch°n d÷îi cõa dü �o¡n câ �÷ñc tø vi»c thay tα/2 bði
tα v  bä d§u + trong (7.16); l m t÷ìng tü �º câ ch°n tr¶n cõa dü �o¡n.

C¡ch hiºu mùc dü �o¡n 95% t÷ìng tü �ë tin cªy 95%; n¸u kho£ng (7.16) �÷ñc
t½nh l¦n l÷ñt sau nhi·u l¦n l§y m¨u, v· l¥u d i 95% c¡c kho£ng n y s³ chùa gi¡ trà
t÷ìng lai phò hñp cõa X.
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V½ dö 7.10 (Ti¸p v½ dö 7.9) Vîi n = 10, x = 21, 9; s = 4, 134, v  t0,025;9 = 2, 262,
mët kho£ng dü �o¡n 95% cho h m l÷ñng ch§t b²o trong 1 c¥y xóc x½ch l :

21, 9± (2, 262)(4, 134)

√
1 +

1

10
= 21, 9± 9, 81 = (12, 09; 31, 71)

Kho£ng n y kh¡ rëng, cho th§y sü khæng ch­c ch­n �¡ng kº v· h m l÷ñng ch§t b²o.
Chó þ l  �ë rëng cõa kho£ng dü �o¡n g§p 3 l¦n so vîi kho£ng tin cªy.

Léi dü �o¡n X − Xn+1, l  sai l»ch giúa hai bi¸n ng¨u nhi¶n, trong khi léi ÷îc
l÷ñng X − µ, l  sai l»ch giúa mët bi¸n ng¨u nhi¶n v  mët gi¡ trà cè �ành (tuy ch÷a
bi¸t). Kho£ng dü �o¡n rëng hìn kho£ng tin cªy v¼ câ nhi·u bi¸n trong léi dü �o¡n
hìn trong léi ÷îc l÷ñng.

7.3.4 Kho£ng dung sai

Gåi k l  mët sè n¬m giúa 0 v  100. Mët kho£ng dung sai chùa ½t nh§t k% c¡c
gi¡ trà cõa mët têng thº câ ph¥n phèi chu©n vîi �ë tin cªy 95% câ d¤ng:

x± (gi¡ trà tîi h¤n dung sai).s

Gi¡ trà tîi h¤n dung sai cho k = 90, 95 v  99 k¸t hñp vîi c¡c cï m¨u �÷ñc cho trong
B£ng A.6 ph¦n Phö löc. B£ng n y công bao gçm c¡c gi¡ trà tîi h¤n cho �ë tin cªy
99%. Thay ± b¬ng + cho ta ch°n tr¶n dung sai, − cho ta ch°n d÷îi dung sai. Gi¡
trà tîi h¤n �º t½nh c¡c ch°n mët ph½a công câ trong B£ng A.6 ph¦n phö löc.
V½ dö 7.11 Nh÷ mët ph¦n trong dü ¡n lîn nghi¶n cùu v· sü thay �êi cõa c¡c t§m
vä chàu lüc, mët th nh ph¦n c§u tróc �ang �÷ñc sû döng rëng r¢i ð B­c Mÿ, b i vi¸t
"T½nh uèn phö thuëc thíi gian cõa gé x´" (J.of Testing and Eval., 1996:187-193)
b¡o c¡o v· c¡c t½nh ch§t cì håc kh¡c nhau cõa c¡c m¨u gé thæng Scotch. X²t nhúng
quan s¡t sau �¥y v· mæ-�un � n hçi (MPa) thu �÷ñc sau 1 phót t£i mët c§u h¼nh
nh§t �ành:
10490 16620 17300 15480 12970 17260 13400 13900
13630 13260 14370 11700 15470 17840 14070 14760
C¡c l÷ñng li¶n quan l  n = 16, x = 14532.5, s = 2055.67. Vîi �ë tin cªy 95%, kho£ng
dung sai hai ph½a chùa ½t nh§t 95% gi¡ trà mæ-�un � n hçi cõa c¡c m¨u gé x´ trong
têng thº vîi gi¡ trà tîi h¤n dung sai 2, 903 l :

14532, 5± (2, 903)(2055, 67) = 14532, 5± 5967, 6 = (8564, 9; 20500, 1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 38



X�C SU�T THÈNG K� ÙNG DÖNG Trang 39

7.3.5 Kho£ng düa tr¶n ph¥n phèi phi chu©n cõa têng thº

Kho£ng tin cªy t tr¶n mët m¨u cho µ l  robust tîi nhä hay thªm ch½ l»ch ra
khäi chu©n trø khi n kh¡ nhä. �i·u n y câ ngh¾a l  n¸u gi¡ trà ph¥n và mùc cho
kho£ng tin cªy v½ dö nh÷ 95% thüc sü g¦n vîi ph¥n và mùc chu©n vîi �ë tin cªy l 
95%. N¸u n nhä v  ph¥n phèi têng thº kh¡ l  phi chu©n, th¼ �ë tin cªy thüc sü câ
sü kh¡c bi»t �¡ng kº so vîi mùc gi¡ trà ph¥n và câ trong b£ng t, nâ s³ g¥y ra phi·n
phùc �º tin r¬ng �ë tin cªy cõa b¤n l  95% trong khi thüc ra l  ch¿ �¤t �÷ñc 88%.
Ph÷ìng ph¡p bootstrap, giîi thi»u trong möc 7.1 l  mët c¡ch t¼m kho£ng ÷îc l÷ñng
tham sè vîi tr÷íng hñp têng thº phi chu©n.

7.4 Kho£ng tin cªy cõa ph÷ìng sai v  �ë l»ch

chu©n cõa ph¥n phèi chu©n

�ành lþ 7.10. �°t X1, X2, . . . , Xn l  m¨u ng¨u nhi¶n tø ph¥n phèi chu©n vîi tham
sè µ v  σ2. Th¼ vecto ng¨u nhi¶n

(n− 1)S2

σ2
=

∑
(Xi −X)2

σ2

câ ph¥n phèi chi b¼nh ph÷ìng χ2 vîi n− 1 bªc tü do (df).

Nh÷ �¢ b n trong c¡c möc 4.4 v  7.1, ph¥n phèi Chi-b¼nh ph÷ìng l  mët ph¥n
phèi li¶n töc vîi tham sè ν, gåi l  bªc tü do, câ thº nhªn gi¡ trà 1, 2, 3, . . . �ç thà
mët sè h m mªt �ë x¡c su§t χ2 �÷ñc minh håa trong h¼nh 7.8. Méi h m mªt �ë x¡c
su§t f(x; ν) �·u ch¿ x¡c �ành d÷ìng khi x > 0, v  câ �ç thà nghi¶ng d÷ìng (ph¦n
�uæi tr¶n k²o d i), tuy nhi¶n, ph¥n phèi di chuyºn v· b¶n ph£i v  trð n¶n �èi xùng
hìn khi ν t«ng.

H¼nh 7.8: �ç thà c¡c h m mªt �ë Chi-b¼nh ph÷ìng.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 39



X�C SU�T THÈNG K� ÙNG DÖNG Trang 40

K½ hi»u Gåi χ2
α,ν l  gi¡ trà ph¥n và mùc 100(1 − α) cõa ph¥n phèi Khi-b¼nh

ph÷ìng ν bªc tü do, tùc l  ph¦n di»n t½ch d÷îi �÷íng cong mªt �ë Khi-b¼nh ph÷ìng
ν bªc tü do, tr¶n tröc ho nh v  ð b¶n ph£i χ2

α,ν b¬ng α.

H¼nh 7.9: Minh håa cho k½ hi»u χ2
α,ν .

B£ng A.7 ph¦n Phö löc chùa c¡c gi¡ trà ph¥n và mùc cõa ph¥n phèi χ2
α,ν . V½ dö,

χ2
0,025;14 = 26, 119, v  χ2

0,95;20 = 10, 851.
Bi¸n ng¨u nhi¶n (n − 1)S2/σ2 thäa hai t½nh ch§t m  düa v o �â ph÷ìng ph¡p

têng qu¡t �º t¼m kho£ng tin cªy �÷ñc x¥y düng, �â l : bi¸n n y l  mët h m theo
tham sè c¦n ÷îc l÷ñng σ2; nh÷ng ph¥n phèi x¡c su§t cõa nâ (Chi-b¼nh ph÷ìng) l¤i
khæng phö thuëc v o tham sè n y. Ph¦n di»n t½ch d÷îi �÷íng cong Chi-b¼nh ph÷ìng
ν bªc tü do ð b¶n ph£i χ2

α/2,ν l  α/2, b¬ng vîi ph¦n di»n t½ch ð b¶n tr¡i χ2
1−(α/2),ν .

Do �â, ph¦n di»n t½ch giúa hai gi¡ trà tîi h¤n n y l  (1− α). Tùc l :

P

(
χ2

1−(α/2),n−1 <
(n− 1)S2

σ2
< χ2

α/2,n−1

)
= 1− α (7.17)

B§t �¯ng thùc trong (7.17) t÷ìng �÷ìng vîi

(n− 1)S2

χ2
α/2,n−1

< σ2 <
(n− 1)S2

χ2
1−(α/2),n−1

Thay gi¡ trà t½nh �÷ñc s2 v o c¡c �¦u mót cho ta kho£ng tin cªy cho σ2, v  vi»c l§y
ti¸p c«n bªc hai s³ cho kho£ng tin cªy cõa σ.
Mët kho£ng tin cªy 100(1− α)% cho ph÷ìng sai σ2 cõa mët têng thº chu©n l (

(n− 1)s2

χ2
α/2,n−1

;
(n− 1)s2

χ2
1−(α/2),n−1

)
Mët kho£ng tin cªy cho σ câ giîi h¤n d÷îi v  giîi h¤n tr¶n l  c«n bªc hai cõa giîi
h¤n t÷ìng ùng cõa kho£ng tin cªy cho σ2. Mët kho£ng tin cªy ch°n d÷îi hay ch°n
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tr¶n �÷ñc t½nh b¬ng c¡ch thay α/2 bði α trong giîi h¤n t÷ìng ùng cõa kho£ng tin
cªy.
V½ dö 7.12 Dú li»u �i k±m v· �i»n ¡p phâng �i»n cõa c¡c m¤ch �i»n qu¡ t£i �÷ñc �åc
tø mët biºu �ç x¡c su§t chu©n xu§t hi»n trong b i vi¸t "H÷ häng b£ng m¤ch in linh
ho¤t li¶n quan �¸n sü t«ng �i»n ¡p do tia s²t" (IEEE, Transactions on Components,
Hybrids, and Manuf. Tech., 1985:214-220). T½nh tuy¸n t½nh cõa biºu �ç cung c§p cì
sð vúng ch­c cho gi£ thi¸t r¬ng �i»n ¡p phâng �i»n câ ph¥n phèi x§p x¿ chu©n.
1470 1510 1690 1740 1900 2000 2030 2100 2190
2200 2290 2380 2390 2480 2500 2580 2700
�°t σ2 l  ph÷ìng sai cõa ph¥n phèi �i»n ¡p phâng �i»n. Gi¡ trà ph÷ìng sai m¨u t½nh
�÷ñc l  s2 = 137324.3, công l  ÷îc l÷ñng �iºm cõa σ2. Vîi bªc tü do l  n− 1 = 16,
�º t¼m kho£ng tin cªy 95% cho σ2 ta c¦n c¡c gi¡ trà tîi h¤n Khi-b¼nh ph÷ìng gçm
χ2

0.975,16 = 6, 908 v  χ2
0,025;16 = 28, 845. Kho£ng t¼m �÷ñc l :(

16(137324, 3)

28, 845
,
16(137324, 3)

6, 908

)
= (76172, 3; 318064, 4)

L§y c«n bªc hai méi �¦u mót �÷ñc (276, 0; 564, 0) l  kho£ng tin cªy 95% cho σ.
C¡c kho£ng tr¶n kh¡ rëng, do sü bi¸n �ëng �¡ng kº cõa �i»n ¡p phâng �i»n v  cï
m¨u kh¡ nhä.

Kho£ng tin cªy cho σ v  σ2 l  khâ t¼m �÷ñc trong tr÷íng hñp ph¥n phèi têng
thº l  phi chu©n. C¡c b¤n câ thº t¼m hiºu trong c¡c s¡ch chuy¶n kh£o v· thèng k¶.

B i tªp Ch÷ìng 7

×îc l÷ñng trung b¼nh têng thº

B i 1 Trång l÷ñng X (kg/con) cõa mët sè con heo ð thíi k¼ xu§t chuçng l :
X (kg/con) 65-85 85 � 95 95 � 105 105 � 115 115-135

Sè con 8 40 60 42 10
Gi£ sû X câ ph¥n phèi chu©n. H¢y t¼m kho£ng tin cªy �èi xùng 87% cho trång l÷ñng
trung b¼nh cõa lo¤i heo tr¶n. Bi¸t trång l÷ñng 1 con heo �÷ñc chån ng¨u nhi¶n trong
tr¤i câ ph÷ìng sai l  225 kg2.
B i 2 Kh£o s¡t chi ti¶u X (tri»u �çng/th¡ng) cõa mët sè ng÷íi chån ng¨u nhi¶n tø
vòng A câ thèng k¶ sau:
X 3,2-3,7 3,7-4,2 4,2-4,7 4,7-5,2 5,2-5,7 5,7- 6,2 6,2-6,7

ni 23 33 55 73 45 22 18
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T¼m kho£ng tin cªy �èi xùng 98 % cho chi ti¶u trung b¼nh méi ng÷íi d¥n vòng A.
B i 3 Quan s¡t mùc hao ph½ cõa 25 xe m¡y thuëc còng mët lo¤i xe, ch¤y tr¶n còng
mët qu¢ng �÷íng, ng÷íi ta thu �÷ñc k¸t qu£
Mùc x«ng (l) 1,9 � 2,1 2,1 � 2,3 2,3 � 2,5 2,5 � 2,7

Sè xe 5 9 8 3
H¢y t¼m ÷îc l÷ñng trung b¼nh tèi �a vîi �ë tin cªy 99 % cho mùc x«ng hao ph½
trung b¼nh cõa lo¤i xe tr¶n.
B i 4 Quan s¡t 100 cæng nh¥n trong mët x½ nghi»p ng÷íi ta t½nh �÷ñc n«ng su§t
trung b¼nh cõa mët cæng nh¥n ð m¨u n y l : x = 12 s£n ph©m/ng y v  ph÷ìng sai
m¨u hi»u ch¿nh l  25. Muèn ÷îc l÷ñng n«ng su§t trung b¼nh cõa mët cæng nh¥n
trong x½ nghi»p vîi �ë tin cªy 99% v  �ë ch½nh x¡c ε = 0, 8 th¼ c¦n quan s¡t n«ng
su§t cõa bao nhi¶u cæng nh¥n núa?
B i 5 Mùc ti¶u thö X cõa méi hë gia �¼nh vòng A trong mòa khæ n«m nay câ ph¥n
phèi chu©n. �i·u tra 1 sè hë gia �¼nh vòng A :
X(kwh/t) 65-115 115-165 165-215 215-265 265-315 315-365 365-415

Sè hë 24 36 75 94 97 125 84
N¸u muèn ÷îc l÷ñng mùc ti¶u thö �i»n trung b¼nh c¡c hë vòng A trong mòa khæ
n«m nay vîi �ë ch½nh x¡c 10 kwh/th¡ng th¼ �ë tin cªy b¬ng bao nhi¶u?

×îc l÷ñng t¿ l» têng thº

B i 6 Cæng ty M kiºm tra ng¨u nhi¶n 1200 s£n ph©m do ca s¡ng s£n xu§t th§y câ
45 s£n ph©m khæng �¤t chu©n. T½nh t� l» s£n ph©m �¤t chu©n tèi �a do ca s¡ng s£n
xu§t vîi �ë tin cªy 99%.
B i 7 �o chi·u d i 1 sè s£n ph©m do nh  m¡y A s£n xu§t:

X(cm) 53,8 53,81 53,82 53,83 53,84 53,85 53,86 53,87

Sè s£n ph©m 9 14 30 47 40 33 15 12
Bi¸t X câ ph¥n phèi chu©n. T¼m kho£ng ÷îc l÷ñng �èi xùng 98 % cho t¿ l» s£n ph©m
câ chi·u d i tr¶n 53,84 cm.
B i 8 Phäng v§n 400 ng÷íi ð mët khu vüc th§y 240 ng÷íi õng hë dü luªt A.

1. Vîi �ë tin cªy 95%, h¢y ÷îc l÷ñng t� l» ng÷íi õng hë dü luªt A.

2. N¸u �ë ch½nh x¡c l  0,057 khi ÷îc l÷ñng t¿ l» ng÷íi õng hë dü luªt A th¼ �ë
tin cªy l  bao nhi¶u?

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 42



X�C SU�T THÈNG K� ÙNG DÖNG Trang 43

×îc l÷ñng ph÷ìng sai têng thº

B i 9 �ë d y cõa b£n kim lo¤i tu¥n theo luªt ph¥n phèi chu©n. �o 10 b£n kim lo¤i
ng÷íi ta t½nh �÷ñc ph÷ìng sai hi»u ch¿nh cõa m¨u l  0,1367. H¢y x¡c �ành kho£ng
tin cªy 95% cho ph÷ìng sai cõa �ë d y �â.

B i tªp têng hñp

B i 10 Kh£o s¡t chi ti¶u X (tri»u �çng/th¡ng) cõa mët sè ng÷íi vòng A câ thèng
k¶ sau (Bi¸t X câ ph¥n phèi chu©n)

X 3,2-3,7 3,7-4,2 4,2-4,7 4,7-5,2 5,2-5,7 5,7- 6,2 6,2-6,7

Sè ng÷íi 23 33 55 73 45 22 18

1. T¼m kho£ng tin cªy 95 % cho t¿ l» ng÷íi câ chi ti¶u tr¶n 5,7 tri»u �çng/ th¡ng
vòng A.

2. Bi¸t vòng A câ 50 000 ng÷íi. T¼m sè ng÷íi ð vòng A câ chi ti¶u tr¶n 5,7 tri»u
�çng/th¡ng vîi �ë tin cªy 95%.

3. Bi¸t vòng A câ 10 000 ng÷íi chi ti¶u tr¶n 5,7 tri»u �çng/ th¡ng . T¼m sè ng÷íi
vòng A câ vîi �ë tin cªy 95 %

B i 11 Kh£o s¡t n«ng su§t lóa thu �÷ñc b£ng sè li»u sau:
N«ng su§t (t§n/ha) 5,1 5,4 5,5 5,6 5,8 6,2 6,4

Di»n t½ch câ n«ng su§t t÷ìng ùng (ha) 10 20 30 15 10 10 5
T¼m ÷îc l÷ñng trung b¼nh tèi thiºu cho n«ng su§t lóa trung b¼nh ð vòng �â vîi �ë
tin cªy 95%
B i 12 �o chi·u d i 1 sè s£n ph©m do nh  m¡y A s£n xu§t, câ thèng k¶ sau: (X câ
ph¥n phèi chu©n).
Chi·u d i X(cm) 53,80 53,81 53,82 53,83 53,84 53,85 53,86 53,87

Sè s£n ph©m 9 14 30 47 40 33 15 12

1. T¼m kho£ng tin cªy 95% cho chi·u d i trung b¼nh c¡c s£n ph©m do nh  m¡y
A s£n xu§t.

2. T¼m kho£ng tin cªy 98% cho t¿ l» s£n ph©m câ chi·u d i tr¶n 53,84 cm.

B i 13 Cæng ty M câ 3000 �¤i lþ, cho ti¸n h nh �i·u tra ng¨u nhi¶n mët sè �¤i lþ
cõa m¼nh v  thu �÷ñc b£ng sè li»u sau (X l  doanh sè, �ìn và: tri»u �çng/th¡ng),
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bi¸t X câ ph¥n phèi chu©n.
Chi·u d i X(cm) 20-25 25-30 30-35 35-40 40-45 45-50 50-55 55-60

Sè s£n ph©m 7 12 18 27 22 17 13 4

1. Nhúng �¤i lþ câ X>45 tri»u �çng/th¡ng gåi l  �¤i lþ câ doanh sè cao. H¢y
÷îc l÷ñng sè �¤i lþ câ doanh sè cao vîi �ë tin cªy 95%.

2. H¢y ÷îc l÷ñng doanh sè trung b¼nh/th¡ng cõa c¡c �¤i lþ vîi �ë tin cªy 99%.

B i 14 Kh£o s¡t mùc ti¶u thö �i»n X cõa mët sè hë gia �¼nh �÷ñc chån ng¨u nhi¶n
ð vòng A ta �÷ñc b£ng sè li»u sau:
X(kwh/th¡ng) 50-100 100-150 150-200 200-250 250-300 300-350 350-400

Sè hë 24 36 55 64 50 35 20

1. ×îc l÷ñng mùc ti¶u thö �i»n trung b¼nh cõa c¡c hë gia �¼nh ð vòng A vîi �ë
tin cªy 99%.

2. Hë câ mùc ti¶u thö �i»n d÷îi 100kwh/th¡ng gåi l  hë câ mùc ti¶u thö �i»n
th§p. h¢y ÷îc l÷ñng sè hë câ mùc ti¶u thö �i»n th§p ð vòng A vîi �ë tin cªy
98% .Bi¸t vòng A câ 10.000 hë d¥n.

B i 15Kh£o s¡t thu nhªp t¤i mët doanh nghi»p câ sè li»u:
Thu nhªp (tri»u �çng/th¡ng) 2-4 4-6 6-8 8-10 10-12

Sè lao �ëng 24 10 26 18 22

1. N¸u dòng sè li»u tr¶n �º ÷îc l÷ñng t� l» ng÷íi thu nhªp th§p vîi sai sè 1%.
Häi �ë tin cªy cõa ÷îc l÷ñng n y kho£ng bao nhi¶u? Bi¸t ng÷íi thu nhªp th§p
câ thu nhªp tø 6 tri»u �çng/th¡ng trð xuèng.

2. N¸u dòng sè li»u tr¶n �º ÷îc l÷ñng thu nhªp trung b¼nh cõa mët ng÷íi vîi sai
sè ko qu¡ 0,5 tri»u �çng/th¡ng th¼ �i·u tra ½t nh§t bao nhi¶u ng÷íi, vîi �ë tin
cªy 94 % v  gi£ sû �ë l»ch chu©n σ = 1, 85.

B i 16 Câ sè li»u thèng k¶ v· thu nhªp (X: tri»u �çng/th¡ng) cõa 100 ng÷íi ð mët
cæng ty nh÷ sau:
Thu nhªp (tri»u �çng/th¡ng) 1-3 3-4 4-5 5-6 6-7 7-8 8-9 9-13

Sè ng÷íi 4 10 17 24 25 9 6 5

1. N¸u muèn �ë ch½nh x¡c khi ÷îc l÷ñng thu nhªp trung b¼nh l  0,25 (tri»u �çng/
th¡ng) v  th¼ �ë ch½nh x¡c l  bao nhi¶u?

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 44



X�C SU�T THÈNG K� ÙNG DÖNG Trang 45

2. N¸u muèn ÷îc l÷ñng thu nhªp trung b¼nh cõa c¡c nh¥n vi¶n ð cæng ty n y câ
�ë ch½nh x¡c l  0,25 (tri»u �çng/th¡ng) th¼ �ë tin cªy �¤t �÷ñc bao nhi¶u %?

B i 17 Kh£o s¡t chi ti¶u X (tri»u �çng/th¡ng) cõa mët sè hë gia �¼nh gçm 3 ng÷íi
(hai vñ chçng v  mët �ùa con) chån ng¨u nhi¶n tø vòng A, ta thu �÷ñc sè li»u sau :
X (tri»u �çng) 7-9 9-10 10-11 11-12 12-13 13-14 14-15 15-16 16-18

Sè hë gia �¼nh 10 42 62 78 85 81 65 40 9
Gi£ sû X câ ph¥n phèi chu©n.

1. T¼m kho£ng tin cªy 98% cho chi ti¶u trung b¼nh méi hë gia �¼nh gçm 3 ng÷íi
ð vòng A.

2. T¼m kho£ng tin cªy 96% cho t� l» hë gia �¼nh gçm 3 ng÷íi ð vòng A câ mùc
chi ti¶u tø 10 tri»u �çng trð l¶n trong mët th¡ng.

3. N¸u �ë rëng cõa kho£ng ÷îc l÷ñng cho t� l» hë gia �¼nh gçm 3 ng÷íi ð vòng
A câ mùc chi ti¶u tø 10 tri»u �çng trð l¶n trong mët th¡ng l  0,02 th¼ �ë tin
cªy cõa kho£ng n y l  bao nhi¶u?

4. N¸u muèn t¼m kho£ng tin cªy 95% cho t� l» hë gia �¼nh gçm 3 ng÷íi ð vòng
A câ mùc chi ti¶u tø 10 tri»u �çng trð l¶n trong mët th¡ng vîi sai sè khæng
v÷ñt qu¡ 0,01 th¼ c¦n quan s¡t tèi thiºu bao nhi¶u hë gia �¼nh?

B i 18 Quan s¡t trång l÷ñng X (kg/con) cõa mët sè con heo ð thíi k¼ xu§t chuçng
ð trang tr¤i M ta câ sè li»u

X (kg) 90-95 95-100 100-105 105-110 110-115 115-120 120-125

Sè heo 8 40 60 83 88 82 66

1. H¢y ÷îc l÷ñng trång l÷ñng trung b¼nh tèi �a cõa 1 con heo thíi ký xu§t chuçng
vîi �ë tin cªy 96%.

2. T� l» heo xu§t chuçng câ trång l÷ñng ½t nh§t l  100kg tèi �a l  bao nhi¶u?
tèi thiºu l  bao nhi¶u vîi �ë tin cªy 98%. Bi¸t trang tr¤i câ 1200 con heo �¸n
thíi k¼ xu§t chuçng, h¢y ÷îc l÷ñng sè heo xu§t chuçng câ trång l÷ñng ½t nh§t
l  100kg vîi �ë tin cªy 98%.

3. T¼m kho£ng tin cªy 97% cho trång l÷ñng c¡c con heo thíi k¼ xu§t chuçng câ
trång l÷ñng tø 100kg trð l¶n.
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B i 19 Thèng k¶ sè s£n ph©m lo¤i S b¡n �÷ñc t¤i 39 cûa h ng trong chuéi c¡c
cûa h ng ti»n lñi A trong mët ng y ta thu �÷ñc gi¡ trà trung b¼nh m¨u l  15,865
s£n ph©m vîi �ë l»ch chu©n m¨u l  2,38 s£n ph©m. Gi£ sû sè s£n ph©m lo¤i S b¡n
�÷ñc t¤i mët cûa h ng trong chuéi c¡c h ng ti»n lñi A trong mët ng y câ ph¥n phèi
chu©n.

1. H¢y t¼m kho£ng tin cªy 95% cho sè s£n ph©m lo¤i S trung b¼nh b¡n �÷ñc
trong mët ng y t¤i mët cõa h ng trong chuéi c¡c cûa h ng ti»n lñi A.

2. H¢y t¼m kho£ng tin cªy 95% cho ph÷ìng sai cõa sè s£n ph©m lo¤i S b¡n �÷ñc
trong mët ng y t¤i mët cõa h ng trong chuéi c¡c cûa h ng ti»n lñi A.

B i 20 �º ÷îc l÷ñng sè chim trong mët v÷ín chim ng÷íi ta b­t 400 con v  �eo
váng v o ch¥n chim, sau �â th£ l¤i v o v÷ín chim. Sau 1 thíi gian hå b­t 500 con
chim trong v÷ín th§y câ 46 con câ �¡nh d§u. T¼m kho£ng tin cªy 98% cho sè chim
trong v÷ín chim.
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Ch÷ìng 8

KI�M �ÀNH GI� THUY�T
DÜA TR�N MËT M�U

8.1 Gi£ thuy¸t v  thõ töc kiºm �ành

Mët gi£ thuy¸t thèng k¶, hay gi£ thuy¸t, l  mët ph¡t biºu hay sü kh¯ng �ành v·

• gi¡ trà cõa mët tham sè �ìn (�°c �iºm cõa têng thº hay �°c �iºm ph¥n phèi
x¡c su§t)

• gi¡ trà cõa mët sè tham sè

• hay v· h¼nh d¤ng cõa ph¥n phèi x¡c su§t

V½ dö nh÷:

i. Gi£ thuy¸t ph¡t biºu µ = 0, 75, khi µ l  trung b¼nh �óng cõa �÷íng k½nh b¶n
trong mët lo¤i èng PVC x¡c �ành. V½ dö kh¡c l  ph¡t biºu p < 0, 10, khi p l 
t¿ l» m¤ch bà léi trong t§t c£ c¡c m¤ch �÷ñc s£n xu§t tø mët nh  m¡y.

ii. N¸u µ1 v  µ2 kþ hi»u cho trung b¼nh �óng sùc m¤nh ph¡ vï nót th­t cõa hai
lo¤i d¥y kh¡c nhau. Mët gi£ thuy¸t kh¯ng �ành µ1−µ2 = 0, v  mët ph¡t biºu
kh¡c l  µ1 − µ2 > 5.

iii. Gi£ thuy¸t kh¯ng �ành r¬ng d÷îi mët �i·u ki»n x¡c �ành kho£ng c¡ch døng
câ ph¥n phèi chu©n.

Gi£ thuy¸t khæng v· tham sè s³ �÷ñc x²t trong Ch÷ìng 14. Trong ch÷ìng n y v 
mët sè ch÷ìng, ta s³ tªp trung tr¶n gi£ thuy¸t v· tham sè.
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Trong b§t ký v§n �· n o v· kiºm �ành gi£ thuy¸t, công �·u câ hai gi£ thuy¸t
m¥u thu¨n �÷ñc x²t. Mët gi£ thuy¸t câ thº ph¡t biºu µ = 0, 75 v  gi£ thuy¸t kh¡c
l  µ 6= 0, 75. Hay hai ph¡t biºu m¥u thu¨n câ thº l  p ≥ 10 v  p < 10. Düa tr¶n
thæng tin v· m¨u s³ quy¸t �ành gi£ thuy¸t n o s³ �óng. Gièng nh÷ trong mët phi¶n
táa x²t xû. Mët tuy¶n bè kh¯ng �ành c¡ nh¥n bà buëc tëi l  væ tëi. Trong h» thèng
t÷ ph¡p U.S, kh¯ng �ành ban �¦u n y �÷ñc cho l  �óng, ch¿ khi �èi m°t vîi nhúng
b¬ng chùng m¤nh m³ ng÷ñc l¤i bà c¡o th¼ bçi th©m �o n s³ b¡c bä tuy¶n bè n y �º
õng hë kh¯ng �ành kh¡c l  bà c¡o ph¤m tëi.

T÷ìng tü, trong kiºm �ành gi£ thuy¸t thèng k¶, v§n �· l  x¥y düng ph¡t biºu
ban �¦u �÷ñc õng hë. Ph¡t biºu ban �¦u n y s³ khæng bà b¡c bä hay bà y¶u c¦u
thay th¸ trø khi câ b¬ng chùng m¤nh m³ tø m¨u cung c§p cho kh¯ng �ành kh¡c.

�ành ngh¾a 8.1. Gi£ thuy¸t khæng, kþ hi»u H0 l  ph¡t biºu ban �¦u �÷ñc gi£ �ành
l  �óng. Gi£ thuy¸t thay th¸ hay �èi thuy¸t, kþ hi»u l  Ha l  kh¯ng �ành m¥u thu¨n
vîi H0.

Gi£ thuy¸t khæng s³ �÷ñc thay th¸ bði gi£ thi¸t kh¡c n¸u b¬ng chùng tø m¨u
cho th§y H0 sai. N¸u khæng câ m¥u thu¨n m¤nh vîi H0, ta s³ ti¸p töc tin v o t½nh
hñp lþ cõa gi£ thuy¸t khæng. Hai k¸t luªn câ thº câ cõa qu¡ tr¼nh kiºm �ành gi£
thuy¸t l  tø chèi H0 hay khæng tø chèi H0.

Mët kiºm �ành cõa gi£ thuy¸t l  ph÷ìng ph¡p sû döng thæng tin tø dú li»u m¨u
�º �÷a ra quy¸t �ành b¡c bä hay ch§p nhªn gi£ thuy¸t khæng. Kiºm �ành gi£ thuy¸t
H0 : µ = 0, 75 vîi �èi thuy¸t Ha : µ 6= 0, 75. Ch¿ khi dú li»u m¨u gñi þ m¤nh r¬ng
µ kh¡c 0,75 th¼ s³ b¡c bä gi£ thi¸t khæng. Trong tr÷íng hñp khæng câ b¬ng chùng
�â ta ch§p nhªn H0.

Trong nhi·u t¼nh huèng, Ha �÷ñc gåi l  "gi£ thuy¸t cõa nh  nghi¶n cùu" khi
�â ph¡t biºu cõa nghi¶n cùu vi¶n �÷ñc x¡c nhªn. V½ dö nh÷ 10% b£ng m¤ch �÷ñc
s£n xu§t bði còng mët nh  m¡y trong thíi gian g¦n �¥y l  câ khi¸m khuy¸t. Mët
kÿ s÷ �· nghà thay �êi d¥y chuy·n s£n xu§t vîi ni·m tin l  nâ s³ câ k¸t qu£ trong
vi»c gi£m t¿ l» khi¸m khuy¸t. �°t p l  t¿ l» khi¸m khuy¸t cõa m¤ch sau khi thay
�êi d¥y chuy·n s£n xu§t. Khi �â ta kiºm �ành gi£ thuy¸t p ≥ 0, 10 vîi �èi thuy¸t l 
Ha : p < 0, 10.

Tuy nhi¶n trong t i li»u n y khi x²t v· kiºm �ành gi£ thuy¸t, H0 �÷ñc xem nh÷
mët ph¡t biºu b¼nh �¯ng. N¸u θ kþ hi»u l  tham sè quan t¥m, gi£ thuy¸t khæng s³
câ d¤ng H0 : θ = θ0, khi θ0 l  sè �°c bi»t gåi l  gi¡ trà khæng cõa tham sè. Nh÷ v½ dö
x²t t¼nh h¼nh b£ng m¤ch �÷ñc nâi nh÷ tr¶n luªn. �èi thuy¸t �÷ñc �· nghà thay th¸
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cho gi£ thuy¸t H0 : p = 0, 10 l  Ha : p < 0, 10, t¿ l» khi¸m khuy¸t gi£m khi sûa �êi
qu¡ tr¼nh s£n xu§t khi ta câ b¬ng chùng cho vi»c thay �êi d¥y chuy·n s£n xu§t l 
tèt. N¸u qu¡ tr¼nh �êi mîi x£y ra mët trong hai t¼nh huèng ho°c tèt hìn ho°c x§u
hìn qu¡ tr¼nh cô th¼ ta x²t �èi thuy¸t thay th¸ cho H0 : p = 0, 10 l  Ha : p 6= 0, 10.

Vi»c thay th¸ gi£ thuy¸t H0 : θ = θ0 gièng nh÷ ba kh¯ng �ành sau:

1. Ha : θ > θ0 (trong nhúng tr÷íng hñp ti·m ©n gi£ thuy¸t khæng l  θ ≤ θ0)

2. Ha : θ < θ0 (trong nhúng tr÷íng hñp ti·m ©n gi£ thuy¸t khæng l  θ ≥ θ0)

3. Ha : θ 6= θ0

8.1.1 Qu¡ tr¼nh kiºm �ành

Qu¡ tr¼nh kiºm �ành l  mët qui t­c, düa tr¶n dú li»u m¨u, cho quy¸t �ành n¶n
b¡c bä H0 hay ch§p nhªn H0.

Kiºm �ành gi£ thuy¸t H0 : p = 0, 10 vîi �èi thuy¸t Ha : p < 0, 10 trong v½
dö v· b£ng m¤ch câ thº düa tr¶n kiºm �ành m¨u ng¨u nhi¶n cõa n = 200 b£ng
m¤ch. Kþ hi»u X l  sè b£ng m¤ch bà khi¸m khuy¸t trong m¨u, X l  mët bi¸n ng¨u
nhi¶n nhà thùc. x �¤i di»n cho gi¡ trà quan s¡t cõa X. N¸u H0 �óng, E(X) = np =

200.(0, 10) = 20 trong khi ta mong muèn câ ½t hìn 20 b£ng m¤ch khi¸m khuy¸t n¸u
Ha l  �óng. Mët gi¡ trà x ch¿ c¦n ½t hìn 20 khæng m¥u thu¨n m¤nh vîi H0 �â l  lþ
do b¡c bä H0 n¸u x ≤ 15 v  khæng b¡c bä H0 trong tr÷íng hñp ng÷ñc l¤i.

Qu¡ tr¼nh kiºm �ành câ hai ph¦n:

1. X¡c �ành mët kiºm �ành thèng k¶, hay h m cõa dú li»u m¨u dòng �º �÷a ra
quy¸t �ành.

2. T¼m vòng b¡c bä bao gçm c£ gi¡ trà x cho H0 s³ bà b¡c bä Ha.

Vîi v½ dö tr¶n, gi¡ trà bà b¡c bä bao gçm x=0, 1, 2,. . . , v  15. H0 s³ khæng bà b¡c
bä n¸u x = 16, 17, . . . , 199, hay 200.

8.1.2 Sai l¦m trong kiºm �ành gi£ thuy¸t

�ành ngh¾a 8.2. Sai l¦m lo¤i I l  b¡c bä gi£ thuy¸t khæng H0 khi nâ �óng. Sai
l¦m lo¤i II l  vi»c ch§p nhªn H0 khi H0 sai.
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Qu¡ tr¼nh kiºm �ành tèi ÷u nh§t l  khæng x£y ra sai l¦m. Tuy nhi¶n, þ t÷ðng
n y ch¿ �¤t �÷ñc khi quy¸t �ành �÷a ra düa tr¶n vi»c kiºm tra to n bë têng thº ban
�¦u. Hìn núa khâ kh«n cõa vi»c �÷a ra quy¸t �ành cõa mët qu¡ tr¼nh l  düa tr¶n
dú li»u m¨u. Mët m¨u khæng �¤i di»n cho têng thº, v½ dö mët gi¡ trà cõa X kh¡c µ
hay gi¡ trà cõa p̂ kh¡c gi¡ trà ban �¦u p s³ l  nguy cì d¨n �¸n sai l¦m cõa qu¡ tr¼nh
kiºm �ành.

Thay v¼ �ái häi mët qu¡ tr¼nh kiºm �ành khæng x£y ra sai l¦m, ta ph£i t¼m ra
mët qu¡ tr¼nh h¤n ch¸ vi»c x£y ra c£ hai lo¤i sai l¦m. Ngh¾a l , mët qu¡ tr¼nh kiºm
�ành tèt tùc l  x¡c su§t x£y ra c£ hai lo¤i sai l¦m �·u nhä. Lüa chån mët vòng b¡c
bä câ gi¡ trà x¡c su§t phò hñp cho sai l¦m lo¤i I v  lo¤i II, x¡c su§t x£y ra nhúng
sai l¦m n y �÷ñc kþ hi»u t÷ìng ùng bði α v  β. V¼ H0 câ gi¡ trà duy nh§t l  tham
sè, �â l  gi¡ trà �ìn α. Tuy nhi¶n, vîi méi gi¡ trà cõa tham sè phò hñp vîi Ha câ
mët gi¡ trà kh¡c cõa β.
V½ dö 8.1 25% kh¡ch h ng h i láng vîi ch§t l÷ñng phöc vö t¤i cûa h ng A. Trong
thíi gian g¦n �¥y nh¥n vi¶n cûa h ng né lüc t«ng ch§t l÷ñng phöc vö. Gåi p t¿ l»
kh¡ch h ng h i láng. H¢y kiºm �ành gi£ thuy¸t cho p.

Gi£ thuy¸t H0 : p = 0, 25 v  �èi thuy¸t Ha : p > 0, 25.
Kh£o s¡t 20 kh¡ch h ng, gi£ thuy¸t H0 s³ bà b¡c bä khi sè kh¡ch h ng h i láng

l  lîn. X²t qu¡ tr¼nh sau:

Kiºm �ành thèng k¶: X = sè kh¡ch h ng h i láng

Mi·n b¡c bä: R8 = {8, 9, . . . , 19, 20}; tùc l , b¡c bä H0 n¸u x ≥ 8

Khi H0 �óng, X câ ph¥n phèi nhà thùc vîi n = 20 v  p = 0, 25.

α = P (Sai l¦m lo¤i I) = P (b¡c bä H0 khi nâ �óng)

= P (X ≥ 8 khi X ∼ Bin(20; 0, 25)) = 1−B(7; 20; 0, 25)

= 1− 0, 989 = 0, 102

Ng÷ñc l¤i gi¡ trà β câ nhi·u gi¡ trà t÷ìng ùng vîi méi gi¡ trà cõa p kh¡c 0,25.

β(0, 3) = P (Sai l¦m lo¤i II khi p = 0, 3)

= P (Khæng b¡c bä H0 khi nâ sai v¼ p = 0, 3)

= P (X ≤ 7 khi X ∼ Bin(20; 0, 3)) = 1−B(7; 20; 0, 3 = 0, 772

T÷ìng tü β(0, 4) = 0, 416; β(0, 5) = 0, 132; β(0, 6) = 0, 021; β(0, 7) = 0, 001.
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8.2 Kiºm �ành v· trung b¼nh têng thº

Nhúng th£o luªn chung trong ch÷ìng 7 v· Kho£ng tin cªy cho mët têng thº câ
ký vång µ tªp trung ð ba tr÷íng hñp kh¡c nhau. Ta s³ x¥y düng qu¡ tr¼nh kiºm
�ành cho nhúng tr÷íng hñp n y.

8.2.1 Tr÷íng hñp I: Mët têng thº chu©n vîi σ �¢ bi¸t

M°c dò gi£ thuy¸t v· gi¡ trà σ �¢ bi¸t r§t hi¸m g°p trong thüc t¸, tuy nhi¶n
tr÷íng hñp n y �ìn gi£n v  t½nh ch§t cõa nâ câ thº x¥y düng �÷ñc. Gi£ thuy¸t
khæng trong c£ ba tr÷íng hñp nâi r¬ng µ câ gi¡ trà �°c bi»t kþ hi»u l  µ0.

�°t X1, . . . , Xn l  mët m¨u ng¨u nhi¶n k½ch th÷îc n câ ph¥n phèi chu©n. Th¼
trung b¼nh m¨u X công câ ph¥n phèi chu©n vîi gi¡ trà ký vång µX = µ v  �ë l»ch
chu©n σX = σ/

√
n. Khi H0 �óng, µX = µ0. X²t thèng k¶ Z chu©n hâa bði X vîi

gi£ thi¸t H0 �óng.

Z =
X − µ0

σ/
√
n

Gi£ sû �èi thuy¸t câ d¤ng Ha : µ > µ0. Th¼ mët gi¡ trà x ½t hìn µ0 ch­c ch­n
khæng thº hé trñ cho vi»c ch§p nhªn Ha. V¼ th¸ mët x phò hñp �º b¡c bä H0 l  mët
gi¡ trà l m z ¥m (khi x− µ0 l  sè ¥m n¶n khi chia cho σ/

√
n l  sè ¥m). T÷ìng tü,

mët gi¡ trà x m  v÷ñt qu¡ µ0 ch¿ mët sè l÷ñng nhä (t÷ìng ùng vîi z, l  sè d÷ìng
nh÷ng nhä) công khæng gñi þ r¬ng n¶n b¡c bä H0 v  õng hë Ha. B¡c bä H0 phò
hñp ch¿ khi x v÷ñt qu¡ µ0 �¡ng kº, ngh¾a l , khi gi¡ trà z d÷ìng v  lîn. Vòng b¡c
bä phò hñp, düa tr¶n kiºm �ành thèng k¶ Z câ d¤ng z ≥ c.

Nh÷ trong lªp luªn cõa ph¦n 8.1, gi¡ trà c n¶n chån �º x¡c �ành x¡c su§t cõa
sai l¦m lo¤i I t¤i mùc α mong muèn. �i·u n y d¹ d ng l m �÷ñc v¼ ph¥n phèi cõa
kiºm �ành thèng k¶ Z khi H0 �óng l  ph¥n phèi chu©n t­c. Nh÷ mët v½ dö, �°t
c = 1, 645, gi¡ trà ph¥n và thù 95 cõa ph¥n phèi chu©n t­c (z0,05 = 1, 645). Th¼

α = P (sai l¦m lo¤i I) = P (b¡c bä H0 khi H0 �óng)

= P (Z ≥ 1, 645 khi Z ∼ N(0, 1)) = 1− Φ(1, 645) = 0, 05

Nâi chung, vòng b¡c bä z ≥ zα câ x¡c su§t sai l¦m lo¤i I mùc α.
Lªp luªn t÷ìng tü cho �èi thuy¸t Ha : µ < µ0, vòng b¡c bä câ d¤ng z ≤ c, khi

�â c l  sè ¥m �÷ñc chån thäa m¢n (x ð ph½a d÷îi µ0 n¸u v  ch¿ n¸u z l  sè ¥m). V¼
Z câ ph¥n phèi chu©n t­c khi H0 �óng, l§y c = −zαP ( sai l¦m lo¤i I ) = α. �¥y l 
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kiºm �ành b¶n tr¡i. L§y v½ dö , z0,10 = 1, 28 suy ra vòng b¡c bä z ≤ −128 vîi mùc
þ ngh¾a 0,10.

Cuèi còng, khi �èi thuy¸t l  Ha : µ 6= µ0, n¶n b¡c bä H0 n¸u x qu¡ xa so vîi
µ0, �i·u n y t÷ìng �÷ìng vîi b¡c bä H0 hay n¸u z ≥ c ho°c n¸u z ≤ −c. Gi£ sû
α = 0, 5 th¼:

0, 05 = P (Z ≥ c hay Z ≤ −c)

= Φ(−c) + 1− Φ(c) = 2[1− Φ(c)]

Gi£ thi¸t khæng: H0 : µ = µ0

Gi¡ trà kiºm �ành thèng k¶: z =
x− µ0

σ/
√
n

�èi thuy¸t Vòng b¡c bä cho kiºm �ành mùc α
Ha : µ > µ0 z ≥ zα (kiºm �ành ph½a b¶n ph£i)
Ha : µ < µ0 z ≤ −zα (kiºm �ành ph½a b¶n tr¡i)
Ha : µ 6= µ0 z ≥ zα/2 ho°c z ≤ −zα/2 (kiºm �ành hai b¶n)

H¼nh 8.1: Vòng b¡c bä cho kiºm �ành: (a) kiºm �ành b¶n tr¡i; (b) kiºm �ành b¶n
ph£i; (c) kiºm �ành hai b¶n.

Thõ töc kiºm �ành gi£ thuy¸t v· tham sè.

1. X¡c �ành tham sè c¦n quan t¥m v  mæ t£ nâ trong bèi c£nh x£y ra v§n �·.

2. X¡c �ành gi¡ trà khæng v  gi£ thuy¸t khæng.

3. X¡c �ành �èi thuy¸t.
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4. Cho mët cæng thùc �º t½nh gi¡ trà cõa kiºm �ành thèng k¶.

5. X¡c �ành vòng b¡c bä vîi mùc þ ngh¾a α.

6. T½nh tham sè m¨u c¦n thi¸t, thay th¸ v o cæng thùc cho gi¡ trà kiºm �ành
thèng k¶ �º t½nh gi¡ trà kiºm �ành thèng k¶.

7. Quy¸t �ành câ n¶n b¡c bä H0 hay khæng.

Cæng thùc cõa b÷îc 2 v  3 n¶n thüc hi»n tr÷îc khi kiºm tra dú li»u.
V½ dö 8.2 Nh  s£n xu§t h» thèng vái phun n÷îc dòng b£o v» lûa trong cao èc v«n
pháng ph¡t biºu r¬ng trung b¼nh �óng cõa h» thèng s³ �÷ñc k½ch ho¤t khi nhi»t �ë
l  130o. Mët m¨u n = 9 h» thèng, khi kiºm tra câ n«ng su§t cõa trung b¼nh m¨u
k½ch ho¤t vîi nhi»t �ë 131, 08oF . N¸u ph¥n phèi cõa thíi gian ho¤t �ëng l  chu©n
vîi �ë l»ch chu©n 1, 5oF dú li»u m¥u thu¨n n o vîi ph¡t biºu cõa nh  s£n xu§t câ
mùc þ ngh¾a α = 0, 01?

1. Tham sè c¦n quan t¥m µ l  gi¡ trà �óng cõa h» thèng.

2. Gi£ thuy¸t H0 : µ = 130, µ0 = 130.

3. �èi thuy¸t Ha : µ 6= 130.

4. Gi¡ trà kiºm �ành
z =

x− µ0

σ/
√
n

=
x− 130

1, 5/
√
n

5. Vîi mùc þ ngh¾a α = 0, 01 mi·n b¡c bä l  z ≥ z0,005 = 2, 58 ho°c
z ≤ −z0,005 = −2, 58.

6. Thay n = 9 v  x = 131, 08

z =
131, 08− 130

1, 5/
√

9
=

1, 08

0, 5
= 2, 16

7. z khæng rìi v o mi·n b¡c bä gi£ thuy¸t. V¼ th¸ khæng b¡c bä gi£ thuy¸t H0

vîi mùc þ ngh¾a 0,01.

`
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8.2.2 Tr÷íng hñp II: Kiºm �ành cho m¨u lîn

Khi cï m¨u lîn, kiºm �ành z cho tr÷íng hñp I câ thº d¹ d ng x¡c �ành gi¡ trà
cho qu¡ tr¼nh kiºm �ành m  khæng c¦n y¶u c¦u l  ph¥n phèi chu©n hay σ �¢ bi¸t.
Vîi cï m¨u n lîn, nh÷ lªp luªn trong ch÷ìng 7 bi¸n chu©n t­c hâa l :

Z =
X − µ
S/
√
n

câ ph¥n phèi x§p x¿ chu©n t­c. Thay gi¡ trà µ b¬ng gi¡ trà khæng µ0 ta �÷ñc kiºm
�ành thèng k¶

Z =
X − µ0

S/
√
n

Câ ph¥n phèi x§p x¿ chu©n t­c khi H0 �óng.
V½ dö 8.3 Mët m¡y �o trång lüc h¼nh nân (DCP ) dòng �º �o �ë th§m xuy¶n
(mm/blow) câ h¼nh nân �÷ñc �÷a v o v¿a h± hay l· �÷íng. Gi£ sû cho mët ùng
döng �°c bi»t m  câ gi¡ trà trung b¼nh �óng DCP cho mët lo¤i h¼nh nân �°c bi»t ½t
hìn 30. H¼nh nân n y s³ khæng �÷ñc ùng döng n¸u khæng câ b¬ng chùng k¸t luªn
k¸t luªn v· �°c �iºm kÿ thuªt �¢ �÷ñc �¡p ùng. �°t b i to¡n th½ch hñp v· kiºm
�ành gi£ thi¸t sû döng dú li»u sau ("Mæ h¼nh x¡c su§t ph¥n t½ch c¡c gi¡ trà kiºm tra
sùc c£n th§m xuy¶n cõa nân trång lüc trong �¡nh gi¡ c§u tróc v¿a h±" J.of Testing
and Evaluation, 1999:7-14)
14.1 14.5 15.5 16.0 16.0 16.7 16.9 17.1 17.5 17.8
17.8 18.1 18.2 18.3 18.3 19.0 19.2 19.4 20.0 20.0
20.8 20.8 21.0 21.5 23.5 27.5 27.5 28.0 28.3 30.0
30.0 31.6 31.7 31.7 32.5 33.5 33.9 35.0 35.0 35.0
36.7 40.0 40.0 41.3 41.7 47.5 50.0 51.0 51.8 54.4
55.0 57.0

1. µ l  gi¡ trà trung b¼nh �óng cõa DCP.

2. Gi£ thuy¸t H0 : µ = 30.

3. �èi thuy¸t Ha : µ < 30.

4. Gi¡ trà kiºm �ành
z =

x− 30

s/
√
n

=
x− 130

1, 5/
√
n

5. Vîi mùc þ ngh¾a α = 0, 05 mi·n b¡c bä l  z ≥ −1, 6445.
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H¼nh 8.2: Biºu di¹n mët b£ng tâm t­t tø ph¦n m·m minitab.

6. Thay n = 52 v  x = 28, 76 v  s = 12, 2647.

z =
28, 76− 30

12, 2647/
√

52
=
−1, 24

1, 701
= −0, 73

7. V¼ −0, 7 > −1, 645 ta khæng b¡c bä gi£ thuy¸t H0.

8.2.3 Tr÷íng hñp III: Ph¥n phèi chu©n cõa têng thº

Khi n nhä, khæng thº sû döng �ành lþ giîi h¤n trung t¥m nh÷ tr÷íng hñp cï
m¨u lîn. Ta s³ gi£ �ành r¬ng ph¥n phèi cõa têng thº ½t nh§t l  x§p x¿ chu©n v  mæ
t£ qu¡ tr¼nh kiºm �ành câ hi»u lüc düa tr¶n gi£ �ành n y. N¸u quan s¡t vi¶n câ lþ
do tèt �º tin r¬ng ph¥n phèi cõa têng thº kh¡ l  phi chu©n th¼ mët kiºm �ành cho
hå ph¥n phèi kh¡c vîi hå chu©n s³ �÷ñc x²t trong ch÷ìng 15 ho°c câ thº ph¡t triºn
b¬ng qu¡ tr¼nh bootstrap.

N¸u X1, X2, . . . , Xn l  bi¸n ng¨u nhi¶n tø ph¥n phèi chu©n, bi¸n ng¨u nhi¶n

T =
X − µ
S/
√
n

câ ph¥n phèi t vîi n− 1 bªc tü do.
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Kiºm �ành gi£ thuy¸t H0 : µ = µ0 vîi �èi thuy¸t Ha : µ > µ0 b¬ng c¡ch x²t kiºm
�ành thèng k¶ T = (X − µ0)/(S/

√
n). Khi H0 �óng, kiºm �ành thèng k¶ T câ ph¥n

phèi t vîi n− 1 bªc tü do. Khi H0 �óng, vòng b¡c bä l  vòng x£y ra sai l¦m lo¤i I.
Sû döng gi¡ trà ph¥n và mùc cõa ph¥n phèi t vîi n− 1 bªc tü do tα,n−1 �º x¡c �ành
vòng b¡c bä t ≥ tα,n−1 ta câ

P ( sai l¦m lo¤i I ) = P (B¡c bä H0 khi nâ �óng)

= P (T ≥ tα,n−1 khi T câ ph¥n phèi t vîi n− 1 bªc tü do)

= α

Kiºm �ành thèng k¶ n y gièng nh÷ trong tr÷íng hñp m¨u lîn nh÷ng �°t l  T �º
nh§n m¤nh r¬ng ph¥n phèi khæng cõa nâ l  mët ph¥n phèi t vîi n − 1 bªc tü �o
chù khæng ph£i l  ph¥n phèi chu©n z. Vòng b¡c bä cho kiºm �ành t kh¡c kiºm �ành
z l  gi¡ ph¥n và mùc tα,n−1 thay cho gi¡ trà ph¥n và mùc zα.

Kiºm �ành t cho mët m¨u
Gi£ thuy¸t khæng: H0 : µ = µ0

Gi¡ trà kiºm �ành: t =
x− µ0

s/
√
n

�èi thuy¸t Vòng b¡c bä cho kiºm �ành mùc α
Ha : µ > µ0 t ≥ tα,n−1 (kiºm �ành b¶n ph£i)
Ha : µ < µ0 t ≤ tα,n−1 (kiºm �ành b¶n tr¡i)
Ha : µ 6= µ0 t ≥ tα/2,n−1 ho°c t ≤ −tα/2,n−1 (kiºm �ành hai b¶n)

8.3 Kiºm �ành v· t� l»

Kþ hi»u p l  t¿ l» c¡ thº ho°c �èi t÷ñng trong mët têng thº câ t½nh ch§t x¡c
�ành (v½ dö t� l» xe hìi truy·n �ëng b¬ng tay hay t� l» ng÷íi hót thuèc b¬ng bë
låc �i¸u thuèc). N¸u mët c¡ thº hay �èi t÷ñng vîi t½nh ch§t �÷ñc cho l  th nh cæng
(S) th¼ p l  t¿ l» th nh cæng cõa têng thº. Kiºm �ành li¶n quan �¸n p b¬ng c¡ch düa
v o cï n cõa m¨u ng¨u nhi¶n l§y tø têng thº. Gåi X l  sè c¡ thº th nh cæng trong
m¨u cï n, th¼ X câ ph¥n phèi nhà thùc vîi 2 tham sè n, p. Khi n lîn (np ≥ 10 v 
n(1 − p) ≥ 10), th¼ X câ ph¥n phèi x§p x¿ chu©n. �¦u ti¶n ta x²t kiºm �ành vîi
tr÷íng hñp m¨u lîn, sau �â vîi tr÷íng hñp m¨u nhä m  ta dòng trüc ti¸p ph¥n
phèi nhà thùc.
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8.3.1 Kiºm �ành t� l» p tr÷íng hñp m¨u lîn

Kiºm �ành p tr÷íng hñp m¨u l  mët tr÷íng hñp �°c bi»t cõa qu¡ tr¼nh tham
sè θ nâi chung vîi cï m¨u lîn. �°t θ̂ l  ÷îc l÷ñng khæng ch»ch cõa θ v  câ x§p x¿
ph¥n phèi chu©n vîi gi£ thuy¸t khæng câ d¤ng H0 : θ = θ0 khi kþ hi»u θ0 l  mët sè
(gi¡ trà khæng). Gi£ sû khi H0 �óng, �ë l»ch chu©n cõa θ̂, l  σθ̂. V½ dö nh÷ θ = µ v 
θ̂ = X, σθ̂ = σX = σ/

√
n.

Ti¶u chu©n kiºm �ành

Z =
θ̂ − θ0

σθ̂

N¸u �èi thuy¸t l  Ha : θ > θ0 mët kiºm �ành b¶n ph£i vîi mùc þ ngh¾a x§p x¿ α
�÷ñc qui �ành bði vòng b¡c bä z ≥ zα.

Hai �èi thuy¸t kh¡c l  Ha : θ < θ0 v  Ha : θ 6= θ0 t÷ìng ùng vîi kiºm �ành b¶n
tr¡i v  kiºm �ành hai b¶n cho z.

Trong tr÷íng hñp θ = p, σθ̂ s³ khæng li¶n quan �¸n b§t ký tham sè ch÷a bi¸t n o
khi H0 �óng, �¥y khæng ph£i l  tr÷íng hñp �iºn h¼nh. Khi σθ̂ li¶n quan �¸n tham
sè ch÷a bi¸t, th÷íng th¼ câ thº sû döng ÷îc l÷ñng câ �ë l»ch chu©n Sθ̂ ð và tr½ σθ̂
v  Z v¨n câ ph¥n phèi x§p x¿ chu©n khi H0 �óng (v¼ khi n lîn, sθ̂ ≈ σθ̂ vîi h¦u
h¸t m¨u). Kiºm �ành m¨u lîn cho ph¦n tr÷îc �÷ñc trang bà v½ dö n y: V¼ σ th÷íng
khæng bi¸t, ta dòng sθ̂ = sX = s/

√
n thay cho σ/

√
n trong m¨u cõa z.

×îc l÷ñng p̂ l  khæng ch»ch (E(p̂) = p), câ ph¥n phèi x§p x¿ chu©n, v  �ë l»ch
chu©n cõa nâ l  σp̂ =

√
p(1− p)/n. Thüc t¸ �¢ �÷ñc dòng trong Ph¦n 7.2 �º câ

kho£ng tin cªy cho p. Khi H0 �óng, E(p̂) = p0v  σp̂ =
√
p0(1− p0)/n, v¼ th¸ σp̂

khæng li¶n quan �¸n b§t ký tham sè ch÷a bi¸t n o. Ta câ kiºm �ành sau khi n lîn
v  H0 �óng

Z =
p̂− p0√

p0(1− p0)/n

câ ph¥n phèi x§p x¿ chu©n. N¸u gi£ thi¸t thay th¸ l  Ha : p > p0 v  dòng vòng b¡c
bä ph½a b¶n ph£i z ≥ zα, th¼

P (sai l¦m lo¤i I) = P (H0 bà b¡c bä khi nâ �óng )

= P (Z ≥ zα khi Z câ ph¥n phèi x§p x¿ chu©n ) ≈ α

V¼ th¸ mùc þ ngh¾a mong muèn cõa α �¤t �÷ñc b¬ng c¡ch sû döng gi¡ trà tîi h¤n
m  câ trong vòng l§y tr¶n �÷íng cong ph½a b¶n ph£i cõa α. T÷ìng tü câ vòng b¡c
bä cho hai �èi thuy¸t b¶n tr¡i Ha : p < p0 v  hai b¶n Ha : p 6= p0.
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Gi£ thi¸t khæng: H0 : p = p0

Gi¡ trà kiºm �ành thèng k¶: z =
p̂− p0√

p0(1− p0)/n
�èi thuy¸t Vòng b¡c bä
Ha : p > p0 z ≥ zα (b¶n ph£i)
Ha : p < p0 z ≤ zα (b¶n tr¡i)
Ha : p 6= p0 ho°c z ≥ zα ho°c z ≤ −zα/2 (hai b¶n)
Qu¡ tr¼nh kiºm �ành n y �÷ñc sû döng khi np0 ≥ 10 v  n(1− p0) ≥ 10

8.3.2 Kiºm �ành t� l» p tr÷íng hñp m¨u nhä

Qu¡ tr¼nh kiºm �ành khi cï m¨u n nhä düa trüc ti¸p v o ph¥n phèi nhà thùc hìn
l  x§p x¿ chu©n. X²t gi£ thi¸t thay th¸ Ha : p > p0 v  �°t X l  sè th nh cæng trong
m¨u. Th¼ l  kiºm �ành thèng k¶, v  vòng b¡c bä ph½a b¶n ph£i câ d¤ng x ≥ c khi
H0 �óng. X câ ph¥n phèi nhà thùc vîi tham sè n v  p0, v¼ th¸

P (sai l¦m lo¤i I) = P (H0 bà b¡c bä khi nâ �óng)

= P (X ≥ c khi X ∼ Bin(n, p0))

= 1− P (X ≤ c− 1 khi X ∼ Bin(n, p0))

= 1−B(c− 1;n, p0)

Khi gi¡ trà tîi h¤n c gi£m, nhi·u gi¡ tràX s³ câ trong vòng b¡c bä v  P (sai l¦m lo¤i I)
t«ng v¼X câ ph¥n phèi x¡c su§t ríi r¤c, th÷íng khæng thº t¼m �÷ñc gi¡ trà c ch½nh x¡c
cho P (sai l¦m lo¤i I) vîi mùc þ ngh¾a mong muèn l  α (v½ dö 0,05 hay 0,01). Th¶m
v o �â vòng b¡c bä lîn nh§t câ d¤ng {c, c+ 1, . . . , n} thäa 1−B(c− 1 : n, p0) ≤ α

�÷ñc sû döng. Qu¡ tr¼nh kiºm �ành cho Ha : p < p0 v  cho Ha : p 6= p0 t÷ìng tü nh÷
c¡ch x¥y düng tr÷îc, vòng b¡c bä x§p x¿ câ d¤ng x ≤ c (mët kiºm �ành b¶n tr¡i).
Gi¡ trà tîi h¤n c l  sè lîn nh§t thäa B(c;n, p0) ≤ α. Vòng b¡c bä khi gi£ thi¸t thay
th¸ l  Ha : p 6= p0 bao gçm c£ gi¡ trà X lîn v  nhä.

8.4 P gi¡ trà

Thay v¼ sû döng mi·n b¡c bä, ta s³ x²t c¡ch kh¡c �º câ k¸t luªn trong kiºm �ành
gi£ thuy¸t l  P gi¡ trà. Mët c¡ch tü nhi¶n, P gi¡ trà cung c§p mët �ë �o v· chi·u
d i cõa b¬ng chùng trong dú li»u chèng l¤i H0.

�ành ngh¾a 8.3. Gi£ sû r¬ng thi¸t H0 �óng, tø c¡c gi¡ trà cõa m¨u �¢ t½nh s®n,
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P gi¡ trà l  mët x¡c su§t bi¸n cè mët gi¡ trà cõa kiºm �ành thèng k¶ l  m¥u thu¨n
vîi H0.

�ành ngh¾a n y kh¡ ng­n gån. Ta c¦n quan t¥m nhúng �iºm ch½nh sau

• P gi¡ trà l  mët x¡c su§t.

• X¡c su§t n y t½nh �÷ñc b¬ng c¡ch gi£ sû H0 �óng

• P gi¡ trà khæng ph£i l  x¡c su§t �º H0 �óng, công khæng l  x¡c su§t sai l¦m.

• �º x¡c �ành P gi¡ trà, ta quy¸t �ành gi¡ trà n o cõa kiºm �ành thèng k¶ �÷ñc
t½nh tø m¨u câ s®n l  m¥u thu¨n vîi H0.

Qui t­c quy¸t �ành tr¶n P gi¡ trà.
Chån mùc þ ngh¾a α (x¡c su§t m­c sai l¦m lo¤i I). Khi �â

B¡c bä H0 n¸u gi¡ trà P ≤ α

Khæng b¡c bä H0 n¸u gi¡ trà P > α

Do �â n¸u gi¡ trà P v÷ñt qu¡ mùc þ ngh¾a �÷ñc lüa chån, gi£ thi¸t khæng khæng thº
b¡c bä t¤i mùc �â, nh÷ng n¸u gi¡ trà P b¬ng ho°c nhä hìn α th¼ câ �õ b¬ng chùng
�º ch§p nhªn H0. V½ dö ta t½nh gi¡ trà P = 0, 0012 th¼ ph£i sû döng mùc þ ngh¾a
0,01. Ta s³ b¡c bä gi£ thi¸t khæng v  ch§p nhªn gi£ thi¸t thay th¸ v¼ 0, 0012 < 0, 01.
Tuy nhi¶n, gi£ sû ta chån mùc þ ngh¾a l  0,001 th¼ khi �â ph£i câ nhi·u b¬ng chùng
hìn tø dú li»u tr÷îc khi H0 câ thº bà b¡c bä.

Hai qu¡ tr¼nh cõa ph÷ìng ph¡p vòng b¡c bä v  ph÷ìng ph¡p P gi¡ trà tr¶n thüc
t¸ l  nh÷ nhau.

M»nh �· 8.4. P gi¡ trà l  mùc þ ngh¾a α nhä nh§t m  t¤i �â gi£ thuy¸t khæng câ
thº bà b¡c bä.

H¼nh 8.3: So s¡nh α v  P gi¡ trà P: (a) b¡c bä H0; (b) khæng b¡c bä H0.
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8.4.1 P gi¡ trà cho kiºm �ành z

P gi¡ trà cho kiºm �ành Z (½t nh§t câ ph¥n phèi x§p x¿ chu©n). X²t mët kiºm
�ành b¶n ph£i v  �°t z l  gi¡ trà t½nh �÷ñc tø kiºm �ành thèng k¶ Z. Gi£ thuy¸t
khæng bà b¡c bä n¸u Z ≥ zα v  P gi¡ trà l  gi¡ trà α nhä nh§t trong tr÷íng hñp
n y. Khi zα t«ng th¼ α gi£m, P gi¡ trà l  gi¡ trà cõa α khi z = zα, tùc l  P gi¡ trà
= 1− Φ(z). Lªp luªn t÷ìng tü cho kiºm �ành b¶n tr¡i.

Vîi kiºm �ành hai b¶n, �¦u ti¶n gi£ sû z l  sè d÷ìng th¼ P gi¡ trà l  gi¡ trà α
thäa z = zα/2 (ngh¾a l  t½nh z b¬ng gi¡ trà tîi h¤n b¶n ph£i). �i·u n y nâi l¶n r¬ng
x²t vòng ph½a b¶n ph£i l  mët nûa cõa P gi¡ trà, v¼ th¸ P gi¡ trà = 2[1−Φ(z)]. N¸u
z l  sè ¥m, P gi¡ trà l  α khi cho z = −zα/2, hay , t÷ìng �÷ìng vîi −z = zα/2, v¼ th¸
P gi¡ trà = 2[1− Φ(−z)]. Khi �â −z = |z| khi z l  sè ¥m, P gi¡ trà = 2[1− Φ(|z|)]
cho c£ z ¥m v  z d÷ìng. Ba tr÷íng hñp n y �÷ñc minh håa trong h¼nh 8.4.

P gi¡ trà: P =


1− Φ(z) cho kiºm �ành b¶n ph£i cõa z
Φ(z) cho kiºm �ành b¶n tr¡i cõa z
2[1− Φ(|z|)] cho kiºm �ành hai b¶n cõa z

V½ dö 8.4 �ë d y cho c¡c t§m silicon �÷ñc sû döng trong mët lo¤i m¤ch t½ch hñp
nh§t �ành �÷ñc ký vång l  245 µm. Mët m¨u gçm 50 t§m v  méi t§m câ mët �ë
d y x¡c �ành, k¸t qu£ trung b¼nh m¨u cõa �ë d y l  246,18 µm v  �ë l»ch chu©n
3, 60µm. Dú li»u n y câ cho th§y �ë d y trung b¼nh cõa t§m kh¡c vîi gi¡ trà ký
vång khæng?

1. Tham sè quan t¥m µ l  �ë d y trung b¼nh cõa c¡c t§m silicon.

2. Gi£ thuy¸t H0 : µ = 245.

3. �èi thuy¸t Ha : µ 6= 245.

4. Gi¡ trà kiºm �ành z = x−245
s/
√
n

5. T½nh gi¡ trà kiºm �inh 246,18−245

3,6/
√

50
= 2, 32

6. Vîi kiºm �ành hai ph½a, P gi¡ trà =2(1− Φ(2, 32)) = 0, 0204

7. Vîi mùc þ ngh¾a α = 0, 01 ta khæng b¡c bä gi£ thuy¸t H0 v¼ 0,0204>0,01. Vîi
mùc þ ngh¾a n y ta ch÷a �õ b¬ng chùng �º b¡c bä �ë d y cõa c¡c t§m silicon
kh¡c �ë d y ký vång.
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H¼nh 8.4: X¡c �ành P gi¡ trà cho kiºm �ành z.

8.4.2 P gi¡ trà cho kiºm �ành t

Công gièng nh÷ P gi¡ trà cho kiºm �ành z l  vòng �÷íng cong z, P gi¡ trà cho
kiºm �ành t s³ l  vòng n¬m d÷îi �÷íng cong t vîi bªc tü do l  n− 1 �÷ñc minh håa
trong h¼nh 8.5.

B£ng cõa gi¡ trà tîi h¤n t dòng ð ph¦n tr÷îc cho kho£ng tin cªy v  dü �o¡n s³
khæng câ �õ thæng tin v· b§t ký ph¥n phèi t cö thº n o �º x¡c �ành ch½nh x¡c vòng
mong muèn trong �â câ c£ vòng b¶n ph£i cõa �÷íng cong t, ta câ b£ng Phö löc
A.8. Méi cët kh¡c nhau cõa cõa b£ng cho mët sè bªc tü do kh¡c nhau v  nhúng
dáng n y dòng �º t½nh gi¡ trà cõa kiºm �ành thèng k¶ t �÷ñc s­p x¸p tø 0,0 �¸n 4,0
t«ng d¦n �¸n 1. Cho v½ dö, sè 0,074 xu§t hi»n t¤i giao cõa dáng t¤i 1,6 v  cët t¤i
bªc tü do (df) 8, v¼ th¸ vòng d÷îi �÷íng cong t vîi 8 bªc tü do v· ph½a b¶n ph£i
cõa 1,6 (mët vòng b¶n ph£i) l  0,074 v¼ �÷íng cong t �èi xùng n¶n 0,074 công câ
vòng d÷îi �÷íng cong v· ph½a b¶n tr¡i cõa -1,6 (vòng d÷îi b¶n tr¡i).

V½ dö nh÷, kiºm �ành gi£ thuy¸t H0 : µ = 100 vîi �èi thuy¸t Ha : µ > 100 düa
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H¼nh 8.5: P gi¡ trà cho kiºm �ành t.

v o ph¥n phèi t vîi 8 bªc tü do. N¸u t½nh �÷ñc gi¡ trà thèng k¶ t l  1,6 th¼ P gi¡
trà cho kiºm �ành b¶n ph£i l  0,074 v¼ 0,074 v÷ñt qu¡ 0,05 n¶n ta khæng thº b¡c bä
H0 t¤i mùc þ ngh¾a 0,05. N¸u gi£ thi¸t thay th¸ l  Ha : µ < 100 v  kiºm �ành düa
tr¶n vòng 20 bªc tü do vîi t = −3, 2, theo b£ng phö löc A.8 P gi¡ trà vòng b¶n
tr¡i l  0,002. Gi£ thuy¸t khæng câ thº bà b¡c bä t¤i mùc 0,05 ho°c 0,01. Kiºm �ành
gi£ thuy¸t H0 : µ1 − µ2 = 0 vîi �èi thuy¸t Ha : µ1 − µ2 6= 0. Gi£ thuy¸t khæng nâi
r¬ng trung b¼nh cõa 2 têng thº �÷ñc x¡c �ành trong khi gi£ thuy¸t thay th¸ nâi r¬ng
chóng kh¡c nhau m  khæng thº x¡c �ành �÷ñc H0. N¸u mët kiºm �ành t düa tr¶n
20 bªc tü do v  t = 3, 2 th¼ P gi¡ trà cho kiºm �ành hai b¶n l  2(0, 002) = 0, 004.
�¥y công l  P gi¡ trà vîi t = −3, 2 vòng �uæi �÷ñc g§p �æi l¶n v¼ gi¡ trà cõa c£ hai
lîn hìn 3,2 v  nhä hìn -3,2 �i·u n y m¥u thu¨n vîi H0 �¢ t½nh (gi¡ trà �÷ñc sinh
ra tø �uæi cõa �÷íng cong t).
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8.5 Mët sè chó þ v· chån thõ töc kiºm �ành

Mët trong nhúng thû nghi»m �º tr£ líi cho c¥u häi c¦n quan t¥m v  ph÷ìng
ph¡p thu thªp dú li»u (thi¸t k¸ mët th½ nghi»m) �º x¥y düng kiºm �ành x§p x¿ bao
gçm ba �iºm ch½nh sau:

1. Ch¿ �ành mët thû nghi»m thèng k¶ (h m cõa gi¡ trà quan s¡t s³ gióp cho vi»c
�÷a ra quy¸t �ành)

2. Quy¸t �ành d¤ng chung cõa vòng b¡c bä (h m cõa c¡c gi¡ trà quan s¡t sû döng
cho vi»c �÷a ra quy¸t �ành).

3. Chån mët sè nhúng gi¡ trà quan trång ho°c nhúng gi¡ trà m  s³ khæng phö
thuëc v o vòng b¡c bä tø vòng ch§p nhªn �÷ñc (b¬ng c¡ch l§y ph¥n phèi cõa
kiºm �ành thèng k¶ khi H0 �óng, v  sau �â chån ra mët mùc þ ngh¾a).

Trong nhúng v½ dö tr÷îc �â c£ b÷îc 1 v  b÷îc 2 �·u �÷ñc thüc hi»n theo mët
c¡ch thùc �°c bi»t thæng qua trüc gi¡c, v½ dö gi£ sû khi têng thº v· cì b£n câ ph¥n
phèi chu©n vîi ký vång µ v  σ �¢ bi¸t, tø X ta câ bi¸n chu©n hâa cho kiºm �ành
thèng k¶:

Z =
X − µ0

σ/
√
n

Kiºm �ành gi£ thuy¸t H0 : µ = µ0 vîi �èi thuy¸t Ha : µ > µ0, b¬ng trüc gi¡c ta �·
nghà b¡c bä H0 khi Z lîn, cuèi còng gi¡ trà quan trång �÷ñc x¡c �ành b¬ng mùc þ
ngh¾a cõa α v  dòng gi¡ trà thüc Z câ ph¥n phèi chu©n, khi H0 �óng. �ë tin cªy
cõa kiºm �ành trong vi»c �÷a ra mët quy¸t �ành �óng câ thº �¡nh gi¡ �÷ñc b¬ng
nhúng nghi¶n cùu v· sai l¦m lo¤i II trong x¡c su§t. V§n �· c¦n xem x²t ð �¥y l 
khi thüc hi»n c¡c b÷îc tø 1-3 câ nhúng c¥u häi c¦n gi£i quy¸t sau.

1. Þ ngh¾a thüc t¸ v  h» qu£ cõa chån mët mùc þ ngh¾a cö thº khi �¢ x¡c �ành
�÷ñc thû nghi»m l  g¼?

2. Câ tçn t¤i nguy¶n t­c chung khæng phö thuëc v o trüc gi¡c m  câ thº sû döng
�º thu �÷ñc mët qu¡ tr¼nh kiºm �ành tèt nh§t ho°c tèt hay khæng?

3. Khi hai hay nhi·u kiºm �ành l  phò hñp trong còng mët bèi c£nh ph£i so s¡nh
nhúng kiºm �ành �â nh÷ th¸ n o �º �÷a ra quy¸t �ành n¶n sû döng c¡i n o?

4. N¸u mët kiºm �ành xu§t ph¡t tø gi£ thi¸t câ ph¥n phèi cö thº hay tø m¨u
têng thº, kiºm �ành s³ câ d¤ng nh÷ th¸ n o khi vi ph¤m gi£ thuy¸t?
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8.5.1 Þ ngh¾a thèng k¶ trong thüc t¸

M°c dò qu¡ tr¼nh �÷a ra quy¸t �ành b¬ng c¡ch sû döng ph÷ìng ph¡p luªn cê
�iºn li¶n quan �¸n vi»c chån mùc þ ngh¾a v  sau �â b¡c bä ho°c khæng b¡c bä H0

t¤i mùc α �â, mët b¡o c¡o v· vi»c sû döng α �º �÷a ra quy¸t �ành l¤i truy·n t£i ½t
thæng tin v· dú li»u m¨u. �°c bi»t khi k¸t qu£ cõa mët thû nghi»m l¤i truy·n �¤t
�¸n nhi·u ng÷íi, b¡c bä H0 t¤i mùc 0,05 s³ thuy¸t phöc hìn n¸u gi¡ trà quan s¡t
cõa kiºm �ành thèng k¶ s³ v÷ñt qu¡ 5% gi¡ trà �i·u ki»n n¸u nâ v÷ñt qu¡ gi¡ trà �â
s³ b¡c bä H0. �i·u n y �óng vîi nhúng y¶u c¦u d¨n �¸n kh¡i ni»m cõa P gi¡ trà
nh÷ c¡ch câ �÷ñc mùc þ ngh¾a m  khæng c¦n ¡p �°t cho nâ �º câ mët gi¡ trà α �°c
bi»t m  ng÷íi kh¡c muèn �÷a ra quy¸t �ành cho ri¶ng hå.

Thªm ch½ n¸u P gi¡ trà câ trong b£ng tâm t­t k¸t qu£, câ thº r§t khâ �º gi£i
th½ch gi¡ trà n y �º �÷a ra quy¸t �ành. �â l  v¼, mët P gi¡ trà nhä s³ ch¿ ra mët þ
ngh¾a thèng k¶, khi �â s³ �· nghà b¡c bä H0 v  ch§p nhªn Ha, Khi k¸t qu£ l  mët
m¨u lîn b­t �¦u tø H0 th¼ ½t câ þ ngh¾a trong thüc t¸ hìn. Trong nhi·u t¼nh huèng,
thû nghi»m ch¿ b­t �¦u tø H0 l¤i ½t câ þ ngh¾a trong thüc t¸ trong khi vîi mùc �ë
nhä tø H0 l¤i câ þ ngh¾a thüc t¸ hìn.

X²t v½ dö, Kiºm �ành H0 : µ = 100 ng÷ñc l¤i Ha : µ > 100 khi µ l  ký vång cõa
ph¥n phèi chu©n vîi σ = 10, gi£ sû gi¡ trà �óng cõa µ = 101, s³ khæng th§y �÷ñc
t¦m quan trång cõa H0 b¬ng trüc quan ta khæng b¡c bä H0 khi µ = 101 s³ li¶n
quan �¸n mët sai l¦m nghi¶m trång. Cho mët m¨u lîn hñp lþ k½ch th÷îc n, vîi gi¡
trà µ n y s³ cho mët gi¡ trà x g¦n 101 v¼ th¸ ta khæng muèn câ b§t ký b¬ng chùng
g¼ v· m¨u n y �º câ sü tranh luªn m¤nh m³ v· vi»c b¡c bä H0 khi x = 101 l  bi¸n
quan s¡t �÷ñc. Khi câ nhi·u cï m¨u b£ng 8.1 s³ ghi l¤i t§t c£ gi¡ trà P khi x = 101

v  x¡c su§t cõa vi»c khæng b¡c bä H0 t¤i mùc .01 khi µ = 101.
Cët thù hai trong b£ng 8.1 biºu di¹n r¬ng ngay c£ khi cï m¨u �õ lîn gi¡ trà

P cõa x = 101 công g¥y ra tranh c¢i m¤nh m³ cho vi»c b¡c bä H0, khi x l  bi¸n
quan s¡t v  nâ công gñi þ r¬ng giîi h¤n �óng trong thüc t¸ ½t kh¡c vîi gi¡ trà khæng
µ0 = 100. Cët thù ba ch¿ ra r¬ng khi thüc t¸ câ sü kh¡c bi»t giúa gi¡ trà �óng µ
v  gi¡ trà khæng µ0 cho mùc þ ngh¾a th½ch hñp v  vîi mët cï m¨u lîn s³ luæn d¨n
�¸n b¡c bä gi£ thi¸t khæng t¤i mùc þ ngh¾a �â. Tâm l¤i, ta ph£i �°c bi»t c©n trång
trong vi»c gi£i th½ch b¬ng chùng khi cï m¨u lîn, v¼ b§t ký sü thay �êi nhä n o tø
H0 s³ h¦u ch­c ch­n �÷ñc ph¡t hi»n b¬ng mët kiºm �ành, nh÷ng mët sü thay �êi
nh÷ vªy câ thº ½t ngh¾a thüc t¸.

B£ng 8.1 Minh håa cõa vi»c £nh h÷ðng cõa cï m¨u l¶n P gi¡ trà v  β.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 64



X�C SU�T THÈNG K� ÙNG DÖNG Trang 65

n P gi¡ trà khi x = 101 β cho mùc kiºm �ành 0,01

25 0,3085 0,9664
100 0,1587 0,9082
400 0,0228 0,6293
900 0,0013 0,2514
1600 0,0000335 0,0475
2500 0,000000297 0,0038
10,000 7,69.10−24 0,0000

8.5.2 Nguy¶n t­c t¿ l» hñp lþ

�°t x1, x2, . . . , xn l  nhúng bi¸n ng¨u nhi¶n �÷ñc quan s¡t câ k½ch th÷îc n tø
ph¥n phèi x¡c su§t f(x; θ). Ph¥n phèi chung cõa nhúng gi¡ trà m¨u n y l  t½ch
f(x1; θ).f(x2; θ). . . . .f(xn; θ). �i·u n y �¢ �÷ñc nâi �¸n v· ÷îc l÷ñng cõa h m hñp
lþ, h m hñp lþ l  ph¥n phèi chung n y, �÷ñc xem nh÷ h m theo θ, x²t kiºm �ành
H0. θ thuëc Ω0, ng÷ñc l¤i Ha thuëc Ωa, khi Ω0 v  Ωa ríi nhau (v½ dö, H0 : θ ≤ 100

ng÷ñc l¤i Ha : θ ≥ 100). Nguy¶n t­c t¿ l» hñp lþ cho kiºm �ành �÷ñc x¥y düng theo
qu¡ tr¼nh nh÷ sau:

1. T¼m mët gi¡ trà lîn nh§t cõa hñp lþ cho b§t ký θ thuëc Ω0 (b¬ng c¡ch t¼m
÷îc l÷ñng lîn nh§t thuëc Ω0 sau �â thay v o h m hñp lþ)

2. T¼m gi¡ trà lîn nh§t cõa hñp lþ cho θ b§t ký thuëc Ωa

3. T¿ l» câ d¤ng:

λ(x1, . . . , xn) =
Gi¡ trà hñp lþ lîn nh§t cho θ ∈ Ω0

Gi¡ trà hñp lþ lîn nh§t cho θ ∈ Ωa

T¿ l» λ(x1, . . . , xn) �÷ñc gåi l  gi¡ trà t¿ l» hñp lþ thèng k¶, qu¡ tr¼nh kiºm �ành
bao gçm b¡c bä H0 khi t¿ l» n y nhä, ngh¾a l  chån mët h¬ng sè k sao cho H0 bà
b¡c bä n¸u λ(x1, . . . , xn) ≤ k. Do �â, H0 bà b¡c bä khi m¨u sè cõa λ lîn hìn nhi·u
so vîi tû sè, �i·u n y ch¿ ra r¬ng dú li»u phò hñp vîi Ha hìn l  vîi H0.

H¬ng sè k �÷ñc chån sao cho câ x¡c su§t sai l¦m lo¤i I. Th÷íng th¼ b§t �¯ng
thùc λ ≤ k câ thº bi¸n �êi �º câ �i·u ki»n t÷ìng �÷ìng m  �ìn gi£n hìn. V½ dö,
kiºm �ành gi£ thuy¸t H0 : µ ≤ µ0, vîi �èi thuy¸t Ha : µ > µ0. Trong tr÷íng hñp
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thæng th÷íng λ ≤ k t÷ìng �÷ìng vîi t ≥ c. N¶n vîi c = tα,n−1 th¼ kiºm �ành t¿ l»
hñp lþ công l  kiºm �ành mët m¨u t.

Qui t­c v· t¿ l» hñp lþ công câ thº ¡p döng khi Xi câ nhúng ph¥n phèi kh¡c v 
thªm ch½ ngay c£ khi nâ �ëc lªp, thæng qua h m hñp lþ câ thº l m cho phùc t¤p hìn
trong tr÷íng hñp n y. Mët sè qu¡ tr¼nh kiºm �ành s³ �÷ñc tr¼nh b y trong ch÷ìng
sau câ thº thu �÷ñc tø qui t­c kiºm �ành hñp lþ. Kiºm �ành �â th÷íng xoay quanh
vi»c "gi£m thiºu β trong t§t c£ nhúng kiºm �ành �º câ mùc α mong muèn", v¼ th¸
�â l  kiºm �ành �óng nh§t. �º chi ti¸t hìn, ta câ thº tham kh£o mët sè v½ dö trong
nhúng t i li»u �÷ñc li»t k¶ trong Ch÷ìng 6.

�º câ kiºm �ành t tø qui t­c t­c t¿ l» hñp lþ ta ph£i x¥y düng mët kiºm �ành
thèng k¶ hñp lþ, câ d¤ng cõa mët ph¥n phèi x¡c su§t, v  m¨u ph£i �÷ñc ch¿ �ành
l§y tø �â. �º l§y kiºm �ành t tø qui t­c t¿ l» hñp lþ, �i·u tra vi¶n ph£i gi£ sû câ mët
chu©n pdf. N¸u �i·u tra vi¶n cho r¬ng ph¥n phèi �â �èi xùng nh÷ng khæng muèn
câ d¤ng ch½nh x¡c (nh÷ chu©n �çng d¤ng hay cauchy) th¼ s³ th§t b¤i v¼ khæng câ
c¡ch n o �º li¶n k¸t c¡c gi¡ trà cho t§t c£ c¡c ph¥n phèi câ t½nh �èi xùng. Trong
ch÷ìng 15 ta s³ tr¼nh b y mët kiºm �ành thèng k¶ phi tham sè, v¼ th¸, c¡i gåi l  sai
l¦m x¡c su§t lo¤i I l  sü kiºm so¡t t§t c£ nhúng ph¥n phèi phö thuëc kh¡c nhau.
Nhúng qu¡ tr¼nh n y câ ½ch khi �i·u tra vi¶n câ ki¸n thùc h¤n ch¸ v· ph¥n phèi phö
thuëc. Ta công s³ th£o luªn nhi·u hìn v· v§n �· 3 v  4 trong ph¦n �¦u.

B i tªp

Kiºm �ành trung b¼nh têng thº

B i 1 Trång l÷ñng trung b¼nh khi xu§t chuçng ð mët tr¤i ch«n nuæi g  cæng nghi»p
n«m tr÷îc l  2,8kg/con. N«m nay ng÷íi ta sû döng mët lo¤i thùc «n mîi. C¥n thû
25 con khi xu§t chuçng ng÷íi ta t½nh �÷ñc trung b¼nh m¨u 3,2kg v  ph÷ìng sai m¨u
0,25 . Vîi mùc þ ngh¾a 5%, h¢y k¸t luªn v· t¡c döng cõa lo¤i thùc «n n y câ thüc
sü l m t«ng trång l÷ñng trung b¼nh cõa � n g  l¶n hay khæng?
B i 2 C¥n thû 25 con khi xu§t chuçng ng÷íi ta t½nh �÷ñc trung b¼nh m¨u 3,2kg v 
ph÷ìng sai m¨u 25 . Vîi mùc þ ngh¾a 5%, n¸u tr¤i ch«n nuæi b¡o c¡o trång l÷ñng
trung b¼nh khi xu§t chuçng l  3,3 kg/con th¼ ch§p nhªn �÷ñc khæng?
B i 3 Theo b¡o c¡o tr÷îc �¥y mùc ti¶u thö �i»n trung b¼nh trong mët th¡ng ð
ph÷íng X l  150kwh. Sau khi thüc hi»n ch÷ìng tr¼nh ti¸t ki»m �i»n, kiºm tra ng¨u
nhi¶n mët sè hë ð ph÷íng n y v· mùc ti¶u dòng �i»n trong mët th¡ng th¼ thu �÷ñc
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b£ng sè li»u:
X 100-110 110-120 120-130 130-140 140-150 150-160 160-170 170-180

ni 13 44 56 69 57 45 23 12
Vîi mùc þ ngh¾a 5% h¢y cho þ ki¸n v· k¸t luªn mùc ti¶u thö �i»n trung b¼nh trong
mët th¡ng ð ph÷íng X câ gi£m xuèng hay khæng.

Kiºm �ành t¿ l» têng thº
B i 4 T� l» kh¡ch h ng h i láng vîi ch§t l÷ñng dàch vö t¤i chuéi c¡c salon ch«m
sâc s­c �µp Y l  80%. Nh¬m n¥ng cao hìn núa ch§t l÷ñng dàch vö, c¡c nh¥n vi¶n
�÷ñc tªp hu§n � o t¤o �º n¥ng cao hìn núa kÿ n«ng tay ngh·. Sau �â, �º kh£o s¡t
hi»u qu£ cõa vi»c tªp hu§n cho nh¥n vi¶n, 1200 kh¡ch h ng ng¨u nhi¶n �÷ñc häi v·
ch§t l÷ñng dàch vö cõa salon câ 981 kh¡ch h ng h i láng. Vîi mùc þ ngh¾a 3% câ
thº cho r¬ng vi»c tªp hu§n cho nh¥n vi¶n l  mang l¤i hi»u qu£?
B i 5 Ng÷íi ta ti¸n h nh �i·u tra ng¨u nhi¶n 400 ng÷íi ð vòng A th¼ th§y câ 22
ng÷íi ð �ë tuêi tr÷ðng th nh khæng bi¸t chú. Vîi mùc þ ngh¾a 2%, câ thº cho r¬ng
t� l» d¥n sè ð �ë tuêi tr÷ðng th nh khæng bi¸t chú ð vòng n y l  5% �÷ñc hay
khæng?
B i 6 T¿ l» ph¸ ph©m cõa mët nh  m¡y tr÷îc �¥y l  8%. N«m nay nh  m¡y ùng
döng bi»n ph¡p kÿ thuªt c£i ti¸n hìn. �º x²t hi»u qu£ cõa vi»c c£i ti¸n kÿ thuªt,
ng÷íi ta l§y mët m¨u gçm 710 s£n ph©m �º kiºm tra v  th§y câ 30 ph¸ ph©m. Vîi
mùc þ ngh¾a 4% câ thº cho r¬ng bi»n ph¡p kÿ thuªt c£i ti¸n câ l m gi£m t¿ l» ph¸
ph©m hay khæng ?

Kiºm �ành dòng P-value

B i 7 �ë d y ti¶u chu©n cõa mi¸ng Silicon wafers �÷ñc sû döng trong m¤ch l 
245µm. Mët m¨u 50 wafers câ �ë d y trung b¼nh l  246,18 µm v  �ë l»ch chu©n l 
3, 6µm. Tø dú li»u h¢y k¸t luªn li»u �ë d y trung b¼nh cõa lo¤i Silicon wafer n y câ
kh¡c vîi �ë d y ti¶u chu©n khæng?
B i 8

1. Cho H0 : µ = 100;Ha : µ > 100 vîi n = 9, (σ)2 ch÷a bi¸t. T½nh �÷ñc ti¶u
chu©n kiºm �ành t = 1, 6. H¢y t¼m P gi¡ trà? V  k¸t luªn?

2. Cho H0 : µ = 100;Ha : µ < 100 vîi n = 21, σ2 ch÷a bi¸t. T½nh �÷ñc ti¶u
chu©n kiºm �ành t = 1, 6 H¢y t¼m P gi¡ trà? V  k¸t luªn?
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2. Cho H0 : µ = 100;Ha : µ 6= 100 vîi n = 21, σ2 ch÷a bi¸t. T½nh �÷ñc ti¶u
chu©n kiºm �ành t = 1, 6. H¢y t¼m P gi¡ trà? V  k¸t luªn?

B i tªp têng hñp

B i 9 N«ng su§t lóa trung b¼nh trong nhúng vö tr÷îc l  5,5 t§n/ha. Vö lóa n«m
nay ng÷íi ta ¡p döng mët bi»n ph¡p k¾ thuªt mîi. �i·u tra 100 hecta lóa ta câ
b£ng:
N«ng su§t (t¤/ha) 40-45 45-50 50-55 55-60 60-65 65-70 70-75 75-85

Di»n t½ch (ha) 7 12 18 27 20 8 5 3
Vîi mùc þ ngh¾a 5%, k¸t luªn xem bi»n ph¡p k¾ thuªt mîi câ l m t«ng n«ng su§t
lóa trung b¼nh cõa vòng n y l¶n khæng?
B i 10 Trång l÷ñng s£n ph©m A cõa nh  m¡y M l  bi¸n ng¨u nhi¶n X câ ph¥n phèi
chu©n vîi khèi l÷ñng trung b¼nh quy �ành 50kg v  �ë l»ch chu©n l  0,25 kg. Nghi
ngí d¥y chuy·n s£n xu§t khæng b¼nh th÷íng n¶n ti¸n h nh kiºm tra khèi l÷ñng mët
sè s£n ph©m �÷ñc sè li»u
X 49-49,25 49,25-49,5 49,5-49,75 49,75-50 50-50,25 50,25-50,5 50,5-50,75

ni 5 8 10 16 14 11 9
Vîi mùc þ ngh¾a 3%, h¢y cho nhªn x²t v· nghi ngí tr¶n.
B i 11 Tuêi thå trung b¼nh cõa mët lo¤i thi¸t bà �i»n tû B do nh  m¡y N s£n xu§t
l  100 gií. Sau khi c£i ti¸n kÿ thuªt quan s¡t thíi gian sû döng cõa 650 thi¸t bà B
do nh  m¡y s£n xu§t ta thu �÷ñc gi¡ trà trung b¼nh m¨u l  102,215 gií v  gi¡ trà
�ë l»ch chu©n m¨u l  15,69 gií. �÷a ra nhªn x²t v· þ ki¸n vi»c c£i ti¸n kÿ thuªt câ
mang l¤i hi»u qu£ vîi mùc þ ngh¾a 3%.
B i 12 Quan s¡t mùc chi ti¶u nhu y¸u ph©m (tri»u �çng/n«m) cõa mët hë th¼ thu
�÷ñc b£ng:
Chi ti¶u 4 6 8 10 12

Sè hë 15 16 20 14 15
Nhúng hë chi ti¶u d÷îi 7 tri»u/th¡ng l  chi ti¶u th§p? Tr÷îc �¥y t¿ l» chi ti¶u th§p
l  30%. H¢y kiºm �ành xem t� l» hë chi ti¶u th§p b¥y gií �¢ t«ng l¶n ch÷a? Vîi
α = 5%.
B i 13 Trång l÷ñng cõa mët lo¤i s£n ph©m do mët nh  m¡y s£n xu§t l  �¤i l÷ñng
ng¨u nhi¶n câ ph¥n phèi chu©n vîi trång l÷ñng trung b¼nh l  500gr. Sau mët thíi
gian s£n xu§t ng÷íi ta nghi ngí trång l÷ñng cõa lo¤i s£n ph©m n y câ xu h÷îng
gi£m sót n¶n ti¸n h nh c¥n thû 25 s£n ph©m v  thu �÷ñc k¸t qu£ cho ð b£ng sau:
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Trång l÷ñng (gr) 480 485 490 495 500 510

Sè s£n ph©m 2 3 8 5 3 4
Vîi mùc þ ngh¾a 5%, h¢y k¸t luªn �i·u nghi ngí tr¶n câ �óng hay khæng?
B i 14 Kh£o s¡t thu nhªp cõa mët sè ng÷íi cõa mët cæng ty, ng÷íi ta thu �÷ñc
b£ng sau:
Thu nhªp (tri»u�çng/n«m) 26-32 32-36 36-40 40-44 44-48 48-54 54-60

Sè ng÷íi 8 12 20 25 20 10 5
N¸u cæng ty b¡o c¡o mùc thu nhªp b¼nh qu¥n cõa mët ng÷íi l  3,6 tri»u �/th¡ng
th¼ câ ch§p nhªn �÷ñc khæng? K¸t luªn vîi mùc þ ngh¾a α = 4% .
B i 15Mët cæng ty lîn chuy¶n s£n xu§t ph¦n m·m m¡y t½nh, cho r¬ng nhúng ng÷íi
l m vi»c ð cæng ty n y câ thu nhªp trung b¼nh 5 tri»u �çng/th¡ng. L§y m¨u ð cæng
ty �÷ñc b£ng:
Thu nhªp (tri»u �çng/th¡ng) 3 4 5 8 10

Sè ng÷íi 6 7 8 2 2
Gi£ sû thu nhªp cõa nhúng ng÷íi l m vi»c ð cæng ty n y câ ph¥n phèi chu©n. Vîi
mùc þ ngh¾a 2%, h¢y cho nhªn x²t v· thæng tin thu nhªp trung b¼nh ð tr¶n câ �¡ng
tin hay khæng?
B i 16 Trong 2115 tr´ sì sinh chån ng¨u nhi¶n ð vòng A câ 1115 b² trai. Vîi mùc
þ ngh¾a 5% câ thº k¸t luªn m§t c¥n �èi giîi t½nh ð vòng A khæng?
B i 17 N«m tr÷îc t� l» �¤t gi£i cõa �ëi tuyºn Olympic t¿nh l  70%. Sau khi triºn
khai ph÷ìng ph¡p håc tªp mîi, ng÷íi ta ti¸n h nh kh£o s¡t k¸t qu£ cõa �ëi tuyºn
th¼ 120 em chån ng¨u nhi¶n th¼ th§y câ 30 em bà tr÷ñt. Vîi α = 5% h¢y kiºm �ành
xem ph÷ìng ph¡p mîi câ mang l¤i hi»u qu£ hìn?
B i 18 Kh£o s¡t tuêi thå X (�ìn và: th¡ng) cõa mët sè s£n ph©m chån ng¨u nhi¶n
tø cæng ty A:
X 6-9 9-12 12-15 15-18 18-21 21-24 24-27

ni 23 33 55 73 57 42 35

1. T¼m kho£ng ÷îc l÷ñng vîi �ë tin cªy 98% cho tuêi thå trung b¼nh cõa s£n
ph©m cæng ty A.

2. D¥y chuy·n s£n xu§t cæng ty A ho¤t �ëng b¼nh th÷íng n¸u tuêi thå trung
b¼nh cõa s£n ph©m s£n xu§t ra l  18 th¡ng. Vîi mùc þ ngh¾a 1% h¢y xem d¥y
chuy·n câ ho¤t �ëng b¼nh th÷íng khæng?

B i 19 Cæng ty M câ 3000 �¤i lþ, cho ti¸n h nh �i·u tra ng¨u nhi¶n mët sè �¤i lþ
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cõa m¼nh v  thu �÷ñc b£ng sè li»u sau (X l  doanh sè, �ìn và: tri»u �çng/th¡ng),
bi¸t X câ ph¥n phèi chu©n.

X 20-25 25-30 30-35 35-40 40-45 45-50 50-55 55-60

Sè �¤i lþ 7 12 18 27 22 17 13 4

1. Nhúng �¤i lþ câ X>45 tri»u �çng/th¡ng gåi l  �¤i lþ câ doanh sè cao. H¢y
÷îc l÷ñng sè �¤i lþ câ doanh sè cao vîi �ë tin cªy 95%.

2. Câ þ ki¸n cho r¬ng t¿ l» �¤i lþ câ doanh sè cao b¬ng 1/3 t¿ l» �¤i lþ câ doanh
thu cán l¤i. H¢y cho nhªn x²t v· þ ki¸n n y vîi mùc þ ngh¾a 1%.

3. H¢y ÷îc l÷ñng doanh sè trung b¼nh/th¡ng cõa c¡c �¤i lþ vîi �ë tin cªy 99%.

B i 20 Mùc ti¶u thö X cõa méi hë gia �¼nh vòng A trong mòa khæ n«m nay câ
ph¥n phèi chu©n. �i·u tra 1 sè hë gia �¼nh vòng A câ thèng k¶ sau
X(kwh/t) 65-115 115-165 165-215 215-265 265-315 315-365 365-415 415-465

Sè hë 24 36 75 94 97 125 84 75

1. Mùc ti¶u thö �i»n trung b¼nh c¡c hë gia �¼nh vòng A tr÷îc l  280 kwh/th¡ng.
Vîi mùc þ ngh¾a 2% h¢y x²t xem mùc ti¶u thö �i»n trung b¼nh c¡c hë gia �¼nh
vòng A n«m nay câ t«ng l¶n khæng.

2.* Vîi mùc þ ngh¾a 5% so s¡nh t¿ l» hë gia �¼nh câ mùc ti¶u thö X > 315kwh/t
vîi t¿ l» hë gia �¼nh câ mùc ti¶u thö X ≤ 315kwh/t vòng A.

3. Hë câ X > 315kwh/t l  hë câ mùc ti¶u thö cao. H¢y ÷îc l÷ñng sè hë câ mùc
ti¶u thö �i»n cao vîi �ë tin cªy 95%, bi¸t vòng n y câ 3000 hë.

4. N¸u muèn ÷îc l÷ñng mùc ti¶u thö �i»n trung b¼nh c¡c hë vòng A trong mòa
khæ n«m nay vîi �ë ch½nh x¡c 10 kwh/th¡ng th¼ �ë tin cªy b¬ng ?

B i 21 T¼m P gi¡ trà trong c¡c tr÷íng hñp sau:

1. Kiºm �ành ph½a ph£i vîi z =1,52

2. Kiºm �ành 2 ph½a vîi z = 2,2

3. Kiºm �ành ph½a ph£i vîi z = -1,2

4. Kiºm �ành 2 ph½a vîi z = -0,65
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5. Kiºm �ành ph£i vîi bªc tü do (df) = 8; t=2

6. Kiºm �ành tr¡i vîi n = 12 ; t = -2,5

7. Kiºm �ành 2 ph½a vîi bªc tü do (df) =15 ; t = -1,6

B i 22 Quan s¡t dú li»u v· c÷íng �ë cõa b¶ tæng (MPa)�÷ñc m¨u sau:

112,3 97 92 80 101 99,2 95,8 103,5 89 86
Gi£ sû b¶ tæng s³ �÷ñc sû döng n¸u c÷íng �ë trung b¼nh cõa lo¤i b¶ tæng n y lîn
hìn 100MPa. Li»u b¶ tæng n y câ �÷ñc sû döng khæng vîi mùc þ ngh¾a 5%? Sû
döng kiºm �ành theo ph÷ìng ph¡p P gi¡ trà.
B i 23 Mët m¨u 462 sinh vi¶n tr÷íng X câ 51 em sû döng r÷ñu bia th÷íng xuy¶n.
Câ thº k¸t luªn r¬ng t¿ l» sinh vi¶n sû döng r÷ñu bia th÷íng xuy¶n cõa to n tr÷íng
lîn hìn 10% �÷ñc khæng vîi mùc þ ngh¾a 10%? Dòng P gi¡ trà �º �÷a ra k¸t luªn.
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Ch÷ìng 9

C�C K�T LU�N DÜA TR�N
HAI M�U

Giîi thi»u

Ch÷ìng 7 v  8 �¢ tr¼nh b y v· kho£ng tin cªy v  c¡c b÷îc kiºm �ành gi£ thuy¸t
cho gi¡ trà trung b¼nh µ, t� l» p, v  ph÷ìng sai σ2. Ð �¥y chóng ta mð rëng c¡c
ph÷ìng ph¡p cho trung b¼nh, t� l», v  ph÷ìng sai cõa hai têng thº kh¡c nhau. V½
dö, µ1 k½ hi»u cho thu nhªp trung b¼nh thüc sü cõa d¥n c÷ quªn Thõ �ùc thuëc
Th nh phè Hç Ch½ Minh n«m 2018 v  µ2 thu nhªp trung b¼nh thüc sü cõa d¥n c÷
quªn Thõ �ùc n«m 2019. Quan s¡t vi¶n câ thº muèn sû döng c¡c m¨u quan s¡t v·
thu nhªp trung b¼nh cõa d¥n c÷ quªn Thõ �ùc méi n«m l m cì sð �º ÷îc l÷ñng
kho£ng µ1 − µ2 (hi»u giúa hai thu nhªp). V½ dö kh¡c, cho p1 k½ hi»u cho t� l» s£n
ph©m léi thüc sü cõa c¡c �i»n tho¤i Samsung �÷ñc s£n xu§t trong �i·u ki»n hi»n t¤i
v  p2 k½ hi»u cho t� l» s£n ph©m léi thüc sü cõa c¡c �i»n tho¤i Samsung �÷ñc s£n
xu§t trong �i·u ki»n s£n xu§t �¢ thay �êi. N¸u nhí v o �i·u ki»n s£n xu§t sûa �êi
m  l m gi£m �÷ñc t� l» c¡c s£n ph©m léi, mët kÿ s÷ qu£n lþ ch§t l÷ñng s³ muèn
sû döng thæng tin m¨u �º kiºm �ành gi£ thuy¸t ban �¦u H0 : p1 − p2 = 0 (tùc l 
p1 = p2) so vîi gi£ thuy¸t �èi, Ha : p1 − p2 > 0 (tùc l  p1 > p2).

9.1 Kiºm �ành z v  kho£ng tin cªy cho hi»u giúa

hai trung b¼nh

C¡c k¸t luªn �÷ñc �· cªp trong ph¦n n y li¶n quan �¸n µ1−µ2 l  hi»u cõa trung
b¼nh hai m¨u kh¡c nhau.
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Gi£ Thi¸t 9.1.

1. X1, X2, . . . , Xm l  mët m¨u ng¨u nhi¶n tø mët ph¥n phèi vîi gi¡ trà trung b¼nh
l  µ1 v  ph÷ìng sai σ2

1.

2. Y1, Y2, . . . , Ym l  mët m¨u ng¨u nhi¶n tø mët ph¥n phèi vîi gi¡ trà trung b¼nh
l  µ2 v  ph÷ìng sai σ2

2.

3. M¨u X v  Y �ëc lªp vîi nhau.

Vi»c sû döng m cho sè l¦n quan s¡t trong m¨u thù nh§t v  n cho sè l¦n quan
s¡t trong m¨u thù hai, cho ph²p hai cï m¨u kh¡c nhau. �æi khi �i·u n y l  v¼ vi»c
l§y m¨u cõa mët têng thº n y khâ kh«n hìn ho°c tèn chi ph½ hìn so vîi mët têng
thº kh¡c. Mët sè t¼nh huèng kh¡c m  k½ch cï m¨u �÷ñc l§y l  b¬ng nhau ngay tø
�¦u, nh÷ng v¼ lþ do v÷ñt qu¡ ph¤m vi thû nghi»m, m  k½ch th÷îc m¨u thüc t¸ câ
thº kh¡c nhau.

X−Y l  ÷îc l÷ñng tü nhi¶n cõa µ1−µ2, công l  hi»u cõa trung b¼nh c¡c m¨u
t÷ìng ùng. C¡c quy tr¼nh k¸t luªn �÷ñc düa tr¶n chu©n hâa cõa ÷îc l÷ñng tü nhi¶n
n y, v¼ vªy chóng ta c¦n biºu thùc cho gi¡ trà ký vång v  �ë l»ch chu©n cõa X − Y .

M»nh �· 9.2. Gi¡ trà ký vång cõa X − Y l  µ1 − µ2 , cho n¶n X − Y l  mët ÷îc
l÷ñng khæng ch»ch cõa µ1 − µ2. �ë l»ch chu©n cõa X − Y l :

σX−Y =

√
σ2
1

m
+

σ2
2

n

N¸u chóng ta coi µ1 − µ2 l  mët tham sè θ, th¼ ÷îc l÷ñng cõa nâ l  θ̂ = X − Y
vîi �ë l»ch chu©n σθ̂ �÷ñc t½nh nh÷ m»nh �· tr¶n. Vîi gi¡ trà cõa σ2

1 v  σ2
2 �·u �¢

bi¸t, th¼ gi¡ trà cõa �ë l»ch chu©n n y câ thº �÷ñc t½nh nh÷ tr¶n. Khi σ2
1 v  σ2

2 �·u
khæng bi¸t tr÷îc, ph÷ìng sai m¨u �÷ñc dòng �º ÷îc l÷ñng σθ̂.

9.1.1 C¡c b÷îc kiºm �ành têng thº chu©n vîi ph÷ìng sai �¢
bi¸t

Trong ch÷ìng 7 v  8, kho£ng tin cªy v  c¡c b÷îc kiºm �ành �¦u ti¶n cho trung
b¼nh têng thº µ düa tr¶n gi£ �ành r¬ng têng thº l  ph¥n phèi chu©n vîi gi¡ trà cõa
ph÷ìng sai têng thº σ2 �¢ bi¸t tr÷îc . T÷ìng tü nh÷ vªy, tr÷îc ti¶n chóng ta gi£ sû
r¬ng ð �¥y c£ hai ph¥n phèi têng thº l  chu©n v  gi¡ trà ph÷ìng sai cõa c£ hai l  σ2

1

v  σ2
2 �¢ bi¸t. C¡c tr÷íng hñp trong �â mët ho°c c£ hai gi£ �ành n y câ thº �÷ñc

lo¤i bä s³ �÷ñc tr¼nh b y ng­n gån sau.
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Bði v¼ ph¥n phèi têng thº l  chu©n, c£ X v  Y �·u câ ph¥n phèi chu©n. Hìn
núa, sü �ëc lªp cõa hai m¨u suy ra hai trung b¼nh m¨u công �ëc lªp vîi nhau. Do
�â, hi»u X − Y công l  ph¥n phèi chu©n, vîi gi¡ trà ký vång µ1 − µ2 v  �ë l»ch
chu©n σX−Y �÷ñc suy ra tø m»nh �· n¶u tr¶n. Chu©n hâa X − Y cho bi¸n chu©n
hâa.

Z =
X − Y − (µ1 − µ2)√

σ2
1

m
+

σ2
2

n

(9.1)

Trong mët b i to¡n kiºm �ành gi£ thuy¸t, gi£ thuy¸t ban �¦u s³ ch¿ ra r¬ng
µ1 − µ2 câ mët gi¡ trà x¡c �ành. G¡n gi¡ trà gi£ thuy¸t n y b¬ng ∆0, chóng ta câ
H0 : µ1 − µ2 = ∆0. Thæng th÷íng ∆0 = 0, trong tr÷íng hñp �â H0 s³ l  µ1 = µ2.
Mët k¸t qu£ thèng k¶ thû nghi»m tø vi»c thay th¸ µ1 − µ2 trong cæng thùc (9.1)
b¬ng gi¡ trà ∆0. Kiºm �ành thèng k¶ Z thu �÷ñc b¬ng c¡ch chu©n hâa X − Y vîi
gi£ �ành r¬ng H0 l  �óng, v¼ vªy tr÷íng hñp n y nâ câ ph¥n phèi chu©n chu©n t­c.
Kiºm �ành thèng k¶ n y câ thº �÷ñc vi¸t l  (θ̂ − ∆0)/σθ̂, còng d¤ng nh÷ mët sè
kiºm �ành thèng k¶ trong Ch÷ìng 8.

Gi£ thuy¸t khæng H0 : µ1 − µ2 = ∆0

Gi¡ trà kiºm �ành thèng k¶: z = x−y−∆0√
σ21
m

+
σ22
n

C¡c gi£ thuy¸t �èi: Mi·n b¡c bä vîi kiºm �ành α
Ha : µ1 − µ2 > ∆0 z ≥ zα (ph½a ph£i )
Ha : µ1 − µ2 < ∆0 z ≤ −zα (ph½a tr¡i)
Ha : µ1 − µ2 6= ∆0 z ≥ zα/2 ho°c z ≤ −zα/2 (2 ph½a)

Bði v¼ �¥y l  nhúng kiºm �ành z, P gi¡ trà �¢ �÷ñc t½nh nh÷ cho kiºm �ành z ð
ch÷ìng 8 (v½ dö: P gi¡ trà = 1− Φ(z) cho b i kiºm �ành mët ph½a ph£i).
V½ dö 9.1 Ph¥n t½ch mët m¨u ng¨u nhi¶n gçm m = 20 m¨u pin AAA cõa h¢ng
M cho mët lo¤i s£n ph©m �º xem tuêi thå trung b¼nh x = 35, 5 gií. Mët m¨u ng¨u
nhi¶n thù hai gçm n = 25 pin AAA cõa h¢ng N cho còng lo¤i s£n ph©m �â câ tuêi
thå trung b¼nh l  y = 34, 7 gií . Gi£ sû r¬ng hai ph¥n phèi cho tuêi thå trung b¼nh
cõa 2 m¨u tr¶n câ ph¥n phèi chu©n vîi σ1 = 3, 0 v  σ2 = 4, 0. Dú li»u tr¶n câ ch¿ ra
�÷ñc gi¡ trà trung b¼nh thªt sü cõa hai tuêi thå tr¶n µ1 v  µ2 l  kh¡c nhau khæng?
H¢y thüc hi»n kiºm �ành vîi mùc þ ngh¾a α = 0, 05.
Gi£i
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�º kiºm �ành hai tuêi thå trung b¼nh tr¶n câ kh¡c nhau hay khæng, ngh¾a l  ta so
s¡nh hi»u hai tuêi thå tr¶n vîi ∆0 = 0. Hìn núa, �¥y l  b i to¡n kiºm �ành hai ph½a.

Gi£ thuy¸t khæng: H0 : µ1 − µ2 = 0; Gi£ thuy¸t �èi: Ha : µ1 − µ2 6= 0

Vîi α = 0, 05 th¼ φ(zα/2) = 1− α/2 = 0, 975 n¶n zα/2 = 1, 96

Ti¶u chu©n kiºm �ành: z = x−y√
σ1

2

n1
+
σ2

2

n2

= 0, 76626

K¸t luªn: Theo ti¶u chu©n kiºm �ành 2 ph½a, do z < zα/2 n¶n t¤m ch§p nhªn gi£
thuy¸t khæng H0 : µ1 − µ2 = 0 → µ1 = µ2. Vªy tuêi thå trung b¼nh pin AAA cõa
hai h¢ng l  b¬ng nhau.

9.1.2 Kiºm �ành vîi m¨u cï lîn

C¡c gi£ �ành v· ph¥n phèi chu©n cõa têng thº v  c¡c gi¡ trà σ1 v  σ2 may m­n
khæng c¦n thi¸t khi c£ hai cï m¨u �·u �õ lîn. Trong tr÷íng hñp n y, �ành lþ Giîi
h¤n Trung t¥m (Central Limit Theorem - CLT) �£m b£o r¬ng X − Y x§p x¿ ph¥n
phèi chu©n b§t kº ph¥n phèi cõa têng thº nh÷ th¸ n o. Hìn núa, sû döng S2

1 v  S2
2

thay th¸ cho σ2
1 v  σ2

2 v  trong Biºu thùc (9.1) �÷a ra mët bi¸n m  ph¥n phèi cõa
nâ x§p x¿ ph¥n phèi chu©n chu©n t­c:

Z =
X − Y − (µ1 − µ2)√

S2
1

m
+

S2
2

n

Mët k¸t qu£ tø kiºm �ành thèng k¶ vîi m¨u lîn b¬ng c¡ch thay th¸ µ1 − µ2 bði
∆0, gi¡ trà ký vång cõa X−Y khi H0 �óng. Thèng k¶ Z n y s³ câ x§p x¿ ph¥n phèi
chu©n chu©n t­c khi H0 l  �óng. Kiºm �ành vîi mùc þ ngh¾a mong muèn m  thu
�÷ñc b¬ng c¡ch sû döng mët gi¡ trà tîi h¤n z v¨n ch½nh x¡c nh÷ tr÷îc �¥y.

Sû döng gi¡ trà kiºm �ành thèng k¶:
z = x−y−∆0√

s21
m

+
s22
n

còng vîi c¡c tr÷íng hñp mi·n b¡c bä b¶n ph£i, tr¡i, v  2 ph½a düa tr¶n
c¡c gi¡ trà tîi h¤n z cho kiºm �ành m¨u lîn mùc þ ngh¾a x§p x¿ α.
Nhúng kiºm �ành n y th÷íng th½ch hñp n¸u c£ m > 40 v  n > 40.
P gi¡ trà công �÷ñc t½nh ch½nh x¡c nh÷ c¡c b i kiºm �ành z tr÷îc �¥y.

V½ dö 9.2 B¡o c¡o dú li»u tâm t­t d÷îi �¥y v· l÷ñng calo ti¶u thö khi ho¤t �ëng
thº thao 30 phót �èi vîi ng÷íi 56kg. L÷ñng calo ti¶u thö (kcal) Tø dú li»u n y câ
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Mæn thº thao Cï m¨u Trung b¼nh m¨u �ë l»ch chu©n m¨u
Bìi lëi 92 320 kcal 80
Ch¤y 10km/h 110 290 kcal 60

k¸t luªn �÷ñc l÷ñng calo ti¶u thö trung b¼nh cõa ng÷íi bìi lëi cao hìn 5 kcal so vîi
ng÷íi ch¤y bë khæng? H¢y kiºm �ành k¸t luªn n y vîi mùc þ ngh¾a 0,01.
Gi£i
Gåi µ1, µ2 l¦n l÷ñt l  l÷ñng calo ti¶u thö trung b¼nh cõa ng÷íi bìi lëi v  ng÷íi ch¤y
bë vîi vªn tèc 10km/h trong 30 phót .

n1 = 92; s1 = 80;x = 320

n2 = 110; s2 = 60; y = 290

Gi£ thuy¸t khæng: H0 : µ1 − µ2 = 5 ; (∆0 = 5)
Gi£ thuy¸t �èi: Ha : µ1 − µ2 6= 5

Vîi α = 0, 01 th¼ φ(zα/2) = 1− α/2 = 0, 995 n¶n zα/2 = 2, 576.
Ti¶u chu©n kiºm �ành: z = x−y−∆0√

s1
2

n1
+
s2

2

n2

= 2, 4718

K¸t luªn: Theo ti¶u chu©n kiºm �ành 2 ph½a, do −zα/2 < z < zα/2 n¶n ch§p nhªn
gi£ thuy¸t H0 : µ1 − µ2 = 5.

Vªy trong 30 phót, l÷ñng calo ti¶u thö trung b¼nh khi bìi lëi s³ hìn l÷ñng calo
trung b¼nh khi ch¤y bë 10km/h l  5kcal.

9.1.3 Kho£ng tin cªy cho µ1 − µ2
Khi c£ hai ph¥n phèi têng thº l  ph¥n phèi chu©n, chu©n hâa X − Y cho mët

bi¸n ng¨u nhi¶n Z vîi ph¥n phèi chu©n chu©n t­c. V¼ ph¦n di»n t½ch d÷îi �÷íng
cong cõa z n¬m giúa −zα/2 v  zα/2 l  1− α, n¶n theo �â .

P

−zα/2 < X − Y − (µ1 − µ2)√
σ2
1

m
+

σ2
2

n

< zα/2

 = 1− α

Bi¸n �êi c¡c b§t �¯ng thùc n¬m trong ngo°c �ìn �º t¡ch bi»t µ1 − µ2 nhªn �÷ñc
�¯ng thùc x¡c su§t sau

P

(
X − Y − zα/2

√
σ2

1

m
+
σ2

2

n
< µ1 − µ2 < X − Y + zα/2

√
σ2

1

m
+
σ2

2

n

)
= 1− α

Nh÷ vªy kho£ng tin cªy 100(1−α) % cho µ1−µ2 câ giîi h¤n d÷îi x−y−zα/2.σX−Y
v  giîi h¤n tr¶n x−y+zα/2.σX−Y . Kho£ng n y l  mët tr÷íng hñp �°c bi»t cõa cæng
thùc têng qu¡t θ̂ ± zα/2.σθ̂.
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N¸u c£ m v  n �·u lîn, �ành lþ giîi h¤n trung t¥m ch¿ ra r¬ng kho£ng n y câ
gi¡ trà ngay c£ khi khæng câ gi£ �ành v· c¡c têng thº chu©n; trong tr÷íng hñp n y,
�ë tin cªy x§p x¿ 100(1 − α)% . Hìn núa, vi»c sû döng sai sè m¨u S2

1 v  S2
2 trong

bi¸n chu©n hâa Z thu �÷ñc mët kho£ng hñp l» trong �â s2
1 v  s

2
2 thay th¸ cho σ

2
1 v  σ

2
2.

N¸u m v  n �õ lîn, kho£ng tin cªy cho µ1 − µ2 vîi mùc �ë tin cªy x§p x¿
100(1− α)% l 

x− y ± zα/2
√

s21
m

+
s22
n

Trong �â d§u ��� cho giîi h¤n d÷îi v  d§u �+� cho giîi h¤n tr¶n cõa kho£ng.
Bi¶n cõa kho£ng tin cªy ph½a ph£i ho°c ph½a tr¡i câ thº �÷ñc t½nh b¬ng c¡ch
giú l¤i d§u hi»u (+ ho°c �) v  thay th¸ zα/2 bði zα.

V½ dö 9.3 Mët th½ nghi»m �÷ñc thüc hi»n �º nghi¶n cùu c¡c �°c �iºm kh¡c nhau
cõa b¶ tæng theo c§p �ë b·n. Quan s¡t 70 m¨u v· c÷íng �ë chàu n²n cõa b¶ tæng câ
c§p �ë b·n B15 (MPa), v  80 m¨u v· c÷íng �ë chàu n²n cõa b¶ tæng câ c§p �ë b·n
B20. Tâm t­t c¡c gi¡ trà thº hi»n ð b£ng b¶n d÷îi. H¢y t¼m kho£ng tin cªy cho hi»u
giúa c÷íng �ë chàu n²n thüc sü cõa hai lo¤i c§p �ë b·n tr¶n, vîi �ë tin cªy 99%.
Gi£i

C§p �ë b·n Cï m¨u Trung b¼nh m¨u �ë l»ch chu©n m¨u
B15 70 860 MPa 20
B20 80 1150 MPa 30

Gåi µ1, µ2 l¦n l÷ñt l  c÷íng �ë chàu n²n cõa b¶ tæng câ c§p �ë b·n B15 v  B20
M¨u B15: n1 = 70; s1 = 20;x = 860

M¨u B20: n2 = 80; s2 = 30; y = 1150

Vîi γ = 0, 99 th¼ φ(zα/2) = 1+γ
2

= 0, 995 n¶n zα/2 = 2, 58

Sai sè ÷îc l÷ñng: ε = zα/2

√
s12

n1
+ s22

n2
= 10, 6264

Kho£ng tin cªy cho hi»u giúa c÷íng �ë chàu n²n thüc sü cõa hai lo¤i c§p �ë b·n
tr¶n l  :

(x− y − ε;x− y + ε) = (−300, 6264;−279, 3736).

N¸u c¡c ph÷ìng sai σ2
1 v  σ2

2 �·u �¢ bi¸t (ho°c bi¸t gi¡ trà x§p x¿) v  �i·u tra
vi¶n sû döng c¡c cï m¨u gièng nhau, th¼ k½ch th÷îc m¨u chung n �º thu �÷ñc mët
kho£ng tin cªy 100(1− α)% câ chi·u rëng w l 

n =
4z2

α/2(σ2
1 + σ2

2)

w2
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9.2 Kiºm �ành t cho 2 m¨u v  kho£ng tin cªy

Thæng th÷íng c¡c gi¡ trà cõa ph÷ìng sai têng thº s³ khæng �÷ñc bi¸t tr÷îc.
Trong ph¦n tr÷îc, chóng ta �¢ minh håa cho c¡c cï m¨u lîn khi sû döng mët b i
kiºm �ành z v  kho£ng tin cªy, trong �â c¡c ph÷ìng sai m¨u �¢ �÷ñc sû döng thay
cho ph÷ìng sai têng thº. �èi vîi c¡c m¨u lîn, �ành lþ giîi h¤n trung t¥m cho ph²p
chóng ta sû döng c¡c ph÷ìng ph¡p n y ngay c£ khi hai têng thº l  khæng chu©n.

Trong thüc t¸, m°c dò, th÷íng x£y ra tr÷íng hñp ½t nh§t mët m¨u câ k½ch th÷îc
nhä v  ph÷ìng sai têng thº l  ch÷a bi¸t. N¸u khæng sû döng �÷ñc �ành lþ giîi h¤n
trung t¥m, chóng ta câ thº �÷a ra c¡c gi£ �ành cö thº cho ph¥n phèi têng thº. Vi»c
sû döng c¡c b÷îc suy luªn düa theo nhúng gi£ �ành n y s³ �÷ñc giîi h¤n trong c¡c
t¼nh huèng m  c¡c gi£ �ành ½t nh§t ð mùc ch§p nhªn �÷ñc. V½ dö, chóng ta câ thº
gi£ �ành r¬ng c£ hai ph¥n phèi têng thº �·u câ ph¥n phèi Weibull ho°c c£ hai �·u
l  ph¥n phèi Poisson. Dò trong thüc t¸ th¼ ph¥n phèi chu©n th÷íng l  gi£ �ành hñp
lþ nh§t.

Gi£ Thi¸t 9.3. C£ 2 ph¥n phèi têng thº l  chu©n, do �â X1, X2, . . . , Xm l  m¨u
ng¨u nhi¶n tø ph¥n phèi chu©n v  t÷ìng tü vªy cho Y1, Y2, . . . , Yn (vîi m¨u X v 
m¨u Y l  �ëc lªp vîi nhau).

�ành lþ 9.4. Khi c¡c ph¥n phèi têng thº l  chu©n, bi¸n �÷ñc chu©n hâa

T =
X − Y − (µ1 − µ2)√

S2
1

m
+

S2
2

n

(9.2)

s³ x§p x¿ mët ph¥n phèi t vîi bªc t÷ do ν �÷ñc ÷îc l÷ñng tø dú li»u bði cæng thùc

v =
(
s21
m

+
s22
n

)2

(s21/m)2

m−1
+

(s22/n)2

n−1

=
[(se1)2 + (se2)2]2

(se1)4

m−1
+ (se2)4

n−1

Trong �â

se1 =
s1√
m
, se2 =

s2√
n

(ν �÷ñc l m trán xuèng sè nguy¶n g¦n nh§t)

Bi¸n �êi T trong biºu thùc x¡c su§t �º t¡ch ri¶ng µ1 − µ2 cho kho£ng tin cªy,
trong khi mët kiºm �ành thèng k¶ thu �÷ñc tø thay th¸ µ1 − µ2 b¬ng gi¡ trà khæng
∆0.
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Kho£ng tin cªy cõa µ1 − µ2 vîi kiºm �ành t cho 2 m¨u v  �ë tin cªy 100(1− α)% l 

x− y ± tα/2,ν
√

s21
m

+
s22
n

Kho£ng tin cªy mët ph½a câ thº �÷ñc t½nh nh÷ �¢ �· cªp ð c¡c ph¦n tr÷îc.
Kiºm �ành t cho 2 m¨u �º kiºm �ành gi£ thuy¸t H0 : µ1 − µ2 = ∆0 nh÷ sau:

Gi¡ trà kiºm �ành thèng k¶: t = x−y−∆0√
s21
m

+
s22
n

C¡c gi£ thuy¸t �èi: Vòng b¡c bä vîi kiºm �ành x§p x¿ mùc þ ngh¾a α
Ha : µ1 − µ2 > ∆0 t ≥ tα,ν mët ph½a ph£i
Ha : µ1 − µ2 < ∆0 t ≤ −tα,ν mët ph½a tr¡i
Ha : µ1 − µ2 6= ∆0 t ≥ tα/2,ν ho°c t ≤ −tα/2,ν hai ph½a.
Gi¡ trà P câ thº �÷ñc t½nh nh÷ �¢ �· cªp trong Ch÷ìng 8 cho kiºm �ành t cho 1 m¨u.

V½ dö 9.4 Quan s¡t doanh thu trung b¼nh méi th¡ng (tri»u �çng) cõa 15 cûa h ng
ti»n lñi B¡ch ho¡ xanh v  10 cûa h ng ti»n lñi Satra n«m 2018 th¼ �÷ñc dú li»u sau:

Cûa h ng Cï m¨u Trung b¼nh m¨u �ë l»ch chu©n m¨u
B¡ch ho¡ xanh 15 800 5
Satra 10 950 10

Gi£ sû doanh thu trung b¼nh méi th¡ng cho hai lo¤i cûa h ng n y câ ph¥n phèi
chu©n.

a/ H¢y t½nh kho£ng tin cªy cho hi»u giúa doanh thu trung b¼nh thüc sü méi th¡ng
cõa hai lo¤i cûa h ng n y vîi �ë tin cªy 98%.

b/ Câ thº k¸t luªn l  doanh thu trung b¼nh thüc sü méi th¡ng cõa B¡ch ho¡ xanh
th§p hìn Satra �÷ñc khæng? Kiºm �ành �i·u n y vîi mùc þ ngh¾a 0,1.

Gi£i
a/ Gåi µ1, µ2 l¦n l÷ñt l  doanh thu trung b¼nh méi th¡ng cho hai lo¤i cûa h ng B¡ch
ho¡ xanh v  Satra

M¨u B¡ch hâa xanh m = 15; s1 = 5;x = 800

M¨u Satra n = 10; s2 = 10; y = 950

v =
(
s21
m

+
s22
n

)2

(s21/m)2

m−1
+

(s22/n)2

n−1

= 12, 035 ≈ 12

Vîi γ = 0, 98 th¼ α = 1− γ = 0, 02 n¶n tα/2;v = t0,01;12 = 2, 681

Sai sè ÷îc l÷ñng: ε = tα/2;v

√
s12

m
+ s22

n
= 9, 1573

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 79



X�C SU�T THÈNG K� ÙNG DÖNG Trang 80

Kho£ng tin cªy cho hi»u giúa doanh thu trung b¼nh thüc sü méi th¡ng cõa B¡ch
ho¡ xanh v  Satra l  :

(x− y − ε;x− y + ε) = (−159, 1573;−140, 8427).

b/ Gi£ thuy¸t khæng: H0 : µ1 − µ2 = 0 ; (∆0 = 0)
Gi£ thuy¸t �èi: Ha : µ1 − µ2 6= 0

Vîi α = 0, 1 th¼ tα/2;v = t0,05;12 = 1, 782

Ti¶u chu©n kiºm �ành:

t =
x− y −∆0√

s12

m
+ s22

n

= −43, 9155

K¸t luªn: Do z < −zα/2 n¶n b¡c bä H0, ch§p nhªn Ha : µ1 − µ2 6= 0. M°t kh¡c ta
câ x < y n¶n ta ch§p nhªn k¸t luªn doanh thu trung b¼nh méi ng y cõa B¡ch ho¡
xanh trong n«m 2018 th§p hìn Satra .

9.3 Ph¥n t½ch tr¶n sè li»u gh²p c°p

Trong Ph¦n 9.1 v  9.2, chóng ta �¢ xem x²t k¸t luªn v· hi»u giúa hai gi¡ trà
trung b¼nh µ1 v  µ2. �i·u n y �÷ñc thüc hi»n b¬ng c¡ch sû döng c¡c k¸t qu£ cõa
m¨u ng¨u nhi¶n X1, X2, . . . , Xm tø ph¥n phèi vîi trung b¼nh µ1 v  m¨u ho n to n
�ëc lªp (vîi m¨u X) Y1, Y2, . . . Yn tø ph¥n phèi vîi gi¡ trà trung b¼nh µ2. m �èi
t÷ñng �÷ñc chån tø têng thº 1 v  n �èi t÷ñng kh¡c tø têng thº 2, v  2 têng thº n y
l  �ëc lªp vîi nhau. Ng÷ñc l¤i, câ mët sè t¼nh huèng thû nghi»m trong �â hai �°c
t½nh �÷ñc quan s¡t tr¶n mët bë n c¡ thº ho°c �èi t÷ñng th½ nghi»m.

M¨u gçm n c°p �÷ñc chån �ëc lªp (X1, Y1), (X2, Y2), . . . (Xn, Yn), vîi E(Xi) = µ1

v  E(Yi) = µ2. �°t D1 = X1 − Y1, D2 = X2 − Y2, . . . , Dn = Xn − Yn th¼ Di l  kh¡c
nhau tøng c°p. D câ trung b¼nh µD = µX − µY v  σ2

D = σ2
X + σ2

Y .
V¼ méi c°p kh¡c nhau l  �ëc lªp, n¶n m¨u Di công �ëc lªp vîi nhau. �°t

D = X − Y , trong �â X v  Y t÷ìng ùng l  quan s¡t �¦u ti¶n v  thù hai trong mët
c°p tòy þ. Vªy hi»u ký vång l :

µD = E(X − Y ) = E(X)− E(Y ) = µ1 − µ2

(quy t­c cõa c¡c gi¡ trà ký vång �÷ñc dòng ð �¥y l  hñp l» ngay c£ khi X v  Y phö
thuëc). Do �â b§t ký gi£ thuy¸t n o v· µ1 − µ2 câ thº �÷ñc di¹n �¤t nh÷ mët gi£
thuy¸t v· hi»u trung b¼nh µD.
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Khi m¨u Xi, Yi câ ph¥n phèi chu©n th¼ m¨u Di câ ph¥n phèi chu©n. Kho£ng
÷îc l÷ñng cho µ1 − µ2 thu �÷ñc khi t¼m kho£ng ÷îc l÷ñng cho µD düa tr¶n thæng
tin tr¶n m¨u Di. K¸t luªn v· kiºm �ành gi£ thuy¸t �èi vîi µ1 − µ2 = ∆0 t÷ìng ùng
l  k¸t luªn cho gi£ thuy¸t µD = ∆0 düa tr¶n m¨u Di.

9.3.1 Kiºm �ành t c°p

Khi m¨u Di t¤o th nh mët m¨u ng¨u nhi¶n vîi trung b¼nh µD, gi£ thuy¸t v·
µD câ thº �÷ñc kiºm �ành b¬ng c¡ch sû döng mët kiºm �ành t mët m¨u. Ngh¾a
l , �º kiºm tra c¡c gi£ thuy¸t v· µ1 − µ2 khi dú li»u l  c¡c c°p, ta t¤o gi¡ trà hi»u
D1, D2, . . . , Dn v  thüc hi»n mët b i kiºm �ành t mët m¨u (düa tr¶n bªc tü do n−1)
tr¶n c¡c hi»u n y. Khi sè l÷ñng c¡c c°p n l  lîn, gi£ �ành v· ph¥n phèi chu©n cho

Kiºm �ành t c°p.
Gi£ thuy¸t khæng: H0 : µD = ∆0 (trong �â D = X − Y l  hi»u giúa quan s¡t
thù nh§t v  quan s¡t thù hai trong mët c°p, v  µd = µ1 − µ2).
Gi¡ trà thèng k¶: t = d−∆0

sD/
√
n
(trong �â d v  sD l  trung b¼nh m¨u v  �ë l»ch chu©n

t÷ìng ùng cõa m¨u di).
C¡c gi£ thuy¸t �èi: Mi·n b¡c bä vîi mùc þ ngh¾a α
Ha : µD > ∆0 t ≥ tα,n−1

Ha : µD < ∆0 t ≤ −tα,n−1

Ha : µD 6= ∆0 t ≥ tα/2,n−1 v  t ≤ −tα/2,n−1

Gi¡ trà P �÷ñc t½nh nh÷ c¡c kiºm �ành t tr÷îc.

hi»u l  khæng c¦n thi¸t. Theo �ành lþ Giîi h¤n Trung t¥m ta câ k¸t qu£ cõa kiºm
�ành z t÷ìng ùng.
V½ dö 9.5 Mët nghi¶n cùu �º x¡c �ành mæn håc kh¡c nhau câ £nh h÷ðng �¸n k¸t
qu£ håc tªp khæng. Quan s¡t mët m¨u gçm n = 12 sinh vi¶n l m b i tªp �¤i sè v 
gi£i t½ch v  �÷ñc k¸t qu£ v· �iºm sè nh÷ b£ng sau.

�èi t÷ñng sinh vi¶n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
�¤i sè 7.7 7.6 7.3 6.8 7.9 7.4 7.4 6.9 7.6 7.2 7.2 7.6
Gi£i t½ch 7 7.1 7.2 7.2 6.6 6.9 7.1 7.3 7.6 7.6 8 6.9
Hi»u 0.7 0.5 0.1 -0.4 1.3 0.5 0.3 -0.4 0 -0.4 -0.8 0.7

Dú li»u câ cho th§y �iºm trung b¼nh câ kh¡c nhau vîi mæn håc kh¡c nhau khæng?
Kiºm �ành �i·u n y vîi mùc þ ngh¾a 0,05.
Gi£i
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Gåi µD l  hi»u cõa �iºm trung b¼nh thüc sü cõa mæn �¤i sè vîi �iºm trung b¼nh
thüc sü cõa mæn gi£i t½ch.

n = 12; s = 0, 6047; d = 0, 175

Gi£ thuy¸t khæng: H0 : µD = 0 ; (∆0 = 0)
Gi£ thuy¸t �èi: Ha : µD 6= 0

Vîi α = 0, 05 th¼ tα/2,n−1 = t0,025;11 = 2, 201

Ti¶u chu©n kiºm �ành: t = d−∆0

sD/
√
n

= 1, 002483

K¸t luªn: do −zα/2 < z < zα/2 n¶n ch§p nhªn H0 : µD = 0. Vªy khæng câ sü kh¡c
nhau v· �iºm sè trung b¼nh cõa sinh vi¶n v· mæn �¤i sè v  gi£i t½ch.

9.3.2 Kho£ng tin cªy cõa c°p.

Còng c¡ch m  kho£ng tin cªy t cho gi¡ trà trung b¼nh têng thº �ìn µ �÷ñc düa
tr¶n bi¸n t l  T = (X − µ)/(S/

√
n) , kho£ng tin cªy t cho µD(= µ1 − µ2) düa tr¶n

thüc t¸ l 

T =
D − µD
SD/
√
n

câ ph¥n phèi t vîi bªc tü do n− 1. Bi¸n �êi bi¸n t nh÷ c¡c ph¦n tr÷îc �¢ l m vîi
kho£ng tin cªy, thu �÷ñc kho£ng tin cªy 100(1− α) % nh÷ sau:
Kho£ng tin cªy c°p t cho µD l 

d± tα/2,n−1.sD/
√
n

Kho£ng tin cªy mët ph½a thu �÷ñc tø cæng thùc tr¶n b¬ng c¡ch thay th¸ tα/2 bði
tα.

Khi n nhä, t½nh hñp l» cõa kho£ng n y y¶u c¦u ph¥n phèi cõa c¡c hi»u ph£i x§p
x¿ chu©n. Vîi n lîn, �ành lþ Giîi h¤n Trung t¥m �£m b£o cho k¸t qu£ cõa kho£ng
z l  hñp l» m  khæng câ r ng buëc v· ph¥n phèi cõa hi»u.

V½ dö 9.6 Quan s¡t mët m¨u gçm n = 10 �i»n tho¤i iphone 7 v· thíi l÷ñng pin
khi ch¿ dòng nghe gåi (�°t l  thíi gian sû döng 1) v  khi câ sû döng c¡c ùng döng
(nghe nh¤c, chìi game, m¤ng x¢ hëi,. . . ) (�°t l  thíi gian sû döng 2).

�°t µD l  hi»u trung b¼nh thªt sü cõa thíi gian sû döng 1 v  thíi gian sû döng
2 (gií). Sû döng kho£ng tin cªy t c°p �º ÷îc l÷ñng kho£ng tin cªy 99 % cho µD vîi
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�i»n tho¤i iphone 7 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Thíi gian sû döng 1 14.3 13 12 13.8 13.7 14.1 14.7 14.3 14.3 14.4
Thíi gian sû döng 2 4.4 3.2 5 7.7 4.4 6 5.9 5.4 5.3 9
Hi»u 9.9 9.8 7 6.1 9.3 8.1 8.8 8.9 9 5.4

ph¥n phèi hi»u n y x§p x¿ ph¥n phèi chu©n.
Gi£i

n = 10; s = 1, 5578; d = 8, 23

Vîi γ = 0, 99 n¶n α = 0, 01th¼ tα/2,n−1 = t0,005;9 = 3, 25

Sai sè ÷îc l÷ñng: ε = tα/2,n−1.sD/
√
n = 1, 60101.

Vªy kho£ng ÷îc l÷ñng cho hi»u trung b¼nh cõa thíi gian sû döng �i»n tho¤i khi
ch¿ nghe gåi vîi khi câ x i c¡c ùng döng kh¡c l :

(d− ε; d+ ε) = (6, 62899; 9, 83101).

9.3.3 Dú li»u c°p v  quy tr¼nh kiºm �ành t cho hai m¨u

X²t kiºm �ành t cho hai m¨u tr¶n dú li»u c°p. C¡c tû sè cõa hai kiºm �ành thèng
k¶ l  �çng nh§t, v¼ d = Σdi/n = [Σ(xi − yi)]/n = (Σxi)/n − (Σyi)/n = x − y. Sü
kh¡c nhau giúa sè li»u thèng k¶ l  ho n to n do m¨u sè. Méi kiºm �ành thèng k¶ thu
�÷ñc b¬ng c¡ch chu©n hâa X − Y (= D). Nh÷ng vîi sü hi»n di»n cõa sü phö thuëc,
vi»c chu©n hâa hai m¨u t l  khæng ch½nh x¡c. �º th§y �i·u n y, nhî l¤i Ch÷ìng 5
r¬ng

V (X ± Y ) = V (X) + V (Y )± 2Cov(X, Y )

T÷ìng quan giúa X v  Y l :

ρ = Corr(X, Y ) = Cov(X, Y )/[
√
V (X).

√
V (Y )]

Theo �â:
V (X − Y ) = σ2

1 + σ2
2 − 2ρσ1σ2

�p döng v o X − Y nhªn �÷ñc

V (X − Y ) = V (D) = V (
1

n
ΣDi) =

V (Di)

n
=
σ2

1 + σ2
2 − 2ρσ1σ2

n

Kiºm �ành t cho hai m¨u düa tr¶n gi£ �ành v· t½nh �ëc lªp, trong tr÷íng hñp ρ = 0.
Tuy nhi¶n, trong nhi·u th½ nghi»m c°p, s³ câ sü phö thuëc d÷ìng m¤nh m³ giúa
X v  Y (X lîn li¶n quan �¸n Y lîn), do �â ρ s³ d÷ìng v  ph÷ìng sai cõa X − Y
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s³ nhä hìn σ2
1/n + σ2

2/n. Do vªy, b§t cù khi n o câ sü phö thuëc d÷ìng trong c°p,
m¨u sè cho thèng k¶ t c°p ph£i nhä hìn so vîi t cõa kiºm �ành m¨u �ëc lªp. Thæng
th÷íng t hai m¨u s³ g¦n vîi sè khæng hìn so vîi t c°p, gi£m bît �¡ng kº þ ngh¾a
cõa dú li»u.

T÷ìng tü nh÷ vªy, khi dú li»u d¤ng c°p, kho£ng tin cªy t c°p th÷íng s³ hµp hìn
kho£ng tin cªy (khæng ch½nh x¡c) cõa t cho hai m¨u. �i·u n y l  v¼ thæng th÷íng
sü bi¸n thi¶n trong gi¡ trà hi»u ½t hìn so vîi bi¸n thi¶n cõa gi¡ trà x v  y.

9.4 C¡c k¸t luªn li¶n quan �¸n hi»u hai t� l»

Sau khi tr¼nh b y c¡c ph÷ìng ph¡p so s¡nh trung b¼nh cõa hai têng thº kh¡c
nhau, chóng ta chuyºn sü chó þ �¸n vi»c so s¡nh t¿ l» cõa têng thº. Cho r¬ng mët
c¡ nh¥n ho°c �èi t÷ñng �÷ñc �¡nh gi¡ l  th nh cæng �S� n¸u anh/chà/�èi t÷ñng câ
�÷ñc mët sè �°c tr÷ng (v½ dö: ng÷íi �¢ tèt nghi»p �¤i håc, sð húu chi¸c tõ l¤nh câ
chùc n«ng t¤o �¡ vi¶n,. . . ). �°t

p1= th nh ph¦n �¤t ti¶u ch½ S trong têng thº 1
p2= th nh ph¦n �¤t ti¶u ch½ S trong têng thº 2

Ngo i ra, p1(p2) câ thº �÷ñc coi l  x¡c su§t mët c¡ nh¥n (ho°c �èi t÷ñng) ng¨u
nhi¶n �÷ñc chån tø têng thº �¦u ti¶n (thù hai) v  th nh cæng.

Gi£ sû mët m¨u câ k½ch th÷îc m �÷ñc chån tø têng thº thù nh§t v  mët m¨u
�ëc lªp k½ch th÷îc n �÷ñc chån tø têng thº thù hai. �°t X biºu thà sè S trong m¨u
�¦u ti¶n v  Y l  sè S trong m¨u thù hai. Sü �ëc lªp cõa hai m¨u suy ra r¬ng X v 
Y l  �ëc lªp. N¸u hai k½ch cï m¨u nhä hìn nhi·u so vîi k½ch cï têng thº t÷ìng ùng,
X v  Y câ thº �÷ñc coi l  câ ph¥n phèi nhà thùc. ×îc l÷ñng tü nhi¶n cho p1 − p2

(hi»u v· t¿ l» têng thº), l  t÷ìng ùng vîi hi»u t� l» m¨u X/m− Y/n.

M»nh �· 9.5. �°t p̂1 = X/m v  p̂2 = Y/n, trong �â X ∼ Bin(m, p1), Y ∼
Bin(n, p2), vîi Xv  Y l  c¡c bi¸n �ëc lªp. Vªy

E(p̂1 − p̂2) = p1 − p2

v¼ p̂1 − p̂2 l  ÷îc l÷ñng khæng ch»ch cõa p1 − p2, v 

V (p̂1 − p̂2) =
p1q1

m
+
p2q2

n
(9.3)

vîi qi = 1− pi
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�¦u ti¶n chóng ta s³ tªp trung v o c¡c t¼nh huèng trong �â c£ m v  n �·u lîn.
Sau �â v¼ méi p̂1 v  p̂2 �·u câ ph¥n phèi x§p x¿ chu©n, ÷îc l÷ñng cõa p̂1 − p̂2 công
câ ph¥n phèi x§p x¿ chu©n. Chu©n hâa p̂1 − p̂2 nhªn �÷ñc bi¸n Z câ ph¥n phèi x§p
x¿ chu©n:

Z =
p̂1 − p̂2 − (p1 − p2)√

p1q1
m

+ p2q2
n

9.4.1 Quy tr¼nh kiºm �ành m¨u lîn

Gi£ thuy¸t khæng m  mët nh  �i·u tra hay g°p nh§t s³ câ d¤ngHo : p1−p2 = ∆0.
M°c dò vîi trung b¼nh têng thº th¼ tr÷íng hñp ∆0 6= 0 l  khæng câ g¼ khâ kh«n, th¼
vîi t¿ l» cõa têng thº ∆0 = 0 v  ∆0 6= 0 ph£i �÷ñc xem x²t ri¶ng. V¼ �a sè c¡c v§n
�· thüc t¸ cõa lo¤i n y th÷íng li¶n quan ∆0 = 0 (nh÷ gi£ thuy¸t khæng p1 = p2),
chóng ta s³ tªp trung v o tr÷íng hñp n y. Khi Ho : p1 − p2 = 0 l  �óng, �°t p k½
hi»u gi¡ trà chung cõa p1 v  p2 (v  t÷ìng tü cho q). Th¼ bi¸n chu©n hâa

Z =
p̂1 − p̂2 − 0√
pq( 1

m
+ 1

n
)

(9.4)

s³ câ x§p x¿ ph¥n phèi chu©n chu©n t­c khi H0 l  �óng. Tuy nhi¶n, Z n y khæng
thº dòng nh÷ mët kiºm �ành thèng k¶ v¼ gi¡ trà cõa p l  ch÷a bi¸t, H0 ch¿ kh¯ng
�ành ð �¥y l  câ mët gi¡ trà chung cõa p, nh÷ng khæng nâi gi¡ trà �â l  bao nhi¶u.
Mët kiºm �ành thèng k¶ l  k¸t qu£ vi»c thay th¸ p v  q trong (9.4) b¬ng c¡c ÷îc
l÷ñng th½ch hñp.

Gi£ �ành r¬ng p1 = p2 = p, thay v¼ c¡c m¨u ri¶ng bi»t k½ch th÷îc m v  n tø hai
têng thº kh¡c nhau (hai ph¥n phèi nhà thùc kh¡c nhau), chóng ta thüc sü câ mët
m¨u �ìn cï m + n tø mët qu¦n thº vîi t� l» p. Têng sè c¡ thº trong m¨u k¸t hñp
n y câ �°c tr÷ng l  X + Y . ×îc l÷ñng tü nhi¶n cõa p l :

p̂ =
X + Y

m+ n
=

m

m+ n
.p̂1 +

n

m+ n
.p̂2 (9.5)

Biºu thùc thù hai cho p̂ th§y r¬ng nâ thüc sü l  mët trung b¼nh trång sè cõa c¡c
÷îc l÷ñng p̂1 v  p̂2 thu �÷ñc tø hai m¨u. Sû döng p̂ v  q̂ = 1− p̂ thay cho cõa p v 
q trong (9.4) �÷a ra mët kiºm �ành thèng k¶ câ ph¥n phèi chu©n chu©n t­c khi H0

l  �óng.
V½ dö 9.7 Nghi¶n cùu v· t¿ l» �¤t 6.0 Ielts cõa sinh vi¶n n«m t÷ cõa mët tr÷íng
�¤i håc câ phö thuëc v o ph÷ìng ph¡p håc hay khæng. Quan s¡t m¨u thù nh§t
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Gi£ thuy¸t khæng: H0 : p1 − p2 = 0

Gi¡ trà kiºm �ành thèng k¶ (m¨u lîn) : z = p̂1−p̂2√
p̂q̂( 1

m
+ 1
n

)

C¡c gi£ thuy¸t �èi: Mi·n b¡c bä vîi kiºm �ành x§p x¿ mùc α
Ha : p1 − p2 > 0 z ≥ zα
Ha : p1 − p2 < 0 z ≤ −zα
Ha : p1 − p2 6= 0 z ≥ zα/2 ho°c z ≥ −zα/2
Gi¡ trà P �÷ñc t½nh nh÷ c¡c kiºm �ành z tr÷îc. Kiºm �ành câ thº dòng �÷ñc
khi m  mp̂1,mq̂1, np̂2 v  nq̂2 �·u tèi thiºu l  10.

gçm n = 200 sinh vi¶n tü håc ti¸ng anh qua c¡c t i li»u v  k¶nh håc mi¹n ph½ tr¶n
Internet, th¼ câ 110 sinh vi¶n �¤t 6.0 Ielts. Quan s¡t m¨u thù hai gçm n = 350 sinh
vi¶n theo håc mët trung t¥m ti¸ng anh th¼ câ 180 sinh vi¶n �¤t 6.0 Ielts. H¢y kiºm
�ành c¡c gi£ thuy¸t tr¶n vîi mùc þ ngh¾a l  0,05.
Gi£i
Gåi p1, p2 l¦n l÷ñt l  t¿ l» �¤t �iºm Ielts 6.0 cõa sinh vi¶n tü håc ti¸ng anh qua c¡c
t i li»u, k¶nh håc mi¹n ph½ tr¶n Internet; v  theo håc mët trung t¥m ti¸ng anh.

Gi£ thuy¸t khæng: H0 : p1 − p2 = 0

Gi£ thuy¸t �èi: Ha : p1 − p2 6= 0

Vîi α = 0, 05 th¼ φ(zα/2) = 1− α/2 = 0, 975 n¶n zα/2 = 1, 96

T� l» m¨u 1: p̂1 = X
m

= 110
200

;
T� l» m¨u 2: p̂2 = Y

n
= 180

350

T� l» m¨u chung p̂ = X+Y
m+n

= 110+180
200+350

= 290
550

, q̂ = 1− p̂ = 260
550

.
Ti¶u chu©n kiºm �ành:

z =
p̂1 − p̂2√
p̂q̂( 1

m
+ 1

n
)

= 0, 807

Do −zα/2 < z < zα/2 n¶n ch§p nhªn H0 : p1 − p2 = 0.
Vªy t¿ l» �¤t 6.0 Ielts cõa sinh vi¶n n«m t÷ khæng phö thuëc v o ph÷ìng ph¡p håc.

9.4.2 Kho£ng tin cªy cho m¨u lîn

Gièng nh÷ trung b¼nh, nhi·u v§n �· hai m¨u li¶n quan �¸n v§n �· cõa so s¡nh
thæng qua kiºm �ành gi£ thuy¸t, nh÷ng �æi khi ÷îc l÷ñng kho£ng cho p1−p2 l  th½ch
hñp. C£ p̂1 = X/m v  p̂2 = Y/n �·u câ ph¥n phèi x§p x¿ chu©n khi m v  n lîn. N¸u
θ l  p1−p2, th¼ θ̂ = p̂1−p̂2 �¡p ùng c¡c �i·u ki»n c¦n thi¸t �º câ �÷ñc mët kho£ng tin
cªy cõa m¨u lîn. Cö thº, ÷îc l÷ñng �ë l»ch ti¶u chu©n θ̂ l 

√
(p̂1q̂1/m) + (p̂2q̂2/n).

Kho£ng tin cªy têng qu¡t 100(1− α)% l  θ̂ ± zα/2.σ̂θ̂ câ d¤ng nh÷ sau. Chó þ r¬ng
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Kho£ng tin cªy p1 − p2 vîi �ë tin cªy x§p x¿ 100(1− α)% l 

p̂1 − p̂2 ± zα/2
√

p̂1.q̂1
m

+ p̂2q̂2
n

Kho£ng n y câ thº dòng �÷ñc khi m  mp̂1,mq̂1, np̂2 v  nq̂2 �·u tèi thiºu l  10.

�ë l»ch chu©n �÷ñc ÷îc l÷ñng cõa p̂1 − p̂2 (d¤ng c«n thùc) th¼ kh¡c vîi khi kiºm
�ành gi£ thuy¸t khi ∆0 = 0.

C¡c nghi¶n cùu g¦n �¥y cho th§y �ë tin cªy thüc sü cõa kho£ng tin cªy truy·n
thèng �æi khi ch»ch khäi mùc �a thùc (mùc m  ta nhªn �÷ñc khi sû döng gi¡ trà
�°c tr÷ng z, v½ dö 95% khi zα/2 = 1, 96 ). C£i ti¸n �· xu§t l  th¶m mët th nh cæng
v  mët th§t b¤i cho hai m¨u v  sau �â thay th¸ c¡c gi¡ trà m¨u p̂ v  m¨u q̂ trong
cæng thùc nâi tr¶n b¬ng m¨u p̃ v  m¨u q̃ , trong �â p̃1 = (x + 1)/(m + 2) ,v.v...
Kho£ng hi»u ch¿nh n y công câ thº �÷ñc sû döng khi k½ch th÷îc m¨u l  kh¡ nhä.
V½ dö 9.8 Nghi¶n cùu v· t¿ l» �¤t 6.0 Ielts cõa sinh vi¶n n«m t÷ cõa mët tr÷íng
�¤i håc câ phö thuëc v o ph÷ìng ph¡p håc hay khæng. Quan s¡t m¨u thù nh§t
gçm n = 200 sinh vi¶n tü håc ti¸ng anh qua c¡c t i li»u v  k¶nh håc mi¹n ph½ tr¶n
Internet, th¼ câ 110 sinh vi¶n �¤t 6.0 Ielts. Quan s¡t m¨u thù hai gçm n = 350 sinh
vi¶n theo håc mët trung t¥m ti¸ng anh th¼ câ 180 sinh vi¶n �¤t 6.0 Ielts. Vîi �ë tin
cªy 99 % t¼m kho£ng tin c¥y cho hi»u giúa hai t¿ l» tr¶n?
Gi£i
Gåi p1 , p2 l¦n l÷ñt l  t¿ l» �¤t �iºm Ielts 6.0 cõa sinh vi¶n tü håc ti¸ng anh qua c¡c
t i li»u, k¶nh håc mi¹n ph½ tr¶n Internet; v  theo håc mët trung t¥m ti¸ng anh.
Vîi γ = 0, 99 th¼ φ(zα/2) = (1 + γ)/2 = 0, 995 n¶n zα/2 = 2, 58

p̂1 = X
m

= 110
200

; p̂2 = Y
n

= 180
350

Kho£ng tin cªy 99 % cho hi»u giúa hai t¿ l» tr¶n l :

110

200
− 180

350
± 2, 58.

√
110
200
. 90
200

200
+

180
350

180
350

350
= (−0, 0783; 0, 6640)

9.4.3 Suy luªn vîi m¨u nhä

Th¿nh tho£ng suy luªn li¶n quan p1 − p2 câ thº ph£i düa tr¶n tr÷íng hñp câ ½t
nh§t mët m¨u nhä. C¡c ph÷ìng ph¡p th½ch hñp cho c¡c t¼nh huèng nh÷ vªy khæng
�ìn gi£n nh÷ �èi vîi c¡c m¨u lîn v  câ nhi·u tranh c¢i giúa c¡c nh  thèng k¶ v·
c¡c b÷îc ti¸n h nh. Mët kiºm �ành th÷íng xuy¶n �÷ñc sû döng, �÷ñc gåi l  kiºm
�ành Fisher-Irwin, �÷ñc düa tr¶n ph¥n phèi si¶u bëi.
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9.5 C¡c k¸t luªn li¶n quan �¸n hai ph÷ìng sai

têng thº

�æi khi c¦n �¸n ph÷ìng ph¡p �º so s¡nh hai ph÷ìng sai têng thº (ho°c �ë l»ch
chu©n), m°c dò c¡c v§n �· n y ½t g°p hìn so vîi trung b¼nh ho°c t� l». �èi vîi
tr÷íng hñp trong �â c¡c têng thº �ang �÷ñc �i·u tra l  chu©n, c¡c b÷îc düa tr¶n
mët hå mîi cõa ph¥n phèi x¡c su§t mîi.

9.5.1 Ph¥n phèi F

Ph¥n phèi x¡c su§t F câ hai tham sè, kþ hi»u l  ν1 v  ν2. Tham sè ν1 �÷ñc gåi
l  sè bªc tü do cõa tû , v  ν2 l  sè bªc tü do cõa m¨u ; ð �¥y ν1 v  ν2 l  sè nguy¶n
d÷ìng. Mët bi¸n ng¨u nhi¶n câ ph¥n phèi F khæng thº gi£ sû l  mët gi¡ trà ¥m. V¼
h m mªt �ë l  phùc t¤p v  s³ khæng �÷ñc sû döng rã r ng, chóng ta bä qua cæng
thùc. Câ mët mèi quan h» quan trång giúa mët bi¸n F v  bi¸n chi b¼nh ph÷ìng.
N¸u X1 v  X2 l  c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n câ ph¥n phèi chi b¼nh ph÷ìng �ëc lªp vîi bªc
tü do ν1 v  ν2 t÷ìng ùng, th¼ bi¸n ng¨u nhi¶n

F = X1/v1
X2/v2

(t¿ sè cõa 2 bi¸n chi b¼nh ph÷ìng chia cho bªc tü do t÷ìng ùng), câ thº �÷ñc cho
th§y �º câ ph¥n phèi F .

H¼nh d÷îi minh håa �ç thà cõa mët h m mªt �ë F �iºn h¼nh. T÷ìng tü vîi kþ
hi»u tα,v v  χ2

α,v, chóng ta sû döng Fα,v1,v2 cho gi¡ trà tr¶n tröc ho nh m  α n¬m
trong vòng di»n t½ch d÷îi �÷íng cong mªt �ë F vîi bªc tü do ν1 v  ν2 ð mi·n b¶n
ph£i. �÷íng cong mªt �ë khæng �èi xùng, v¼ vªy câ v´ nh÷ c¡c gi¡ trà tîi h¤n cõa
ph½a tr¡i v  ph£i �·u ph£i �÷ñc lªp b£ng. Tuy nhi¶n �i·u n y khæng c¦n thi¸t v¼
thüc t¸ l  F1−α,v1,v2 = 1/Fα,v2,v1 .
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Gi£ thuy¸t khæng: H0 : σ2
1 = σ2

2

Gi¡ trà kiºm �ành thèng k¶: f = s1
2/s

2
2

C¡c gi£ thuy¸t �èi: Mi·n b¡c bä cho a vîi mùc þ ngh¾a α
Ha : σ2

1 > σ2
2 f ≥ Fα,m−1,n−1

Ha : σ2
1 < σ2

2 f ≤ Fα,m−1,n−1

Ha : σ2
1 6= σ2

2 f ≥ Fα/2,m−1,n−1 hay f ≤ Fα/2,m−1,n−1

B£ng phö löc cho Fα,v1,v2 , v  α = 0.10, 0.05, 0.01 v  0.001, v  c¡c gi¡ trà kh¡c
cõa ν1 (trong c¡c cët kh¡c nhau cõa b£ng) v  ν2 (trong c¡c nhâm h ng kh¡c nhau
cõa b£ng). V½ dö, F0.05,6,10 = 3.22 v  F0.05,10,6 = 4.06. Gi¡ trà tîi h¤n F0.95,6,10 m 
chi¸m 0.95 di»n t½ch mi·n ph£i nâ (v  nh÷ vªy 0.05 ð b¶n tr¡i) d÷îi �÷íng cong F
vîi v1 = 6 v  v2 = 10, l  F0.95,6,10 = 1/F0.05,6,10 = 1/4.06 = 0.246.

9.5.2 Kiºm �ành F cho c¡c ph÷ìng sai b¬ng nhau

C¡c b÷îc kiºm �ành cho gi£ thuy¸t li¶n quan t¿ l» σ2
1/σ

2
2 düa tr¶n k¸t qu£ sau:

�ành lþ 9.6. �°t X1, . . . , Xm l  mët m¨u ng¨u nhi¶n câ ph¥n phèi chu©n vîi
ph÷ìng sai σ2

1, �°t Y1, . . . , Yn l  mët m¨u ng¨u nhi¶n kh¡c (�ëc lªp vîi m¨u Xi) câ
ph¥n phèi chu©n vîi ph÷ìng sai σ2

2 , v  �°t S2
1 v  S2

2 biºu thà hai ph÷ìng sai m¨u.
Th¼ bi¸n ng¨u nhi¶n

F =
S2

1/σ
2
1

S2
2/σ

2
2

câ ph¥n phèi F vîi v1 = m− 1 v  v2 = n− 1.

Khi gi¡ trà tîi h¤n �÷ñc cho trong b£ng ch¿ cho α = 0.10, 0.05, 0.01 v  0.001,
kiºm �ành 2 ph½a ch¿ câ thº thüc hi»n ð mùc 0.20, 0.10, 0.02, 0.002. C¡c gi¡ trà tîi
h¤n F kh¡c câ thº thu �÷ñc b¬ng ph¦n m·m thèng k¶.

Nh­c l¤i v· P − value cho mët kiºm �ành t b¶n ph£i tr¶n l  ph¦n di»n t½ch d÷îi
�÷íng cong t t÷ìng ùng (ph¦n vîi bªc tü do phò hñp) �¸n b¶n ph£i cõa gi¡ trà t
�÷ñc t½nh to¡n. Còng mët c¡ch, gi¡ trà P cho mët kiºm �ành F mi·n ph£i l  ph¦n
di»n t½ch d÷îi �÷íng cong F vîi bªc tü do cõa tû sè v  m¨u sè th½ch hñp khi kiºm
�ành b¶n ph£i cõa f �¢ �÷ñc t½nh. H¼nh d÷îi minh håa �i·u n y vîi mët b i kiºm
�ành düa tr¶n v1 = 4 v  v2 = 6.
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Lªp b£ng cõa ph¦n di»n t½ch mi·n ph£i �÷íng cong F phùc t¤p hìn nhi·u so vîi
�÷íng cong t bði v¼ li¶n quan �¸n hai bªc tü do. �èi vîi méi sü k¸t hñp cõa v1 v  v2,
b£ng F cõa chóng ta ch¿ �÷a ra bèn gi¡ trà tîi h¤n m  di»n t½ch l  0.10, 0.05, 0.01,

v  0.001. H¼nh d÷îi cho th§y nhúng g¼ câ thº nâi v· P-value phö thuëc v o nìi f
rìi v o t÷ìng ùng vîi bèn gi¡ trà tîi h¤n.

V½ dö, kiºm �ành vîi v1 = 4 v  v2 = 6,

f = 5.70⇒ 0.01 <P-value< 0.05

f = 2.16⇒P-value> 0.10

f = 25.03⇒P-value< 0.001

Ch¿ khi f b¬ng mët gi¡ trà �¢ lªp b£ng th¼ chóng ta mîi câ �÷ñc mët gi¡ trà P
ch½nh x¡c (v½ dö, n¸u f = 4.53, th¼ P − value = 0.05). Mët khi chóng ta bi¸t r¬ng
0.01 < P − value < 0.05 , H0 s³ bà lo¤i bä ð mùc þ ngh¾a 0.05 nh÷ng khæng ð mùc
0.01. Khi P − value < 0.001, H0 bà tø chèi ð b§t ký mùc þ ngh¾a hñp lþ n o.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 90



X�C SU�T THÈNG K� ÙNG DÖNG Trang 91

9.5.3 Kho£ng tin cªy cho σ1/σ2

Kho£ng tin cªy cho σ2
1/σ

2
2 l  düa tr¶n thay th¸ F trong biºu thùc x¡c su§t

P (F1−α/2,v1,v2 < F < Fα/2,v1,v2) = 1− α

b¬ng bi¸n F ð cæng thùc tr¶n v  bi¸n �êi c¡c b§t �¯ng thùc �º t¡ch ri¶ng σ2
1/σ

2
2

. Mët kho£ng cho σ1/σ2 l  k¸t qu£ tø l§y c«n bªc hai cõa méi giîi h¤n.

9.6 B i tªp

9.6.1 C¡c k¸t luªn tr¶n hai m¨u �ëc lªp

B i 1 B¡o c¡o thèng k¶ sùc khäe quèc gia A, bao gçm c¡c thæng tin sau �¥y v·
chi·u cao (in.) cho hai nhâm phö nú da tr­ng khæng ph£i gèc T¥y Ban Nha:

Nhâm tuêi Cï m¨u Trung b¼nh m¨u �ë l»ch chu©n m¨u
20-39 866 64,9 0,59

Tø 60 trð l¶n 934 63,1 0,79

1. T¼m kho£ng tin cªy vîi �ë tin cªy 95% cho hi»u giúa chi·u cao trung b¼nh
têng thº cõa phö nú tr´ v  phö nú lîn tuêi.

2. Cho µ1 l  chi·u cao trung b¼nh têng thº nhúng phö nú �ë tuêi 20�39 v  µ2 l 
chi·u cao têng thº nhúng ng÷íi �ë tuêi tø 60 tuêi trð l¶n. Sû döng mi·n b¡c
bä gi£ thuy¸t h¢y kiºm �ành gi£ thi¸t H0 : µ1 − µ2 = 1;H1 : µ1 − µ2 > 1 vîi
mùc þ ngh¾a 0,001.

3. Gi¡ trà P-value cho kiºm �ành thüc hi»n trong (2.) l  bao nhi¶u? Düa tr¶n gi¡
trà P-value n y, ta b¡c bä gi£ thuy¸t khæng ð mùc þ ngh¾a n o l  hñp lþ? Gi£i
th½ch.

B i 2 K½ hi»u µ1 l  tuêi thå trung b¼nh thüc sü cho lèp cõa mët th÷ìng hi»u R,
v  µ2 k½ hi»u tuêi thå trung b¼nh thüc sü cho tuêi lèp cõa mët th÷ìng hi»u kh¡c câ
còng k½ch th÷îc. Kiºm �ành H0 : µ1 − µ2 = 5000;H1 : µ1 − µ2 > 5000 vîi mùc þ
ngh¾a 0,01. Cho bi¸t m = 45;x = 42500; s1 = 2200;n = 45; y = 36800; s2 = 1500.
B i 3 Nhúng ng÷íi câ hëi chùng Reynaud câ khuynh h÷îng bà suy gi£m �ët ngët
tu¦n ho n m¡u ð ngân tay v  ngân ch¥n. Trong mët th½ nghi»m �º nghi¶n cùu mùc
�ë suy gi£m n y, méi �èi t÷ñng nhóng mët ngân trä trong n÷îc rçi �o s£n nhi»t
(cal/cm2/min). �èi vîi m = 10 �èi t÷ñng câ hëi chùng, s£n l÷ñng nhi»t trung b¼nh
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l  x = 0, 64, v  cho n = 10 �èi t÷ñng khæng câ hëi chùng, s£n l÷ñng trung b¼nh l 
2,05. Gåi µ1;µ2 k½ hi»u cho s£n nhi»t trung b¼nh thüc sü cho hai �èi t÷ñng tr¶n.
Gi£ sû r¬ng ph¥n phèi s£n nhi»t cõa hai lo¤i �èi t÷ñng tr¶n câ ph¥n phèi chu©n
σ1 = 0, 2;σ2 = 0, 4 .

1. T¼m kho£ng tin cªy 98% cho hi»u µ1 − µ2.

2. Kiºm �ành gi£ thi¸t H0 : µ1−µ2 = −1;H1 : µ1−µ2 < −1 vîi mùc þ ngh¾a 0,1
theo c£ hai c¡ch mi·n b¡c bä v  P gi¡ trà.

B i 4 Trong b i b¡o �Câ sü kh¡c bi»t v· gi£ng d¤y to n thíi gian v  b¡n thíi gian?�
(College Teaching, 2009: 23�26 ) b¡o c¡o r¬ng cho mët m¨u 125 c¡c khâa håc do
gi£ng vi¶n d¤y to n thíi gian, �iºm GPA trung b¼nh l  2,7186 v  �ë l»ch chu©n l 
0,63342, trong khi �èi vîi m¨u cõa 88 khâa håc �÷ñc gi£ng d¤y b¡n thíi gian, trung
b¼nh v  �ë l»ch chu©n t÷ìng ùng l  2,8639 v  0,49241. Li»u câ sü kh¡c bi»t �iºm
GPA trung b¼nh thüc sü giúa d¤y b¡n thíi gian vîi d¤y to n thíi gian khæng? H¢y
kiºm �ành vîi mùc þ ngh¾a 0,01.
B i 5 Ng÷íi qu£n lþ cæng ty quan s¡t 75 buêi s¡ng �¸m sè s£n ph©m s£n xu§t
�÷ñc trong méi buêi v  t½nh �÷ñc trung b¼nh m¨u l  806 (s£n ph©m/buêi) v  �ë
l»ch chu©n m¨u l  185. Quan s¡t 100 buêi chi·u v  t½nh �÷ñc trung b¼nh m¨u l  723
(s£n ph©m/ buêi) v  �ë l»ch chu©n m¨u l  164.

1. Câ þ ki¸n cho r¬ng l m vi»c buêi s¡ng hi»u qu£ hìn buêi chi·u. H¢y cho nhªn
x²t vîi mùc þ ngh¾a 1 % ?

2. H¢y t¼m kho£ng ÷îc l÷ñng cho l÷ñng s£n ph©m ch¶nh l»ch cõa hai buêi vîi �ë
tin cªy 96 %?

B i 6 Khi d¥n sè gi  �i, câ sü lo ng¤i ng y c ng t«ng v· tai n¤n ch§n th÷ìng li¶n
quan �¸n ng÷íi gi . B i b¡o �Sü kh¡c bi»t v· tuêi t¡c v  giîi t½nh trong vi»c l§y l¤i
th«ng b¬ng b¬ng 1 b÷îc �º khäi bà ng¢ v· ph½a tr÷îc� (J. cõa Gerontology, 1999:
M44 � M50) �÷ñc b¡o c¡o trong mët th½ nghi»m trong �â gâc nghi¶ng tèi �a - xa
nh§t m  �èi t÷ñng câ thº nghi¶ng v  v¨n giú l¤i th«ng b¬ng b¬ng 1 b÷îc �÷ñc x¡c
�ành tø m¨u phö nú tr´ 21-29 tuêi (young females) v  m¨u phö nú lîn tuêi 67-81
tuêi (older females).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 92



X�C SU�T THÈNG K� ÙNG DÖNG Trang 93

Dú li»u câ cho th§y gâc nghi¶ng tèi �a trung b¼nh thüc sü cõa phö nú lîn tuêi th¼
lîn hìn phö nú nhä tuêi l  10 �ë khæng? H¢y kiºm �ành l m rã �i·u tr¶n vîi mùc
þ ngh¾a 0,1.
B i 7 B»nh tho¡i hâa khîp th÷íng xuy¶n £nh h÷ðng �¸n c¡c khîp câ trång l÷ñng
nh÷ �¦u gèi. B i vi¸t �Dú ki»n v· t¡i ph¥n phèi t£i cì håc ð khîp �¦u gèi trong
ng÷íi cao tuêi khi t«ng d¦n c¦u thang v  dèc � (Annals of Biomed. Engr., 2008:
467�476) tr¼nh b y dú li»u tâm t­t sau v· thíi gian �ùng (phót) cho c¡c m¨u cõa
c£ ng÷íi lîn tuêi v  ng÷íi tr´ tuêi.

Gi£ sû r¬ng c£ hai nhâm tuêi gi  v  tuêi tr´ �·u câ ph¥n phèi chu©n.

1. T½nh kho£ng ÷îc l÷ñng cho thíi gian �ùng trung b¼nh cõa nhâm ng÷íi gi  vîi
�ë tin cªy 99%.

2. Thüc hi»n kiºm �ành gi£ thuy¸t ð mùc þ ngh¾a 0,05 �º quy¸t �ành xem thíi
gian �ùng trung b¼nh thüc sü cõa ng÷íi gi  câ lîn hìn thíi gian �ùng trung
b¼nh thüc sü cõa ng÷íi tr´ khæng?

B i 8 �º nghi¶n cùu t¡c döng cõa vi»c bân ph¥n �¤m theo cæng thùc A �èi vîi
s£n l÷ñng cõa b­p, ng÷íi ta l m th½ nghi»m tr¶n c¡c m£nh �§t. Quan s¡t s£n l÷ñng
thu �÷ñc tr¶n c¡c m£nh �èi chùng (khæng bân �¤m) v  c¡c m£nh câ bân ph¥n �¤m
theo cæng thùc A �÷ñc b£ng sau:

S£n l÷ñng (t¤/ha) 55 53 30 37 49

M£nh �èi chùng 4 5 6 3 5

S£n l÷ñng (t¤/ha) 60 58 29 39 47 35

M£nh bân ph¥n 4 7 3 5 8 3
Gi£ sû s£n l÷ñng cõa hai lo¤i m£nh �¡t câ ph¥n phèi chu©n. H¢y cho k¸t luªn v·
hi»u qu£ cõa vi»c bân ph¥n �¤m theo cæng thùc A, vîi mùc þ ngh¾a 0,05.
B i 9 Kiºm tra ch§t l÷ñng nân b£o hiºm do 2 nh  m¡y A, B s£n xu§t �÷ñc k¸t qu£
sau: trong sè 500 nân b£o hiºm cõa nh  m¡y A, câ 95 nân khæng �¤t ti¶u chu©n.
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Trong sè 400 nân cõa nh  m¡y B câ 95 nân khæng �¤t ti¶u chu©n. Vîi mùc þ ngh¾a
3% h¢y cho k¸t luªn v· ch§t l÷ñng nân b£o hiºm cõa 2 nh  m¡y A, B.
B i 10 Trong 500 sv nam câ 45 sv �¤t lo¤i giäi. Trong 400 sv nú câ 50 sv �¤t lo¤i
giäi. Vîi mùc þ ngh¾a 2 %, k¸t luªn t¿ l» giäi cõa nam cao hìn nú �÷ñc khæng?
B i 11 Cho mët m¨u A câ 28 ph¦n tû vîi �ë l»ch chu©n m¨u l  52,6. Mët m¨u B
câ 26 ph¦n tû, �ë l»ch chu©n m¨u l  84,2. So s¡nh �ë l»ch chu©n têng thº cõa hai
m¨u tr¶n vîi mùc þ ngh¾a 2%?

9.6.2 K¸t luªn tr¶n m¨u gh²p c°p

B i 12 Theo dãi thu nhªp, chi ti¶u (tri»u �çng/th¡ng) cõa mët sè hë gia �¼nh trong
vòng A câ sè li»u.
Thu nhªp 15 18 19 21 23 27 29 19 17 24 22 28 35 38 40

Chi ti¶u 12 15 15 17 21 25 22 18 17 21 18 21 30 25 26

Sè d÷ 3 3 4 4 2 2 7 1 0 3 4 7 5 13 14
Gi£ sû thu nhªp, chi ti¶u trong 1 th¡ng cõa méi hë gia �¼nh l  c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n
câ ph¥n phèi chu©n.

1. T¼m kho£ng tin cªy 95 % cho sè ti·n d÷ trung b¼nh trong mët th¡ng cõa méi
hë gia �¼nh.

2. Câ þ ki¸n cho r¬ng sè ti·n d÷ trung b¼nh cõa méi hë trong 1 th¡ng l  4 tri»u
�çng. H¢y cho nhªn x²t v· þ ki¸n n y vîi mùc þ ngh¾a 5%.

9.6.3 B i tªp têng hñp

B i 13 Kh£o s¡t chi·u cao cõa sinh vi¶n tr÷íng A, B ta câ:
Chi·u cao (m) 1,5-1,55 1,55-1,6 1,6-1,65 1,65-1,7 1,7-1,75 1,75-1,8 1,8-1,85 1,85-1,9

Sè SV (A) 15 38 56 68 70 56 31 12

Sè SV (B) 21 43 60 78 71 58 29 10
Câ þ ki¸n cho r¬ng chi·u cao trung b¼nh cõa sinh vi¶n tr÷íng A cao hìn tr÷íng B.
H¢y cho nhªn x²t vîi mùc þ ngh¾a 5
B i 14 Nghi¶n cùu kh£ n«ng chèng c£m cóm cõa Vitamin C, câ k¸t qu£ sau. Trong
sè 420 ng÷íi khæng uèng Vitamin C, câ 93 ng÷íi bà c£m cóm. Trong sè 417 ng÷íi,
méi ng y uèng 1g Vitamin C/méi ng÷íi, câ 51 ng÷íi bà c£m cóm. Vîi mùc þ ngh¾a
1 % câ thº cho r¬ng Vitamin C câ kh£ n«ng chèng c£m cóm hay khæng?
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B i 15 Gi£ thuy¸t r¬ng thíi gian sû döng �i»n tho¤i lo¤i A, B câ ph¥n phèi chu©n.
Quan s¡t thíi gian sû döng mët sè �i»n tho¤i A, B ta câ sè li»u:
Thíi gian (h) 5-6 6-7 7-8 8-9 9-10 10-11 11-12

Sè �i»n tho¤i A 1 2 5 7 6 3 1

Sè �i»n tho¤i B 1 3 4 5 3 2 1
H¢y so s¡nh thíi gian sû döng trung b¼nh cõa 2 lo¤i �i»n tho¤i n y vîi mùc þ ngh¾a
5
B i 16 Mùc ti¶u thö X, Y cõa méi hë gia �¼nh vòng A, B trong mët th¡ng mòa
khæ trong 1 n«m x¡c �ành câ ph¥n phèi chu©n. �i·u tra ng¨u nhi¶n mët sè hë gia
�¼nh ð vòng A, B ta câ sè li»u sau:
(kwh/th¡ng) 65-115 115-165 165-215 215-265 265-315 315-365 365-415 415-465

Sè hë vòng A 14 36 74 98 112 91 65 36

Sè hë vòng B 28 53 92 121 130 111 78 43

1. So s¡nh mùc ti¶u thu �i»n trung b¼nh trong mët th¡ng mòa khæ cõa méi hë
gia �¼nh vòng A v  vòng B trong n«m �ang x²t vîi mùc þ ngh¾a 2%.

2. Nhúng hë gia �¼nh câ mùc ti¶u thö tø 315kwh/th¡ng l  nhúng hë gia �¼nh câ
mùc ti¶u thö cao. H¢y so s¡nh t� l» hë câ mùc ti¶u thu �i»n cao trong mët
th¡ng mòa khæ ð hai vòng A, B vîi mùc þ ngh¾a 3%.

3. Vîi mùc þ ngh¾a 5% câ thº cho r¬ng t� hë câ mùc ti¶u thö �i»n cao b¬ng t�
hë câ mùc ti¶u thö �i»n khæng cao ð vòng A trong 1 th¡ng mòa khæ.

4. H¢y ÷îc l÷ñng sè hë câ mùc ti¶u thö �i»n cao ð vòng B trong 1 th¡ng mòa
khæ vîi �ë tin cªy 95%, bi¸t vòng n y câ 3000 hë.

5. N¸u muèn ÷îc l÷ñng mùc ti¶u thö �i»n trung b¼nh c¡c hë vòng A trong mët
th¡ng mòa khæ n«m x¡c �ành vîi �ë ch½nh x¡c 10 kwh/th¡ng th¼ �ë tin cªy
b¬ng bao nhi¶u?

B i 17 �º so s¡nh n«ng su§t cõa hai gièng lóa A, B ng÷íi ta trçng thüc nghi»m
hai gièng lóa tr¶n c¡c c°p m£nh ruëng, méi c°p m£nh ruëng câ �i·u ki»n ch§t �§t,
t÷îi ti¶u, ch«m sâc l  gièng nhau. Vîi �ìn và (t¤/ha), sè li»u thu �÷ñc nh÷ sau

Gièng lóa A 55,0 51,3 52,8 55,2 57,3 58,2 59,1

Gièng lóa B 56,0 51,8 53,1 55,4 58,1 58,1 59,3
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Gièng lóa A 55,9 51,3 52,8 55,2 57,3 58,2 59,1

Gièng lóa B 56,0 51,8 53,1 55,4 58,1 58,1 59,3

Gièng lóa A 54,5 52,3 52,6 56,2 57,4 58,3 59,2

Gièng lóa B 54,6 52,8 53,1 56,4 58,0 58,3 59,3

Gièng lóa A 53,5 53,3 53,8 56,2 59,3 58,2 59,1

Gièng lóa B 53,6 53,8 54,1 56,4 59,4 58,4 59,5

Gièng lóa A 52,5 54,3 55,8 57,2 55,3 53,2 53,1

Gièng lóa B 52,6 54,8 56,1 57,4 55,1 53,2 53,3
H¢y so s¡nh n«ng su§t cõa hai gièng lóa n y vîi mùc þ ngh¾a 5%.
B i 18 Quan s¡t l÷ñng �i»n ti¶u thö trong 1 th¡ng (kwh) cõa mët sè hë gia �¼nh
ð vòng A tr÷îc v  sau khi sû döng bâng �i»n ti¸t ki»m �i»n ta câ sè li»u

Tr÷îc 29,5 42,0 45,5 56,5 28,0 43,5 57,0 65,0

Sau 28,0 41,5 43,0 52,0 27,5 42,0 54,5 63,0

Sè hë 15 12 24 15 17 23 14 15

Tr÷îc 28,0 45,0 45,0 56,0 28,5 44,0 55,0 66,5

Sau 26,5 43,0 42,5 52,5 27,0 42,0 54,5 63,0

Sè hë 12 23 14 15 14 23 24 13

Tr÷îc 24,5 41,5 35,0 36,5 38,0 33,0 35,0 36,0

Sau 22,0 41,0 33,0 32,0 36,0 38,0 32,5 32,0

Sè hë 11 12 15 14 12 13 15 9
H¢y �÷a ra k¸t luªn v· hi»u qu£ cõa vi»c sû döng bâng �±n ti¸t ki»m vîi mùc þ
ngh¾a 3%.
B i 19 Kh£o s¡t chi·u cao (�ìn và: cm) cõa mët sè håc sinh tiºu håc lîp 4 sau 3
th¡ng ngh¿ h± ð vòng A ta thu �÷ñc sè li»u.

Tr÷îc h± 132,1 135,2 128,5 122,8 128,5 138,1 140,2 136,3

Sau h± 132,8 135,2 128,9 123,5 129,3 138,9 140,5 136,5

Tr÷îc h± 133,1 125,2 138,5 132,8 128,4 138,2 141,2 131,3

Sau h± 133,9 125,2 138,8 133,4 129,2 138,9 142,2 131,6

Tr÷îc h± 122,2 145,2 128,5 122,5 138,5 138,1 140,2 126,2

Sau h± 122,9 145,4 129,0 123,2 139,2 138,6 141,1 126,5
H¢y cho nhªn x²t v· þ ki¸n sau 3 th¡ng ngh¿ h± håc sinh tiºu håc lîp 4 t«ng ½t nh§t
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0,3 cm vîi mùc þ ngh¾a 5%.

9.6.4 Ph¥n t½ch sè li»u gh²p �æi

B i 14 Xem x²t c¡c dú li»u v· t£i trång ph¡ vï (kg/25mm chi·u rëng) cho c¡c
lo¤i v£i kh¡c nhau trong c£ �i·u ki»n khæng m i mán v  �i·u ki»n bà m i mán
(�Hi»u ùng cõa m i mán ÷ît tr¶n c¡c �°c t½nh k²o cõa Cotton v  Polyester-Cotton�-
T¤p ch½ Kiºm tra v  �¡nh gi¡, 1993: 84�93). Sû döng kiºm �ành t c°p, nh÷ t¡c gi£
trong b i b¡o �¢ �· cªp, �º kiºm �ànhH0 : µD = 0;Ha : µD > 0 vîi mùc þ ngh¾a 0,01.
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Ch÷ìng 10

HÇI QUY TUY�N T�NH �ÌN
GI�N V� T×ÌNG QUAN

Trong b i to¡n hai m¨u �¢ nghi¶n cùu trong ch÷ìng 9 ta �i so s¡nh gi¡ trà c¡c
tham sè cõa hai ph¥n phèi x v  y. M°c dò m¨u �¢ cho gh²p c°p trong ch÷ìng 9 ta
�¢ khæng sû döng thæng tin cõa mët bi¸n �º nghi¶n cùu v· bi¸n cán l¤i. �¥y ch½nh
x¡c l  v§n �· m  hçi quy nghi¶n cùu: �â l  kh¡m ph¡ ra mèi quan h» giúa hai hay
nhi·u bi¸n, tø �â ta câ thº thu �÷ñc thæng tin cõa mët bi¸n khi bi¸t c¡c bi¸n cán
l¤i.

Khi nâi v· x v  y câ mèi quan h» vîi nhau ta th÷íng ngh¾ �¸n mèi quan h» h m
y = f(x). V½ dö x l  sè s£n ph©m A cõa cûa h ng b¡n l´ B b¡n �÷ñc trong 1 ng y.
Méi s£n ph©m A b¡n �÷ñc cûa h ng líi 25 ng n �çng, y sè ti·n líi cõa cûa h ng
B thu �÷ñc khi b¡n s£n ph©m A trong 1 ng y. Khi �â y = 25x. N¸u mët ng y cûa
h ng B b¡n �÷ñc x = 8 s£n ph©m A th¼ cûa h ng thu �÷ñc sè ti·n líi t÷ìng ùng l 
y = 8.25 = 200 ng n �çng.

Tuy nhi¶n, trong thüc t¸ câ nhi·u bi¸n x, y câ mèi quan h» vîi nhau nh÷ng x
v  y khæng câ quan h» h m sè y = f(x). V½ dö nh÷ �iºm thi �¤i håc mæn To¡n x
v  �iºm mæn To¡n trung b¼nh khi håc �¤i håc y cõa sinh vi¶n tr÷íng �¤i håc M câ
mèi quan h» vîi nhau. Tuy nhi¶n, tr÷íng hñp hai sinh vi¶n câ �iºm To¡n thi �¤i
håc gièng nhau câ �iºm trung b¼nh mæn To¡n khi håc t¤i tr÷íng M l  kh¡c nhau
th¼ câ thº x£y ra.

Ph¥n t½ch hçi quy l  mët ph¦n cõa thèng k¶ nghi¶n cùu mèi quan h» giúa
hai hay nhi·u bi¸n khæng theo kiºu quan h» h m sè. Trong ch÷ìng 12, ta kh¡i qu¡t
quan h» h m tuy¸n t½nh y = β0 + β1x cho mët quan h» x¡c su§t tuy¸n t½nh v  rót
ra c¡c k¸t luªn cho mæ h¼nh. Trong ch÷ìng 13, ta s³ x²t v· kÿ thuªt cho c¡c mæ
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h¼nh cö thº v  nghi¶n cùu c¡c mèi quan h» phi tuy¸n t½nh công nh÷ mèi quan h»
giúa nhi·u hìn hai bi¸n.

10.1 Mæ h¼nh hçi quy tuy¸n t½nh �ìn gi£n

Quan h» tuy¸n t½nh y = β0 + β1x giúa hai bi¸n x v  y l  mèi quan h» to¡n håc
�ìn gi£n giúa hai bi¸n x v  y. Tªp hñp c¡c �iºm x v  y x¡c �ành bði y = β0 + β1x

thuëc �÷íng th¯ng câ h» sè dèc β1 v  h» sè tü do β0 (tùc l  �÷íng th¯ng y = β0+β1x

c­t tröc tung Oy t¤i �iºm câ tung �ë b¬ng β0).
N¸u hai bi¸n x, y khæng câ mèi quan h» h m vîi nhau th¼ vîi gi¡ trà x cè �ành

ta khæng x¡c �ành �÷ñc gi¡ trà ch­c ch­n t÷ìng ùng cõa y. V½ dö nh÷ quan s¡t mèi
quan h» v· sè l÷ñng tø vüng cõa tr´ em v  �ë tuêi cõa chóng th¼ t÷ìng ùng vîi mët
tr÷íng hñp cö thº cõa tuêi tr´ em nh÷ x = 5 tuêi th¼ sè l÷ñng tø vüng cõa tr´ 5
tuêi l  bi¸n ng¨u nhi¶n y. Quan s¡t cö thº �¸m sè l÷ñng tø cõa tr´ A câ tuêi b¬ng
5 th§y sè l÷ñng tø cõa em A kho£ng 2000 tø. Khi �â ta nâi mët gi¡ trà quan s¡t
�÷ñc cõa Y t÷ìng ùng x = 5 l  y = 2000. Têng qu¡t, c¡c bi¸n câ gi¡ trà �÷ñc cè
�ành bði ng÷íi quan s¡t s³ kþ hi»u l  x v  gåi l  bi¸n �ëc lªp, bi¸n �º dü �o¡n
hay bi¸n gi£i th½ch vîi x cè �ành, bi¸n thù hai s³ l  ng¨u nhi¶n. Ta th÷íng kþ
hi»u bi¸n ng¨u nhi¶n l  Y v  gi¡ trà cõa nâ l  y v  gåi bi¸n n y l  bi¸n phö thuëc
hay bi¸n �¡p ùng, bi¸n mong �ñi.

Thæng th÷íng c¡c quan s¡t bi¸n �ëc lªp s³ �÷ñc thüc hi»n. K½ hi»u x1, x2, . . . , xn

l  c¡c gi¡ trà quan s¡t �÷ñc cõa bi¸n �ëc lªp; Yi v  yi t÷ìng ùng l  bi¸n ng¨u nhi¶n
v  gi¡ trà bi¸n ng¨u nhi¶n t÷ìng ùng vîi gi¡ trà quan s¡t xi. Dú li»u tçn t¤i d÷îi
d¤ng gh²p c°p (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn). Biºu di¹n cõa dú li»u n y �÷ñc gåi l 
mët biºu �ç ch§m s³ cho nhúng c£m nhªn sì bë v· mèi quan h» tü nhi¶n n o �â.
Trong biºu �ç n y, méi (xi, yi) �÷ñc biºu di¹n bði mët ch§m trong h» tåa �ë hai
chi·u.

Mæ h¼nh tuy¸n t½nh x¡c su§t
�èi vîi mæ h¼nh y = β0 + β1x, gi¡ trà quan s¡t cõa y l  mët h m tuy¸n t½nh �èi

vîi x. Têng qu¡t hâa x§p x¿ n y ta gi£ sû r¬ng gi¡ trà mong �ñi cõa Y l  h m tuy¸n
t½nh cõa x cè �ành.

�ành ngh¾a 10.1. Mæ h¼nh tuy¸n t½nh �ìn gi£n
C¡c �ành tham sè β0, β1 v  σ2 thäa m¢n vîi gi¡ trà cè �ành x b§t ký cõa bi¸n
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�ëc lªp, bi¸n phö thuëc l  bi¸n ng¨u nhi¶n quan h» vîi x qua ph÷ìng tr¼nh

Y = β0 + β1x+ ε (10.1)

�¤i l÷ñng ε trong mæ h¼nh l  mët bi¸n ng¨u nhi¶n, �÷ñc gi£ sû l  câ ph¥n phèi
chu©n vîi E(ε) = 0 v  V (ε) = σ2.

Bi¸n ε th÷íng �÷ñc gåi �ë l»ch ng¨u nhi¶n hay sai sè ng¨u nhi¶n trong mæ
h¼nh. N¸u khæng câ ε, c°p quan s¡t (x, y) b§t ký s³ t÷ìng ùng vîi mët �iºm ch½nh
thuëc �÷íng y = β0 +β1x, gåi l  �÷íng hçi quy �óng (hay têng thº). Suy luªn
v· sai sè ng¨u nhi¶n cho ph²p (x, y) n¬m ph½a tr¶n �÷íng hçi quy �óng (khi ε > 0)
hay n¬m d÷îi �÷íng hçi quy �óng (khi ε < 0). C¡c �iºm (x1, y1), . . . , (xn, yn) thu
�÷ñc tø n quan s¡t �÷ñc biºu di¹n th nh c¡c ch§m v· �÷íng hçi quy �óng. Trong
tr÷íng hñp c¡c ch§m x§p x¿ tuy¸n t½nh mæ h¼nh hçi quy tuy¸n t½nh �ìn gi£n câ thº
�÷ñc xem x²t câ dòng �º biºu di¹n cho sè li»u n y.

H¼nh 10.1: C¡c �iºm t÷ìng ùng vîi c¡c quan s¡t tø mæ h¼nh hçi quy tuy¸n t½nh �ìn
gi£n.

Kþ hi»u x∗ l  mët gi¡ trà cö thº cõa bi¸n �ëc lªp x v 
µY.x∗ l  gi¡ trà trung b¼nh cõa Y khi x câ gi¡ trà x∗

σ2
Y.x∗ l  ph÷ìng sai cõa Y khi x câ gi¡ trà x∗

Thay cho c¡c kþ hi»u E(Y |x∗) v  V (Y |x∗). V½ dö nh÷, x l  tuêi cõa mët �ùa tr´
v  y l  sè l÷ñng tø cõa tr´, th¼ µY.5 l  l÷ñng tø trung b¼nh cõa t§t c£ c¡c �ùa tr´
5 tuêi trong têng thº bi¸t v  σ2

Y.5 l  �¤i l÷ñng mæ t£ sü ph¥n t¡n c¡c gi¡ trà cõa y
(l÷ñng tø vüng cõa nhúng �ùa tr´ 5 tuêi) trong têng thº so vîi gi¡ trà trung b¼nh
σ2
Y.5.
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Vîi x cè �ành ch¿ câ duy nh§t �¤i l÷ñng ε trong v¸ ph£i cõa (12.1) l  bi¸n ng¨u
nhi¶n.

µY.x∗ = E(β0 + β1x
∗ + ε) = β0 + β1x

∗ + E(ε) = β0 + β1x
∗

σ2
Y.x∗ = V (β0 + β1x

∗ + ε) = V (β0 + β1x
∗) + V (ε) = 0 + σ2 = σ2

Thay x∗ bði x ta câ µY.x = β0 + β1x tùc l  trung b¼nh cõa y l  h m tuy¸n t½nh cõa
x. �÷íng hçi quy �óng y = β0 + β1x suy ra l  �÷íng cõa c¡c gi¡ trà trung b¼nh cõa
Y tr¶n mët gi¡ trà cö thº cõa x. H» sè dèc β1 �÷ñc di¹n t£ nh÷ sü thay �êi mong �ñi
cõa Y t÷ìng ùng vîi sü t«ng l¶n mët �ìn và cõa x. σ2

Y.x∗ = σ2 �¯ng thùc cho th§y
ph÷ìng sai cõa Y t¤i méi gi¡ trà kh¡c nhau cõa x l  nh÷ nhau (ph÷ìng sai khæng
�êi).

Trong v½ dö tuêi cõa tr´ v  l÷ñng tø vüng, mæ h¼nh cho th§y l÷ñng tø vüng trung
b¼nh cõa tr´ thay �êi tuy¸n t½nh vîi tuêi cõa tr´ v  câ ph÷ìng sai khæng �êi t¤i måi
�ë tuêi cõa tr´.

Vîi méi x cè �ành Y l  têng cõa mët h¬ng sè β0 + β1x v  sai sè ng¨u nhi¶n câ ε
câ ph¥n phèi chu©n n¶n b£n th¥n Y công câ ph¥n phèi chu©n.

H¼nh 10.2: (a ) ph¥n phèi cõa ε, (b) ph¥n phèi cõa Y vîi c¡c gi¡ trà kh¡c nhau cõa
x.

Tham sè σ2 x¡c �ành khu vüc ph¥n t¡n cõa �÷íng cong chu©n so vîi gi¡ trà
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trung b¼nh (công l  cao �ë cõa �÷íng th¯ng. Khi σ2 nhä mët �iºm quan s¡t (x, y)

s³ h¦u h¸t rìi v o và tr½ g¦n �÷íng hçi quy �óng v  ng÷ñc l¤i khi σ2 lîn.

V½ dö 10.1. Gi£ sû x v  y câ quan h» hçi quy tuy¸n t½nh �ìn gi£n vîi �÷íng hçi
quy �óng l  y = 65 − 1, 2x v  σ = 8. Khi �â vîi gi¡ trà cè �ành x∗ b§t ký y câ gi¡
trà trung b¼nh l  65− 1, 2x∗ v  �ë l»ch chu©n l  8.

Vîi x = 20 bi¸n ng¨u nhi¶n Y câ gi¡ trà trung b¼nh µY.20 = 65− 1, 2(20) = 41

P (Y > 50|x = 20) = P

(
Z =

Y − 41

8
>

50− 41

8

)
= 1−∅(1, 13)

= 0, 1292

Vîi x = 25 th¼ µY.25 = 65− 1, 2(25) = 35

P (Y > 50|x = 25) = P

(
Z >

50− 35

8

)
= 1−∅(1, 88)

= 0, 0301

C¡c gi¡ trà x¡c su§t n y �÷ñc minh håa trong h¼nh 12.5.

H¼nh 10.3: X¡c su§t düa tr¶n mæ h¼nh hçi quy tuy¸n t½nh �ìn gi£n.

Gi£ sû Y1 l  quan s¡t �÷ñc x = 25 v  Y2 l  quan s¡t �÷ñc thüc hi»n khi x = 24

Khi �â Y1 − Y2 l  bi¸n ng¨u nhi¶n câ ph¥n phèi chu©n vîi gi¡ trà trung b¼nh
E(Y1 − Y2) = E(Y1) − E(Y2) = β1 = −1, 2, gi¡ trà ph÷ìng sai V (Y1 − Y2) =
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V (Y1) +V (Y2) = σ2 +σ2 = 128, gi¡ trà �ë l»ch chu©n σ =
√

128 = 11, 314. X¡c su§t
Y1 lîn hìn Y2 l 

P (Y1 − Y2 > 0) = P (Z >
0− (−1, 2)

11, 314
) = P (Z > 0, 11) = 0, 4562

Tùc l  m°c dò ta ký vång Y gi£m khi x t«ng 1 �ìn và, quan s¡t cõa Y t¤i x + 1

ch÷a ch­c �¢ lîn hìn quan s¡t cõa Y t¤i x.

B i tªp 12.1

1. T� sè n«ng su§t cho m¨u ph²p ng m trong bº phèt ph¡t �÷ñc t½nh b¬ng c¡ch
l§y trång l÷ñng lîp phèt ph¡t phõ ngo i chia cho l÷ñng kim lo¤i bà m§t (c£ hai
còng l§y �ìn và: mg/ft2). B i b¡o "Statistical Process Control of a Phosphate
Coating Line" (Wire J. Intl., May 1997: 78�81) �÷a ra bë sè li»u gh²p c°p
giúa nhi»t �ë trong thòng (x) v  t� sè n«ng su§t (y)

(a) Biºu di¹n biºu �ç gèc l¡ cõa nhi»t �ë (x) v  t� sè n«ng su§t (y).

(b) Gi¡ trà cõa t� sè hi»u su§t �÷ñc x¡c �ành �¦y �õ v  duy nh§t ð nhi»t �ë
trong thòng hay khæng?

(c) V³ biºu �ç ch§m cõa dú li»u. Biºu �ç câ cho th§y ta câ kh£ n«ng dü
�o¡n t� sè n«ng su§t y bði nhi»t �ë trong thòng ng m x hay khæng? Gi£i
th½ch.

2. Cho bë sè li»u gh²p c°p

x 17 32 35 40 40 48 65 70 84 88 94 97

y 38 62 54 68 85 80 93 105 116 117 127 114

x 99 100 110 111 120 123 134 168 172 178 182 191

y 132 136 134 139 142 170 149 164 188 195 200 215
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V³ biºu �ç ch§m cõa dú li»u tr¶n. Biºu �ç câ cho th§y mèi quan h» x v  y?

3. Gi£ sû r¬ng bi¸n ng¨u nhi¶n Y câ quan h» hçi quy tuy¸n t½nh �ìn gi£n vîi
t½nh �ëc lªp X vîi ph÷ìng tr¼nh hçi quy �óng câ d¤ng y = 1800 + 1.3x

(a) Gi¡ trà trung b¼nh cõa Y l  bao nhi¶u khi x = 2500.

(b) Gi¡ trà Y thay �êi trung b¼nh l  bao nhi¶u khi x t«ng th¶m 1 �ìn và.

(c) Tr£ líi c¥u b khi x t«ng th¶m 100 �ìn và.

(d) Tr£ líi c¥u b khi x gi£m �i 100 �ìn và.

4. Ti¸p töc vîi gi£ thuy¸t trong b i 3, gi£ sû th¶m �ë l»ch chu©n cõa sai sè ng¨u
nhi¶n ε l  350.

(a) T½nh x¡c su§t gi¡ trà cõa Y v÷ñt qu¡ 5000 khi gi¡ trà cõa x l  2000.

(b) Tr£ líi c¥u a khi gi¡ trà cõa x l  2500.

(c) Thüc hi»n hai quan s¡t �ëc lªp t÷ìng ùng vîi x = 2000 v  x = 2500.
T½nh x¡c su§t quan s¡t thù hai (t÷ìng ùng vîi x = 2500) lîn hìn quan
s¡t thù nh§t (t÷ìng ùng vîi x = 2000) l  1000. Kþ hi»u Y1, Y2 l  c¡c quan
s¡t t÷ìng ùng vîi x = x1 v  x = x2. Häi x2 c¦n lîn hìn x1 bao nhi¶u �º
P (Y2 > Y1) = 0, 95?

5. Tèc �ë dáng ch£y y(m3/phót) trong mët thi¸t bà sû döng cho �o l÷íng ch§t
l÷ñng kh½ phö thuëc v o ¡p su§t rìi x (�ìn và: inch) qua m¡y låc thi¸t bà. Gi£
sû r¬ng gi¡ trà cõa x trong kho£ng 5 �¸n 20. Hai bi¸n quan h» qua mæ h¼nh
hçi quy tuy¸n t½nh �ìn gi£n vîi h m hçi quy �óng y = −0, 12 + 0, 95x.

(a) T½nh ký vång tèc �ë dáng ch£y thay �êi t÷ìng ùng khi ¡p su§t rìi x t«ng.

(b) Tèc �ë dáng ch£y thay �êi trung b¼nh bao nhi¶u khi ¡p su§t rìi gi£m 5
inch.

(c) Tèc �ë dáng ch£y trung b¼nh l  bao nhi¶u khi ¡p su§t rìi l  10 inch? 15
inch?

(d) Gi£ sû σ = 0, 025 v  ¡p su§t rìi l  10 inch. T½nh x¡c su§t gi¡ trà tèc �ë
dáng ch£y v÷ñt qu¡ 0,84?

(e) T½nh x¡c su§t tèc �ë dáng ch£y khi ¡p su§t rìi v  l  10 inch v÷ñt qu¡
tèc �ë dáng ch£y khi ¡p su§t rìi l  11 inch.
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6. Bi¸n phö thuëc Y quan h» vîi bi¸n �ëc lªp x qua mæ h¼nh hçi quy tuy¸n t½nh
�ìn gi£n câ h m hçi quy �óng y = 4000 + 10x. Bi¸t r¬ng P (Y > 5500|x =

100) = 0, 05 v  P (Y > 6500|x = 200) = 0, 10. T½nh �ë l»ch chu©n σ cõa sai sè
ng¨u nhi¶n ε.

10.2 ×îc l÷ñng h» sè hçi quy

Ta s³ gi£ sû trong möc n y v  c¡c möc kh¡c l  c¡c bi¸n x v  y câ quan h» hçi
quy tuy¸n t½nh �ìn gi£n. C¡c gi¡ trà β0, β1 v  σ2 s³ h¦u h¸t khæng bi¸t �÷ñc trong
mët nghi¶n cùu. Thay v o �â câ m¨u dú li»u gçm n c°p gi¡ trà (x1, y1), . . . , (xn, yn)

tø dú li»u n y s³ ÷îc l÷ñng �÷ñc mæ h¼nh tham sè v  �÷íng hçi quy �óng. C¡c quan
s¡t �÷ñc gi£ thuy¸t thüc hi»n mët c¡ch �ëc lªp tùc l  yi l  gi¡ trà quan s¡t cõa Yi
vîi yi = β0 + β1xi + εi v  n �ë l»ch ε1, ε2, . . . , εn l  �ëc lªp. D¨n �¸n Y1, Y2, . . . , Yn

�ëc lªp.
Qua mæ h¼nh c¡c �iºm quan s¡t s³ bà ph¥n phèi bði �÷íng hçi quy �óng theo

c¡ch ng¨u nhi¶n. H¼nh 10.4 ch¿ ra mët kiºu c¡c ch§m cõa c¡c quan s¡t cõa hai bi¸n.
Theo trüc gi¡c �÷íng y = a0 + a1x khæng hñp lþ �º ÷îc l÷ñng �÷íng hçi quy �óng
y = β0 + β1x bði v¼ n¸u y = a0 + a1x l  �÷íng hçi quy �óng th¼ c¡c �iºm quan s¡t
h¦u h¸t ph£i n¬m g¦n �÷íng n y. �÷íng th¯ng y = b0 + b1x l  ÷îc l÷ñng hñp lþ bði
h¦u h¸t c¡c �iºm n¬m g¦n �÷íng n y hìn.

H¼nh 10.4: Hai ÷îc l÷ñng kh¡c nhau cõa �÷íng hçi quy �óng.

Theo h¼nh 12.6 v  th£o luªn �¢ nâi d¨n �¸n ÷îc l÷ñng cõa y = β0 + β1x n¶n l 
�÷íng th¯ng phò hñp nh§t vîi c¡c �iºm quan s¡t. Theo nguy¶n lþ b¼nh ph÷ìng tèi
thiºu �÷ñc �÷a ra bði nh  to¡n håc ng÷íi �ùc - Gauss (1777 - 1855) �÷íng th¯ng
phò hñp vîi dú li»u l  �÷íng câ kho£ng c¡ch th¯ng �ùng giúa c¡c �iºm quan s¡t
v  �÷íng n y l  nhä nh§t (xem h¼nh 10.5). �º �o sü phò hñp ta l§y têng c¡c b¼nh
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ph÷ìng c¡c �ë l»ch. �÷íng phò hñp nh§t l  �÷íng câ têng c¡c b¼nh ph÷ìng c¡c �ë
l»ch l  nhä nh§t.

H¼nh 10.5: �ë l»ch cõa c¡c dú li»u quan s¡t vîi �÷íng y = b0 + b1x.

Nguy¶n lþ b¼nh ph÷ìng tèi thiºu
�ë l»ch th¯ng �ùng cõa �iºm (xi, yi) vîi �÷íng y = b0 +b1x l  (cao �ë cõa �iºm)

- (chi·u cao cõa �÷íng) = yi−(b0 +b1xi). Têng c¡c b¼nh ph÷ìng �ë l»ch th¯ng �ùng
cõa c¡c �iºm (x1, y1), . . . , (xn, yn) tîi �÷íng th¯ng l 

f(b0, b1) =
n∑
x=1

[yi − (b0 + b1xi)]
2.

×îc l÷ñng �iºm cõa β0 v  β1 kþ hi»u l  β̂0 v  β̂1 v  gåi l  ÷îc l÷ñng b¼nh
ph÷ìng tèi thiºu l  c¡c gi¡ trà l m cüc tiºu f(b0, b1). Tùc l  β̂0 v  β̂1 thäa m¢n
f(β̂1, β̂1) ≤ f(b0, b1) vîi måi gi¡ trà b0 v  b1.�÷íng hçi quy ÷îc l÷ñng hay �÷íng
b¼nh ph÷ìng tèi thiºu l  �÷íng câ ph÷ìng tr¼nh l  y = β̂0 + β̂1x.

�¤o h m ri¶ng f(b0, b1) theo b0, b1 v  gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh c¡c �¤o h m ri¶ng
b¬ng 0.

∂f(b0, b1)

∂b0

=
∑

2(yi − b0 − b1xi)(−1) = 0

∂f(b0, b1)

∂b1

=
∑

2(yi − b0 − b1xi)(−xi) = 0

Rót gån nh¥n tû -2 v  bi¸n �êi t÷ìng �÷ìng ta câ c¡c ph÷ìng tr¼nh sau gåi l 
c¡c ph÷ìng tr¼nh chu©n
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nb0 + (
∑

xi)b1 =
∑

yi

(
∑

xi)b0 + (
∑

x2
i )b1 =

∑
xiyi

C¡c ph÷ìng tr¼nh n y l  c¡c ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh theo hai ©n b0 v  b1. Cho
r¬ng khæng ph£i t§t c£ c¡c xi l  nh÷ nhau, ÷îc l÷ñng b¼nh ph÷ìng tèi thiºu l 
nghi»m duy nh§t cõa h» ph÷ìng tr¼nh n y.

×îc l÷ñng b¼nh ph÷ìng tèi thiºu cõa h» sè dèc β1 cõa �÷íng hçi quy �óng l 

b1 = β̂1 =

∑
(xi − x)(yi − y)∑

(xi − x)2
=
Sxy
Sxx

(10.2)

×îc l÷ñng b¼nh ph÷ìng tèi thiºu cõa mët h» sè tü do β0 cõa �÷íng hëi quy �óng
l 

b0 = β̂0 =

∑
yi − β̂1

∑
xi

n
= y − β̂1x (10.3)

Trong �â

Sxy =
∑

(xi − x)(yi − y) =
∑

xiyi −
1

n

(∑
xi
)(∑

yi
)

Sxx =
∑

(xi − x)2 =
∑

x2
i −

1

n

(∑
xi
)2
.

V½ dö 10.2. Cho bë sè li»u gh²p c°p

x 132 128 120 115 114 102 105 98 95 98

y 46 48 51 52 54 55 53 57 56 58

x 92 91 89 78 75 73 68 65 71 59

y 61 60 61 63 65 66 67 72 65 70

∑
xi = 1868

∑
x2
i = 183166∑

yi = 1180
∑

xiyi = 107326

n = 20
∑

y2
i = 70614

Sxy = 8694, 8 b1 = −0, 3319225284

n = −2886 b0 = 90, 00156415
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×îc l÷ñng σ2 v  σ
H» sè σ2 x¡c �ành l÷ñng thay �êi vèn câ trong mæ h¼nh hçi quy. Khi σ2 lîn, d¨n

tîi c¡c quan s¡t (xi, yi) kh¡ ph¥n t¡n so vîi �÷íng hçi quy thüc, cán khi σ2 nhä c¡c
�iºm quan s¡t (xi, yi) ti¸n d¦n v· �÷íng hçi quy thüc (xem h¼nh 10.9). ×îc l÷ñng
cõa σ2 v  qu¡ tr¼nh kiºm �ành gi£ thuy¸t thèng k¶ s³ tr¼nh b y trong hai möc ti¸p
theo. Bði v¼ ph÷ìng tr¼nh �÷íng th¯ng l  khæng bi¸t, ÷îc l÷ñng �÷ñc düa tr¶n ph¤m
vi m¨u quan s¡t ch»ch so vîi �÷íng ÷îc l÷ñng. �ë l»ch lîn gñi þ gi¡ trà σ2 lîn cán
c¡c �ë ch»ch câ �ë lîn l  nhä th¼ gñi þ tîi gi¡ trà σ2 l  nhä.

H¼nh 10.6: Kiºu m¨u cho a) ph÷ìng sai nhä, b) ph÷ìng sai lîn.

�ành ngh¾a 10.2.
C¡c gi¡ trà th½ch hñp (hay dü �o¡n) ŷ1, ŷ2, . . . , ŷn t½nh �÷ñc b¬ng c¡ch th¸ l¦n l÷ñt

c¡c gi¡ trà x1, x2, . . . , xn v o ph÷ìng tr¼nh hçi quy ÷îc l÷ñng: ŷ1 = β̂0 + β̂1x1, ŷ2 =

β̂0 + β̂2x2, . . . , ŷn = β̂0 + β̂nxn c¡c ph¦n d÷ l  hi»u giúa c¡c gi¡ trà quan s¡t v  gi¡
trà dü �o¡n y1 − ŷ1, y2 − ŷ2, . . . , yn − ŷn.

Thæng th÷íng c¡c �ë l»ch vîi trung b¼nh trong mët m¨u �÷ñc sû döng t½nh gi¡

trà ÷îc l÷ñng s2 =
∑ (xi − x)2

n− 1
, ÷îc l÷ñng cõa σ2 trong ph¥n t½ch hçi quy �÷ñc düa

tr¶n têng c¡c b¼nh ph÷ìng �ë l»ch v  ti¸p töc sû döng k½ hi»u s2 cho ÷îc l÷ñng cõa
ph÷ìng sai n¶n �øng bèi rèi �èi vîi kþ hi»u S2 tr÷îc �â.

�ành ngh¾a 10.3. Têng b¼nh ph÷ìng c¡c sai sè (hay têng b¼nh ph÷ìng c¡c �ë
l»ch) k½ hi»u l  SSE

SSE =
∑

(yi − ŷi)2 =
∑[

yi − (β̂0 + β̂1xi)
]2

v  ÷îc l÷ñng cõa σ2 l 

σ̂2 = s2 =
SSE

n− 2
=

∑
(yi − ŷi)2

n− 2
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Hi»u n− 2 trong s2 l  bªc tü do (df) t÷ìng ùng cõa SSE v  ÷îc l÷ñng s2,
Cæng thùc t÷ìng �÷ìng �º t½nh gi¡ trà SSE l 

SSE =
∑

y2
i − β̂0

∑
yi − β̂1

∑
xiyi.

V½ dö 10.3. Cho bë sè li»u gh²p c°p

x 15 23 35 40 48 55 61 69 75 83

y 4,9 4,7 4,5 4,6 4,4 4,1 4,2 4,0 3,8 3,7

x 90 98 102 108 112 119 125 132 140

y 3,6 3,4 3,5 3,3 3,0 2,8 2,6 2,3 2,0

Cï m¨u n = 19∑
xi = 1530;

∑
x2
i = 149030∑

yi = 69, 4;
∑
y2
i = 266∑

xiyi = 5032, 5

Tø �â ta t½nh �÷ñc

Sxx =
∑

x2
i −

(
∑
xi)

2

n
= 25824, 73684

Sxy =
∑

xiyi −
(
∑
xi)(

∑
yi)

n
= −556, 0263158

β̂1 =
Sxy
Sxx

= −0, 02153076406

β̂0 =

∑
yi − β̂1

∑
xi

n
= y − β̂1x = −5, 386424685

SSE = 0, 535696993.

H» sè x¡c �ành (h» sè �o �ë phò hñp cõa mæ h¼nh)
H¼nh 10.7 biºu di¹n 3 biºu �ç ch§m cõa m¨u gh²p c°p. Trong c£ 3 biºu �ç cao

�ë cõa c¡c �iºm kh¡c nhau l  bi¸n thi¶n cho câ sü thay �êi trong c¡c gi¡ trà quan
s¡t y. C¡c �iºm trong biºu �ç 1 ch½nh x¡c thuëc mët �÷íng th¯ng. Trong tr÷íng
hñp n y 100% m¨u quan s¡t �÷ñc cho l  x v  y quan h» tuy¸n t½nh. Biºu �ç 10.7(b)
khæng rìi ch½nh x¡c tr¶n mët �÷íng, nh÷ng so s¡nh t§t c£ c¡c �ë ch»ch cõa y so vîi
�÷íng b¼nh ph÷ìng tèi thiºu l  nhä. Trong tr÷íng hñp n y câ lþ do c¡c gi¡ trà kh¡c
nhau cõa y câ thº t½nh �÷ñc b¬ng c¡ch x§p x¿ tuy¸n t½nh vîi bi¸n �÷ñc y¶u c¦u bði
mæ h¼nh hçi quy tuy¸n t½nh �ìn gi£n. Khi biºu �ç gièng h¼nh 10.7(c) câ mùc �ë

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 109



X�C SU�T THÈNG K� ÙNG DÖNG Trang 110

H¼nh 10.7: Sû döng mæ h¼nh �º gi£i th½ch sü bi¸n thi¶n cõa y: a) dú li»u vîi måi sü
bi¸n thi¶n gi£i th½ch �÷ñc, b) dú li»u vîi h¦u h¸t sü bi¸n thi¶n gi£i �÷ñc, c) dú li»u
vîi r§t ½t sü bi¸n thi¶n gi£i th½ch �÷ñc.

bi¸n �êi giúa �÷íng b¼nh ph÷ìng tèi thiºu vîi c¡c quan s¡t y n¶n mæ h¼nh hçi quy
tuy¸n t½nh �ìn gi£n khæng sû döng �º gi£i th½ch y bði x.

Têng b¼nh ph÷ìng c¡c sai sè câ thº �÷ñc hiºu nh÷ mët �ë �o. �o xem câ bao
nhi¶u sü bi¸n thi¶n cõa y khæng gi£i th½ch �÷ñc bði mæ h¼nh. Trong h¼nh 10.7(a)
SSE = 0 tùc l  khæng câ sü bi¸n thi¶n n o khæng �÷ñc gi£i th½ch, SSE l  nhä trong
h¼nh 10.7(b) khi câ sè ½t sü bi¸n thi¶n cõa y khæng gi£i th½ch �÷ñc bði mæ h¼nh v 
SSE lîn trong h¼nh 10.7(c) khi h¦u h¸t sü bi¸n thi¶n cõa y khæng gi£i th½ch �÷ñc
bði mæ h¼nh.

Mët gi¡ trà �o têng l÷ñng thay �êi c¡c gi¡ trà quan s¡t y cho bði têng c¡c b¼nh
ph÷ìng

SST = Syy =
∑

(yi − y)2 =
∑

y2
i −

1

n
(
∑

yi)
2.

Têng c¡c b¼nh ph÷ìng l  têng cõa c¡c b¼nh ph÷ìng �ë l»ch vîi trung b¼nh m¨u
v  c¡c gi¡ trà quan s¡t y. Gièng nh÷ SSE l  têng cõa b¼nh ph÷ìng c¡c �ë l»ch vîi
�÷íng b¼nh ph÷ìng tèi thiºu y = β̂0 + β̂1x, SST l  têng c¡c b¼nh ph÷ìng tèi thiºu
so vîi �÷íng n¬m ngang t¤i y (do �â c¡c �ë l»ch th¯ng �ùng l  yi − y) nh÷ h¼nh
10.8. Hìn núa v¼ têng c¡c b¼nh ph÷ìng �ë l»ch so vîi �÷íng b¼nh ph÷ìng tèi thiºu
l  nhä hìn têng c¡c b¼nh ph÷ìng tèi thiºu so vîi c¡c �÷íng kh¡c, SSE < SST trø
khi �÷íng n¬m ngang l  �÷íng b¼nh ph÷ìng tèi thiºu.

T� sè
SSE

SST
l  t� l» cõa têng c¡c bi¸n thi¶n m  khæng thº gi£i th½ch bði mæ h¼nh

hçi quy tuy¸n t½nh �ìn gi£n v  1− SSE/SST (l  mët sè n¬m giúa 0 v  1) l  t� l»
cõa c¡c bi¸n thi¶n cõa y �÷ñc gi£i th½ch bði mæ h¼nh.
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H¼nh 10.8: Minh håa têng c¡c b¼nh ph÷ìng: a) SSE: têng c¡c b¼nh ph÷ìng �ë l»ch
so vîi �÷íng b¼nh ph÷ìng tèi thiºu b) SST: têng c¡c b¼nh ph÷ìng �ë l»ch so vîi
�÷íng n¬m ngang.

�ành ngh¾a 10.4. H» sè x¡c �ành kþ hi»u l  r2, cho bði cæng thùc

r2 = 1− SSE

SST

H» sè x¡c �ành nh÷ t� l» sü thay �êi (bi¸n thi¶n) cõa quan s¡t y câ thº gi£i th½ch
bði mæ h¼nh hçi quy tuy¸n t½nh �ìn gi£n.

H» sè r2 c ng cao mæ h¼nh hçi quy �ìn gi£n gi£i th½ch cho sü thay �êi cõa y
c ng tèt (th½ch hñp). Khi sû döng ph¥n t½ch hçi quy trong c¡c ph¦n m·m thèng k¶,
r2 hay 100r2 (sè ph¦n tr«m sü bi¸n thi¶n câ thº gi£i th½ch bði mæ h¼nh) l  mët k¸t
qu£ s³ �÷ñc �÷a ra. N¸u r2 nhä nh  nghi¶n cùu s³ mong muèn sû döng mæ h¼nh
kh¡c (nh÷ hçi quy phi tuy¸n hay mæ h¼nh hçi bëi câ nhi·u hìn mët bi¸n �ëc lªp)
�º gi£i th½ch cho sü thay �êi cõa y.

V½ dö 10.4. Ti¸p töc v½ dö tr¶n ta câ:

SST =
∑

y2
i −

1

n
(
∑

yi)
2

= 266− 1

19
69, 42 =

5941

475

= 12, 50736842105263157844

SSE =
∑

y2
i − β̂0

∑
yi − β̂1

∑
xiyi

= 266− (5, 386424685).(69, 4) + 0, 0215307640650345

= 0, 535696993

r2 = 1− SSE

SST
= 0, 957169488
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B i tªp 12.2

7. (a) X¡c �ành ph÷ìng tr¼nh �÷íng b¼nh ph÷ìng tèi thiºu cho sè li»u gh²p c°p
trong b i 2.

(b) Dü �o¡n gi¡ trà cõa y khi bi¸t x = 35 v  t½nh gi¡ trà ph¦n d÷ t÷ìng ùng.

(c) T½nh SSE v  mët gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm cõa σ.

(d) T� l» sü bi¸n thi¶n thay �êi cõa y câ thº gi£i th½ch �÷ñc quan h» x§p x¿
tuy¸n t½nh giúa hai bi¸n l  bao nhi¶u?

8. B i b¡o "Characterization of Highway Runoff in Austin, Texas, Area� (J. of
Envir. Engr., 1998: 131�137). Kh£o s¡t v· l÷ñng m÷a x(m3) v  l÷ñng n÷îc
tho¡t y(m3) t¤i mët �iºm cö thº �÷ñc bë sè li»u t÷ìng ùng

x 5 12 14 17 23 30 40 47

y 4 10 13 15 15 25 27 46

x 55 67 72 81 96 112 127

y 38 46 53 70 82 99 100

(a) V³ biºu �ç ch§m cho dú li»u n y. Biºu �ç ch§m câ �÷a tîi vi»c dòng mæ
h¼nh hçi quy tuy¸n t½nh �ìn gi£n?

(b) H¢y t½nh mët gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm cho h» sè dèc v  h» sè tü do cõa
�÷íng hçi quy têng thº.

(c) T½nh mët gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm cho l÷ñng n÷îc tho¡t trung b¼nh khi
l÷ñng n÷îc m÷a l  50m3.

(d) T½nh mët gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm cho �ë l»ch chu©n.

(e) T� l» sü thay �êi cõa l÷ñng n÷îc tho¡t câ thº gi£i th½ch bði mèi quan h»
hçi quy tuy¸n t½nh giúa l÷ñng n÷îc m÷a x v  l÷ñng n÷îc tho¡t y?

9. Cho bë sè li»u gh²p c°p

x 102,3 87 82 76 92 89,2 85,5 93,5 79 76,7

y 85 81 67,7 58,7 84,3 83,3 78 69 67,5 58,3

(a) X¡c �ành �÷íng b¼nh ph÷ìng tèi thiºu cõa dú li»u v  gi£i th½ch c¡c h» sè.
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(b) T½nh h» sè x¡c �ành r2 v  gi£i th½ch.

(c) T½nh v  gi£i th½ch mët gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm cho �ë l»ch chu©n σ trong
mæ h¼nh hçi quy tuy¸n t½nh �ìn gi£n.

10. Theo dú li»u cæng bè trong b i b¡o �An Experimental Correlation of Oxides of
Nitrogen Emissions from Power Boilers Based on Field Data� (J. of Engr. for
Power, July 1973: 165�170) vîi x l  tèc �ë lan cõa �¡m ch¡y (MBtu/hr−ft2)

v  y l  tèc �ë gi£i phâng ra kh½ NOx(ppm)

x 100 125 125 150 150 200 200

y 150 140 180 210 190 320 280

x 250 250 300 300 350 400 400

y 400 430 440 390 600 610 670

(a) Gi£ sû mæ h¼nh hçi quy tuy¸n t½nh �ìn gi£n câ hi»u lüc h¢y x¡c �ành mët
÷îc l÷ñng cõa �÷íng hçi quy �óng.

(b) ×îc l÷ñng tèc �ë gi£i phâng kh½ NOx trung b¼nh khi tèc �ë lan täa cõa
�¡m ch¡y l  225.

(c) Khi tèc �ë lan täa cõa �¡m ch¡y gi£m 50 th¼ tèc �ë gi£i phâng kh½ NOx

thay �êi trung b¼nh l  bao nhi¶u?

(d) Câ thº dòng �÷íng hçi quy ÷îc l÷ñng �º dü �o¡n tèc �ë gi£i phâng kh½
NOx. Khi tèc �ë lan cõa �¡m ch¡y l  500? T¤i sao?

11. Cho bë sè li»u gh²p c°p

x 0,05 0,1 0,15 0,21 0,28 0,32

y 0,45 0,53 0,52 0,59 0,67 0,89

x 0,37 0,41 0,46 0,51 0,57 0,63

y 0,88 0,93 1,05 1,36 1,48 1,72

x 0,7 0,76 0,82 0,89 0,92 0,98

y 1,69 1,85 1,81 2,01 2,38 2,39
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(a) T½nh gi¡ trà ÷îc l÷ñng b¼nh ph÷ìng tèi thiºu cho β0, β1 trong mæ h¼nh
hçi quy tuy¸n t½nh �ìn gi£n cho bë sè li»u gh²p c°p n y.

(b) Dü �o¡n gi¡ trà cõa y khi x = 0, 5.

(c) T½nh mët gi¡ trà ÷îc l÷ñng cho σ.

(d) T½nh gi¡ trà cõa têng c¡c b¼nh ph÷ìng thay �êi SST v  gi¡ trà h» sè x¡c
�ành r2 v  �÷a ra b¼nh luªn v· c¡c gi¡ trà n y.

(e) Gi£ sû r¬ng thay v¼ t¼m �÷íng b¼nh ph÷ìng tèi thiºu qua c¡c �iºm
(x1, y1), . . . , (xn, yn) ta t¼m �÷íng b¼nh ph÷ìng tèi thiºu qua c¡c �iºm
(x1 − x, y1), . . . , (xn − x, yn). V³ biºu �ç ch§m cho c¡c �iºm (x1, y1), . . . ,

(xn, yn) rçi v³ biºu �ç ch§m cho c¡c �iºm (x1 − x, y1), . . . , (xn − x, yn).
Dòng c¡c biºu �ç n y �º gi£i th½ch b¬ng trüc quan mèi quan h» giúa c¡c
biºu �ç ch§m v  �÷íng ph÷ìng tèi thiºu t÷ìng ùng.

(f) Gi£ sû thay v¼ t¼m mæ h¼nh yi = β0 + β1xi + εi(i = 1, 2, . . . , n) ta t¼m
mæ h¼nh yi = β∗0 + β∗1(xi − x) + εi (i = 1, 2, . . . , n). T¼m ÷îc l÷ñng b¼nh
ph÷ìng tèi thiºu cho β∗0 v  mèi quan h» vîi β̂0 v  β̂1.

10.3 H» sè t÷ìng quan

Câ nhi·u nghi¶n cùu c¦n ch¿ ra câ hay khæng mèi quan h» giúa hai bi¸n hay
�óng hìn l  câ thº sû döng bi¸n n y �º dü �o¡n bi¸n kia hay khæng. Trong möc
n y tr÷îc ti¶n ta s³ x²t h» sè t÷ìng quan m¨u r nh÷ l  mët �ë �o v· mèi quan h»
giúa hai bi¸n x v  y trong m¨u, sau �â x²t v· mèi quan h» giúa r v  h» sè t÷ìng
quan ρ �¢ �ành ngh¾a trong ch÷ìng 5.

H» sè t÷ìng quan m¨u
Cho n c°p sè (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn). R§t tü nhi¶n khi ta nâi x v  y câ mèi

quan h» d÷ìng (�çng bi¸n) n¸u gi¡ trà lîn cõa x gh²p c°p vîi gi¡ trà lîn cõa y v 
gi¡ trà nhä cõa x gh²p c°p vîi gi¡ trà nhä cõa y. Cán x v  y câ mèi quan h» ¥m
(nghàch bi¸n) n¸u gi¡ trà lîn cõa x gh²p c°p vîi gi¡ trà nhä cõa y v  gi¡ trà nhä cõa
x gh²p c°p vîi gi¡ trà lîn cõa y. X²t �¤i l÷ñng:

Sxy =
n∑
i=1

(xi − x)(yi − y) =
n∑
i=1

xiyi −
(
∑n

i=1 xi)(
∑n

i=1 yi)

n

N¸u mèi quan h» d÷ìng l  m¤nh th¼ xi lîn hìn x gi¡ trà gh²p c°p yi t÷ìng ùng lîn
hìn y, do �â (xi − x)(yi − y) > 0 l  t½ch n y công s³ ¥m khi c£ hai gi¡ trà xi, yi nhä
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hìn c¡c trung b¼nh x, y t÷ìng ùng. Suy ra x, y câ mèi quan h» d÷ìng (�çng bi¸n)
th¼ Sxy s³ d÷ìng. Lªp luªn t÷ìng tü ch¿ ra r¬ng n¸u x, y câ mèi quan h» ¥m th¼ t½ch
(xi − x)(yi − y) s³ ¥m. Minh håa trong h¼nh 10.9.

H¼nh 10.9: (a) biºu �ç ch§m vîi Sxy d÷ìng, (b) biºu �ç ch§m vîi Sxy ¥m. [+ ngh¾a
l  trung b¼nh (xi − x)(yi − y) > 0 v  - ngh¾a l  trung b¼nh (xi − x)(yi − y) < 0]

M°c dò Sxy câ v´ nh÷ l  mët �ë �o tin cªy �o mèi quan h» giúa x, y tuy nhi¶n
khi thay �êi �ìn và cõa x hay y th¼ �ë lîn s³ thay �êi ho°c r§t lîn ho°c r§t g¦n 0.
V½ dö nh÷ b¬ng Sxy = 25 khi x câ �ë �o l  m v  Sxy = 25000 khi x câ �ìn và l 
mm v  Sxy = 0, 205 khi x câ �ìn và l  km. V¼ vªy ta c¦n mët �ë �o mèi quan h»
giúa x v  y m  khæng phö thuëc v o �ìn và �ë �o �÷ñc sû döng �º �o c¡c bi¸n n y.
Tø �â h» sè t÷ìng quan m¨u �÷ñc �÷a ra tø vi»c �i·u ch¿nh Sxy.

�ành ngh¾a 10.5. H» sè t÷ìng quan m¨u cho n c°p gi¡ trà (x1, y1), . . . , (xn, yn) l 

r =
Sxy√∑

(xi − x)2
√∑

(yi − y)2
=

Sxy√
Sxx
√
Syy

T½nh ch§t cõa r
Ta câ mët sè t½nh ch§t quan trång cõa r nh÷ sau:

1. Gi¡ trà cõa r khæng phö thuëc v o bi¸n n o �¡nh nh¢n l  x hay y.

2. Gi¡ trà cõa r �ëc lªp vîi c¡c �ìn và dòng �º �o bi¸n x, y.

3. −1 ≤ r ≤ 1

4. r = 1 n¸u v  ch¿ n¸u måi c°p (xi, yi) n¬m tr¶n mët �÷íng th¯ng vîi h» sè gâc
d÷ìng v  r = −1 n¸u måi c°p (xi, yi) còng n¬m tr¶n mët �÷íng th¯ng vîi h»
sè gâc ¥m.
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5. B¼nh ph÷ìng cõa h» sè t÷ìng quan m¨u l  gi¡ trà cõa h» sè x¡c �ành sü th½ch
hñp cõa mæ h¼nh hçi quy tuy¸n t½nh �ìn gi£n, theo kþ hi»u (r)2 = r2.

T½nh ch§t 1 ch¿ ra câ sü t÷ìng ph£n trong ph¥n t½ch hçi quy khi måi �¤i l÷ñng
ta quan t¥m (h» sè dèc, h» sè tü do, s2, . . . ) phö thuëc v o vi»c trong hai bi¸n ta
xem bi¸n n o l  bi¸n phö thuëc. Tuy nhi¶n t½nh ch§t 5 ch¿ ra r¬ng t� l» sü thay �êi
(bi¸n thi¶n) cõa bi¸n phö thuëc câ thº gi£i th½ch �÷ñc bði mæ h¼nh hçi quy tuy¸n
t½nh �ìn gi£n khæng phö thuëc v o vi»c bi¸n n o câ vai trá g¼.

C¡ch ph¡t biºu kh¡c cõa t½nh ch§t 2 l  gi¡ trà cõa r khæng thay �êi n¸u méi xi
�÷ñc thay bði cxi v  n¸u méi yi �÷ñc thay bði dyi công nh÷ n¸u méi xi �÷ñc thay
bði xi − a v  méi yi �÷ñc thay bði yi − b.

T½nh ch§t 3 cho r¬ng gi¡ trà lîn nh§t cõa r, t÷ìng ùng vîi quan h» cüc d÷ìng
l  1 cán t÷ìng ùng vîi quan h» ¥m nh§t l  r = −1. Theo t½nh ch§t 4, t÷ìng quan
d÷ìng v  ¥m nh§t ch¿ khi måi �iºm (xi, yi) �·u n¬m tr¶n mët �÷íng th¯ng. C¡c
h¼nh d¤ng kh¡c cõa �¡m m¥y �iºm s³ gñi þ v· mèi quan h» sè giúa c¡c bi¸n n¸u trà
tuy»t �èi cõa r g¦n 1, suy ra �o mùc �ë phö thuëc tuy¸n t½nh giúa c¡c bi¸n.

Mët gi¡ trà r g¦n b¬ng 0 ta câ thº nâi giúa c¡c bi¸n khæng câ quan h» tuy¸n t½nh
nh÷ng khæng thº kh¯ng �ành khæng câ mèi quan h» n o giúa c¡c bi¸n n y. H¼nh
10.10 minh håa c¡c h¼nh d¤ng kh¡c nhau cõa �¡m m¥y �iºm t÷ìng ùng vîi gi¡ trà
kh¡c nhau cõa r.

H¼nh 10.10: Biºu �ç ch§m cõa c¡c dú li»u t÷ìng ùng vîi c¡c gi¡ trà r kh¡c nhau.

Quy t­c k¸t luªn v· mùc �ë t÷ìng quan giúa hai bi¸n m¤nh hay y¸u düa tr¶n
gi¡ trà cõa h» sè t÷ìng quan m¨u r.
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Y¸u Trung b¼nh M¤nh
−0, 5 ≤ r ≤ 0, 5 −0, 8 < r < −0, 5 ho°c 0, 5 < r < 0, 8 r ≥ 0, 8 hay r ≤ −0, 8

K¸t luªn v· h» sè t÷ìng quan cõa têng thº
H» sè t÷ìng quan m¨u r l  mët �ë �o mùc �ë cõa quan h» giúa x v  y trong

m¨u quan s¡t. Ta câ thº xem c¡c c°p gi¡ trà (xi, yi) �÷ñc rót ra tø têng thº gh²p
c°p vîi (xi, yi) câ h m s¡t xu§t hay mªt �ë �çng thíi. Trong ch÷ìng 5 ta �ành ngh¾a
h» sè t÷ìng quan

ρ = ρ(X, Y ) =
Cov(X, Y )

σX .σY

Trong �â

Cov(X, Y ) =


∑
x

∑
y

(x− µx)(y − µy)p(x, y) vîi (X, Y ) ríi r¤c∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
(x− µx)(y − µy)f(x, y) vîi (X, Y ) li¶n töc

N¸u p(x, y) hay f(x, y) mæ t£ ph¥n phèi cõa c£ têng thº gh²p c°p th¼ ρ l  �ë do
mùc �ë m¤nh cõa quan h» giúa x v  y trong têng thº.

H» sè t÷ìng quan têng thº ρ l  mët tham sè hay mët �°c t½nh cõa têng thº nh÷
µx, µy, σx v  σy, do �â ta câ thº sû döng h» sè t÷ìng quan m¨u �º �÷a ra k¸t luªn
v· ρ. Cö thº r l  1 gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm cho ρ v  gi¡ trà ÷îc l÷ñng t÷ìng ùng l 

ρ̂ = r =

∑
(xi − x)(yi − y)√∑

(xi − x)2
√∑

(yi − y)2

V½ dö 10.5. Cho m¨u gh²p c°p

x 562 552 562 537 526 515 505 480 460 450 445 435 421 418 400

y 2,1 2,3 2,2 2,5 2,5 2,7 2,8 2,8 3,2 3,3 3,3 3,5 3,6 3,6 3,7

n = 15∑
xi = 7268∑
x2
i = 3565402∑
yi = 44, 1∑
y2
i = 133, 89∑

xiyi = 20940, 6
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H» sè t÷ìng qua m¨u

r =
20940, 6− (7268)(44, 1)/15√

3565402− (7268)2/15
√

133, 89− (44, 1)2/15

= −0, 9919050782

Mët gi¡ trà ÷îc l÷ñng �iºm cho h» sè t÷ìng quan têng thº ρ l  ρ̂ = r = −0, 9919050782.

B i tªp

B i 1 Quan s¡t vi»c têng hñp sinh khèi ð mët nh  m¡y tø n«ng l÷ñng bùc x¤ m°t
tríi sau 8 tu¦n ng÷íi ta thu �÷ñc b£ng sè li»u sau:

Bùc x¤ m°t tríi 30 68 121 217 314 419 536 642

Trång l÷ñng sinh khèi (gram) 17 49 122 220 376 571 648 756

Düa v o sè li»u n y câ thº dü �o¡n �÷ñc trång l÷ñng sinh khèi qua bùc x¤ m°t tríi
b¬ng h m hçi quy tuy¸n t½nh thüc nghi»m hay khæng? N¸u �÷ñc h¢y dü b¡o xem
khi bùc x¤ m°t tríi ð mùc 600 th¼ trung b¼nh sinh khèi �÷ñc s£n xu§t l  bao nhi¶u?
B i 2 (Hçi quy) �º nghi¶n cùu sü ph¡t triºn cõa mët lo¤i c¥y trçng, ng÷íi ta ti¸n
h nh �o chi·u cao Y (m) v  �÷íng k½nh X (cm) cõa mët sè c¥y. K¸t qu£ �÷ñc ghi
ð b£ng sau �¥y:

X Y 3 4 5 6 7 8

21 2 5

23 3 11

25 8 15 10

27 4 17 3

29 7 12

T¼m h» sè t÷ìng quan m¨u v  ph÷ìng tr¼nh hçi quy tuy¸n t½nh m¨u Y theo X.
B i 3 Mët cæng ty §n �ành gi¡ b¡n X cõa mët lo¤i s£n ph©m t¤i 10 mi·n kh¡c nhau.
B£ng sau �¥y cho bi¸t sè l÷ñng Y b¡n �÷ñc trong mët th¡ng ùng vîi gi¡ b¡n:

X 34 35 36 36 35 37 38 40

Y 6 5,9 5,7 5,7 6,2 6,7 5,6 5,5

1. Câ thº biºu di¹n sâ l÷ñng theo gi¡ b¡n b¬ng ph÷ìng tr¼nh hçi quy tuy¸n t½nh
khæng? V¼ sao?
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2. Vi¸t ph÷ìng tr¼nh �÷íng th¯ng hçi quy m¨u cõa Y theo X.

B i 4 Gi£ sû gi¡ trà quan s¡t tr¶n mët m¨u cõa (X,Y) tu¥n theo quy luªt ph¥n
phèi chu©n hai chi·u �÷ñc cho trong b£ng sau:

X 1 3 4 6 8 9 11 14

Y 1 2 4 4 5 7 8 9

Vi¸t ph÷ìng tr¼nh �÷íng th¯ng hçi quy m¨u cõa Y theo X. Dü �o¡n gi¡ trà trung
b¼nh cõa Y khi X = 12. Khi X t«ng 2 �ìn và th¼ Y t«ng trung b¼nh bao nhi¶u?
B i 5 �o chi·u cao X (�ìn và: cm) v  trång l÷ñng Y (kg) cõa mët sè håc sinh chån
ng¨u nhi¶n �÷ñc:

X 155 156 158 159 159 160 160 162

Y 48 47 48 49 48 50 51 51

Câ thº dü �o¡n c¥n n°ng trung b¼nh khi bi¸t chi·u cao X b¬ng h m hçi quy tuy¸n
t½nh �÷ñc khæng? N¸u câ h¢y dü b¡o c¥n n°ng trung b¼nh cõa c¡c håc sinh câ chi·u
cao 165 cm. Khi chi·u cao håc sinh t«ng 5 cm th¼ c¥n n°ng trung b¼nh t«ng bao
nhi¶u?
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