Chuong 2

Tich phan boi

2.1 Tich phan bgi 2

2.1.1 Ky hiéu

trong d6: D ¢ R?, D bi chin.

z=flxy) 4

Tich phan ctia hAim f trén mién D chinh 1a thé tich ctia hinh khéi S nam dudi do thi

ham f va nam trén mién D.

Tinh chéit 2.1. Ta ¢6

//f:l:g d:rdy-//fd:rdy:l://gd:rdy,
//cfd:cdy = c/ fdxdy, v6i ¢ 1 hang s,

3.NCUD D]UD2V3D10D2—@ﬂ’lI

//fd:cdy—//fdxdy—l—/ fdxdy,

D
4. Néu f(x,y) < g(z,y), Y(z,y) € D th1

/ / Fdudy < / / gddy.



2.1.2 Tich phan lap

Taco
b g2(x) g2(x)

- T s |

a gi(x) \91 (x)

d ha(z) d / 2(z)

> / / f(fﬂ,y)dxdyz/ f(z,y)dx | dy.
¢ hix) e\

Chii y:

e Khi tinh tich phan lap, ta tinh tu trong ra ngoai.
o / f(x,y)dz: tich phan theo z, xem y 1 hang.

o / f(z,y)dy: tich phan theo y, xem z 13 hing.

2
Vi du 2.1. Tinh tich phan lap / / (4 —z — y)dzdy.
o Jo
Gidi
=2

1 2 1 72
/ / (4—x—y)dedy = / <4x -5 xy) dy
0 0 0 =0

1
= (6 — 2y) dy
0

= (60— v"),,

=5.

4 y
Vi du 2.2. Tinh tich phan lap / / o dexdy
2 0

Gidi
Tinh tich phan bén trong theo bién z, ta cé
Y

3
y 3 1 31 9 Y 0 o T
———dx = dr = y°.—arct = tg= — tg— | =y~ —.
/$2+y2 xr=1y /x2+y T = y yarcg |x 0= (arc gy arc gy Y 1

Suy ra
i 3 / 2 3
y N
//mdl‘dy = T Yy = 12 y__2 = 6.
-2 0 -2

Pinh ly 2.2. (Dinh Iy Fubini) Néu ham f lién tuc trén hinh chit nhdt
D={(z.y)eR*la<z<bc<y<d},

b od 4 b
é/f(a?,y)dxdy=a/c/f(x,y)dydxzc/a/f(x,y)dxdy.

thi



Chii y: Néu f(z, y) = h(x).g(y), thi
b d

//f x,y)drdy = /h(x)dx /g(y)dy

a C

Vi du 2.3. Tinh //(x — y)?dxdy, trong &6 D 1a hinh chit nhat [0, 1] x [0, 2].

D
Gidi
Cdch 1:

0
1 ) 4
=- 1— dy = —.
3 ( 3y+3y) Y 3
Cdch 3:
//(x — y)zdxdy = / 22dedy — // 2xydxdy + // y2dxdy
D [0,1]%[0,2] 0,1]x]
1 2 2 1 2
= /x2dx) (/ dy | —2 /xdx /ydy + /dx /yzdy
10 12 ) 8 4 ’ ’ ’ 0
—2--2-241-=_,
2 3 2 24 + 3 3



2.1.3 Biéu dién mién

A. Mién loai I: Mién D dugc goi la mién loai 1 néu né nim giita dd thi cta hai ham lién

tuc theo bién =, nghia 1a
D={(z,y) eR¥Ya<z<bg(x)<y<g(x)}

trong do, g1, g2 1a hai ham lién tuc trén doan |a, b].

¥y Vi VA
y=g,(x) y=g,(x) y=g:(x)
D
D | D [ |
| | | ' '
I I | | y=aqlx) I
| V=g,lx) | | y=gx) | [ |
| | | | | |
0 a b 0 a b X 0 a b
Néu ham f lién tuc trén mién loai 1 D, thi
b g2(x)
//f(x,y)dwdy = / / f(z,y)dydz.
D a gi(x)

Chii y: mién loai 1 nhin theo huéng Oy.

B. Mién loai II: Mién D dudc goi 1a mién loai 2 néu né nim gitta dd thi cta hai ham

lién tuc theo bién y, nghia 14

_\'J

d

D= {(z,y) R’ <y <d by <z<hs(y)}

trong do, hi, ho 1a hai ham lién tuc trén doan [a, b].

0

Néu ham f lién tuc trén mién loai 2 D, thi

é / F(w, y)dwdy =

Chii y: mién loai loai 2 nhin theo huéng Ox.

.\I
. d—-————
x=h,(y) x=hy(y) D x=h,y(y)
0 X
2| I
x
d h2(y)
¢ hi(y)



Vi du 2.4. Tinh tich phan / / (22 + y)dxdy, trong d6 D 1a mién giSi han bdi cic dudng

D

y=2zrvay=a>

Gidi
Phuong trinh hoanh do giao diém: 22 =22 @z =0V = 2.

¥ VA

2.4) 4 (2,4)

Ny - Ent¢r at

D/ Enter at D

0 1 5 X 0 x

4

Mién loai I Mién loai II

Cdch 1: Viét D theo dang mién loai I: D = {(z,y)[0 <z < 2,2” < y < 2z},

Ta co

2 2x
//(21’ +y) dedy = / (22 + y) dydx
D 0 z2
2 2\ Y=2
= / <2xy+ y_) dx
0 y=e?
2 4
— / (6x2 — 273 — % dx
0 r=2
x? 2\
— [ =293 -
( 7 T T 10 Y
24
=5
Cdch 2: Viét D theo dang mién loai II: D = {(:L‘, y) |0 <y <4, % <z< \/g}

VY

N




Vi du 2.5. Tinh dién tich mién D gidi han bdi parabol = 22 va dudng thing y = x + 2.

Gidi

2,4)

i
f [- ? dx ey
1 -2

y=x+12

(-1,1) (-1, 1)

i

(a) (b)

Cdch 1: Viét D theo dang mién loai I: D = {(z,y)| - 1<z <2,2° <y <z +2}.

Ta co

2 x+2 2
//dxdy—/ / 1dyd;r;—/ )x“L2 dx
_1 J.Z —1

:/(:B—I—Q—:E)dx

-1

(1“2 1‘3>2
S T
2 3)

N | ©

Cdch 2: Viét D theo dang mién loai II: D = D, U Ds, trong do

Di={(z,y) |0 <y <1, -y <z <y}
Dy ={(z,y) 1 <y<4y—-2<z<,yh

e e e

3 2 3 14 4
2 —7r2 — — 2
o), (ot =g+ ),

Nhdn xeét: trong bai nay nén chon cach 1.



Vi du 2.6. Tinh //e“”zdxdy, trong d6 D 1a mién gi6i han béi z = 1,y = 0,y = .
D
Gidi

<
\
I

0 y=0 1 0 |

Cdch 1: Viét D theo dang mién loai I: D = {(z,)[0 < 2 < 1,0 < y < z}

Ta co
1

1
1
// wdajdy—// xdyda::/ /xe_wdas————
2e
0
<1

CachZ Viét D theo dang mién loall ={(z,y)|0 <y y<z<1}

Ta co

11
//e_:Cdedy = //e‘Idedy khong tinh dugc. !!!
D 0 vy

Nhdn xét: khong phai bai nao ta ciing giai dudc bang 2 cach.

2.1.4 Phuong phap déi bién tong quat

DA4u hiéu: mién 14y tich phén, hoic ham lay tich phan phtc tap.
Bude 1: dat

V="

Budc 2: d6i mién it D,,, = Dy, (tim diéu kién cda u,v)
or Ox

=% B #
M

dinh thic

Bude 3: tinh |.J| ( tri tuyét dbi), véi J =

r=a(uv) _ 0ny)
y=1y(u,v) 0 (u,v)’
ou Ou
G(u,v)_ or 33/ 8(x,y)_ 1
oy | v 9 |7 OT Gl T Tl
ox 8y

—_————
dinh thiic

Cach 1: Tu (%) =

Céch 2: tu (%) =




Budc 4: ap dung cong thiic

//f(x,y)dxdy=//f(a:(u,v),y(u,v)).|J| dudv

Dzy Doy

Vi du 2.7. Tinh tich phan / / e Ydzxdy, trong d6 D 1a hinh binh hanh tao bdi 2 vecto
D

T =(3,3): 0 = (4,1).
Gidi

(7.4)

-0/4

Phuong trinh cic dudng cua hinh binh hanh.
1 9

1
e N et — 3' = —7T: = — —
Yy=x; y=x ; Yy 455’ Yy 4$ + 1
Nhdn xet:
- Néu viét D theo mién loai I, ta phai tich D thanh 3 mién.

- Néu viét D theo mién loai II ta phai tdch D thanh 2 mién = dai.

N N < N 2 * X A ~ A A N ]-
- Nhin vao phuong trinh duong (cuia mi€n), ta thay c6 2 yeu to (z —y) va <1x

lip lai = dAu hiéu déi bién.
U=x—1y

bat v—lx— (%)
Ta co
r—y=0=>u=0
x—y:3:u:3}:>0§u§3’
1
—-r—y=0 =v=0 9
i 9 9 (T svsl
v
SuyraD:{(u,v)|0§u§3,—1§1}§0}
Ta lai co
iy 4 4
=x— T=-u—-v
1 = P
vE gty Yy=—-u— =0
3 3
9 (e.1) or Ox 4 —
_ $7y: _'LL _'U _ 3 3 :_é
R e R 7 R R N R R
4 ou Ov 3 3
Suyra|.]|:§

—y) dugc



15 9
—---—15(6 —1)(6 —1).
Vi du 2.8. Tinh tich phan //xy (:U2+y2) dxdy, trong d6 D = —3 < -y <31<
D
xy <4.

Gidi

_é é 1) \ X

Danh cho Sinh vién.

Vidu 2.9. Tinh //e%dxdy, trong d6 D 1a mién x4c dinh bdi z > 0,y > 0,2 +y < 1.

Nhdn xét. Ta thAy ham bén trong dAu tich phan c6 2 luong (z — y) va (z + y) giy khé
khiin cho viéc 14y nguyén ham = dAu hiéu ddi bién.
Gidi




N u=—
Oy:z=0,t(x) = v:yy = u= —.

r+y=1=v=1
Vay Dy = {(u,v) |0 <v <1,—v <u < v}

x_u+v
Tu (%), ta co vzu , suy ra
Y= B
8 (z.y) 1 1
T,y 9 9 1 1
J = = =-=|J ==
J(u,v) 1 i 2 11 2
R 2
Vay
1
ez+ydxdy— ev. —dudv— evdudv—§ e—e vdv—z e—e )
D 0
1 1—x
Vi du 2.10. Tinh tich phan / / Ve+yly — 2£L') dydzx.
0 0
Gidi
A 42 %
IF 3 3
1/ _Zu v 1
4 y — 3 + 3 T\
> [ —
of\ ¢ |t
% x4+ yv= 1
g, T | x =10 ?
v=-2u- \\\ R \
—2 — \ \\‘
‘ D\ ..
0 \ 1
y=10
2.1.5 P3i bién trong toa do cuc
A1 A . ox? P
Dau hiéu: mién c6 "dang" tron (c6 22 + y?) hodc elip (= + b_2)'
a

Buéc 1: it { L= reosy
Yy =rsing
Budc 2: d6i mién D,y = Dy,
©: "quét" mién.

r: tim 7 vao , ra mién.



Bude 3: | 7| =r.
Budéc 4:

//f (z,y) dedy = //f(rcos @, rsin @) .r.drde. (2.1)

Dacy D"‘<P
Chii y:
1. V6i dudng tron tam I(a,b) # 0(0,0) : (z — a)® + (y — b)* = r?, ta dit

{ T =a-+T7cosyp
y=">b+rsing
khi d6 | J| = r va r, ¢ xdc dinh theo goc I(a,b).
2. V6i mién elip: 2—2 + z—j, ta dat
T = ar cos e
y = brsinp

khi do |J| = abr.

3. Trong cong thiic 2.1 c4c cin cta tich phan & bén trong néi chung 13 ham s6 cda ¢,
cdc can nay chi 1a hang s6 khi mién 14y tich phan 13 hinh quat tron hoic hinh tron, hay
hinh vanh khin gidi han bdi cc dudng tron dong tam. Thuc chét viéc tim can trong cong
thic 2.1 1a nham guér hét mién D.

4. Khi thay {

=7 Ccos¢

z — rsing vao phuong trinh lién hé gitta z, y ta dudc phuong trinh lién

hé giua r, ¢.
Vidu 2.11. Tinh / / (3x+4y?)dxdy, trong d6 D 1a mién gi6i han bdi 22 +y% = 1,2%+y* = 4
D

v nam trong géc phan tu thif nhét.

Gidi

ol

Taco D,y = {(x,y)|x,y20;1 < z? 442 SQ}.

< T =TCosp
bat y =rsingp

Ta co



// (Bx + 4y2) dzdy = // (37” cos ¢ + 47’28in2<p) r.drde

Dey Dyy

2
/ 3r2 cos ¢ + 4r?’sin2g0) drdy
1

(r3 cos ¢ + r4sin2g0) :j do

NIE] INIE) ml:\

/ (7 cos ¢ + 15sin290) dy

INIE)

15 15 15
7sinp + TSO — Zstgo)O =7+ ik

0
Vi du 2.12. Tinh tich phan / dxdy v6i D 1a nda trén hinh tron don vi.

1
V142242

Gidi

Taco D,y = {(x,y)|y20;:£2+y2 < 1}.

Dit T =TCcosp

y=rsingp
Ta co
o[J| =1,
oDw:{(r 0)|0<e<m0<r<1}.
Vay

r.drdp

// md‘”d‘”‘ //m

90|0

=7T<\/§—1)

Vi du 2.13. Tinh tich phan / / (22 + y?)dzdy, v6i D 12 hinh tron 22 + 3 = 2.



Gidi
Vi
(x—1)2+ yi=
(or r=2cos#)

Taco D,y = {(x,y)|x2+y2=2az} = {(x,y)| (x—1)2-|—y2 = 1}.

Cdch 1:

Pit :ci 7 COS (+)
y=rsing

Ta co

o|J| =,
T
Y <e<
thay (*) vao z* + y? = 2z, ta c6
T2COSZQ0 + 'r‘QSin2g0 = 2rcosy
r? = 2r cos %)
r = 2cos p.

= Dy = {(7“,90)| —g <p< g»OSTS%OW}-

bo |

3 2cosp

Vay
// (172 —|—y2)dxdy = //T2.r.drd<p = / / rdrdy
Dyy Dry — 0

2

I3

3
=4 / costodp = 3™

I

Cdch 2:
Pit z: is—fl—nr@cosw (%)
Ta co

o|J| =1,

® Drp={(r,p)|0<p <2m0<r <1}

Vay
// (172 + yQ)dxdy = // ((1 + 7 cos @)2 + rQSinch).r.drdgo
ny D

T
2 1

z//(r—|—2r2cosg0+r3) drdg@zgﬂ'.
0 0



Vi du 2.14. Tinh tich phan / / dxdy, biét D 1a mién gidi han bsi cdc dudng tron z2 4 % =

4z, 2% + y? = 8z va cc dudng thang y = =,y = 2.
Gidi

y=2x

X+pi=4x
Pit { TETCSP
y=rsing
Tim r, ta co
z% + y2 =4x
r2cos2g0 + r2sin2ga =4rcosyp
7 (C082g0 + sin2g0) =4rcosyp
r=4cosyp
va
v? +y? =8z
T2COSQQ0 + r281n290 = 8rcosy
7 (COSQQO + Sin2g0) = 8rcos ¢
r = 8cosp
Tim ¢, ta co
s
y=x=rsinp=rcosp =>tanp=1= ¢ = T

Yy =2r =rsing =2rcosp = tany = 2 = ¢ = arctan 2.
SuyraD = {(r )|E <p <arctan2,4cosp <r < 8cosgp}

arctan 2 8 cos ¢

/ / ddy = / / rdrdip = 4cos(x) (arctan(2) ).

T 4 cos

2.1.6 Ung dung cua tich phan bdi 2

A. Tinh dién tich hinh phang D c R?

S = //1.d:cdy.

D

B. Tinh dién tich mit cong S ¢ R?



Cho mit cong S : z = z(z,y), (z,y) € D C R?, khi d6

= [ () () e

C. Ung dung co hoc

=N

0

Cho ban phang méng D ¢ R?, ¢6 khéi lugng riéng 1a p (z, y), ta cé
Khbi lugng ban D : m = //p (z,y) dzdy,

1
G = —//xp(x,y)dfcdy
m

Toa d0 trong tam G (zg, yg): 4 1 D
Y = E//yp(x,y) dzdy

Momen tinh d6i véi truc Ox: ];Jm = / / yp (z,y) dedy,

Momen tinh dbi véi truc Oy: M, = //:cp (z,y) dzdy,

Momen quan tinh quay quanh truc Ox: I, = / / y2p (z,y) dzdy,
Momen quan tinh quay quanh truc Oy: I, = / / 22p (z,y) dady,
Momen quén tinh dbi v6i gbc O: Iy = // (x2 + y2) p(z,y)dxdy.

Vi du 2.15. Tinh dién tich ciia mién D gi6i han bdi parabol 4> = 2z va dudng thang
y=x—4.

Gidi )

Taco D = {(x,y)|—2§y§47% Sx§y+4}.

4 y+4

Suyrasz//ldxdyz//1.d;1:dy=---=18.
D

_Qﬁ



Vi du 2.16. Tinh dién tich ctia mot phan mit phang z = x2 + 2y nam trén tam gidc T trong
mit phang Oxy véi cac dinh 1a (0,0), (1,0), (1,1).

Giai
(1.1)
i
(0, 0) {1,0) X
Ta co:
o T'={(z,y)|0<z<1,0<y<uz}
o f(r,y) =2>+2y= ;x:gx
Yy
Suy ra
1 =z
//\/ 2:E +1d:vdy=//\/4w2+5dyda:
0 0
12, 5 b 1
:/:I; 4x2+5d:v:§.§ (4ZL‘ +5)2 OZE(27—5\/5).

Vi du 2.17. Mt ban phang D hinh tam gidc c¢6 cic dinh (0, 0), (1,0) va (0,2) va khéi lugng
riéng la p(xz,y) = 14 3z +y.

Tim

1. Khbi luong va tam cia ban.

2. Momen tinh, momen quan tinh quay quay truc Ox.

Gidi
VA
0,2) 1
| y=2—2x
31
B (3-5)
D
0 {1,(}} X
1 2-22
mz//pxydxd :// 1+ 3z +y) dydz
D 0

w| oo

4/1(1—x2)d:c=



1 2—2x
1 3 ) ;
xG:E//iﬂp(CE?y)dxdyzg/ / (m+3x +yx)dydx:m:§.
D 0
1 2-2z
: 5 2 11
:E//y/)(x,y)dxdyzg/ / (y+3xy+y)dydx:...:g,
D 0 0

2.2 Tich phan béi ba

2.2.1 Ky hiéu

// f(z,y, z)dxedydz,
Q

trong d6: Q c R?, Q bi chin.

Pinh Iy 2.3. (Dinh Ly Fubini) Néu f lién tuc trén hinh hop chit nhdt B = [a, D] x [c, d] x [r, 5],

thi
[]] i / / /fxy,
i /// /WW /Z,Wy [

Vi du 2.18. Tinh / / / zyz2dxdydz trong d6 B 1a hinh hop chif nhat
B
B={(z,y,2)[0<2<1,-1<y<20<z<3}

2 3 2
2 =1
///xydexdydz = / zy22dedydz = // [x Yz 1 dydz
B —1 0 -1
2
/ %dydz
—1
lﬂl dz = / =z
4
y=—1

Gidi

—
O\H

|
"E' Eo\wo\wo

2.2.2 Biéu dién mién

A. Mién loai I (nhin theo hudng Oz)

Mién 2 dudc goi 1a mién loai 1 néu né nam gitta do thi cia 2 ham lién tuc cua bién z, y

Q={(z,y,2)|(z,y) D, 21 (x,y) <z < 2 (z,y)}



trong d6, D 1a mién trong mit phang Oxy

-
A

z= 22(_‘;_ }_} - ,_ -

i
b .' \ ..I
@ ! "E 1 !
» — o
-
L
]
v

X
D
(x y)
Khi do
z2(,y)
/// f(z,y, z)dxdydz = // / f(z,y,z) dzdxdy.
Q) D
z1(z,y)

B. Mién loai II (nhin theo huéng Ox)

Mién Q dudc goi 12 mién loai 2 néu né niam gitta do thi ctia 2 ham lién tuc ctia bién y, =

Q={(z,y,2) [(y,2) D,21 (y,2) <z <22 (y,2)}

trong d6, D 1a mién trong mit phang Oy

A \ x=x,(p.2) ’
\ 1w, z)
Region ()
o
X

x =1y, 2)



Khi do

w2(y,2

///Qf(x,y,z)dxdydz:/L /)f(x,y,z)dxdydz,

T1 (yvz)
C. Mién loai III (nhin theo hudng Oy)

Mién Q dudc goi 1a mién loai 3 néu né nim gitta do6 thi ctia 2 ham lién tuc cla bién z, 2

Q= {(z,y.2)|(z,2) D,y1 (x,2) <y <y (2, 2)}

trong d6, D 12 mién trong mit phang Ozz

| z
X - 10

Region Y )
: .\y

Khi d6

y2(2,2)

///Q f(z,y, z)dzdydz = //D / f (v, 2) dydd:.
y

1 (,2)

Chu y:

1. Mién D trong céc trudng hop trén 1a hinh chiéu cta 2 1én mit phang tucng tGng.

2. Viéc tinh tich phan boi ba dugc dua vé viéc tinh tich phan ldp, va ta thuong phdi
vé mién l4y tich phan, tuy nhién, viéc vé mién 14y tich phan khong phai lic nao ciing dé
dang.

3. Can chi y trudng hop mién Q chi gdbm hai mit gidi han z = g(z,y) va z = h(z,y).
Khi d6, muc tiéu 12 chuyén vé tich phan bodi 2 vé6i

9(z,y) <z < h(z,y) hoac h(z,y) < z < g(z,y)

Budc 1: xac dinh mién D,

gidi g (z,y) = h(z,y)
ki€ém tra cac phuong trinh khong chia z

V€ mién D, .

= bién D,, (bién phéi kin)

Budc 2: Lay diém (zq, yo) € D, , = g < hhodc g > h.

Vi du 2.19. Tinh zdxdydz, trong d6 Q 12 khdi 1ap phuong gii han bdi cdc mit
Q
r=0,y=0,z2=0z4+y+2z=1.



Gidi

VA
(0,0, 1) 1+
A =1-x—y .
a_x l 1
y \\
E J I \\ D
0 N\ (0,1,0)
1, (}(}w,- f\;:g Y 0 y=0 B
X

Ta co
Q={(z,9,2) [ (x,y) € D,0< 2 <1 -z —y},
trong do
D={(z,y)[0<2x<1,0<y<1-—z}.
Suy ra
Q={(z,9,2)0<2x<1,0<y<1—-2,0<z<1—-2—y}.
Vay

/// zdrdydz = / zdzdydx
Q
1
22 z=1l—x—y 1 )
l? dydz—§// (1 -z —y) dydz
0 0

ﬂ—w—w3y1x 1
] e e

Vidu 2.20. Tinh tich phan / / / Va2 + 22dxdydz, trong d6 © 1a mién gi6i han bdi parabol
)
y=a%+2° Vélmefttphfmgy =4

Gidi



Cdch 1: Viét Q) theo dang mién loqi 1

YA
b
y=4 . | X +z2=4
/' D

. Dy [ —F |
\ } =X 2 _2 U 2 X

ol X

Hinh chiéu {) 1én Oxy Hinh chiéu {) 16n Oxz

Taco: Q = {(:L‘,y,z)|—2§x§2,x2 <y<4,—Jy—a2<z< \/y—xQ}.

Vay

Vy—a?
///\/ 22 + 22dzdydz = // / V22 + 22dzdydz.

(ta thy tich phan trén tinh kho !!)
Cdch 2: Viét Q) theo dang mién loai 3
Ta co:
Q= {(,9.2)| (2, 2) € Dpzya® + 2* <y < 4},
trong d6 Dy = {(x,z) [2* + 2° < 4}
Vay

[= / / / V7?2 + 2dedydz = / / / V7?2 + 2dzdady = / / (4 — 22 — 2%) Va2 + 22dwdy.

J.z $2+Z2 sz
P T = T COos
boi bién, s @
y = rsin g
Ta co
|7 =r.

oDy ={(r, )| 0 < <2m,0 <7 <2}



2
I=//(4 )rdrdg0—11—2587r
0 0

Vi du 2.21. Tim thé tich mién Q gidi han bdi 2 mit z = 2 + % va z = 8 — 22 — /2.

Giai

2 9
=8 —x"—y°

I i giao cia 2 mét cong

(2,0, 4)

vao
y=-V@—x2)2 —

@ ‘(&(

X

Tac68—a? —y> =2’ +3y° = 2 + 2 =4 suyra
Day = {(v.y) |2 +2* < 4}

Ly (z,y) € D, tathly 2 = 8 — 2? — 4> > 2 = 2 + 3y®, nén ta c6

Q= {(x,y,z)|(x,y) ery,$2+3y2 S Z§8—5E2—y2},

Suy ra

8—z2—
Vo = // / ldzdxdy = // — 2% — 4y ) dxdy = = 8mV/2.

xy x2+3y

2.2.3 Phuong phap déi bién tong quat
r =2z (u,v,w)
Buéc 1: Dat < y =y (u,v,w)
z=z(u,v,w)
Budce 2: DSi mién Quy. = Qo



Budc 3: Tinh

oy | % 8 %
T v | a0 20|
ou Ov Ow

Budc 4:

Zl/f(l’,y,z)dxdydz—!//f(x(u,v,w),y(ujuw),Z(u’U,w))|Jdudvdw.

) u=u(z,y,z)
Chiiy: Neudat < v=v(z,y,z) ,thiJ= Saw)”

w=uw(zy,2) Aew.2)

Vi du 2.22. Tinh tich phan / / / (zz)dzdydz, v6i Q 1a mién gi6i han bdi cdc mit
Q

y=z, y=x+2; z=z;, z=x+4+3;, z2z2=0;, z=4

Gidi
<
z=4 4
e
\ D \;—,\'
S - 2
-
Front: vy = x Buck:y=x+2
Rrigﬁ:: ‘ = L:fti::}= 43 \} -
Bottom: z = 0 Top:z =4 @ ” < _{“‘m\\
(b)
Nhdn xét: ta thay
ey—x=0vay—x=2
ez—zx=0vaz—x=3
ez=0vaz=4.
bat
U=1y—= 0<u<?2
v=z—z (x)=<{ 0<v<3
w=z 0<w<4
Vay Quow = {(u,v,w) [0 <u <2,0<v<3,0<w<4}
Tu (x), ta co
rT=w-—"v
Yy=u—v—w
Z=w
Suy ra
0 -1 1
J:M: 1 -1 -1 |=1+#0.
0 (u,v,w 0 0 1

Vay



///:L’zdxdydz = // (w2 — vw) I . dudvdw

xyz vw

3 2
// w —vw)ldudvdw
0

0
.. = 56.

I
o\%:@

2.2.4 D3i bién trong toa do tru

> Toa do tru

Trong hé toa do tru, diém P trong R? dudc mo ta bdi 3 toa dd (r, ¢, z), trog d6

r 12 d6 dai hinh chiéu cia OP 1én mit Oxy,

¢ 13 goc tao bsi hinh chiéu ctia OP 1én mit Ozy véi tia Oz, chiéu duong ngugc

chiéu kim ddng hd.

joel
2w ) v
o tan P = F

~— 1 / o
/Q\rRPx =)h, = y=r SlnL}{)
X

Bién doi gitta hé toa do tru va Descartes

Descartes = Toa do tru | Toa do tru = Descartes

r2:x2—|—y2 Tr =Tcosy
tanp = y/x y=rsinp
z =1z =z
> D6i bién
Bude 1: Dat
T =T7Cosp
y=rsingp 0<r<+400,0<p <27, —00 <2< +00
2=z

Budc 2: D6i mién Quyr = Qrpe
©: quét day,
r: tim r "vao, ra" day,

z: tim z trén , dudi.

Z ) Fi
X = rcosy #
% 0 T

- 9 P(rip, 2)



Bude 3:taco |J| =1 .
Budc 4:

// fz,y, 2)dzdydz = // f(reosp, rsing, z).r.drded:z.

Vi du 2.23. Tinh / / / (22 + y?)zdxdydz, v6i Q dudce gidi han bdi cac mit 22 +4> =1,z =
Q
0,z =2.

Giai

T =TCcosp
bat<{ y=rsineg
2=z
Da&i mién Quyr = Qs
o)< <2rm
e 0<r<1
e 0<2<2

Taco|J|=r.

Vay
/// 2% 44 Ydxdydz = // r2cos’o + rlsin go)rdrdgpdz
Qoo
1 27 2
/ / / r3dzdpdr
0 0 O

(777)



Vi du 2.24. Tinh / / / dxdydz, trong d6 © 12 mién gi6i han b&i z > 0,2z = /4 — 22 — 92
)

nam trong hinh tru 22 + 3% = 2z.

Gidi

T =TCcosp
bat< y=rsing (x)
z2=1z
D&i mién Qg = Qs
° 71-< <7T
z—cp_

e Thay (%) vao z2 + y? = 2z, ta dudc r = 2cose, ruy ra 0 < r < 2cosg

e Thay () vao z = /4 — 22 —y2, tadudc 2 = /4 —r2, ruyra 0 < z < /4 — r2

Taco |J| =r.
///da:dydz = ///rdrdgpdz

Vay
TYyz Q”rgaz

5 2cosp \/A—r2

= / / rdzdrde

0 0

]

_ g (7r— g) (277).

Chii y: viéc d6i bién trong toa do tru "gidng" viéc ta dua tich phan bdi 3 vé& boi 2 va

dung ddi bién trong toa do cuc.

2.2.5 P3i bién trong toa dd cau

> Toa dé cau
Trong toa do cau, diém P trong R?® dudc mo ta bdi 3 toa do (p, ¢, 6), trong d6
p 1a khoang céch tit P dén gbc toa do O,
¢ 13 goc tao bsi hinh chiéu ctia OP 1én mit Ozy véi tia Oz, chidu duong ngugc
chiéu kim dong ho.

0 goc gitia tia Oz va OP.



9 FP(p. @ 6) g
.
N=p<ew pr ,erf.P:iP, )
N=yg=qx P;f /”‘,‘h
N=%=2xw e - L0
B ,‘? ) z=peosh
4 -
/ y ]
/OI\ x=psinf cosp _A— _ JrT pSIM g
A — . e ——
0 Kl s # ~ B
il - -—

i @

y = psin @ sin
LS 4

e
I

. A A2 .~ A A N
Bien doi gita hé toa cdu va Descartes

Descartes = Toa do cau | Toa do cau = Descartes

2 _ 2 2 2
pr=rtty 2 x = psinf cos ¢

cos@zz/px y = psinfsing
COSSO:p.sinQ 2z =pcosl
> Doi bién
Bude 1: Dat
{ x = psinf cos p
y = psinfsinp 0<p<+4+00,0<p<2r,0<fO <
z =pcost
Budc 2: Doi mién Q. = Q0
©: quét day,
0: quét thang ding tif trén xudng,
p: tim p "vao", "ra" khoi.
Budc 3: ta c6 | J| = p’sind.
Budc 4;
///f(a:,y,z)da:dydz = ///f(psin@cosgp,psz’n@singp,pcos@).pzsine.dpdﬁd@
Q2 Qrpo
Chu y:
< ) T AR TR y
1. Néu 2 c6 dang ellipsoid 2 + 2 + 2 ta dat

x = apsinf cos p
y = bpsin@sin
2z =cpcost
khi dé |.J| = abep?sind.
2. Néu Q c6 dang mit cu (z — a)® + (y — b)* + (2 — ¢)* = R, ta dit

x =a+psinfcosp
y=>b+ psinfsiny
z=c+pcosf

khi dé |J| = p*sind, p, ¢, 0 xac dinh theo I(a, b, c).



Vi du 2.25. Tinh / / / @ Qrdydz, v6i Q = {(,y, 2|2 + P + 22 < 1}

Gidi
Dit

y =psinfsing (x)

x = psinf cos ¢
z =mpcost

D3&i mién Q. = Qoo = {0, 0)0<p<1,0<p<2m,0< 0 <7}
Ta c6 |J| = p*sinfd

/// (@ +y*+27) dmdydz—/// )" p? sin 0.dpdpdo

a:yz pwﬁ
s

[

>l O\:‘m

1
/ p2ep sin Odpdpdd
0

27 1
= Sm«9d9 / dp / p2ep3dp
0 0

4 1)
=—7(e—
3

Vi du 2.26. Tinh / / / dzdydz, v6i 12 hinh cau tim (R, 0,0), ban kinh R.
Q

Gidi

Phuong trinh hinh cau tim (R, 0, 0) ban kinh R 1a
(z— R’ +y*+ 2% =R,

hay
22+ + 22 = 2Rz
x = psinf cos
bat{ y = psinfsinp
2z =1pcost
Ta cé |.J| = p>sinb.
Tim p, ¢, 0
e 0O

< ;7?
. J— J—
2_90_2’

>]



e Thay z,y, = vio 2% + 4 + 2° = 2Rz
(psin 6 cos cp)2 + (psin @ sin g)? + (pcos 9)2 = 2Rpsinf cos
p = 2Rsinf cos ¢
Suyra0 <p < 2Rsinfcosg

Vay Q = {(p,wﬁ) 0<6< w,—g <p< g,O <p< 2Rsin900w}
Suy ra

/ / / drxdydz = / / (p*sind)dpdedd

Qayz Qpo

7 5 2Rsinfcose

/ p2sinfdpdodd
0

I
—
—

(SIE]

3
%,

Vi du 2.27. Tinh / / / V2 + 42 + 22dzdydz v6i Q nam trén nén z = /22 + y2 va bén
Q

dudi mit cau 22 + 3 + 2% = 2.

Wl o

Gidi

i.{), 1)
///f'— “—a~>(J,2+}]2_;_ZEZZ
/ \

x = psinfcosy
biat { y =psinfsingp
z =mpcosb
Ta c6 |J| = p*sind




e 0<0,
=22+ y2 = 22 =22+ P
= (pcosf)? = (psinf cos ) + (psin fsin p)*
7T
=0=—
7T4
=0<0< =
- T4

e 0<p,

22 +y% + 22 = 2 = (psinfcosp)® + (psinfsin)® + (pcosd)® = pcos b
= p =cosf

= 0<p<cosf

Viay D = {(p7g0,9)|0§99<27r,0§9< %,nggcosﬁ}
Suy ra

s
2w 7 cosf

1 2
/// V2 +y? + 22drdydz = // / p.p?sinOdpddy = | — — —\/— .
Q 10 80
0 0

0

2.2.6 Ung dung ctia tich phan boi 3

Vo = ///d:vdydz.
Q

B. Ung dung co hoc Cho vat Q C R?, ¢6 khéi luong riéng 12 p (z,y, 2), ta ¢6
Khéi lugng vat Q : m = ///p (x,y, z) dedydz,
Q

A. Tinh thé tich vat Q c R®

Momen quén tinh ddi v6i Ox: M, = / / / (v* + 2)p (2,9, 2) dedydz,
Q
Momen quén tinh dbi véi Oy: M, = /// (x2 + 22)/) (x,y, z) dedydz,
Q
Momen quén tinh déi v6i Oz: M, = /// (:z:2 + yz)p (x,y, z) dedydz,
Q
Momen quan tinh déi véi Oxz: Mo, = ///yQp (r,y,2) dxdydz,
Q
Momen quan tinh ddi véi Oyz: Moy = ///x2p (x,y, z) dedydz,
Q
Momen quan tinh di v6i Oxy: Moy, = / / / 22p (xz,y, 2) dedydz,
Q
Momen quén tinh déi v6i gbe O: My = /// (362 +y2 4 z2) p(x,y, z) dedydz,
Q

Momen tinh d6i v6i Oxz: Mo, = ///yp (z,y,2) dedydz,
0



Momen tinh d6i véi Oyz: Moy, = ///:1:/) (z,y, z) dxdydz,
Q

Momen tinh déi véi Oxy: Mogy = ///zp (x,y, z) dedydz,
Q

( 1
TG = —///J:p (x,y, z) dedydz
m

0
1
Toa d0 trong tam G(z¢, yg): { Y¢ = E///?JP (z,y,2) dedydz

Q
1
20 = —///zp (z,y, z) dedydz
m
Q
Vidu 2.28. .

Tim khéi tAm cda hinh khdi c6 mat d6 khong d6i, bi gi6i han bdi mit tru = = 2 va cic

mitphang z =z, 2 =0, vaz = 1.

Gidi. Danh cho sinh vién.

\ VA
Z 4
o
z=x
= / —
.y Lo~
E \:-—\“"\;_ = 15 U = »
x\\\\ e e \
T /
,\P\_\‘_ y
Ty




2.3 Baitap

Bai tap 2.1. Bi€u dién cdc mién D sau dudi dang don gian, tinh dién tich mién D va tich
phan // f(z,y)dzdy véi

1.D lghinh chit nhat giéi han bi x = 2,2 =3,y =4,y =6, f(z,y) == + .
.Dgi6ihan bGiy =2z, 2 =0,y =4, f(z,y) = .
.Dgidihanbdiz =4—¢* 2=0-1<y <1, f(z,y) = 2>
. D la hinh thang gidi han béi x = 0,y =0,y = 3,2 +y =4, f(z,y) = z.
. Dlatam gidc gidi hanbdix =0,y = 0,2+ y = 2, f(x,y) = z(x — 1)e™Y.
.Dgidihanbbiy=x+5,y=7—x,2 =10, f(z,y) = 3z — 5.
.Dlamién |z| + |y| <1, f(z,y) = =
. D 13 hinh tron 2% 4 »? < 16 ndm trong géc phan tu thi hai, f(z,y) = .

O© 0 N O »n K~ W N

<oy A . L o s X .
. D la mién nam phia trén duong y = 5 vanam trong vong tron 2% + y* = 1, f(z,y) =

10. D =[0,4] x [1, 3], f(z,y) = zy.
11. D =[-2,2] x [0,1].f(z,y) =z — v.
12. D 1a hinh tron 22 4 »? = 4 ndm trong géc phan tu thi nhét, f(z,y) = 22 + y.

5 1
Bai tap 2.2. Tinh tich phan / f(z,y)de va / f(z,y)dy
0 0

L f (z,y) = 1227y
2. f(z,y) =y + ze?

w

Bai tap 2.3. Tinh cac tich phan sau

1. (14 4zy) dzedy

(4 — y2) dydx

(x+y+1)dedy

4. (sinx 4 cosy) dydx
x
5. Ealyalx
Y
6. T dxdy

S T T e e T T —
T T T e T Ty T T T— T —



_|_

<R
SEES

o)

xy\/ 22 + y2dydx

xsin (y) dydx

O\aO\HH\»
— O m—

A o

sin(x)
ydydx

0

y2

/ dxdy

Y
y?

/3 e"dxdy
0

Bai tap 2. 4 Hay d6i thit tu 14y tich phan trong cic tich phan kép sau

//fxydydx

—9 g2
3 2y

//fxydscdy

1 VY

3.//f(x,y)dxdy

I1.

12.

O\H H\w O\

o
p—
<
—
|
8
o

f (2, y) dydx

=
o —

2—x
[ (z,y)dydx

21

V2x—x?
/ [ (@, y) dydx

W

@)

_
5 o
a8
& g5

~

ﬂ\m H\w CI”\M -

[ (x,y) dydx

o

Bai tap 2.5. Tmh cac tich phan sau

/ / ~dxdy, D = [0,1] x [0,1]




2. // zsin (z +y) dedy, D = [O,E] X [0, E]
5 6 3

3. // (62%y” — 5y*) dwdy, D = {(2,y) [0 < 2 < 3,0 <y <1}
D

4, // cos (x + 2y) dxdy, D = {(x,y)|0§x§ﬂ',0§y§ g}
D

2
> // xfildm%D:{(w,yHOSxS1,—3§y§3}
D

6 1+x2dxd D={(z,y)|0<2<1,0<y <1}
. D1+y2 y7 - 7y — — —y—

Bai tap 2.6. Tinh cac tich phan sau
1. // xdrdy, D = {(x,y) |0 <2 <m0 <y <sin(z)}
D

2. // xgdxdy,D ={(z,y9)[0<zr<e,0<y<In(z)}
D
3. // r\/y? — 22dxdy, D = {(z,9) [0 <y < 1,0 < x < y}
D
4. // y3dxdy, D 12 hinh tam giac ¢6 dinh (0,2), (1,1), (3,2)
D
5. // 2xydxdy, D la hinh tam giac c6 dinh (0, 0), (1, 2), (0, 3)
D
6. // (x +vy) (x — y) dedy D la hinh vudng c6 dinh (0, 2), (1, 1), (2,2), (1, 3)
D
7. // rydxdy D la hinh vudng c6 dinh (0,0), (1,1),(2,0), (1,—1)
D
8. // xcos(y)dzdy, D 13 mién gidi han bdiy = 0,y = 22,z =1
D
0. // (z 4 y)dzdy, D 12 mién gi6i han béi y = /z,y = 2
D
10. // zy?dzdy, D 1a mién gi6i han béi z = 0,2 = /1 — 42
D
1. // (cos(2x) + sin(y))dzdy, D 1a mién gidi han bdi z = 0,y = 0,4z + 4y — 7 = 0
D
12. // (z 4 y)dxdy, D 12 mién gi6i han bdi || + |y| < 2
D
13. // (|| + |y|)dzdy, DD la mién gi6i han béi |z| + |y| < 1
D
14. // /|y — 22|dzdy, D 1a mién gidi han béi || < 1,0 < y < 2
D
15. // xdxdy, D 1a hinh thang giéi han bi z = 0,y = 0,2 +y = 2
D
16. // (3x — 5)dzdy, D 1a mién gidi hanbdiy =z +5,y = —x + 7,2 = 10
D

17. / / 2/y? + 1dzdy, D 1a mién phia trén dudng y = 1/2 va ndm trong dudng tron

D

4+t =1
18. / / (2 + y)dxdy, D 1a mién gidi han bdi 22 + y* = 4 va nam trong géc phan tu thi

D

nhét



19. / / zdzdy, D 1a mién nam trong dudng tron z2 + y? = 16 va nam trong géc phan
D
tu thi hai
20. // (22%y?)dzdy, D 12 mién gidi han bdi cdc mién y = z,y = —z,y = 2 — 22
D

Bai tap 2.7. Tinh cac tich phan sau (d6i bién)

1. // %dwdy, D 12 mién gidi han bdi cdc dudng cong xy = 1,2y = 2,y = x,y = 3
(lay troné7 mién z,y > 0)

2. // (z +y)*(z — y)*dzdy, D 1a mién gidi han bdi cic dudng z +y = 1,2 — y =
1,x+y:[)3,x—y: -1

rydxdy, D la mién gidi han bdi cac ducn y2 =z, y2 =2r,xy=1,zxy=4
g g
D

4, // zydzdy, D 12 mién gidi han bdi cac duong y? = z,y> = 22,2 = y,y = 2z
/ arcsiny/x + ydzdy, D gidi han bdi cac duong v +y =0, z+y=1,y= -1,y =1
// VA= Pdedy, D = {(z +y)|a? + 4 <4230}

// mdxdy,D:{x+y )|z +y* < 2z,y > 0}
D
8. / / zydxdy, D 1a mién gi6i han bdi dudng tron tAm 1a gbc toa do, ban kinh 3.
D

9. / / (z+y)dzdy, D 1a mién nam bén trai Oy, va nam trong hinh vanh khin 22 +4? = 1
va 22 + y% =4

10. / / cos(x?+y?)dxdy, D 1a mién ndm bén trén Ox va bén trong dudng tron 224y =
9 D

11. / / ye®dxdy, D 12 mién nim bén trong géc phin tu thi nhit va bén trong dudng
tron 22 + 52 =25

12. / / e~V dxdy, D 1a mién gi6i han bdi z = \/4 — 2 va truc Oy

D

13. / / zdrdy, D 12 mién nim trong géc phin tu thd nhit va nim giita dudng tron
D
2yt =4avaa®+y® =2
14. // arctan(y/z)dzdy, D = { r+y)[0<a®+42<4,0<y< a:}

15. \/4- Y edy. D ei6i han bé Al s
// 2 xdy, D gi6i han 01 1’@+4_62_1

2 2
16. // eryddy,D—{(fE,y)l < 2? + 9 ﬂ}
/22 + o2 16 9

0 0
17/ / dydx
1+ x2+y
=



1+a2+y?
In2+/ (n2)*—y2
19 VT dudy
0 0
2 v/1—(z—1)*
r+y
20. dyd.
/ / 2y
0 0
1 V1=
21./ / In (x2+y2+1) dydzx
—1 _ 1_y2

Bai tap 2.8. Tinh dién tich mién D gidi han b&i cdc dudng cong sau
lLLe=y*—2y,24+y=0
2uy=lnz,c=y+1,y=—1
3.2 =y, a? =2,y = a,y? = 4a
4. y=—a2? +4z,y = 22> — bx

Bai tap 2.9. 1. Tinh dién tich phan mit parabol = = 1 — 42 — 22 nam phia trong hinh try

Y +2=1
2. Tinh dién tich phin mit phang 2y % +i=1 bi chiin bdi cac mit phang toa do
a C
. Cn s X o, XA Y .~ e 2 \/gy <
3. Tinh dién tich phan mat cau nam gitta hai mat phang 2 = —= va z =y

4. Tinh dién tich phan mat tru 4> = 2z ndm trong mit cau z° + > + 22 = 5z

5. Tinh dién tich ctia phan mit nén 22 = 22 + 42, z > 0 nam trong mit try 22 + ¢y* = 1
Bai tap 2.10. Tim khoi lugng va trong tam ctia ban phang dong chat

1. D 1a tam gidc gidi han bdi z = 0,y = z, 2z +y = 6 va p(z,y) = 2

2.Dgidihanbdiy=¢e"y =0,z =0,z =1vap(z,y) =y

3. Dgidihanbdiy = vz, y =0,z =1vap(z,y) ==

4. D gi6i han béi parabol y = 22, = = y* va p(z,y) = V=
Bai tap 2.11. Tinh tich phan lap

z Ttz

1
1.///6xzdyd:z:dz

0

MO

xT

2zyzdzdydx

2oV’ dxdydz

o\ﬂc\’io
St ¥ —
S S —



Yy

//COS (x 4+ y + 2) dydzdz
0

0

4.

o

\O\m

/ :Uln (y+ 2)dedydz, Q = {(x,y,2) |0 <z <2m,1<y<el<z<e}

Q
6/// xyez dxdydz,Qz{(x,y7z)|1§x§271§y§1,032§1n2}

7. ///(x+y+z) dxdydz, trong d6 € gi6i han bdi cic mat z = 0,z = 1,y = 0,y =
Q
1,z=0,z=1.

Bai tap 2.12. Tinh tich phan sau

1. /// 2xdxdydz, trong d6 E = {(x,y,z)|0 <y<20<z< \/4—y2,0§z§y}
9]

2. /// yzcos(x®)drdydz, trong d6 E = {(z,y,2) [0 <z <1,0<y <z,2 < 2 < 2z}
Q

3. / 6xydrdydz, trong do () nam bén dudi mit z = 1+ z +y va bén trén mién thude
Q
mat phang Oxy gidi han bdi cac duong congy = o,y =0vaz =1

4. /// ydxdydz, trong d6 Q gii hanbdicacmatx =0,y =0,z =0va2zr+2y+2 =4
9)

5. /// z2eYdrdydz, trong d6 Q gidi hanbdicacmit z = 1—¢%, 2 = 0,2 = 1vax = —1
Q

6. /// zydrdydz, trong d6 Q gidi han bdicac mity = 22,z =¢y?> vaz =0,z =c+y
Q)

7. /// 2dxdydz, trong d6 2 1a t& dién c6 céc dinh (0, 0,0),(1,0,0),(0,1,0) va (0,0,1)
Q

8. /// ryzdrdydz, trong d6 Q la td dién c¢6 cac dinh (0,0,0),(1,0,0),(1,1,0) va
Q
(1,0,1)
9. / / / zdzdydz, trong d6 Q gi6i han bdi z = 4y + 422 vamit z = 4
Q

10. /// zdxdydz, trong d6 Q gidi han bdi mit tru y? + 22 =9, 2 =0,y =3z vAz = 0
Q
trong goc phan tam thu nhat.
Bai tap 2.13. Dung tich phan bdi 3, tinh th€ tich
1. Tt dién giGi han bdi cac mat toa do vamat 2x +y + 2z = 4
2. Khéi gidi hanbdiy = 2? vicacmit 2 =0,z =4,y = 9
3. Khéi gidi han bdi 22 + 9> =9vamity + z =5va z = 1
4. Khbi gi6i han béi z = y% + 22 vz = 16
Bai tap 2.14. Dung toa do truy, tinh
1. / / / V22 4 y2dadydz, trong d6 Q 12 mién nam trong mit tru 22 + y? = 16 vi nam
Q

gitamat z = —5vaz =4



2. / / / (2 + zy?)dadydz, trong d6 Q 1a mién trong géc phan tam thif nhit va nim bén
duéi parab%l z=1—1a%—4¢?

3. /// e*dxdydz, trong d6 © 12 mién gidi han bdi z = 1+ 2% + ¢, mittru 2® + > = 5
va mat phgng Ozxy

4. /// zdzdydz, trong d6 Q 12 mién gi6i han bdi mit z = 0, z = z + y + 5 va mit tru
T :ZVéxz-l—zf =9

5. / / / 22dxdydz, trong d6 12 mién nam trong hinh tru 2% + 4% = 1, ndm trén z = 0,
Q
nam dudi 22 = 422 + 4y>

6. Tinh thé tich kh6i nam trong cé hai khoi 22 + y? = 1 va khbi cau 22 + y? + 22 =4

Bai tap 2.15. Dung toa do cau, tinh
1. ///(a:2 + % + 23 2dxdydz, trong d6 Q 12 qua cau tim O ban kinh 5.
9

2. ///(9 — 2?2 — y})dadydz, trong d6 Q laban caurdn 22 + 2 + 22 < 9va z > 0
Q

3. /// zdxdydz, trong d6 Q nam gitta cic mit 22 + 2 + 22 = 1vaa? + 2+ 22 =4 va
Q
trong goc phan tam thu nhat
4, / / / eV T2 drdydz, trong d6 Q gidi han bdi mit 22 + y? + 22 = 9 trong goc
Q

phan tam thif nhét
5. /// 22dxdydz, trong d6 Q gidi han bdi mit Ozz viy = \/9—a22 —y2 vay =
Q

V16 — 22 — 22

6. Thé tich ctia kh6i nam trong mit cau z2 + ¢? + 22 = 4, trén mit Oxy, dudi nén
= VTP
Bai tap 2.16. Tim thé tich khbi

1. Gidi han bdi mit y = 22, va cic mit phang z =0,z = 0 vay = 9.

2. Ndm trong hinh tru 2% 4+ y? = 9 va nim gitta hai mit z = 0,z = 2z + 1, (z > 0).

3. Gi6i han béi Parabol = = 4 + 22 va x = 16.

4. Nam trong hinh tru z2 + 4? = 9 va ndm gifta mit z = 0, z = 2% + ¢/

5. Gidi han béi cac mit z = 22 + ¢, 2 = 0, 22 + ¢y* = z va 2 + % = 2.

Bai tap 2.17. Tim
2

1. Toa dd trong tadm cua vat gidi han bdi 2z + 3y — 12 =0,z =0,y = 0,2 = 0,2 = %
vap=1.

2 2

2. Toa d6 trong tam va moment quan tinh cia V giGi hanbdi z =0va z = 1 — 2° — 2y°.

3. Khdi lugng hinh 1ap phuong 0 < 2 < 2,0 < y < 2,0 < z < 2biét p(z,y, 2) = z+y+=2.



