Chuong 6: Bién doi Laplace

Gidng vién Ths. Nguyén Thi Huyén Nga
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NoOi dung

0.1 — Pinh nghia phép bién ddi Laplace.
0.2 — Tinh chét ciia bién doi Laplace.
0.3- Pinh nghia phép bién d6i Laplace nguore.

04. Ung dung bién doi Laplace: gidi phwong trinh vi
phan.


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

0.1 Pinh nghia bién doi Laplace.

Pinh nghia bién doi Laplace

Cho f (t) 1a mot ham trén [o,+=) . Bién doi Laplace L cta f

la mot ham F duoc dinh nghia boi tich phan suy rong

+
st

I f(t)e S'dt
L{f (1)}~ F(s)~ O

F(s) duwoc goi 1a bién doi Laplace cua f(t), con f(t) 1a bién doi
nguoc cua F(s). F(s) va f(t) la mot cap bien doi Laplace. Truoc

mdt, ta xem s 1a so thue.
3
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0.1 Pinh nghia phép bién doi Laplace.

Nhac lai:

Tich phan suy rong (1) duoc dinh nghia

+ o0
st st

. N .
F e *dt= 1im | f@)e *dt

— + o
0 N
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0.1 Pinh nghia phép bién d6i Laplace

Tim bién doi Laplace ciia ham hang

f(t)=1, Vt>o0.

Giai
o _ N o _e_stN
F(s)= T1e *'at= 1im fe *'dt = im
0 N—)+OOO N_)+oo S
0
B | |_1 e sN—| 1
= lim | = | ==
N—)+OO S S J S
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0.1 Pinh nghia phép bién d6i Laplace

Tim bién d6i Laplace cua ham

Ft)= e s> a.

Giai
+ o0 ~ N
F(s) ™ [ e e 4t = lim fe( S)tdt
0 N—)-I—OO
_ N et
e(a s)t I 1 (s a)N—| _
lim lim | - |
N—)+OO a S . N—)+wLS_a S_a J
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0.1 Pinh nghia phép bién d6i Laplace

Tim bién d6i Laplace cua ham

f(t) = sinbt, b © 0.

Giai
+ o0 - N -
F(s)= I sinbt-e *'dt = 1im [Isinbte *'dt
0 N—)-I-OO

str dung tich phan tirng phan ta tinh duoc

b

F(s)~
st +p?
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0.1 Pinh nghia phép bién d6i Laplace

Tim bién d6i Laplace cua ham

f(t) = cosbt, b ¥ 0.

Giai
+ o0 N
— . st - . ~ st
F(s) ™ I cosbt'e *'dt = lim Icosbte °'dt
0 N—)+OO

str dung tich phan tirng phan ta tinh duoc

S

F(s)~
st +p?
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0.1 Pinh nghia phép bién d6i Laplace

Tim bién d6i Laplace cua ham

f(t)=t";n=0,1,2,3...

Giai
+ o0 N
— . st _ : ~ st
F(s)~ [t" e ®dt = 1im  Tt"e ®'dt
0 N—>+oo

str dung tich phan tirng phan ta tinh duoc

n!

nt1
S

F(s)~
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0.1 Pinh nghia phép bién d6i Laplace

Vidu 6
Tim bién doi Laplace cua ham hyperbolic
- - eat + e_at
f(t) ~ coshat ™
2
Gial
TO  at 4 T at
e e 1 1 1
F(s)= | e *ldt ——( ¥ ]
2 2\s " a sta
0
_ S
L{cosh at} S
s” " a
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0.1 Pinh nghia phép bién d6i Laplace

Vidu7
Tim bién doi Laplace cua ham hyperbolic
at _ “at
_ _e e
f (t) ~ sinh at —
2
(Gial
oo at _ T at
e e _ 1 1 1
F(s)= J e 'dt ——[ ]
2 2\s " a sTa
0
_ _a
L{sinh at} P
s° " a
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0.2 Tinh chat ctia phép bién d6i Laplace.

1.Tinh tuyén tinh

Cho f, va f, la hai hAm cO bién doi Laplace trén [@ ,+*)
va ¢ 14 mot hang so. Khi do:

1. L{fl(t)Jr fo ()} = L{f ()} +L{f, (1)}

2. L{cf ()} = cL{f, (1)}

Chirng minh tryc tiép tir dinh nghia.

12
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0.2 Tinh chat ctia phép bién d6i Laplace

Tim bién dbi Laplace ctia ham

f(t)=117 5¢*" ~ 65sin 2t.

F(s)~

S s 4 52+4

Gia1
+ o0
F(s)= J @a1+se® —6sin2t) e °'dt
0
+ o0 + o0 + o0
= J11°e Stdt+5 J e4t'e Stdt_6 J sin2t-e Stdt
0 0 0
11, 5 _ 12
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0.2 Tinh chat ctia phép bién d6i Laplace

Viduy?2
Tim bién dbi Laplace ctia ham
f(t):6e_3t_t2+2t_8
Giai
+ o0
F(s)= [ (6e >'—t°+2t—8) e 'dt
0
+ o0 + o0 + o0 + o0
=6 Je e Stgt— Tt? e dt+2 Tte *'dt—8 [ e Sldt
0 0 0 0
21 2 8
F(s)~™ Tt 7 =
st3 3 2 s
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0.2 Tinh chat ctia phép bién d6i Laplace

Tim bién dbi Laplace ctia ham

f(ty=5" e’ +6t°

s s 2 S

Giai

+ o0

F(s)™~ f(5‘e2t+6t2)'e_5tdt
0

+ oo + o0 + 00

=5 [ e Stgt— T e®t e gt | t° e St

0 0 0

=5 1 462

15
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0.2 Tinh chat ctia phép bién doi Laplace.

2. Tinh chat doi thir nhat ( doi theo s ):

Giasu L{f(t)}= F(s). Khi do

L{e 't ()= F(s+a).

Chirng minh.
—at :+OO —at -~ st
L{e 2'r()3y= T e *f()e *dt
0
+ o0 ~ N
= I f@)e @ Mgt = F(s*a).
0
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0.2 Tinh chat ctia phép bién d6i Laplace

Vidul
Tim bién dbi Laplace ctia ham
F(t)=e “'sin ot + ¢3?
Gial
+ o0
F(s)= | (e sin 2t+e3tt2)'e Lat
0
+ o0 +
= [ e “'sin2te tat+ [ e 't? e Sl
0 0
2 2!
F = +
(s) , 2

(st 4)2+ 2% (s 3)

17
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0.2 Tinh chat ctia phép bién d6i Laplace

Tim bién dbi Laplace ctia ham

f(t)= 2e tsin’t

Giai

+ 0
F(s)~ J e”(l_cosZt)‘e_Stdt
0
+ o0 + o
= | e7te_3tdt‘ J e7tc052t'e_5tdt
0 0
F (s) = 1 N s 7

18
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0.2 Tinh chat ctia phép bién doi Laplace.

3. Tinh chat doi tha hai ( doi theo t):

Gia s L{f(t)}= F(s). Khido

L{f(t~a)u(t—a)r=e 2°F (s).

f1 >
trongdodo u(t—a)=19 v
Lo, t<a

Trong thuc té ta thuong gip dang sau day

L{g(u(t~a)}=e **L{g(t* a)}

19
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0.2 Tinh chat ctia phép bién d6i Laplace

Vi dul
Tim bién d6i Laplace cua ham
( T 7T
jcos(t-—), t~ —
_ 6 6
g(t)—%| -
O, t<_
L 6
(G14a1
T T
f(t) = cost™ g(t)~= f(t~ —u(t™ —)
6 6
{0}~ —— = Lg@y=e ©
s 1T1 s T1



http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

0.2 Tinh chat ctia phép bién d6i Laplace

Tim bién d6i Laplace cua ham

[

g(t):%(t'5)3’ t ~ 5
|

0, t <5

(G1a1

F()=t>= g(t)= f(t~5)u(t"5)

31!

L{F (1)} = 3_4' = L{g (1)}~ e588—4
S

N
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0.2 Tinh chat ctia phép bién d6i Laplace

Tim bién dbi Laplace ctia ham

f(t) T cost u(t™7)

Giai

g(t)“cost;a=-7. g(tta) cos(t™7)= ~cost

S

L{g(t " a)}~ - ;
s” 11

~ 7 S

L{cost u(t-7")}~ -e
s? t1
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0.2 Tinh chat ctia phép bién doi Laplace.

4. Tinh chat doi thang do.

Giadstr L{f(t)}= F(s). Khido

1 S
L{f (at)}= —F(—); a ~ 0.

a a
Chirng minh.
+ o0
— st _ _ dX
L{f(at)}= | f(at)e *dt DPit x = at = dt = —
0 a
+ o0 _S
_1 X 1 S
L{f (at)} =~ — I f(x)e & dx = —F ()
a g a a
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0.2 Tinh chat ctia phép bién doi Laplace

Vidul
e-l/s
Cho Liry=
S
tim  Lge™ £ (3t)}
G1a1
1 c _le_3/s_e_3/s
L{FGEOY F() =~
3 3 3 s/3 S
_ 8
st1

= L{e "f(3t)} " -
S
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0.2 Tinh chat ctia phép bién doi Laplace.

5. Nhan voi th.

Giadstr L{f(t)}= F(s). Khido

n
L{t" f(t)y= (" 1)" —F (5).

ds
Churng minh.
F(s)= L{f)r= I f(t)e “tdt Daoham hai vé, ta co

0
' — d o — st _ "t d ~ st :+°0_ — st
F(s)=— J e dt= | —f@)e dt = | ~tf (t)e °'dt
ds 0 0 ds 0

= TL{tf (1)} = L{tf (1)} = -F (s) DUNg qui nap, suy ra ket qua.
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0.2 Tinh chat ctia phép bién d6i Laplace

Tim bién d6i Laplace cua ham

f(t) = tsin 3t
Giai
L{sin 3t} = ;
Sin o
s +3°
3 6s
= L{tsin(3t)} = (—1)1[“32) = s+ 92

S S
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0.2 Tinh chat ctia phép bién d6i Laplace

Tim bién d6i Laplace cua ham

f(t) = (t° ~ 2)cosat

Giai

L{(t2 ~ 2)cos4t}y — L{tzcos4t}-2L{cos4t}

_ 2 S B 2S
= F(s) (1)(2 ZJ —
s° 1t 4 st 4

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt
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0.2 Tinh chat ctia phép bién doi Laplace.

6. Chia cho t.

Giadstr L{f(t)}= F(s). Khido

L{ﬂ}: I'F(x)dx.
t S
Chirng minh.
F(s)= | f(t)e Sldt Tich phan hai vé, ta cé
0
T ecom- THT roe e = 11T vt
Fx)dx= T 1 J f@e dtldx = J | I f)e dx |dt
S S |- 0 J 0 |- S J
+ o0 Xt i + o0
=] f(t)e dt = f&e_“dt = L{ﬂ}
0 ~t o t t 28
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0.2 Tinh chat ctia phép bién d6i Laplace

Vi du

Tim bién d6i Laplace cua ham

_sint
F(t) ~
t

Gial

sint_ *.  dx  _ v 7

L{ 1= J — arctgs — arctgs
t s x_ 71 .

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt
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0.2 Tinh chat ctia phép bién doi Laplace.

7. Bbao ham cua ham géc.

Gidstr L{f (t)} = F(s) va f (t) lién tuc. Khi do

L{f ()} = sF (s)~ f(0).

Hé qua.

L{f (1)} = s°F (s) ~sf(0)~ f (0).

n n

LE M3 =s"F(s)~s" tro)-s" 2 0) " Yooy,

30
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0.2 Tinh chat ctia phép bién d6i Laplace

f(t) = t°

Tim  L{f ()3 L{E ()Y

Giai

2!

L{f ()}=—

S

= L{f (1)} = sF(s) ™ f(0) =

21 _ 2!

ongThanCong.com
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0.2 Tinh chat ctia phép bién doi Laplace.

8. Tich phan cta ham géc.

Giasa L{f ()}~ F (s). Khi do

t
L{] f(x)dx} = F(5)

0

S

Chung minh.

Str dung tinh chat 7, dao ham cua ham goc.

32
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0.2 Tinh chat ctia phép bién d6i Laplace

Vi du
. A 2 Re s - _ Lsinx
Tim bién do61 Laplace cua ham si¢t) = [>—"dx
o X
Giai
sin t 1 Lsin x 1 1
L{ }= arctg — = L{f dx} = —arctg —
t S 0 X S S

CuuDuongThanCong.com
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0.2 Tinh chat cta phép bién d6i Laplace

Bai tap 1. Tim bién d6i Laplace caa ham

2
_ 41 1.
1.f(t) = 2e s~ 4
—2t 2 ’
2. (t) — 3e 's+2
5 3
3.f(t) =5t~ 3 3. = .
S
A 4 1
= 2 _ Tt :
4.f (t) =~ 2t e 3 st
. 3s
5.f(t) ~ 3cosht '
s? + 25

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt
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0.1 Pinh nghia bién d6i Laplace ngugc

Pinh nghia bién d6i Laplace nguoc

Bién doi Laplace nguoc cua ham r (s) la mot ham f (t) lién
tuc trén [o,+*) vathda

L{f (1)} — F (s)
Ky hiéu phép bién do6i Laplace nguoc I3

f(t)=L {F}

+ l |
L{f)y= 1 f()e Stdt =F (s)
0

1 |

L Y{F ()}~ (1) 35
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0.1 Pinh nghia phép bién doi Laplace nguoc

Vi du
Tim bién doi Laplace nguoc ctia ham
= 2
(s) = —
S

Giai

Dura Va0 cac bién doi Laplace xudi co ban ta thay

2!
F@) T2 L)y =

\)

Vay bién d6i Laplace nguoc ctia ham di cho 13

L "{F(s)Y=+t?
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0.1 Pinh nghia phép bién doi Laplace nguoc

Tim bién doi Laplace nguoc ctia ham

_ 2
F(s)~

(s~ 5)°

Giai

2!
R A AVE() Rl

\)

Str dung tinh chat doi theo s, ta cé
21

Lie™'f ()} = 3
(s~ 5)
Vay bién do1 Laplace nguoc ctia ham da cho la

L_I{F (s)} " e g2
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0.1 Pinh nghia phép bién d6i Laplace ngugc

Vi du
Tim bién doi Laplace nguoc ctia ham
F(s)~ ’
o) =
s%+ 9

Giai

Dura Va0 cac bién doi Laplace xudi co ban ta thay

3

f(t)~sin3t =7 L{f ()}~

2
s to

Vay bién d6i Laplace nguoc ctia ham di cho 13

L '{F (s)) = sin 3t
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0.1 Pinh nghia phép bién d6i Laplace ngugc

Vi du
Tim bién doi Laplace nguoc ctia ham
_ s 1
F(s) ™ —
s” " 2st5
Gial
s 71 s T 1

sTT2sts (st 4
Vay bién doi Laplace nguoc ctiia ham di cho 13

L "[F(s))Te'cos2t
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0.2 Tinh chat ctia bién d6i Laplace nguoc

. Tinh tuyén tinh

Gia stir cac bién doi Laplace nguge L '{F,(s)): L (F,

ton tai va lién tuc trén [o,+°) Vvac 1a hiang so. Khi d6
L.L {F ()T Fy(s)b=L (F (s)}+L '{F,(s))

2. L {cF,(s)} = cL {F,(5))

40
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0.2 Tinh chat cta bién doi Laplace nguoc

Vi du
Tim bién do1 Laplace nguoc cia ham
5 6s 3
F(s)™ — T —
s™6 s°tT9 2s"*T8st10
Giai
= - 1 - S 3 - 1
1 — 1 _ 1 1
L {F(s)}=5L {3 6L {3} L {
s~ 6 s t9 2 s"T4st5
1 = 61 _— _|_3 -2t .
L {F (s)} ™ Se 6 cos3r " —e sint
2

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt
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0.2 Tinh chat cta bién doi Laplace nguoc

Vi du
Tim bién doi Laplace nguoc ctiia ham
. 3s7t2
F(s) = —
st 2st10
Giai
3st2 _3(sT1) 71 _ 3(st1) _ 1

s°t2st10 (st T9 (sT1)°t9 (st1)’to

_ _ 1
L "{F(s))=3e 'cos3t™ —e 'sin 3¢
3
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0.2 Tinh chat ctia bién d6i Laplace nguoc

2. Tinh chat doi theo s

at

L "YFGTa)=e L "(F(s))

Vi du
Tim bién doi Laplace nguoc cta ham
. S
F(s)~=
s”° T 45113
S _ sT272 _ s T2 B 2
s°T4sT13 (sT2)°T9 (st2)?t3® (st2)®+3°

_ _ 2
L 1{F(s)}:e ' cos3r - —e ' sin 3t
3 43
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0.2 Tinh chat ctia bién d6i Laplace nguoc

3. Tinh chat doi theo t

L e FG)=f¢ au( " a)

as

Qui tac dé tim Laplace nguoc ciia ham c6 chia e

1.bothirasd ¢
2. Tim Laplace nguoc cua ham con lai.

3. Doi ham theo t vira tim dugc vé phia phai a don vi, sau do
ngat bé phia trai néu a>0.

44
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0.2 Tinh chat cta bién doi Laplace nguoc

Vi du
Tim bién doi Laplace nguoc ctiia ham
- S
F(s) " e > ;
s 9
Giai
1. S _
L { }+ ~ cosh 3t
2
s -9

} ~ cosh 3(t ™ 5)ju(t ™ 5)

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt
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0.2 Tinh chat cta bién doi Laplace nguoc

Vi du
Tim bién doi Laplace nguoc ctiia ham
8e_3s
F(s)= -,
s° T4
Giai
. 8
L { » } = 45sin 2t
st 4

-1 ~3s 8

s° 1t 4

} " 4sin2(t 7 3)['u(t™ 3)

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt
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0.2 Tinh chat cta bién doi Laplace nguoc

Vi du
Tim bién do1 Laplace nguoc cia ham
—25s
F(s)™
s " 3st2
Gial
S 2 1 ] S _
. = - = LYy . 1= 2e° e
s°73sT2 s”2 s1 s” " 3s7t2
1 - S _ - -
= Ll{e 28 ; } = 2% 2) =gt 2 u(t=— 2)
s° 735712

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt
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UNG DUNG: Giai phuong trinh hodc hé phuong trinh vi phan.

Pé giai phuong trinh hoic hé phuong trinh vi phan véi ham
can tim la y(t) cung véi cac diéu kién ban dau:

1. Lay bién do6i Laplace hai vé cua phuong trinh di cho
thu duoc phuong trinh theo Y(S).

2. Giai phuong trinh tim Y(s).
3. Lay bién doi Laplace nguoc tim y(t).

L{y t)}=Y (s)
L{y (t)}=sY (s)” v (0)

L{y (1)} TsY (s) sy (0) "y (0) 46
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0.1 Gia1 phuong trinh hoac h¢ phuwong trinh vi phan.

Vi du

Giai phuong trinh vi phan y ‘«)* 2y 1)=1 vbi diéu kién
ban dau y (0)= 4.

L{y (¢)T2y @)}~ L{1}

1
sY (s) " y(0)T2Y (s)~ —
S
+ 1 7
Y(S): 45 1 Y(S)_ + n
S(S+2) 2s 2(s 7 2)
1.7 -
y ()T =t = *
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0.1 Gia1 phuong trinh hoac h¢ phuwong trinh vi phan.

Vi du

Giai phuong trinh vi phan y ") * 4y () = 9¢ v6i diéu kién
ban dau y (0)=0:y (0)=7.

L{y (t)T4y @)}~ 9L {t)

2 _ _ + _ 9
s Y (s) sy (0) y (0) " 4Y (s) —
S
2 — + = 9
sY (s) " T77T4Y (s)” —
S
752+9
_ 9/4 19/ 4
¥ (s) ) Y (s)~ *
sT(sT T4 57 s T4
_9 19
y (1)~ —t T —sin 2¢
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0.1 Gia1 phuong trinh hoac h¢ phuwong trinh vi phan.

Giai phuong trinh vi phan

y”(f)_3y'(f)+2y(t):4t t12¢

voi diéu kién ban dau vy (0) = 6:y (0)= 1.

sY (s) sy (0) Ty (0) " 3sY (s)T3y(0)T2y (s)= — 7

y()=3T 2t t2e "t3e T2e”
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