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Chuong II: Ham Bién Phirc

Ham s6 phtic véi bién sb phtc

@ Cho D la mét tap con trong C. Ta ky hiéu cac phan ti cla
Dlaz=uxz+1y.
@ Xét mot ham
f:D—C.

@ Néu f ton tai, ta sé tim dugc mot sé phiic w = u + iv sao
chow = f(z).
@ Khi dé ta viét:

w= f(z) =u(z,y) +iv(z,y),

& day, u(z,y) = Ref(2) vav(z,y) = Imf(2).
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Ham s6 phtic véi bién sb phtc

Chuong II: Ham Bién Phirc

Vi du: Cho ham f(z) = 22. Tim phan thuc va phan 4o cla f(z).
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Ham s6 phtic véi bién sb phtc

Chuong II: Ham Bién Phirc

Vi du: Cho ham f(z) = z%. Tim phan thyc va phan o clia f(z).
Ta c6 thé viét:

f(2) = (z +1y)? = 22 + i%y? + Zxy
Do d6, phan thuc cla f(z) la:
2

U(I‘,y) =T — y27

phan 4o cla f(z) la:
v(z,y) = 2zy.
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Da tri va don tri

@ Néu ting v6i mot gia tri clia bién phuic = ta cé nhiéu gia tri
cla w, thi ta goi f(z) la ham da tri.

@ Tinh da tri clia ham phuic xuat phat tU tinh da tri clia
argument 6.

° Nég chia mién gia tri clia @ ra thanh nhiing khoang cé
chiéu dai 27, thi trén nhitng khoang dd, ham phtic 1a don
tri.

@ Mgtham f: D — G dugc goi la don tri mot - mét hay don
diép néu céc anh cla nhiing diém khac nhau cla D 1a
khac nhau. N6i cach khac, f(z) 1a don diép neu:

Vz1,20 € D, 21 # 20 = f(21) # f(22).
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Gidi han

Cho ham f(z) xac dinh trén D, va diém z, € D. Ta n6i ham
f(2) co gidi han la L khi z tién tGi zy néu:

Ve >0,30 >0,Vz€ D:|z— 2| <d=|f(2) - L| <e.
Khi d6 ta viét:
lim f(z) = L.

Z—20
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Chuong II: Ham Bién Phirc

Gidi han

Cho ham f(z) xac dinh trén D, va diém z, € D. Ta n6i ham
f(2) co gidi han la L khi z tién tGi zy néu:

Ve >0,30 >0,Vz€ D:|z— 2| <d=|f(2) - L| <e.
Khi d6 ta viét:
lim f(z) = L.

Z—20

Néu giéi han L cla f ton tai, thi gidi han nay 1a duy nhét, va gia
tri cla L khong phu thudc vao 16 trinh ma theo dé z — 2.
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Chuong II: Ham Bién Phirc

Lién tuc

Cho ham f(z) xac dinh trén D, va diém z € D. Ta néi ham
f(z) lién tuc tai diém z, néu:

lim f(2) = f(20)-

Z—r20
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Lién tuc

Néu f va g xac dinh trén tap D, lién tuc tai 2o € D, thi cac ham
f+g, f.9. L cling lién tuc tai zo (d6i véi trudng hop £ ta phai co

diéu kién g(z) # 0).
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Lién tuc

Dinh ly

Néu f va g xac dinh trén tap D, lién tuc tai zo € D, thi cac ham
f+g, f.9. L cling lién tuc tai zo (d6i véi trudng hop £ ta phai co
diéu kién g(z) # 0).

Binh ly

Néu ham f lién tuc tai zo va g lién tuc tai w = f(zo) thi ham hop
go f (xac dinh bdi (g o f)(2) = g[f(2)]) cling lién tuc tai z.

|

>
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Lién tuc

Pinh ly

Néu f va g xac dinh trén tap D, lién tuc tai 2o € D, thi cac ham
f+g, f.9. L cling lién tuc tai zo (d6i véi trudng hop £ ta phai co

diéu kién g(z) # 0).
Binh ly

Néu ham f lién tuc tai zo va g lién tuc tai w = f(zo) thi ham hop
go f (xac dinh bdi (g o f)(2) = g[f(2)]) cling lién tuc tai z.

Dinh ly

Néu f lién tuc tai zo thi | f| cling lién tuc tai 2o (chi y rang | f|(z) =

£ (2)])-

|

i
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Cho f(z) xac dinh trén D, va z, € D. Dao ham phuic f' hodc
df/dz dugc dinh nghia nhu sau:

df o f(2) = f(20)
gt oy
g A
T AN Az

Néu gi6i han trén day ton tai, ta néi ham f(z) kha vi tai z.
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Piéu kién Cauchy - Riemann |

Piéu kién Cauchy - Riemann (Phuong trinh Cauchy - Riemann)
Néu u(z,y) va v(z,y) la péc hém\thu’c don tri c6 cac dao ham
riéng cap 1 lién tuc, thi diéu kién can va di dé ham f(z) = u+iv
c6 dao ham la:

ou Ov

9z~ oy (1)
ou ov
9 or (2)

Céc phuaong trinh (1) va (2) dugc goi la cac phuaong trinh
Cauchy - Riemann.
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Piéu kién Cauchy - Riemann I|

Pé chitng minh dinh ly trén, ta viét biéu thu’c

Af

Az

nhu’ sau:

oAz +3Ay

gAa:

of

A:z + 1Ay

af /0y
1+ |:28f/8x

0z Az(l+iY

of/oy 7 . A
1+[i8f/8€c} .

Oz &Nl ;2

>
kS

Bay gid ta chirng minh diéu kién can.
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Chuong II: Ham Bién Phirc

@ Néu f c6 dao ham, thi gi6i han lim, ., % phai ton
tai va gi6i han nay khong phu thudc vao huéng tién z — 2.

@ Mét khéc, hudng tién = — 2, dugc dic trung bdi T2

@ Do d6, dé dao ham khong phu thudc hudng tién z — zg,
biéu thirc dao ham khong dugc chira sb hang 3¢

@ Suyra:

2] -

@ Tu dé ta co:
af 8f ou Ov _Ou  Ov

+i— =

8y 833 = o oy oy Z(% +Z%)
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Piéu kién Cauchy - Riemann IV

Chuong II: Ham Bién Phirc

@ Phuong trinh cubi cling trén day cho ta hai sb phtic bang
nhau, vay, moét cach tuong Ung ta co:

ou  Ov
&har ou
ou ov
oy oz
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Ham giai tich

Piéu kién Cauchy - Riemann V

Vay ta da chirng minh dugc cac phuong trinh Cauchy -
Riemann (1) va (2), nghia la chiing minh xong diéu kién can.
Bay gid ta chirng minh diéu kién du. Khi da cé cac phuong trinh
Cauchy - Riemann (1) va (2), ta suy ra:

Af_of
Az Oz’
do do:
Az—0 Az Oz’
hay:
o Of
f(z) = o
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Piéu kién Cauchy - Riemann VI

Chuong II: Ham Bién Phirc

Vay dao ham clia f(z) ton tai, va ta da chiing minh dugc diéu
kién dd. Chu y rang tit phan chitrmg minh nay, ta co:

/ af Ou Ov
Do d0d, céc coéng thiic dao ham cho ham thuc van con duing véi
ham phuc.
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Chuong II: Ham Bién Phirc

@ Néu ham f(z) c6 dao ham tai moi diém trong mién D thi ta
ndi f(z) giai tich (analytic) trong D.

@ Néu ham f(z) giai tich trén toan méat phang phuec thi ta goi
f(z) |a ham nguyén (entire function).

@ Ta ndi ham f(z) gidi tich tai diém 2o néu c6 thé tim dugc
mot mién 1an can quanh z; sao cho ham f(z) c6 dao ham
tai moi diém trong vung lan can do.

@ Cac diém tai d6 ham f(z) khong gidi tich duoc goi la cac
diem di thwong clia ham £(z).
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Chuong II: Ham Bién Phirc

Vi du: Cho ham w = f(z) = a + ib, Vi a, b 1a céc hang sb thuc.
Chung minh: f(z) la ham nguyén.
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Chuong II: Ham Bién Phirc

Vi du: Cho ham w = f(z) = a + ib, Vi a, b 1a céc hang sb thuc.
Chung minh: f(z) la ham nguyén.

Ta viét: u + iv = a + ib

= u=u(x,y) = a; v=uv(z,y) =b.
ou _n_ 0
8_2202_8; V(I‘,y)

= diéu kién Cauchy - Riemann thda vdi moi z = f ¢6 dao ham
tai moi diém trong méat phang phitic = f la ham giai tich trong
toan mat phang phuc = f la ham nguyén.
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Chuong II: Ham Bién Phirc

Vi du:
@ Chiing minh f(z) = z la ham nguyén (bai tap vé nhal).
@ Chiing minh f(z) = zRe(z) khéng la ham giai tich (bai tap
tai 16p).
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Chuong II: Ham Bién Phirc

Ta chitng minh réng f(2) = 2Re(z) khdng la ham giai tich. Ham
zRe(z) c6 thé dugc viét:

zx = (z +iy)r = 2 + izy.
Vay

\

va

Ta kiém tra xem diéu kién Cauchy - Riemann cé dugc théa man
hay khéng.
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V6i Vz # 0, nghia la V(z, y) # (0,0), ta thay diéu kién Cauchy -
Riemann bi vi pham:

ou ov
ou ov
8_3/ =0# T or =Y
Tuy nhién, tai zo = 0 thi diéu kién Cauchy - Riemann dugc thda

man.
Vay, ham chi kha vi (cé dao ham) tai zy = 0.
Do dd, ham khéng giai tich.
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Tinh chat cia ham giai tich |

Chuong II: Ham Bién Phirc

@ Tbng, tich, thuong (néu mau sb khac 0) clia hai ham giai
tich Ia ham giai tich.

© Ham giai tich ciia mét ham giai tich Ia ham giai tich.

© Moi ham gidi tich /() déu c6 thé duoc viét duéi dang chi
chiia bién z, nghia 1 z, y bi loai han ra khdi biéu thic cla
ham.
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Ham giai tich

Tinh chat cla ham giai tich |l

Ta chiing minh tinh chat 3. Ta viét:

w=u+vi =u(zr,y) +iv(z,y).

Viz=2x+iyvaz=x— iy, nénta co:

24z

X =
2
. Z=73
Yy = =9
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Tinh chat clia ham gidi tich IlI

Ham w dudc biéu dién théng qua 2 bién méi = va z. Tuy nhién:

ow 8_w@ ow Oy

%z ~ 020z oy oz
_ 10w 10w
20z 28y1

- 5(8—$ +Za—$) + 5(8_31 +Za—y)l
10u 1 ov 1 Ou 1 Jv
292 + 52% i §za—y = 58_31

= 0. (theo diéu kién Cauchy - Riemann)
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Tinh chat clia ham giai tich IV

Diéu nay c6 nghia la bién z khong xuat hién trong biéu thic
cla ham w. Do d6, ham w dugc biéu di&n théng qua mét bién =z
duy nhat.
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Vai luu y vé ham giai tich

@ Néu ham f vira chifa z, viva chita z, thi f khéng thé 1a ham
giai tich.

@ D& chuyén mét ham giai tich w = f(x,y) vé dang f(z) mot
cach nhanh chéng, tachoy = 0; khidd z = 2 — iy = z va

w = f(z) = f(x,0).
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