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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Chuỗi Taylor
Chuỗi Laurent

Chuỗi Taylor I

Định lý

Nếu hàm f(z) giải tích trên đĩa tròn z : |z − z0| ≤ R, với R > 0,
thì chuỗi lũy thừa

∞
∑

n=0

f (n)(z0)

n!
(z−z0)

n = f(z0)+f
′

(z0)(z−z0)+f
′′

(z0)
(z − z0)

2

2!
+. . .

(1a)
hội tụ về f(z) trên đĩa tròn đó, nghĩa là ta có.

f(z) =

∞
∑

n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n (1b)
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Chuỗi Taylor
Chuỗi Laurent

Ví dụ (chuỗi Taylor)

Tìm khai triển của hàm sau đây ở lân cận điểm z0 = 1:

f(z) =
1

z − 3
.

Ta có:

f (n)(z) =
(−1)n.n!

(z − 3)n+1

⇒ f (n)(1) =
(−1)n.n!

(−2)n+1
=

−n!

2n+1

⇒
1

z − 3
= −

∞
∑

n=0

1

2n+1
(z − 1)n = −

1

2
−

1

4
(z − 1)− ...

Võ Thành Văn - Trương Xuân Nhựt GIẢI TÍCH PHỨCCuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Chuỗi Taylor
Chuỗi Laurent

Ví dụ (chuỗi Taylor)

Tìm khai triển của hàm sau đây ở lân cận điểm z0 = 1:

f(z) =
1

z − 3
.

Ta có:

f (n)(z) =
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(z − 3)n+1

⇒ f (n)(1) =
(−1)n.n!

(−2)n+1
=

−n!

2n+1

⇒
1

z − 3
= −

∞
∑

n=0

1

2n+1
(z − 1)n = −

1

2
−

1

4
(z − 1)− ...
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Chuỗi Taylor
Chuỗi Laurent

Một số công thức thông dụng

Khai triển Taylor quanh điểm z0 = 0:

ez =

∞
∑

n=0

zn

n!
, |z| < ∞; (2)

sin z =
∞
∑

n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
; (3)

cos z =

∞
∑

n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
; (4)

ln (1 + z) =
∞
∑

n=0

(−1)n
zn+1

n+ 1
, |z| < 1. (5)
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Chuỗi Taylor
Chuỗi Laurent

Chuỗi Laurent I

Định nghĩa

Khai triển Laurent của một hàm f(z) tại điểm z0 có dạng:

f(z) =
∞
∑

n=−∞

an(z − z0)
n = a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)

2 + . . . (6)

+
a−1

z − z0
+

a−2

(z − z0)2
+ . . . (7)

Phần ứng với n ≥ 0 được gọi là phần giải tích của chuỗi
Laurent:

I =
∞
∑

n=0

an(z − z0)
n = a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)

2 + . . . (8)
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Chuỗi Taylor
Chuỗi Laurent

Chuỗi Laurent II

Phần còn lại, ứng với n < 0, sẽ không giải tích tại z0, được gọi
là phần chính của chuỗi Laurent:

J =
a−1

z − z0
+

a−2

(z − z0)2
+ . . . (9)

Dĩ nhiên rằng

I + J =

∞
∑

n=−∞

an(z − z0)
n. (10)
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Chuỗi Taylor
Chuỗi Laurent

Chuỗi Laurent III

Định lý

Cho hàm f(z) giải tích trên hình vành khăn r < |z− z0| < R, với
R > r. Khi đó tồn tại chuỗi Laurent duy nhất

f(z) =
∞
∑

n=−∞

an(z − z0)
n (11)

sao cho f(z) hội tụ trên hình vành khăn đó.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Chuỗi Taylor
Chuỗi Laurent

Ví dụ (chuỗi Laurent)

Tìm khai triển Laurent ở lân cận điểm 0 trên hình vành khăn
1 < |z| < ∞ của hàm

f(z) =
1

1− z
.

Ta viết:
1

1− z
=

−1

z
.

1

1− 1
z

Đặt

ξ =
1

z
.

Do ta đang xét z trong miền hình vành khăn, 1 < |z| < ∞, nên
|ξ| < 1.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Chuỗi Taylor
Chuỗi Laurent

Ví dụ (chuỗi Laurent)

Khai triển Taylor cho hàm 1
1−ξ lân cận điểm 0 ta được

1

1− ξ
= 1 + ξ + ξ2 + . . .

= 1 +
1

z
+

1

z2
+ . . .

⇒
1

z − 1
= −

1

z
.
(

1 +
1

z
+

1

z2
+ . . .

)

= −
1

z
−

1

z2
−

1

z3
− . . .

Đó là khai triển Laurent ở lân cận điểm 0 trên hình vành khăn
1 < |z| < ∞ của hàm f(z) = 1

1−z .
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Phân loại điểm dị thường cô lập

Định nghĩa

Điểm z0 gọi là điểm dị thường cô lập của hàm f nếu hàm f
không xác định tại z0, nhưng xác định và giải tích trong hình
vành khăn 0 < |z − z0| < R với R > 0.

Do f giải tích trong hình vành khăn 0 < |z − z0| < R nên ta có
chuỗi Laurent. Và tùy theo phần chính của chuỗi Laurent, ta
phân loại điểm dị thường cô lập thành:

1 cực bận n (n hữu hạn),
2 điểm dị thường cốt yếu (n vô hạn).
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Cực bận n

Xét chuỗi Laurent của hàm f(z):

f(z) =

∞
∑

n=−∞

an(z − z0)
n = a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)

2 + . . .

+
a−1

z − z0
+

a−2

(z − z0)2
+ . . .

Nếu phần chính của chuỗi Laurent có tới hệ số a−n 6= 0, và

a−(n+1) = a−(n+2) = · · · = a−∞ = 0,

thì z0 được gọi là cực bậc n của hàm f(z).
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∞
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2 + . . .
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a−1
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Cực bận n

Khi đó ta có thể viết f(z) dưới dạng

f(z) =
1

(z − z0)n
[a−n + a−(n−1)(z − z0) + . . . ]

=
g(z)

(z − z0)n
,

với g(z) = [a−n + a−n+1(z − z0) + . . . ] giải tích tại z = z0.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Cực bận n = 1

Trường hợp n = 1:

f(z) =
g(z)

z − z0
.

Khi đó z0 được gọi là cực đơn.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Điểm dị thường cốt yếu

Khi n → ∞, nghĩa là phần chính của chuỗi Laurent có vô số số
hạng, thì z0 được gọi là điểm dị thường cốt yếu.
Ví dụ. Hàm

f(z) = e
1

z

có điểm dị thường cốt yếu tại z = 0 vì

e
1

z =
∞
∑

n=0

1

n!

(

1

z

)n

.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Thặng số (Residue)

Định nghĩa

Thặng số (hay giá trị thặng dư) của f(z) tại điểm dị thường cô
lập z = a được ký hiệu và định nghĩa như sau:

Res[f(z); z = a] = Resz=af(z) =
1

2πi

∮

C
f(z)dz,

với C là chu tuyến bất kỳ bao quanh a và nằm trong miền lân
cận của a mà f(z) giải tích.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Công thức tính thặng số

Định lý

Nếu hàm f có khai triển Laurent trong lân cận của điểm a là

f(z) =

∞
∑

n=−∞

= an(z − a)n (12)

thì thặng số của f tại a sẽ là:

Resz=af(z) = a−1 (13)

Bỏ qua phần chứng minh công thức, ta hãy xét một số trường
hợp đặc biệt sau đây.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Công thức tính thặng số

Chứng minh. Lấy tích phân của từng số hạng trong chuỗi (12),
áp dụng các công thức tích phân Cauchy ta được

∮

C

dz

(z − a)k
= 0 với k 6= 1;

∮

C

dz

z − a
= 2πi,

⇒

∮

C
f(z)dz = 2πi.a−1 ⇒ Resz=af(z) = a−1. (đpcm)
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
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Công thức tính thặng số

Chứng minh. Lấy tích phân của từng số hạng trong chuỗi (12),
áp dụng các công thức tích phân Cauchy ta được

∮

C

dz

(z − a)k
= 0 với k 6= 1;

∮

C

dz

z − a
= 2πi,

⇒

∮

C
f(z)dz = 2πi.a−1 ⇒ Resz=af(z) = a−1. (đpcm)
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Công thức tính thặng số - trường hợp 1

z = a là cực đơn

Trrường hợp này f(z) có dạng

f(z) =
a−1

z − a
+ a0 + a1(z − a) + ... (14)

Thặng số được tính bởi công thức:

Resz=af(z) = a−1 = lim
z→a

(z − a)f(z). (15)
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Ví dụ - trường hợp 1

Tính thặng số tại z = 1 của hàm:

f(z) =
z2

z2 − 1
.

Ta viết:

f(z) =
z2

(z − 1)(z + 1)
=

z2/(z + 1)

z − 1

Ta thấy z = 1 là cực đơn. Vậy ta áp dụng công thức (15)

Resz=1f(z) = a−1 = lim
z→1

f(z)(z − 1) =
12

1 + 1
=

1

2
. (16)
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z − 1

Ta thấy z = 1 là cực đơn. Vậy ta áp dụng công thức (15)

Resz=1f(z) = a−1 = lim
z→1

f(z)(z − 1) =
12

1 + 1
=

1

2
. (16)
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=

1

2
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực
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Thặng số
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Ví dụ - trường hợp 1

Tính thặng số tại z = 1 của hàm:

f(z) =
z2

z2 − 1
.

Ta viết:

f(z) =
z2

(z − 1)(z + 1)
=

z2/(z + 1)

z − 1

Ta thấy z = 1 là cực đơn. Vậy ta áp dụng công thức (15)
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=
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2
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Công thức tính thặng số - trường hợp 2

z = a là cực bậc n

Thặng số được tính bởi công thức:

Resz=af(z) =
1

(n − 1)!
lim
z→a

dn−1

dzn−1

[

(z − a)nf(z)
]

. (17)
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Ví dụ - trường hợp 2

Tính thặng số tại điểm z = 2 của hàm

f(z) =
1

(z − 2)2(z − 3)
.

Ta thấy z = 2 là cực bậc 2 (n = 2). Do đó, ta áp dụng công thức
(17):

Resz=2f(z) =
1

(2− 1)!
lim
z→2

d

dz

[

(z−2)2f(z)
]

= lim
z→2

d

dz

( 1

z − 3

)

= −1.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Ví dụ - trường hợp 2

Tính thặng số tại điểm z = 2 của hàm

f(z) =
1

(z − 2)2(z − 3)
.

Ta thấy z = 2 là cực bậc 2 (n = 2). Do đó, ta áp dụng công thức
(17):

Resz=2f(z) =
1

(2− 1)!
lim
z→2

d

dz

[

(z−2)2f(z)
]

= lim
z→2

d

dz

( 1

z − 3

)

= −1.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Ví dụ - trường hợp 2

Tính thặng số tại điểm z = 2 của hàm

f(z) =
1

(z − 2)2(z − 3)
.

Ta thấy z = 2 là cực bậc 2 (n = 2). Do đó, ta áp dụng công thức
(17):

Resz=2f(z) =
1

(2− 1)!
lim
z→2

d

dz

[

(z−2)2f(z)
]

= lim
z→2

d

dz

( 1

z − 3

)

= −1.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Công thức tính thặng số - trường hợp 3

f(z) = h(z)
g(z) , trong đó h(a) 6= 0, g(a) = 0 và g

′

(a) 6= 0

Thặng số được tính bởi công thức:

Resz=af(z) =
h(a)

g′(a)
. (18)
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Ví dụ - trường hợp 3

Tính thặng số tại điểm z = π
2 của hàm

f(z) =
sin2 z

cos z
.

Đặt h(z) = sin2 z, g(z) = cos z. Hàm f(z) có dạng

f(z) =
h(z)

g(z)

với
h(

π

2
) = 1 6= 0, g(

π

2
) = 0, g

′

(
π

2
) = −1 6= 0.

⇒ Resz=π
2
f(z) =

h(π2 )

g
′

(π2 )
= −1.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Ví dụ - trường hợp 3

Tính thặng số tại điểm z = π
2 của hàm

f(z) =
sin2 z

cos z
.

Đặt h(z) = sin2 z, g(z) = cos z. Hàm f(z) có dạng

f(z) =
h(z)

g(z)

với
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Định lý thặng số

Phát biểu định lý

Cho hàm f(z) giải tích trong và trên chu tuyến C ngoại trừ tại
một số hữu hạn các điểm dị thường cô lập zk không nằm trên C.
Khi đó

∮

C
f(z)dz = 2πi

∑

k

Resz=zkf(z). (19)
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Định lý thặng số - Chứng minh I

∮

C
f(z)dz =

∑

k

∮

Ck

f(z)dz = 2πi
∑

k

Resz=zkf(z).
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Định lý thặng số - Ví dụ

Tính tích phân

I =

∮

C

ezt

z2(z2 + 2z + 2)
dz.

với

(a) C : |z| = 1.

(b) C : |z| = 3

Trước hết, ta nhận xét rằng hàm f(z) = ezt

z2(z2+2z+2) là hàm giải

tích, ngoại trừ tại các điểm:

z = 0: cực bậc 2.

z± = −1± i: cực đơn.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Định lý thặng số - Ví dụ

Tính tích phân

I =

∮

C

ezt

z2(z2 + 2z + 2)
dz.

với

(a) C : |z| = 1.

(b) C : |z| = 3

Trước hết, ta nhận xét rằng hàm f(z) = ezt

z2(z2+2z+2) là hàm giải

tích, ngoại trừ tại các điểm:

z = 0: cực bậc 2.

z± = −1± i: cực đơn.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Định lý thặng số - Ví dụ

Xét trường hợp C : |z| = 1.

Ta thấy miền được bao bởi chu tuyến C chỉ chứa cực bậc 2
z = 0.

Võ Thành Văn - Trương Xuân Nhựt GIẢI TÍCH PHỨCCuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Định lý thặng số - Ví dụ

Theo định lý thặng số, ta có:

I = 2πiResz=0f(z) = 2πiResz=0

(

ezt

z2(z2 + 2z + 2)

)

=
2πi

(2− 1)!
lim
z→0

(

d

dz

ezt

(z2 + 2z + 2)

)

(20)

Ta tính Resz=0f(z):

Resz=0f(z) =
tezt(z2 + 2z + 2)− (2z + 2)ezt

(z2 + 2z + 2)2

∣

∣

∣

∣

z=0

=
t− 1

2
.

(21)
Thay (21) vào (20) ta có kết quả của tích phân cần tính:

I = πi(t− 1). (22)
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Định lý thặng số - Ví dụ

Xét trường hợp C : |z| = 3.

Ta thấy miền được bao bởi chu tuyến C chứa cả cực bậc 2
z = 0 và 2 cực đơn z± = −1± i. Ta viết:

f(z) =
ezt

z2(z − z−)(z − z+)
.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Định lý thặng số - Ví dụ

Theo định lý thặng số, ta có:

I = 2πi
(

Resz=0f(z) +Resz=z+f(z) +Resz=z−f(z)
)

(23)

Ta tính Resz=z−f(z) với z− = −1− i:

Resz=z−f(z) = lim
z→z−

(z − z−)f(z) =
e(z−)t

z2−(z− − z+)
=

e(−1−i)t

2i.(−2i)

= (e−t.e−it)/4. (24)

Tương tự, ta tính Resz=z+f(z) với z+ = −1 + i:

Resz=z+f(z) = lim
z→z+

(z − z+)f(z) =
e(z+)t

z2+(z+ − z−)

=
e(−1+i)t

(−2i).2
=

eit.e−t

4
. (25)
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=
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4
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Phân loại điểm dị thường
Thặng số
Định lý thặng số

Định lý thặng số - Ví dụ

Từ (21) ta đã có:

Resz=0f(z) =
t− 1

2
. (26)

Từ các kết quả (24), (25) và (26), ta có:

I = 2πi

(

t− 1

2
+

e−t.eit

4
+

e−t.e−it

4

)

= 2πi

(

t− 1

2
+

e−t

2
cos t

)

= πi
(

t− 1 + e−t cos t
)

. (27)
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Một số bổ đề

Bổ đề I.

Nếu hàm f(z) liên tục khi |z − a| → ∞ và nếu

lim
|z−a|→∞

|(z − a)f(z)| = 0,

thì
lim

R→∞

∫

C
f(z)dz = 0,

trong đó C là cung tròn tâm a bán kính R = |z − a|.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Một số bổ đề

Hình vẽ cho trường hợp điểm a ≡ 0:
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Một số bổ đề

Bổ đề II.

Nếu hàm f(z) liên tục khi |z − a| → 0 , và

lim
|z−a|→0

|(z − a)f(z)| = 0,

thì
lim
r→0

∫

C
f(z)dz = 0,

trong đó C là cung tròn tâm a bán kính r = |z − a|.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Một số bổ đề

Bổ đề Jordan.

Nếu |f(z)| → 0 khi |z| → ∞ thì

lim
R→∞

∫

C
f(z)eitzdz = 0,

với

C là 1/2 đường tròn dưới hoặc 1/2 đường tròn phải khi
t < 0.

C là 1/2 đường tròn trên hoặc 1/2 đường tròn trái khi t > 0.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Một số bổ đề
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng I

Dạng tích phân:

I =

∫ 2π

0
f(sin θ, cos θ)dθ,

với f(sin θ, cos θ) giới nội (hữu hạn) khi 0 ≤ θ ≤ 2π.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng I - Cách tính

Đặt z = eiθ(|z| = 1), suy ra dz = ieiθdθ ⇒ dθ = dz
iz . Mặt khác:

sin θ =
eiθ − e−iθ

2i
=

z − 1
z

2i
=

z2 − 1

2iz

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
=

z + 1
z

2i
=

z2 + 1

2iz
.

Khi đó, tích phân được đưa về dạng:

I =

∮

C
F (z)dz,

với (C) : |z| = 1. Để tính tích phân này, ta dùng định lý thặng số:

I = 2πi
∑

i

Reszi=aiF (z).
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng I - Ví dụ

Tính

I =

∫ 2π

0

dθ

1− 2a cos θ + a2
với |a| < 1.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng I - Ví dụ

Đặt z = eiθ. Khi θ biến thiên từ 0 đến 2π thì z biến thiên trên
đường tròn đơn vị C(0, 1). Ta viết lại:

I =

∮

C

−idz

z
[

1− a
(

z + 1
z

)

+ a2
] =

∮

C

idz

az2 − (a2 + 1)z + a
.

Hàm dưới dấu tích phân

f(z) =
i

az2 − (a2 + 1)z + a

có hai điểm dị thường tại z1 = a, z2 = 1
a . Do z2 > 1 nên chỉ có

z1 ∈ C(0, 1).
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đường tròn đơn vị C(0, 1). Ta viết lại:

I =

∮

C

−idz

z
[

1− a
(

z + 1
z

)

+ a2
] =

∮

C

idz

az2 − (a2 + 1)z + a
.

Hàm dưới dấu tích phân

f(z) =
i

az2 − (a2 + 1)z + a

có hai điểm dị thường tại z1 = a, z2 = 1
a . Do z2 > 1 nên chỉ có

z1 ∈ C(0, 1).
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng I - Ví dụ

Theo định lý về thặng số, ta có:

I = 2πiResz=af(z) = 2πi
i(z − a)

a(z − a)(z − 1
a)

∣

∣

z→a
=

2π

1− a2
.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng II

Dạng tích phân:

I =

∫ ∞

−∞
f(x)dx

với f(x) thỏa các điều kiện sau đây. Nếu ta thay x → z tức là
f(x) → f(z), thì:

f(z) giải tích trong nửa mặt phẳng phía trên (hoặc dưới)
bao gồm cả trục thực, ngoại trừ tại một số hữu hạn điểm dị
thường cô lập nằm trong nửa mặt phẳng trên (hoặc dưới)
mà không nằm trên trục thực;

lim|z|→∞ |zf(z)| = 0.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng II - Cách tính

Xét tích phân
∮

f(z)dz trên chu tuyến C như sau

Trong đó C
′

là nửa cung tròn tâm tại z = 0, bán kính R. Ta có
∮

C
f(z)dz =

[
∫ R

−R
+

∫

C′

]

f(z)dz = 2πi
∑

k

Resz=zkf(z)
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng II - Cách tính

Xét tích phân
∮

f(z)dz trên chu tuyến C như sau

Trong đó C
′

là nửa cung tròn tâm tại z = 0, bán kính R. Ta có
∮

C
f(z)dz =

[
∫ R

−R
+

∫

C′

]

f(z)dz = 2πi
∑

k

Resz=zkf(z)
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng II - Cách tính

Cho R → ∞. Khi đó

lim
R→∞

∫ R

−R
f(z)dz =

∫ ∞

−∞
f(x)dx = I

lim
R→∞

∫

C′

f(z)dz = 0 theo bổ đề 1

(vì limR=|z|→∞ |zf(z)| = 0)

⇒ I = 2πi
∑

k

Resz=zkf(z),

với mọi zk thuộc nửa mặt phẳng trên.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng II - Cách tính

Cho R → ∞. Khi đó

lim
R→∞

∫ R

−R
f(z)dz =

∫ ∞

−∞
f(x)dx = I

lim
R→∞

∫

C′

f(z)dz = 0 theo bổ đề 1

(vì limR=|z|→∞ |zf(z)| = 0)

⇒ I = 2πi
∑

k

Resz=zkf(z),

với mọi zk thuộc nửa mặt phẳng trên.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng II - Cách tính

Cho R → ∞. Khi đó

lim
R→∞

∫ R

−R
f(z)dz =

∫ ∞

−∞
f(x)dx = I

lim
R→∞

∫

C′

f(z)dz = 0 theo bổ đề 1

(vì limR=|z|→∞ |zf(z)| = 0)

⇒ I = 2πi
∑

k

Resz=zkf(z),

với mọi zk thuộc nửa mặt phẳng trên.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng II - Ví dụ

Tính
I =

∫ ∞

−∞

dx

x6 + 1
.

Ta thấy hàm f(z) = 1
x6+1 giải tích, ngoại trừ tại các điểm:

z6 + 1 = 0

⇔ z6 = −1

⇔ z6 = ei(2k+1)π

⇔ z = ei(2k+1)π
6 .

Võ Thành Văn - Trương Xuân Nhựt GIẢI TÍCH PHỨCCuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng II - Ví dụ

Tính
I =

∫ ∞

−∞

dx

x6 + 1
.

Ta thấy hàm f(z) = 1
x6+1 giải tích, ngoại trừ tại các điểm:

z6 + 1 = 0

⇔ z6 = −1

⇔ z6 = ei(2k+1)π

⇔ z = ei(2k+1)π
6 .
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng II - Ví dụ

f(z) có 6 cực đơn, nhưng chỉ có 3 cực đơn zk với k = 0, 1, 2 là
nằm trong miền được xét.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng II - Ví dụ

Mặt khác

lim
|z|→∞

|zf(z)| = lim
|z|→∞

|
1

z5
| = 0.

Vậy đây là tích phân dạng II. Theo định lý về thặng số, ta có
∮

C

dz

z6 + 1
= 2πi

∑

k

Resz=zk

1

z6 + 1
.

Chú ý rằng 1
z6+1

có dạng f(z) = h(z)
g(z) với h(zk) 6= 0, g(zk) = 0 và

g
′

(zk) 6= 0. Suy ra
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng II - Ví dụ

Mặt khác

lim
|z|→∞

|zf(z)| = lim
|z|→∞

|
1

z5
| = 0.

Vậy đây là tích phân dạng II. Theo định lý về thặng số, ta có
∮

C

dz

z6 + 1
= 2πi

∑

k

Resz=zk

1

z6 + 1
.

Chú ý rằng 1
z6+1

có dạng f(z) = h(z)
g(z) với h(zk) 6= 0, g(zk) = 0 và

g
′

(zk) 6= 0. Suy ra
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng II - Ví dụ

Mặt khác

lim
|z|→∞

|zf(z)| = lim
|z|→∞

|
1

z5
| = 0.

Vậy đây là tích phân dạng II. Theo định lý về thặng số, ta có
∮

C

dz

z6 + 1
= 2πi

∑

k

Resz=zk

1

z6 + 1
.

Chú ý rằng 1
z6+1

có dạng f(z) = h(z)
g(z) với h(zk) 6= 0, g(zk) = 0 và

g
′

(zk) 6= 0. Suy ra
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng II - Ví dụ

Resz=zkf(z) =
h(zk)

g′(zk)
=

1

6z5k
= −

zk
6

(vì z6k = −1 ⇒ 1
z5
k

= −zk.)

⇒ I = 2πi(−
1

6
)[z0 + z1 + z2]

= −
iπ

3

[

eiπ/6 + i+ ei5π/6
]

=
π

3
−

iπ

3

[

eiπ/6 − e−iπ/6

2i

]

.2i

=
π

3
+

2π

3
. sin

π

6
=

2π

3
.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng II - Ví dụ

Resz=zkf(z) =
h(zk)

g′(zk)
=

1

6z5k
= −

zk
6

(vì z6k = −1 ⇒ 1
z5
k

= −zk.)

⇒ I = 2πi(−
1

6
)[z0 + z1 + z2]

= −
iπ

3

[

eiπ/6 + i+ ei5π/6
]

=
π

3
−

iπ

3

[

eiπ/6 − e−iπ/6

2i

]

.2i

=
π

3
+

2π

3
. sin

π

6
=

2π

3
.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng III

Dạng tích phân:

I =

∫ ∞

−∞
f(x).eimxdx (m > 0)

với f(x) thỏa các điều kiện sau đây. Nếu ta thay x → z tức là
f(x) → f(z), thì:

f(z) giải tích trừ tại hữu hạn số điểm dị thường cô lập
không nằm trên trục thực.

lim|z|→∞ |f(z)| = 0.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng III - Cách tính

Ta xét tích phân
∮

f(z)eimzdz trên chu tuyến C như sau

Trong đó C
′

là nửa cung tròn tâm tại z = 0, bán kính R. Ta có
∮

C
f(z)eimzdz =

[
∫ R

−R
+

∫

C′

]

f(z)eimzdz = 2πi
∑

k

Resz=zkf(z)e
imz
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng III - Cách tính

Ta xét tích phân
∮

f(z)eimzdz trên chu tuyến C như sau

Trong đó C
′

là nửa cung tròn tâm tại z = 0, bán kính R. Ta có
∮

C
f(z)eimzdz =

[
∫ R

−R
+

∫

C′

]

f(z)eimzdz = 2πi
∑

k

Resz=zkf(z)e
imz
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng III - Cách tính

Cho R → ∞. Khi đó

lim
R→∞

∫ R

−R
f(z)eimzdz =

∫ ∞

−∞
f(x)eimxdx = I

lim
R→∞

∫

C′

f(z)eimzdz = 0 theo bổ đề Jordan

(vì limR=|z|→∞ |f(z)| = 0)

⇒ I = 2πi
∑

k

Resz=zkf(z)e
imz ,

với mọi zk thuộc nửa mặt phẳng trên.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng III - Cách tính

Cho R → ∞. Khi đó

lim
R→∞

∫ R

−R
f(z)eimzdz =

∫ ∞

−∞
f(x)eimxdx = I

lim
R→∞

∫

C′

f(z)eimzdz = 0 theo bổ đề Jordan

(vì limR=|z|→∞ |f(z)| = 0)

⇒ I = 2πi
∑

k

Resz=zkf(z)e
imz ,

với mọi zk thuộc nửa mặt phẳng trên.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng III - Cách tính

Cho R → ∞. Khi đó

lim
R→∞

∫ R

−R
f(z)eimzdz =

∫ ∞

−∞
f(x)eimxdx = I

lim
R→∞

∫

C′

f(z)eimzdz = 0 theo bổ đề Jordan

(vì limR=|z|→∞ |f(z)| = 0)

⇒ I = 2πi
∑

k

Resz=zkf(z)e
imz ,

với mọi zk thuộc nửa mặt phẳng trên.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng III - Ví dụ

Tính
I =

∫ ∞

−∞

cos x

x2 + a2
dx (a > 0)

Xét tích phân
∮

C

eiz

z2 + a2
dz

f(z) = 1
z2+a2 giải tích trừ tại z2 + a2 = 0 ⇔ z± = ±ia (cực đơn).

Võ Thành Văn - Trương Xuân Nhựt GIẢI TÍCH PHỨCCuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng III - Ví dụ

Tính
I =

∫ ∞

−∞

cos x

x2 + a2
dx (a > 0)

Xét tích phân
∮

C

eiz

z2 + a2
dz

f(z) = 1
z2+a2 giải tích trừ tại z2 + a2 = 0 ⇔ z± = ±ia (cực đơn).
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng III - Ví dụ

∮

C

eiz

z2 + a2
dz = 2πiResz+

eiz

z2 + a2

= 2πi
(ei(ia)

2ia

)

=
π

a
.e−a.

Mặt khác
∮

C

eiz

z2 + a2
dz =

[
∫ +R

−R
+

∫

C′

]

eiz

z2 + a2
dz =

π

a
e−a.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng III - Ví dụ

∮

C

eiz

z2 + a2
dz = 2πiResz+

eiz

z2 + a2

= 2πi
(ei(ia)

2ia

)

=
π

a
.e−a.

Mặt khác
∮

C

eiz

z2 + a2
dz =

[
∫ +R

−R
+

∫

C′

]

eiz

z2 + a2
dz =

π

a
e−a.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng III - Ví dụ

Cho R → ∞:
∫ R

−R

eiz

z2 + a2
dz =

∫ ∞

−∞

eix

x2 + a2
dx

∫

C′

eiz

z2 + a2
dz = 0 theo bổ đề Jordan

(vì | 1
z2+a2 | → 0 khi |z| → 0). Khi đó

∫ ∞

−∞

eix

x2 + a2
dx =

π

a
e−a

⇔

∫ ∞

−∞

cos x

x2 + a2
dx+ i

∫ ∞

−∞

sinx

x2 + a2
dx =

π

a
e−a
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng III - Ví dụ

Cho R → ∞:
∫ R

−R

eiz

z2 + a2
dz =

∫ ∞

−∞

eix

x2 + a2
dx

∫

C′

eiz

z2 + a2
dz = 0 theo bổ đề Jordan

(vì | 1
z2+a2 | → 0 khi |z| → 0). Khi đó

∫ ∞

−∞

eix

x2 + a2
dx =

π

a
e−a

⇔

∫ ∞

−∞

cos x

x2 + a2
dx+ i

∫ ∞

−∞

sinx

x2 + a2
dx =

π

a
e−a
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Tích phân dạng III - Ví dụ

Từ đây suy ra
∫ ∞

−∞

cos x

x2 + a2
dx =

π

a
e−a

∫ ∞

−∞

sinx

x2 + a2
dx = 0.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Trị chính của tích phân

Xét một ví dụ: tính tích phân sau
∫ 2

−1

dx

x

Theo định nghĩa tích phân thông thường, tích phân trên không
hội tụ vì hàm 1

x không liên tục tại x = 0 ∈ [−1, 2]. Tuy nhiên, xét
giới hạn

lim
ε→0

[
∫ 0−ε

−1
+

∫ 2

0+ε

]

dx

x
= lim

ε→0

[

ln |x|
∣

∣

−ε

−1
+ ln |x|

∣

∣

2

+ε

]

= lim
ε→0

[

ln ε− ln 1 + ln 2− ln ε
]

= ln 2.

Giới hạn trên tồn tại!
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Trị chính của tích phân

Xét một ví dụ: tính tích phân sau
∫ 2

−1

dx

x

Theo định nghĩa tích phân thông thường, tích phân trên không
hội tụ vì hàm 1

x không liên tục tại x = 0 ∈ [−1, 2]. Tuy nhiên, xét
giới hạn

lim
ε→0

[
∫ 0−ε

−1
+

∫ 2

0+ε

]

dx

x
= lim

ε→0

[

ln |x|
∣

∣

−ε

−1
+ ln |x|

∣

∣

2

+ε

]

= lim
ε→0

[

ln ε− ln 1 + ln 2− ln ε
]

= ln 2.

Giới hạn trên tồn tại!
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Trị chính của tích phân

Định nghĩa

Cho hàm f(x) liên tục trên đoạn [a, b] trừ c ∈ [a, b], ta định nghĩa

P

∫ b

a
f(x)dx ≡ p.v.

∫ b

a
f(x)dx = lim

ε→0

[
∫ c−ε

a
+

∫ b

c+ε

]

f(x)dx

là trị chính của tích phân
∫ b
a f(x)dx. (p.v.: principal value)

Ví dụ:

P

∫ 2

−1

dx

x
= lim

ε→0

[
∫ −ε

−1
+

∫ 2

+ε

]

dx

x

= ln 2.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Trị chính của tích phân

Định lý.

f(z) giải tích trong 1/2 mặt phẳng trên trừ một số hữu hạn điểm
dị thường cô lập ai không nằm trên trục thực và một số hữu hạn
cực đơn bj nằm trên trục thực. Nếu lim|z|→∞ |zf(z)| = 0 thì

P

∫ ∞

−∞
f(x)dx = 2πi

[

∑

i

Resz=aif(z) +
1

2

∑

j

Resz=bjf(z)

]
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Trị chính của tích phân

Định lý.

f(z) giải tích trong 1/2 mặt phẳng trên trừ một số hữu hạn điểm
dị thường cô lập ai không nằm trên trục thực và một số hữu hạn
cực đơn bj nằm trên trục thực. Nếu lim|z|→∞ |f(z)| = 0 thì

P

∫ ∞

−∞
f(x)eimxdx = 2πi

[

∑

i

Resz=aif(z)e
imz

+
1

2

∑

j

Resz=bjf(z)e
imz

]
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Trị chính của tích phân - Ví dụ

Tính

P

∫ ∞

−∞

eix

x
dx

Hàm f(z) = eiz

z chỉ có một cực đơn trên trục thực tại z = 0. Áp
dụng định lý trên ta có

P

∫ ∞

−∞

eix

x
dx = 2πi.

1

2
Resz=0

eiz

z
= iπ

Vì P

∫ ∞

−∞

eix

x
dx = P

∫ ∞

−∞

cos x

x
dx+ P

∫ ∞

−∞

i sin x

x
dx = iπ

⇒ P

∫ ∞

−∞

cos x

x
dx = 0 ; P

∫ ∞

−∞

sinx

x
dx = π.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Trị chính của tích phân - Ví dụ

Tính

P

∫ ∞

−∞

eix

x
dx

Hàm f(z) = eiz

z chỉ có một cực đơn trên trục thực tại z = 0. Áp
dụng định lý trên ta có

P

∫ ∞

−∞

eix

x
dx = 2πi.

1

2
Resz=0

eiz

z
= iπ

Vì P

∫ ∞

−∞

eix

x
dx = P

∫ ∞

−∞

cos x

x
dx+ P

∫ ∞

−∞

i sin x

x
dx = iπ

⇒ P

∫ ∞

−∞

cos x

x
dx = 0 ; P

∫ ∞

−∞

sinx

x
dx = π.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Trị chính của tích phân - Ví dụ

Tính

P

∫ ∞

−∞

eix

x
dx

Hàm f(z) = eiz

z chỉ có một cực đơn trên trục thực tại z = 0. Áp
dụng định lý trên ta có

P

∫ ∞

−∞

eix

x
dx = 2πi.

1

2
Resz=0

eiz

z
= iπ

Vì P

∫ ∞

−∞

eix

x
dx = P

∫ ∞

−∞

cos x

x
dx+ P

∫ ∞

−∞

i sin x

x
dx = iπ

⇒ P

∫ ∞

−∞

cos x

x
dx = 0 ; P

∫ ∞

−∞

sinx

x
dx = π.
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Nội dung chính
Chuỗi hàm

Thặng số
Ứng dụng vào việc tính tích phân thực

Một số bổ đề
Tích phân dạng I
Tích phân dạng II
Tích phân dạng III
Trị chính của tích phân

Trị chính của tích phân - Ví dụ

Tính

P

∫ ∞

−∞

eix

x
dx

Hàm f(z) = eiz

z chỉ có một cực đơn trên trục thực tại z = 0. Áp
dụng định lý trên ta có

P

∫ ∞

−∞

eix

x
dx = 2πi.

1

2
Resz=0

eiz

z
= iπ

Vì P

∫ ∞

−∞

eix

x
dx = P

∫ ∞

−∞

cos x

x
dx+ P

∫ ∞

−∞

i sin x

x
dx = iπ

⇒ P

∫ ∞

−∞

cos x

x
dx = 0 ; P

∫ ∞

−∞

sinx

x
dx = π.
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