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Thế dạng hàm Delta

𝐸 < 𝑉 −∞ and 𝑉 +∞ ⇒
trạng thái liên kết [trạng thái rời rạc]
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𝐸 > 𝑉 −∞ or 𝑉 +∞ ⇒ trạng thái tán xạ
còn gọi là trạng thái liên tục

ቊ
𝐸 < 𝑉 −∞ and 𝑉 +∞ ⇒ trạng thái liên kết

𝐸 > 𝑉 −∞ or 𝑉 +∞ ⇒ trạng thái tán xạ

Cổ điển: liên kết

𝑉 ±∞ → 0 ⇒ ቊ
𝐸 < 0 ⇒ trạng thái liên kết
𝐸 > 0 ⇒ trạng thái tán xạ

Lượng tử: tán xạ (do “chui hầm”)
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với 𝑘 =
2𝑚𝐸

ℏ
(𝑘 > 0)

𝑑2𝜓

𝑑𝑥2
= −

2𝑚𝐸

ℏ2
𝜓 = −𝒌𝟐𝜓

Nghiệm: 
𝜓 𝑥 = 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥

Nhắc lại: 2 loại phương trình vi phân phổ biến

với 𝜅 =
−2𝑚𝐸

ℏ
( > 0)

𝑑2𝜓

𝑑𝑥2
= −

2𝑚𝐸

ℏ2
𝜓 = 𝜿𝟐𝜓

Nghiệm: 𝜓 𝑥 = 𝐴𝑒−𝜅𝑥 + 𝐵𝑒𝜅𝑥

Giếng dạng hàm Delta

Hàm Delta

𝛿 𝑥 ≡ ൝
∞ , 𝑥 = 0
0, 𝑥 ≠ 0

với න
−∞

+∞

𝛿 𝑥 𝑑𝑥 = 1

න
−∞

+∞

𝑓(𝑥)𝛿 𝑥 − 𝑎 𝑑𝑥 = 𝑓 𝑎 න
−∞

+∞

𝛿 𝑥 − 𝑎 𝑑𝑥 = 𝑓(𝑎)

𝑓(𝑥)𝛿 𝑥 − 𝑎 = 𝑓(𝑎)𝛿 𝑥 − 𝑎
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Thế dạng Delta
𝑉 𝑥 = −𝛼𝛿 𝑥 (𝛼 > 0) [2.114]

PT Schroedinger:

−
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝜓

𝑑𝑥2
− 𝛼𝛿 𝑥 𝜓 = 𝐸𝜓 [2.115]

Cần xét trạng thái liên kết [rời rạc] (𝐸 < 0) và
trạng thái tán xạ [liên tục] (𝐸 > 0)

Xét trạng thái liên kết: 𝑬 < 𝟎. 

với 𝜅 =
−2𝑚𝐸

ℏ
> 0 [2.117]

𝑑2𝜓

𝑑𝑥2
= −

2𝑚𝐸

ℏ2
𝜓 = 𝜅2𝜓 [2.116]

1. Trong miền 𝑥 < 0: 𝑉(𝑥) = 0

Nghiệm:𝜓 𝑥 = 𝐴𝑒−𝜅𝑥 + 𝐵𝑒𝜅𝑥 [2.118]

⇒ 𝜓 𝑥 = 𝐵𝑒𝜅𝑥, (𝑥 < 0) [2.119]

Chọn 𝐴 = 0 để loại phân kỳ 𝑥 → −∞, 𝑒−𝜅𝑥 → ∞

Xét 3 miền 𝑥 < 0, 𝑥 > 0 và (lân cận) 𝑥 = 0
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Nghiệm: 𝜓 𝑥 = 𝐹𝑒−𝜅𝑥 + 𝐺𝑒𝜅𝑥 [2.118]

⇒ 𝜓 𝑥 = 𝐹𝑒−𝜅𝑥, (𝑥 > 0) [2.120]

Sử dụng các ĐK biên:
1. 𝜓 liên tục (cách riêng tại 𝑥 = 0) 

2.
𝑑𝜓

𝑑𝑥
liên tục (\ những điểm thế ∞)

𝜓 𝑥 = ቊ
𝐵𝑒𝜅𝑥 𝑥 ≤ 0
𝐵𝑒−𝜅𝑥, 𝑥 ≥ 0

[2.121]

[2.122]

2. Trong miền 𝑥 > 0: 𝑉(𝑥) = 0

𝜓 𝑥 = 𝐵𝑒𝜅𝑥, (𝑥 < 0) [2.119]

𝜓 𝑥 = ቊ
𝐵𝑒𝜅𝑥 𝑥 ≤ 0
𝐵𝑒−𝜅𝑥, 𝑥 ≥ 0

𝐵 =?𝐸 =? (𝜅 =? )
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−
ℏ2

2𝑚
න

−𝜖

+𝜖
𝑑2𝜓

𝑑𝑥2
𝑑𝑥 + න

−𝜖

+𝜖

𝑉 𝑥 𝜓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐸 න

−𝜖

+𝜖

𝜓(𝑥)𝑑𝑥

[2.123]

3. Xét miền (lân cận) 𝑥 = 0

Lấy tích phân từ −𝜖 đến +𝜖 (với 𝜖 → 0) hai vế
phương trình Schrödinger không phụ thuộc 𝑡

න
−𝜖

+𝜖

𝜓(𝑥)𝑑𝑥
𝜖→0

−
ℏ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2
𝜓 + 𝑉(𝑥)𝜓 = 𝐸𝜓

න
−𝜖

+𝜖

𝑉 𝑥 𝜓 𝑥 𝑑𝑥 = −𝛼න
−𝜖

+𝜖

𝛿 𝑥 𝜓 𝑥 𝑑𝑥 = −𝜶𝝍 𝟎

𝟎

𝑉 𝑥 = −𝛼𝛿 𝑥 න
−∞

+∞

𝑓(𝑥)𝛿 𝑥 − 𝑎 𝑑𝑥 = 𝑓(𝑎)

⇒ න
−𝜖

+𝜖 𝑑2𝜓

𝑑𝑥2
𝑑𝑥 = −

2𝑚𝛼

ℏ2
𝜓 0

Δ
𝑑𝜓

𝑑𝑥
≡ lim

𝜖→0
ቤ

𝑑𝜓

𝑑𝑥
+𝜖

− ቤ
𝑑𝜓

𝑑𝑥
−𝜖

[2.124]

න
−𝜖

+𝜖 𝑑2𝜓

𝑑𝑥2
𝑑𝑥 = ቤ

𝑑𝜓

𝑑𝑥
−𝜖

+𝜖

= lim
𝜖→0

ቤ
𝑑𝜓

𝑑𝑥
+𝜖

− ቤ
𝑑𝜓

𝑑𝑥
−𝜖

∆
𝑑𝜓

𝑑𝑥
= −

2𝑚𝛼

ℏ2
𝜓(0) [2.125]

lim
𝜖→0

ቚ
𝑑𝜓

𝑑𝑥 +𝜖
− ቚ

𝑑𝜓

𝑑𝑥 −𝜖
= ቚ
𝑑𝜓

𝑑𝑥 𝑥→0+
− ቚ

𝑑𝜓

𝑑𝑥 𝑥→0−
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∆
𝑑𝜓

𝑑𝑥
= −

2𝑚𝛼

ℏ2
𝜓(0)

⇒

𝑑𝜓

𝑑𝑥
= −𝐵𝜅𝑒−𝜅𝑥 , 𝑥 > 0

𝑑𝜓

𝑑𝑥
= +𝐵𝜅𝑒+𝜅𝑥 , 𝑥 < 0

⇒ Δ
𝑑𝜓

𝑑𝑥
= ቤ
𝑑𝜓

𝑑𝑥
𝑥→0+

− ቤ
𝑑𝜓

𝑑𝑥
𝑥→0−

= −2𝐵𝜅

Có: 𝜓 0 = 𝐵

⇒ 𝜅 =
𝑚𝛼

ℏ2
[2.126]

[2.125]

Đã có: 𝜓 𝑥 = ቊ
𝐵𝑒𝜅𝑥 𝑥 ≤ 0
𝐵𝑒−𝜅𝑥 , 𝑥 ≥ 0

⇒ −2𝐵𝜅 = −
2𝑚𝛼

ℏ2
𝐵

→ ቤ
𝑑𝜓

𝑑𝑥
𝑥→0+

= −𝐵𝜅

→ ቤ
𝑑𝜓

𝑑𝑥
𝑥→0−

= +𝐵𝜅

⇒ 𝐸 = −
ℏ2𝜅2

2𝑚
= −

𝑚𝛼2

2ℏ2
[2.127]

Chuẩn hóa: 

1 = න
−∞

+∞

𝜓 𝑥 2𝑑𝑥 = 2 𝐵 2න
0

+∞

𝑒−2𝜅𝑥𝑑𝑥 =
𝐵 2

𝜅

⇒ 𝐵 = 𝜅 =
𝑚𝛼

ℏ
[2.128]

𝜓 𝑥 =
𝑚𝛼

ℏ
𝑒−𝑚𝛼|𝑥|/ℏ2; 𝐸 = −

𝑚𝛼2

2ℏ2 [2.129]
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Xét trạng thái tán xạ: 𝑬 > 𝟎. 

với 𝑘 =
2𝑚𝐸

ℏ
[2.130]

𝑑2𝜓

𝑑𝑥2
= −

2𝑚𝐸

ℏ2
𝜓 = −𝑘2𝜓

[2.131]

Trong miền 𝑥 < 0: 𝑉(𝑥) = 0

𝜓 𝑥 = 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥

Xét trạng thái tán xạ: 𝑬 > 𝟎. 

𝑑2𝜓

𝑑𝑥2
= −

2𝑚𝐸

ℏ2
𝜓 = −𝑘2𝜓

[2.132]

Trong miền 𝑥 > 0: 𝑉(𝑥) = 0

𝜓 𝑥 = 𝐹𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐺𝑒−𝑖𝑘𝑥 (𝑥 > 0)

ĐK liên tục của 𝜓 𝑥 tại 𝑥 = 0 cho

𝜓 𝑥 = 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥 (𝑥 < 0)

𝐹 + 𝐺 = 𝐴 + 𝐵 [2.133]
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⇒ ൝
Τ𝑑𝜓 𝑑𝑥 = 𝑖𝑘(𝐹𝑒𝑖𝑘𝑥 − 𝐺𝑒−𝑖𝑘𝑥) , 𝑥 > 0

Τ𝑑𝜓 𝑑𝑥 = 𝑖𝑘(𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥 − 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥), 𝑥 < 0

⇒ Δ
𝑑𝜓

𝑑𝑥
= ቤ
𝑑𝜓

𝑑𝑥
+

− ቤ
𝑑𝜓

𝑑𝑥
−

= 𝑖𝑘(𝐹 − 𝐺 − 𝐴 + 𝐵)

𝜓 0 = 𝐴 + 𝐵

⇒ 𝑖𝑘 𝐹 − 𝐺 − 𝐴 + 𝐵 = −
2𝑚𝛼

ℏ2
(𝐴 + 𝐵)

Đạo hàm

⇒ ൞
→ ቚΤ𝑑𝜓 𝑑𝑥

+
= 𝑖𝑘(𝐹 − 𝐺)

→ ቚΤ𝑑𝜓 𝑑𝑥
−
= 𝑖𝑘(𝐴 − 𝐵)

[2.134]

𝐹 − 𝐺 = 𝐴 1 + 2𝑖𝛽 − 𝐵 1 − 2𝑖𝛽 ,

với 𝛽 ≡
𝑚𝛼

ℏ2𝑘

[2.135]

𝐹 + 𝐺 = 𝐴 + 𝐵 [2.133]

4 tham số 𝐴, 𝐵, 𝐹 và 𝐺 và 𝑘 chưa biết !

Chuẩn hóa: hàm sóng không thể chuẩn hóa!

Cần “bó sóng” để có thể chuẩn hóa.
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𝜓 𝑥 = 𝐹𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐺𝑒−𝑖𝑘𝑥 (𝑥 > 0)

𝜓 𝑥 = 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥 (𝑥 < 0)

𝑉 𝑥 = −𝛼𝛿 𝑥

Xét thí nghiệm: hạt được bắn từ 1 hướng,
ví dụ từ trái

𝑮 = 𝟎

Sóng đến 
(incident)

Phản xạ
(reflected)

Truyền qua
(transmitted)

𝐵 =
𝑖𝛽

1 − 𝑖𝛽
𝐴

𝐹 =
1

1 − 𝑖𝛽
𝐴

𝜓 𝑥 = 𝐹𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐺𝑒−𝑖𝑘𝑥 (𝑥 > 0)
𝜓 𝑥 = 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥 (𝑥 < 0)

𝛽 ≡
𝑚𝛼

ℏ2𝑘
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∗ Xác suất tìm thấy hạt ở vị trí xác định: Ψ 2

∗ Xác suất tương đối để hạt tới phản xạ lại:

𝑅 =
𝐵 2

𝐴 2
=

𝛽2

1 + 𝛽2
hệ số phản xạ

∗ Xác suất truyền qua được cho bởi
hệ số truyền qua T

𝑇 =
𝐹 2

𝐴 2 =
1

1 + 𝛽2

𝑅 + 𝑇 = 1

𝑅 =
1

1 + (2ℏ2𝐸/𝑚𝛼2)

𝑇 =
1

1 + (𝑚𝛼2/2ℏ2𝐸)

𝑘 =
2𝑚𝐸

ℏ
[2.130] 𝛽 ≡

𝑚𝛼

ℏ2𝑘
[2.135]

Tương tự trường hợp hạt tự do: cần xây
dựng “bó sóng” để có thể chuẩn hóa.
→ các công thức trên gần đúng!

[2.141]
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Xét thí nghiệm: Hạt được bắn từ 1 hướng, 
ví dụ từ phải

Hãy xác định hệ số phản xạ và hệ số truyền qua

−𝛼 → 𝛼 ∶ Hệ số 𝑅 𝑣à 𝑇 không đổi vì phụ
thuộc vào 𝛼2 ∶ Hạt "chui" qua được rào thế!

Trạng thái tán xạ

Hiệu ứng chui hầm (𝑡𝑢𝑛𝑛𝑒𝑙𝑖𝑛𝑔)
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