CHUONG |I1I: HAM BIEN PHUC

1 Ham so phirc voi bién so phirc
L1 Pa tri va don tri

1 Gidi han

LIén tuc

1 Pao ham

1 Pieu kién Cauchy — Riemann

0 Céac dinh nghia vé ham giai tich
QCAc tinh chat vé ham giai tich




11.1. Ham so6 phirc v6i bién so phire:

» Cho D la tap con trong C.
®» Ta ki hiéuphantrctaD 1d z = x + iy

°t mOt ham f: xac dinh trén D 1a mot quy luat sao
cho z € D = ta xac dinh dugc mdt s6 phirc w thoéa:

f:D— C
=>f laanh cuaD e C




e Néu f ton tai, ta s& tim dugc mot s6 phuc w:
w=1u+iv,saochow = f(z).
Q Khi do6 ta viét:
w=fZ)=u+iv=[f(x+iy)

O day,

=>w = f(z) = ulx,y)

iv(x,y),

u(x,y) = Re f(2)
vav(x,y) =Im f(z2)



Anh Tap D

-> f(z)=w

Tap D




Vidu2.1l: Chow =1(z) = ¥~y +i(x+y?).
Timf (2+1)
Giai: Taco:x=2;y=1

ay.: w=1(2+1) =




Vidu 2.2: Choham f(z) = z=2.
Tim phan thuc va phan ao cta f(z)




Giai: Ta co thé viet: Vi z = (x + iy)
= f(2) = (x + iy)*
= x% +i%y? + 2ixy
f(2) = x% —y?% + 2ixy
Do d6, phan thuc cua f(z) la:
Re (f(2))= u(x,y) = x* — y°
Phan aocua f(z) la :

Im (f(z)= v(x,y) = 2xy




I1.2. Da tri va don tri:

»Néu ung vo1 mot gia tri bién phu:c Z ta
cd nhiéu gia tri ctia w thi ta goi f(2) la
am da tri.

Tinh da tri ctia ham phirc xuat phat tir
tinh da tr1 cua argument 6




3 Néu chia mién gia tri cua 6 ra thanh nhiing
khoang c6 chiéu dai 27, thi trén nhitng khoang
do, ham phtrc 1a don tr1.

Mot ham f: D— C ( x4c dinh trén Dc C ) duoc

01 1a don tr1 moOt- mot hay don di€p néu cac anh
ctia nhung diém khac nhau ctia D 1a khac nhau.
NOi cach khac, f(z) 1a don diép néu:

V2,29 €D,z ¥z, = f(z1) * f(2,).



Vi du 1: Xac dinh tinh da tri hay don tri ctia cac
ham f(z) sau:

1

alw = f(z) = z* b/w = f(z) = z2




1. 3. Gioi han:

= Cho ham f(z) xac dinh trén D va diém z, € D. Ta
n6i ham f(z) c6 gidi han 1a L khi z tién tdi zy néu:
Ve>0,36 >0,VzED: |z—2y| <6
= |f(z) - L| < €

»Khi do ta viét:

lim f(z) =L

Z—7Zg

Vi L: 12 hang so phuc




11.4. Lién tuc:

® Cho ham f(z) xac dinh trén D va diém z, €
D. Ta noi ham f(z) lién tuc tai di€ém z, néu:

f(z) —f(z0)l <e
Hay: zlil?of (z) = f(20)




% CAac Pinh |y vé ham lién tuc:
3 Néu ham £ lién tuc tai z, va g lién tuc tai w = f(zp)

thi ham hop f o g (xac dinh bai (f » g)(2) = g[(f(2)]
cting lién tuc tai z, .

3 Néu ham £ lién tuc tai z, thi || ciing lién tuc tai

7o (cha y rang |f1(2) = |f (2)]).




11.5. Pao ham:

% Pao ham cho ham bién phic w = f(2) la:

®Cho f(z) xac dinh trén D, va z, € D. Bao ham phuec f*
hoac df /dz dugc dinh nghia nhu sau:

d - A
w' = f'(2) = d_];(ZO) = Zh_fgo f(Zi _]ZC(EZO) - AlierOA_]ZC

Néu gidi han trén day ton tai, ta n6i ham f(z) kha vi tai z,



3 Pinh nghia nay nhu ham bién thuc va cac cong thirc
dao ham tuong tu.

A Cu thé, néu wy w,, w la cac ham ctia z, ta c6 cac cong
thirc dao ham:

" (Wi twy) =wy Ewy

" (wawy) = wiwy + wy'wy




11. 6. Piéu kién Cauchy — Riemann I:

»Neéu u(x, y) va v(x,y) la cd ham thuc don tri c6 cac
dao ham rieng cap 1 lién tuc, thi di€u kién can va du dé
ham f(z) = u + iv c0 dao ham la:

Piéu kién ham Cauchy — Riemann c6 dao ham:

6u_6v
Ox 0dy
au_ v

dy ~ ox




0 Dé ching minh dinh 1y trén, ta viét biéu thirc 22

NZ
nhu sau:

of Ax—kaf

Af _oxFroy®
Az  Ax+ilAy
0f/0y -Ay
~ ox’ Ax(1+l—)
of /9y Ay

~of 1t |@r/0x|
- ox’ (1+1Ay)




< Bay gio ta chimg minh diéu kién can:
3 Néu f c6 dao ham, thi giéi han lim [(2)~/(zo)
Z—Z Z—Zg
phai ton tai, va gidi han nay khong phu thudc vao
udng tién z = z,

v/ y thay doi: x= const
v’ x thay do6i: y= const




- / . > & v , o g
e Mat khac, hudng tién z — z, dugc dac trung bodi (ﬁ

e Do d0, dé dao ham khong phu thudc hudng tién z = z,,

biéu thirc dao ham khong duoc chira so hang Ay

f/0y
laf/ax] 1

Suy ra. [




e Tuddtaco:
of odf ou Ov ,<6u _017) ov  odu
=i

@_lﬁ‘:’ay lay ax ' ox :_5"15

e Phuong trinh cudi clng trén day cho ta hai s6 phirc bang nhau,
vay, mot cach tuong trng ta co :

(Ou  Ov
: dx 0y
du  Ov
Jy d0x

=> Vay ta da chiung minh duogc cac phuong trinh Cauchy — Riemann,
nghia 14 chirng minh xong diéu kién can.



< Bay gio ta chung minh diéu kién du.

 Khi da co6 cac phuong trinh Cauchy — Riemann, ta

suy ra:
Af Of
Az~ ox
Do do: Alzirilog=g—£

' af
Hay: f'(z) = e




QVay dao ham cua f(z) ton tai, va ta ¢ ching minh
duogc diéu kién du. Chl ¥ rang tir phan chitng minh nay,
ta co:

df ou Ov dv  Jdu
£ (z) =—= i h '(z) = '
ay f(2)=-"=5-+io- hay f(2) 5y~ oy
3 Do d6, cac cong thuc dao ham cho ham thuc van con

dang véi ham phc:




11.7. Céc dinh nghia vé ham giai tich:

»Néu ham £(z) c6 dao ham tai moi diém trong mién D
thi ta noi f(z) giai tich (analytic) trong D.

»Neéu ham f(z) giai thich trén toan mat phang phuec thi

goi f(z) la ham nguyén (entire function).

Ta néi ham f(z) giai tich tai diém z, néu co thé tim

dugc mot mién lan can quanh z, sao cho f(z) co dao

ham tai moi diém trong vung lan can cho ham do.

»C4c diém tai d6 ham f(z) khong giai tich duoc goi la
cac diem di thwong cua ham f(z).



¢ Mot so vi du vé ham giai tich va nguyén ham:

= Vi du 1. Cho ham w = f(x) = a + ib, voi
a, b 1a cac hang so6 thuc.

Ching minh: f(x) la ham nguyén




Ta viét: w=u+ivnénw =a -+ ib
u+iv=a+ib

= u =u(x,y) = a; v=v(x,y) =b
du dv
" $=0=@ V(x,y)
du dv
@=0=a V(x,y)

= f la ham giai tich trong toan mat phang phirc
= f la ham nguyén




Vidu 2
a) Chuirng minh f(z) = z la nguyén ham. Tinh f’(z)
b) Chirng minh f(z) = zRe(z) khong la ham giai tich




a) f(z)=z=(+iy)=(wuw+iv) => -

\
PbK Cauchy — Riemann:
ou ov
0 0 :
a;c 4 31, thoa V(x, y)
dy dx

f(z) = z la ham nguyén

oy O B v o
:f(z)—ax—ax+lax—1+01



b) Ta chirng minh rang f(z) = zRe(z)khong la ham
giai tich.

Ham zRe(z) c6 thé dugce viét: vi z = (x + iy) =
Re(z) = x nén:
= f(z) = zRe(z) = zx = (x + iy)x = x* + ixy
U+ iv)

dy:u=x°;v=xy

Ta kiém tra xem diéu kién Cauchy — Riemann c6 dugc
thoa man hay khong.




Vi Vz # 0, nghia l1a V(x, y) # (0,0), ta thay diéu kién
Cauchy — Riemaan bi Vi pham:

u u
x = 2Xx ¥ @ = X
u v
E =0 # oy Y
Tuy nhién, tai z, = 0 thi diéu kién Cauchy- Riemann dugc

thoa man.
Vay, ham chi co dao ham tai z, = 0=> giai tich tai mot
diém z,

Do d6, ham khong giai tich = Khong phai la ham nguyén



11.8. Tinh chat ciia ham giai tich:

= Tong, tich, thuong (néu mau s6 khac 0)cua hai
ham gia1 tich lam ham giai tich
- H am gi1ai tich cua mdt ham giai tich 1a ham giai

Moi ham giai tich f(z) déu co thé duoc viet dudi
dang chi chira bién z, khong chira bién Z

(khi X, y bi loai han ra khoi biéu thirc ctia ham).



« Ta ching minh tinh chat 3.
0 Ta viét:

w=u+vi=u(xvy) +iv(x,y).

Viz=x+iyvaz=x—iy,néntaco

Z+ Z
*TT
l — Z
Y

= Chd nao ¢ chira X, y thi duoc thay bang z va z




a Vay ham w dugc biéu dién thdng qua 2 bién méi
z va z. Tuy nhién:

dow Odw dx OJw 0Oy

7 0x 9z 0y 0z
1 ow 1dw

T2 0x 'Eé‘y'l

1 0u+_6v I1 6u|_6v _
~2\ox " ox) T 2 ay'lay l
1 odu 1 0Oov 1 oOu 10v

:E.a-FE.la-FE.lE—EE

= 0. (theo diéu kién Cauchy — Riemann)




> Diéu nay cé nghia la bién z khong xuat hién trong
bicu thirc ciia ham w.
Do do, ham w duogc biéu dién thong qua mot bién z

duy nhat.
»N¢éu ham f vira chua z, ®» D¢ chuyén mot ham giai tich
ya chora Z , thi f khong  w = f(x,y) v€ dang f(z) mot

¢ 1a ham giai tich. cach nhanh chong, ta cho y = 0;
khidox =z—iy=2zva

w = f(z) = f(x,0)



Vi du : Khao sat dao ham cua cac ham sau:
a) f(z) =2 b) f(2) = z.Z = |z|* c) f(z) = z°




0 Vi du: Cho ham giai tich £(z) c6 phan thuc
u(x,y) = x* — y* + 2x

a)Chung minh rang: Au = 0
b)Tim ham £ (z) va biéu dién f(z) theo z







Ta co:
ou B ov
dx 0dy

= v = Zxdy f(2x+2)dy— 2x +2)y + o) = @x) =7




3 Tim @(x) dua vao:
du  Ov
8y  Ox

© 2y==-2y+¢'(x) > ¢'(x) =0

= @(x) = a = const
= v(x,y) = 2x+2)y+a
= f(x,y) =ulx,y) +iv(x,y)
= x> —y?+2x+i[2x + 2)y + d]
= f(z2) =f(x;0) =x*+2x+ai =z*+ 2z + ai







