
ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 1

XÁC  SUẤT
Để lập phương án xây đập thủy điện, chúng ta phải có
các thông tin về lưu lượng nước của các dòng sông
chảy vào hồ chứa nước. Thí dụ nếu chúng ta biết chắc
chắn lưu lượng tổng hợp các con sông vào giữa tháng
7 hằng năm chính xác là x, chúng ta có thể dùng x như
là một biến số trong các tính toán của công trình.
Tuy nhiên con số x này lại thay đổi hằng năm, có năm

rất nhỏ vì những cơn hạn hán lịch sử, nhưng có năm
lại cực kỳ lớn trong những cơn lũ lịch sử. Các số liệu
bất thường này nhiều khi làm cho trung bình cộng của
x trong một số năm quan sát quá khác biệt với số x
trong đại đa số các năm thông thường.
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 2

Để giải quyết việc này, chúng ta dùng lý thuyết độ đo. 
Đặt Ω là tập hợp các năm chúng ta lấy dử liệu, thường
được mô hình toán học như là {1, 2, 3, . . .,m}, nếu số
năm quan sát là m. ChọnM = P(Ω). Đặt μ(k) là một số
thực dương dựa vào dử liệu lịch sử hàng trăm năm (có
thể nhiều hơn rất nhiều số phần tử của Ω) với mọi k
trong Ω, sao cho μ(Ω) =1.  Gọi X là ánh xạ từ Ω, với
X(k) chính là giá trị của x tương ứng với năm "k" .

Cho hai số thực α và β . Giả sử μ({k: α < X(k) ≤ β })  
> 0.9 .  Chúng ta có thể nói : khả năng lưu lượng giữa
tháng bảy hằng năm là giữa hai số α và β, điều này
chính xác đến 90%. Sau đó dùng các phương trình
ngẫu nhiên để tính toán tiếp !
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 3

Vì thế, trong ngành xác suất thống kê, ta gọi các hàm
số đo được là các biến số ngẫu nhiên. Các biến số
ngẫu nhiên thường được ký là X , Y, …(vừa có ý nghĩa
biến số x, y, . . . , vừa có ý nghĩa là chúng không phải
là số thực ).

Ta thấy việc lựa chọn đô đo μ trên không gian lấy
mẩu Ω rất quan trọng. Nếu làm theo kiểu bình quân
cào bằng sẽ đưa đến các kết luận không chính xác
trong các bài toán thực tế ngoài đời. Vì độ đo μ trong
các trường hợp này tương ứng với các xác xuất của
các dử liệu, nên chúng ta thường ký hiệu nó là P  
(probability). 
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 4

Định nghĩa. Cho (Ω,M, P) là một không gian đo
được với đo đo dương P. Ta nói (Ω,M, P) là không
gian xác suất nếu P(Ω) = 1.
Lúc đó Ω được gọi là không gian mẫu (sample space), 

các tập A ∈M được gọi là các biến cố, và độ đo P(A) 
được gọi là xác suất của biến cố A. Một ánh xạ đo
được X từ Ω vào , được gọi là một biến số ngẫu
nhiên.
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 5

Tuy có nền tảng chung là lý thuyết độ đo, nhưng xác
suất thống kê có những đặc điểm khác hẳn giải tích và
cơ học. Thí dụ sau đây cho chúng ta thấy phần nào sự
khác nhau này.

Qua một số khảo sát, xác suất từ một trứng cá hồi trở
thành một con cá hồi trưởng thành là 10-4 , nghĩa là cứ
10.000 trứng cá hồi có khả năng có một con sống đến
lúc trưởng thành . Vậy xác suất để có 3 cá hồi trưởng
thành khi ta nuôi 40.000 trứng cá hồi là bao nhiêu? Có
phải là 100% ?
Câu trả lời : không phải 100% !

Như vậy xác xuất thống kê không đơn thuần là
chuyển đổi tên gọi của giải tích !

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 6

Trong các trường hợp Ω là một tập có n phần tử, 
chúng ta có thể chọnM = P(Ω) , tập hợp tất cả các tập
con của Ω, và đặt

ở đây |B|  là số phần tử của B.

Lúc đó (Ω, M , P) là một không gian xác suất.

|A|( ) ,
| |

P A A= ∀ ⊂ Ω
Ω

Cách đặt này đưa đến việc phải tính cho đúng số phần
tử của A, để trả lời câu hỏi xác suất P(A) của A là bao
nhiêu. Nhiều lúc, người ta hiểu lầm việc tính số phần
tử của các tập con A là công việc chủ yếu của môn xác
suất thống kê !
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 7

Cho một tập hợp hữu hạn U và n tập hợp con rời nhau
của U : E1 , . . . , En , sao cho .  Đặt Ω là tập
{1, . . ., n}, M = P(Ω) và 1

n

k
k

U E
=

=∪

i A i
| |

( ) .
| |

E
P A A

U
∈= ∀ ⊂ Ω

∪

Lúc đó (Ω, M , P) là một không gian xác suất.

Nếu chúng ta khảo sát xác suất về các chiều dài các
trẻ sơ sinh ở một vùng nào đó, Ω không còn là một tập
hữu hạn nữa, nó là một khoảng đóng [a, b].

Như vậy, khởi đầu từ không gian lấy mẩu U, nhưng
sau khi mô hình, ta lại làm việc trên không gian xác
suất (Ω, M , P), với độ đo P không còn tính bình quân.
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 8

Định nghĩa. Cho hai biến cố A và B trong một không
gian xác suất (Ω,M, P), ta nói A và B độc lập với nhau
nếu P(A∩B) = P(A) P(B) 
Khái niệm độc lập này có ý nghĩa như sau

Vậy tỉ trọng của biến cố A đối với toàn cục (Ω) bằng
tỉ trọng của biến cố A∩B đối với biến cố B.

( ) ( )
( ) ( )

P A B P A
P B P
∩

=
Ω

Định nghĩa. Cho m biến cố A1 , . . . Am trong một
không gian xác suất (Ω,M, P), ta nói A1 , . . . Am độc
lập với nhau nếu P(A1∩ . . . ∩ Am) = P(A1). . . P(Am) 
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 9

Thí dụ . Úp 52 lá bài lên một mặt bàn và chọn ngẫu
nhiên trong đó một lá bài. Gọi A là biến cố khi ta chọn
đúng một quân bài có hình (bồi, đầm, già , K, Q, J) , B
là biến cố khi ta chọn đúng một quân bài già (K) và C
là biến cố khi ta chọn đúng một quân bài cơ (♥). Ta có

12 3 4 1 13 1( ) , ( ) , ( ) ,
52 13 52 13 52 4

3 1 1( ) , ( ) , ( ) ( )
52 52 13

P A P B P C

P A C P B C P A B P B

= = = = = =

∩ = ∩ = ∩ = =

Vậy B và C độc lập với nhau, A và C độc lập với
nhau, nhưng A và B không độc lập với nhau
Tính chất độc lập có vai trò quan trọng trong các qui 

luật số lớn và giới hạn của các tiến trình ngẫu nhiên.
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 10

Thí dụ. Cho I và J là hai khoảng trong [0,1]. Đặt Ω = 
[0,1]× [0,1]  và P  là độ đo Lebesgue trên Ω. Đặt A = 
I× [0,1]  và B = [0,1]× J . Lúc đó

P(A∩ B) = P(I × J) = P(A) P(B) .
Vậy A và B độc lập với nhau.
Định nghĩa. Cho m biến số ngẫu nhiên X1 , . . . Xm
trong một không gian xác suất (Ω,M, P), ta nói X1 , . . . 
Xm độc lập với nhau nếu X1

-1(U1) , . . . Xm
-1(Um) độc

lập với nhau với mọi U1 , . . . , Um mở trong .
Khái niệm độc lập của các biến số ngẫu nhiên có vai
trò rất quan trọng trong việc tiếp cận thực tế bằng xác
suất thống kê. Tuy nhiên chúng ta cần một số mô hình
toán học để sữ dụng chúng.
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 11

Cho m không gian xác suất (Ω1,M1, P1), . . ., 
(Ωm,Mm, Pm), và Y1 , . . . ., Ym lần lượt là các biến số
ngẫu nhiên trên các không gian xác suất đó. Giả sử các
biến số ngẫu nhiên này không liên quan với nhau. 

Chúng ta sẽ mô hình toán học sự không liên quan
này như sau. Đặt Ω = Ω1× . . . × Ωm . Dùng lý thuyết
độ đo ta xây dựng được một không gian xác suất
(Ω,M, P) có các tính chất sau : 
•M là σ- đại số nhỏ nhất chứa A1× . . . × Am nếu
Ak∈Mk với mọi k ∈{1, . . .,m}.
• Nếu Ak ∈Mk với mọi k ∈{1, . . .,m}, ta có

P(A1× . . . × Am ) =  P1(A1) × . . . × Pm(Am ) 

Đặt Xk(ω1, ..., ωk,..., ωm) = Yk(ωk) ∀ (ω1, ...,ωm) ∈ Ω.
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 12

Bài toán 3.1.  X1 , . . . Xm là các biến số ngẫu nhiên
độc lập với nhau trong không gian xác xuất (Ω,M, P) .
Cho một họ không gian xác suất {(Ωi,Mi,Pi) : i ∈ I} . 
và Yi là một biến số ngẫu nhiên trên {(Ωi,Mi,Pi) . Giả
sử các biến số ngẫu nhiên này không liên quan với
nhau. Đặt . Dùng lý thuyết độ đo ta xây
dựng được một không gian xác suất (Ω,M, P) có các
tính chất sau : 
•M là σ- đại số nhỏ nhất chứa
nếu Ak∈Mk với mọi k ∈J,và J là tập con hữu hạn của I
• Nếu Ak ∈Mk với mọi k ∈J , ta có

ii I∈
Ω = Ω∏

\
( ) ( )k ik J i I J

A
∈ ∈

× Ω∏ ∏

\
(( ) ( )) ( )k i k kk J i I J k J

P A P A
∈ ∈ ∈

× Ω =∏ ∏ ∏
Đặt Xk((ωi)) = Yk(ωk)              ∀ (ωi) ∈ Ω.
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 13

Bài toán 3.2.  Cho J là một tập con hữu hạn trong I. 
Chứng minh {Xk : k ∈ J} là các biến số ngẫu nhiên
độc lập với nhau trong không gian xác xuất (Ω,M, P) .
Như vậy khái niệm độc lập của các biến số ngẫu
nhiên cho phép chúng ta mô hình toán học chặc chẽ sự
không liên quan với nhau của một họ biến số ngẫu
nhiên xác định trên các không gian ngẫu nhiên khác
nhau. Hơn nữa khái niệm này đưa các biến số ngẫu
nhiên đó về các biến số ngẫu nhiên trong cùng một
không gian ngẫu nhiên.

Xin xem thêm chi tiết sự thiết lập (Ω,M, P) trong sách
"A course in probability theory" của K.L. Chung (57-
64 pp). (http://gigapedia.com/items/26256/a-course-in-probability-theory-revised)

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 14

Sau đây chúng ta quan sát một hiện tượng cho thấy
cần phát triễn thêm khái niệm mới trong xác suất.
Giả sử như chúng ta có một đồng xu, có một mặt có

hình ảnh và một mặt có số, và khi tung đồng xu này, 
khả năng đồng xu rơi xống và mặt phía trên là mặt
hình hoặc số như nhau. Như vậy nếu chúng ta tung 2n 
lần, thì biến cố A "có n lần được mặt hình" phải có xác
xuất tiến dần đến đâu khi n tiến ra vô hạn?

Thực ra xác suất P(A) lại tiến về 0 khi n tiến ra vô
hạn.

Do tính "vô tư" của đồng xu, chúng ta nghĩ ngay là
giới hạn này là 1.
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 15

Thật vậy, tập hợp tất cả các trường hợp tung 2n lần
đồng xu có k lần mặt hình tương ứng với số đơn ánh từ
{1, . . . ,k} vào {1, . . . , 2n} và chính là

(2 )!
!(2 )!

n
k n k−

Đặt an = P(A) , ta có 2 (2 )!2
! !

n
n

na
n n

−=

2 2 1 2

1

1 1
2 2

(2 2)! (2 )! 2 1 1[2 ] [2 ] 1
( 1)!( 1)! ( )!( )! 2 2

1 1 1 1(1 ) (1 ) (1 )
2 2 2 2

n nn

n
n n

n n
k k

a n n n
a n n n n n n

a a a
n k k

− − − −

−

−
= =

− −
= = = −

− −

= − = − = −∏ ∏
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 16

Dùng định lý giá trị trung bình cho [ln(1-t) - ln1], ta
có

2 2

1 1 1 1ln ln ln(1 ) ln
2 2 2 2

n n

n
k k

a
n n= =

= + − ≤ − → −∞∑ ∑
Vậy P(A) = an   tiến về 0  khi n tiến ra vô cùng. Điều

này cho thấy dựa vào tính "vô tư" của đồng xu để cho
rằng biến cố A "có n lần được mặt hình" phải có xác
xuất tiến dần đến 1 khi n tiến ra vô hạn là không đúng!

Vậy chúng ta diển tã thế nào về tác động của tính "vô
tư" của đồng xu vào thực tế?
Để trả lời vấn đề này, chúng ta cần những định lý hội
của xác suất.
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 17

Cho ω là một lượt tung 2n đồng xu, ta đặt h(ω) là số
lần tung cho mặt hình, và qn(ω) = 2-2n h(ω) . Nếu ω có
số lần tung có mặt hình là n ta có qn(ω) = 2-1, đây là tỉ
lệ tương ứng với tính "vô tư" của đồng xu. Ta có kết
quả sau.
Với mọi số thực dương ε , ta có

1
2lim ({ : | ( ) | }) 1nn

P qω ω ε
→∞

− < =

Điều này có thể lý giải như sau : với bất kỳ số dương
ε, xác suất các lượt tung đồng xu có tỉ lệ mặt hình gần
với tính "vô tư" của đồng xu (với sai biệt là ε) tiến về
1 khi n tiến ra vô cùng.
Nay ta mô hình hóa bài toán trên

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 18

Đặt Ωn là tập hợp tất cả các lượt tung đồng xu 2n lần,  
Mn = P(Ωn) và Pn(A) là số phần tử của A với mọi A
trongMn . Đặt , M và P như trong phần
trước.

nn∈
Ω = Ω∏ `

Cho ω là một lượt tung 2n đồng xu, ta đặt h(ω) là số
lần tung cho mặt hình trong ω, và qn(ω) = (2n)-1h(ω) . 
Với mọi ω = (ωm) ∈ Ω và n ∈ , ta đặt X(ω) = 2-1 và

Xn (ω) = qn(ωn) .                
Kết quả bên trên viết thành

lim ({ :| ( ) ( ) | }) 1nn
P X Xω ω ω ε

→∞
∈Ω − < =

1
2lim ({ : | ( ) | }) 1n n n n nn

P qω ω ε
→∞

∈Ω − < =
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 19

Định nghĩa. Cho một dãy biến số ngẫu nhiên {Xm } 
và một biến số ngẫu nhiên X trong một không gian xác
suất (Ω,M, P), ta nói dãy {Xm } hội tụ xác suất về X, 
nếu với mọi số thực dương ε, ta có

lim ({ :| ( ) ( ) | }) 0nn
P X Xω ω ω ε

→∞
∈Ω − > =
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 20

Nếu X là một ánh xạ khả tích trong không gian xác
xuất (Ω,M, P), ta gọi tích phân của X là kỳ vọng và
ký hiệu là E(X), nghĩa là

( )E X XdP
Ω

= ∫
Kỳ vọng có ý nghĩa giá trị trung bình của biến số
ngẫu nhiên X . Nếu Ω = {1, 2, . . . , n} là một mô hình
toán học trong một khảo sát nào đó . Lúc đó

chính là trị giá trung bình của X theo độ đo xác suất P. 
1

( ) ( ) ({ })
n

k
E X XdP X k P k

Ω
=

= =∑∫

Ta thường ký hiệu E(X) là μ .
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 21

Nếu Ω = {1, 2, . . . , n}. Ta coi các giá trị lấy mẫu như
là một vectơ (X(1), . . ., X(n)), và sự sai biệt giữa μ và
các giá trị này như vectơ (X(1) - μ, . . ., X(n) - μ).  
Tương tự như khoảng cách trong các không gian
Euclide, ta có thể định độ sai lệch chung của trị giá
trung bình μ và các giá trị X(1), . . ., X(n) trong độ đo
xác suất P như là

2

1
( ( ) ) ({ })

n

k
X k P kμ

=

−∑

Lúc đó được gọi là phương

sai của biến ngẫu nhiên X.

2

1

( ( ) ) ({ })
n

k

X k P kσ μ
=

= −∑
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 22

Bài toán 3.3. Trong trường hợp trên, chứng minh
2 2 2 2

1 1
( ( ) ) ( ) [ ( ) ( )]

n n

k k
X k P k X k P kσ μ μ

= =

= − = −∑ ∑

Trong các trường hợp tổng quát của Ω, ta có thể định
độ sai lệch chung của trị giá trung bình μ và các giá
trị của X trong độ đo xác suất P  như là phương sai

2( )X dPσ μ
Ω

= −∫
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 23

Nếu X là một biến ngẫu nhiên trong không gian xác
suất (Ω,M, P). Chúng ta rất khó tìm trị giá chung cho
X(ω) với mọi ω∈ Ω, và thực ra ta chỉ cần tìm hai số
thực α và β sao cho xác suất P({ω : α < X(ω) ≤ β }) 
lớn hơn một số cho sẵn (thí dụ 0,93). Vì thế khái niệm
sau đây có vai trò rất quan trọng trong xác suất.
Định nghĩa. Cho X là một biến ngẫu nhiên trong
không gian xác suất (Ω,M, P).  Hàm phân phối của
biến số ngẫu nhiên X được xác định như sau

( ) ({ : ( ) }) .F t P X t tω ω= ∈Ω ≤ ∀ ∈\
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 24

Định nghĩa. Cho X là một biến ngẫu nhiên trong
không gian xác suất (Ω,M, P).  Hàm phân phối của
biến số ngẫu nhiên X được xác định như sau

( ) ({ : ( ) }) .F t P X t tω ω= ∈Ω ≤ ∀ ∈\

Bài toán 3.4.  F(t) ≤ F(s)  nếu t <  s .

Bài toán 3.5.  lim ( ) 1
t

F t
→∞

=

H.D : Đặt fn(ω) = 1 nếu X(ω) < n  và fn(ω) = 0 nếu
X(ω) ≥ n . Chứng minh {fn} là dãy hàm tăng và hội tụ
về hàm f (ω) = 1 với mọi ω ∈Ω. Dùng định lý hội tụ
đơn điệu của Lebesgue. Áp dụng thêm bài toán 3.1.

H.D. Để ý {ω∈Ω : X(ω) < t} ⊂ {ω∈Ω : X(ω) < s} 
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 25

Bài toán 3.6.  lim ( ) 0
t

F t
→−∞

=

Bài toán 3.7.  ,
lim ( ) ( )

t s t s
F t F s

→ <
=

H.D : Đặt fn(ω) = 1 nếu X(ω) < - n  và fn(ω) = 0 nếu
X(ω) ≥ - n . Chứng minh {fn} là dãy hàm giãm và hội
tụ về hàm f (ω) = 0 với mọi ω ∈Ω. Dùng định lý hội tụ
bị chặn của Lebesgue. Áp dụng thêm bài toán 3.1.

H.D : Đặt fn(ω) = 1 nếu X(ω) < s - n-1 và fn(ω) = 0 nếu
X(ω) ≥ s - n-1 . Chứng minh {fn} là dãy hàm tăng và
hội tụ về hàm f , với f (ω) = 1 nếu X(ω) < s và f (ω) = 0 
nếu X(ω) ≥ s. Dùng định lý hội tụ đơn điệu của
Lebesgue. Áp dụng thêm bài toán 3.1.
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 26

Định nghĩa. Cho A1 , A2 , . . ., Am là m tập đo được
rời nhau trong một một không gian xác suất (Ω,M, P) 
và c1 , c2 , . . ., cm là m số thực. Giả sử c1 < c2 < . . .< 
cm và

và

Đặt p(ck) = P(Ak)  với mọi k ∈ {1, . . . , m} và p(t) = 0 
khi t ∈  \ {c1 , c2 , . . ., cm} . Lúc đó pk được gọi là
hàm mật độ của biến số ngẫu nhiên X.

1

m

k
k

A
=

Ω =∪

1

( ) ( ) .
k

m

k A
k

X cω χ ω ω
=

= ∀ ∈Ω∑

Bài toán 3.8. Lúc đó, chứng minh hàm phân bố F của
X được tính theo công thức ( ) ( )k

k

F t p c
c t

=
<
∑
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 27

Định nghĩa. Cho X là một biến ngẫu nhiên trong
không gian xác suất (Ω,M, P). Giả sử có hàm số p 
không ậm, liên tục và khả tích (Lebesgue) trên  sao
cho hàm phân phối của biến số ngẫu nhiên X được
xác định theo công thức

p được gọi là hàm mật độ của biến ngẫu nhiên X .  

( ) ( ) .
t

F t p s ds t
−∞

= ∀ ∈∫ \

Trong nhiều bài toán, chúng ta không cần nói đến
không gian xác suất (Ω,M, P) trên đó biến số ngẫu
nhiên X được xác định, mà chỉ đề cập đến các yếu tố
sau của X : μ, σ, hàm phân phối và hàm mật độ của X . 
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 28

Khi chúng ta đưa một số biến cố ngẫu nhiên trên các
không gian xác suất khác nhau và không liên quan với
nhau về một họ biến ngẫu nhiên độc lập trên cùng một
không gian xác suất, các μ,σ và các hàm phân phối và
hàm mật độ của chúng không thay đổi.

Bài toán 3.8. Cho X là một biến ngẫu nhiên không âm
trong không gian xác suất (Ω,M, P). Chứng minh

1({ : ( ) }) [ ] 0.P X E Xω ω α α
α

∈Ω ≥ ≤ ∀ >

H.D. Đặt A = {ω∈Ω: X(ω) ≥ α}. Chứng minh 
( ) ( ) .A Xαχ ω ω ω≤ ∀ ∈Ω
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 29

Bài toán 3.9. (Markov) Cho X là một biến ngẫu
nhiên không âm trong không gian xác suất (Ω,M, P). 
Chứng minh 1({ : ( ) }) [ ] 0, 0.r

rP X E X rω ω α α
α

∈Ω ≥ ≤ ∀ > >

H.D. Đặt A = {ω∈Ω: X(ω) ≥ α}. Chứng minh 
( ) ( ) .r r

A Xα χ ω ω ω≤ ∀ ∈Ω
Bài toán 3.10. (Chebyshev) Cho Y là một biến ngẫu
nhiên trong không gian xác suất (Ω,M, P) và μ = E[Y] 
và phương sai σ. Chứng minh 2

2({ :| ( ) | }) 0.P Y σω ω μ α α
α

∈Ω − ≥ ≤ ∀ >

H.D. Đặt X(ω) = |Y (ω) - μ| với mọi ω ∈ Ω. Áp dụng
bài toán 3.9.
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 30

Bài toán 3.11.  Cho X là một biến số ngẫu nhiên
không âm trên (Ω, M, P) với hàm mật độ p. Chứng
minh 

0
( ) ( )E X sp s ds

∞
= ∫

H.D. Giải bài toán cho các biến ngẫu nhiên đơn trước. 
Chọn một dãy biến ngẫu nhiên đơn không âm {Xm} 
đơn điệu tăng hội tụ về X . Đặt pm là hàm mật độ của
Xm . Chứng minh {Xm

q} đơn điệu tăng hội tụ về Xq, và
{ pm} đơn điệu tăng và hội tụ hầu hết mọi nơi về p. 
Dùng định lý hội tụ đơn điệu của Lebesgue.
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 31

Bài toán 3.12.  Cho X là một biến số ngẫu nhiên khả
tích trên (Ω, M, P) với hàm mật độ p. Chứng minh 

0
( ) ( )E X sp s ds

∞
= ∫

H.D. Để ý X = X + - X - , với X + = max {X,0} và X - = 
max {- X,0}. Đặt p,  p1 và p2 lần lượt là hàm mật độ
của X ,  X + và X - . Chứng minh p = p1 + p2 . Áp dụng
bài toán 3.11.
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 32

Bài toán 3.13.  Cho một số nguyên dương m và X là
một biến số ngẫu nhiên khả tích trên (Ω, M, P) với
hàm mật độ p. Chứng minh 

0
( )m mX dP s p s ds

∞

Ω
=∫ ∫

H.D. Giải bài toán cho các biến ngẫu nhiên đơn trước. 
Sau đó xét các biến ngẩu nhiên X không âm. Áp dụng
phương pháp của bài toán 3.12, để ý X+.X- = 0 .
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 33

Các dạng hàm phân bố thông dụng
•Phân bố nhị thức .Giả sử chúng ta tiến hành các thử
nghiệm, trong mỗi thử nghiệm có n lần thử, trong mỗi
lần thử chỉ có hai trường hợp : thành công hoặc thất
bại.. Giả sử dựa vào một số dự báo được kiểm định từ
trước, ta biết có một số thực q trong (0,1), để cho khả
năng thành công của mỗi lần thử là q. Lúc đó khả năng
thất bại của mỗi lần thử là (1-q). Đặt Ω là tập hợp các
thử nghiệm, M = P(Ω). Cho ω ∈Ω, nếu có k lần thành
công trong thử nghiệm ω, ta đặt P(ω) = qk(1-q)n-k. Vì
số các thử nghiệm có k lần thành công là

!
!( )!

n
k n k−

0

!( ) (1 ) [ (1 )] 1
!( )!

n
k n k n

k

nP q q q q
k n k

−

=

Ω = − = + − =
−∑
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 34

Vậy (Ω,M,P) là không gian xác xuất. Đặt X(ω) là số
lần thành công trong lượt thí nghiệm ω∈Ω. Ta thấy X
là một biến ngẫu nhiên trên (Ω,M,P) và có hàm mật
độ và hàm phân bố của X như sau

Đây là dạng phân phối nhị thức B(n,q) .

(1 ) {1, , },
( )

0 \{1, , }.

k n kq q k n
p k

k n

−⎧ − ∀ ∈
= ⎨

∀ ∈⎩

"
\ "

!( ) (1 ) [0, ).
!( )!

k n k
X

k t

nF t q q t
k n k

−

<

= − ∀ ∈ ∞
−∑
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 35

Thí dụ. Theo các nghiên cứu khoa học, chỉ có 0.01% 
trứng cá hồi có thể phát triển thành một con các
trưởng thành. Nay chúng ta nuôi 40.000 trứng cá hồi, 
hỏi có bao nhiêu khả năng chúng ta thu được ít nhất ba
con cá trưởng thành? 

Ta xem một lần nuôi 40.000 trứng cá hồi như là một
thử nghiệm. Đặt Ω là tập các lần thử nghiệm như vậy, 
và X(ω) là số lần thành công trong lượt thí nghiệm
ω∈Ω. Ta thấy X có hàm phân bố nhị thức B(n,q) với
n = 40000  và q = 0,0001.  và có hàm mật độ là

−= = = − ∀ ∈
−

"!( ) ({ }) ( ) (1 ) {1, , }
!( )!

j n j
n

np j P X j q q j n
j n j
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 36

Vậy xác suất để có ít nhất ba con cá trưởng thành từ
40000 trứng là

−

=

≥ = − − −

= −
−∑

2
40000

0

({ 3}) 1 (0) (1) (2)
40000!1 (0,0001) (0,9999)
!(40000 )!

n n n

j j

j

P X p p p

j j

Xác suất này không bằng 1 như chúng ta tưởng. Như
vậy với kiến thức của thông kê, chúng ta sẽ lập các dự
án khả thi và có kết quả hơn.
Thực ra, nếu tính bằng máy tính, xác suất trên lại
bằng 1, vì 0,0001 quá nhỏ và 40.000 quá lớn! Để tính
xấp xĩ các số này chúng ta dùng Poisson’s limit law.
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 37

• Phân bố Poisson.  

Cho một số thực dương α, ta thấy

0 0
1

! !

k k

k k

e e e e
k k

α
α α αα α−

∞ ∞− −
= =

= = =∑ ∑

Một biến số ngẫu nhiên X có hàm mật độ

được gọi là biến số ngẫu nhiên có phân phối Poisson
với tham số α và ký hiệu là X ~ P(α).
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 38

Phân bố nhị thức B(n,q) rất tiện ích trong các vấn đề
chỉ có hai trạng thái (sai và đúng, sinh thêm và chết đi, 
. . .), nhưng chúng ta sẽ gặp khó khăn trong tính toán
khi dùng luật phân bố này khi q quá gần với 0 và n quá
lớn. Lúc đó chúng ta có thể dùng phần bố Poisson 
P(np) để tính xấp xĩ các xác suất trong phân bố B(n,q) 
như sau.

Định lý (Luật Poisson). Cho α là một số thực dương.
Đặt pn là hàm mật độ của một biến số ngẫu nhiên có
phân phối nhị phân B(n,n-1 α),  và p là hàm mật độ của
biến số ngẫu nhiên có phân phối Poisson P(α). Lúc đó, 
với mọi số nguyên dương k , ta có lim ( ) ( )nn

p k p k
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 39

Với n = 40000, q = 0,0001 và α = nq = 4, xấp xĩ
B(n,q)  bằng P(α), ta có thể tính xác xuất có ít nhất 3 
con cá hồi sống sót đến tuổi trưởng thành trong từng
đợt nuôi 40 ngàn trứng như sau . 
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Nếu cho ta tính mức rủi ro để bảo hiểm các sản xuất
nuôi cá hồi, ta không thể tính mức chi phí bảo hiểm
quá nhỏ !
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 40

• Phân phối chuẩn

Cho một số thực μ và một số thực dương σ, đặt

Ta thấy

Các biến ngẫu nhiên có hàm mật độ dạng hàm f
được gọi là biến số ngẫu nhiên có phân phối chuẩn
N(μ, σ2).
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 41

Bài toán 3.14. Cho X là một biến ngẫu nhiên có phân
bố chuẩn N(μ,σ2). Chứng minh E(X) = μ và phương
sai của X là σ. 
H.D. Dùng các bài toán 3.11 và 3.12. 
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1.0Khi biến số ngẫu nhiên diễn tả
những sự kiện có định hướng về
một số nào đó : khi sản xuất một
sợi dây cáp điện, đường kính
của dây được kiểm soát liên tục
để luôn luôn bằng một cở μ. 

Cho X là biến số ngẫu nhiên trên [0,10] chỉ kích cở
của sợi dây dài 10 mét. Lúc đó X có phân bố chuẩn
N(μ,σ2), σ phản ánh độ đồng đều của sợi dây.
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ĐỘ ĐO VÀ XÁC SUẤT - CH 2 42

Hàm phân bố của biến ngẫu nhiên có phân bố N(0,1) 
có dạng 21( ) exp .

22
t sF t ds t

π −∞

−
= ∀ ∈∫ \

Chúng ta có thêm một cách tính xấp xĩ cho các biến
số có phân bố nhị thức B(n,p) như sau.
Định lý (DeMoivre-Laplace).  Cho a và b là các số

dương, q ∈(0,1). Cho Xn là biến số ngẫu nhiên có phân
bố nhị thức N(n,q). Ta có

lim ({ }) ( ) ( ).
(1 )

n

n

S nqP a b b a
nq q→∞
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