
ÑEÀ CÖÔNG OÂN TAÄP 2019
Ñoä ño xaùc suaát

0. Xaùc suaát coå ñieån

Ñònh nghóa. (a) Pheùp thöû ngaãu nhieân τ laø moät pheùp thöû maø keát quaû cuûa moãi
laàn thöû khoâng theå bieát chaéc chaén.
(b) Taäp hôïp taát caû caùc keát quaû coù theå coù cuûa moãi laàn thöû τ goïi laø moät

khoâng gian maãu, thöôøng ñöôïc kyù hieäu laø Ω.
(c) Moät taäp con E ⊂ Ω goàm caùc keát quaû ω ñöôïc quan taâm thì goïi laø moät

bieán coá. Taäp hôïp caùc bieán coá kyù hieäu laø M (hay F ,G,...). Khi thöïc hieän
pheùp thöû τ ta nhaän ñöôïc moät keát quaû ω. Neáu ω ∈ E ta noùi bieán coá E xaûy
ra. Neáu ω 6∈ E ta noùi bieán coá E khoâng xaûy ra.
(d) Cho hai bieán coá A, B ∈ M, ta coù

1. Bieán coá toång A∪B: chæ cho bieán coá ít nhaát moät trong caùc bieán coá A, B
xaûy ra,

2. Bieán coá tích A ∩ B: chæ cho bieán coá caû hai bieán coá A, B ñeàu xaûy ra,

3. Bieán coá ñoái A: chæ cho bieán coá A khoâng xaûy ra,

4. Bieán coá Ω: bieán coá chaéc chaén,

5. Bieán coá ∅: bieán coá khoâng bao giôø xaûy ra.
Ñònh nghóa. Xaùc suaát cuûa moät bieán coá A ∈ M laø moät con soá P(A) xaùc ñònh
khaû naêng xaûy ra A. Xaùc suaát cuûa A thoûa caùc tính chaát sau:

1. P(A) ≥ 0 vôùi moïi bieán coá A ∈ M,

2. Vôùi A1, A2, . . . ∈ M ta coù

P

( ∞
⋃

n=1

An

)

=
∞
∑

n=1

P(An),

3. P(Ω) = 1.
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Ñònh lyù. (a) Cho A ∈ M ta coù 0 ≤ P(A) ≤ 1, P(∅) = 0.
(b) Neáu A1, . . . , An ∈ M, Ai ∩ Aj = ∅, ∀i 6= j ta coù

P

(

n
⋃

j=1

Aj

)

=
n
∑

j=1

P(Aj).

Töø ñoù ta coù P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B) vôùi moïi A, B ∈ M.
(c) P(A) = 1 − P(A).

Ñònh nghóa. Cho hai bieán coá A, B ∈ M. Ta ñònh nghóa xaùc suaát xaûy ra cuûa
A khi bieát B xaûy ra laø

P(A|B) =
P(A ∩ B)

P(B)
.

Ta noùi A, B laø hai bieán coá ñoäc laäp neáu khaû naêng xaûy ra cuûa bieán coá A khi
B xaûy ra baèng vôùi khaû naêng xaûy ra cuûa bieán coá A khi B khoâng xaûy ra. Ta
coù theå suy ra hai bieán coá ñoäc laäp khi vaø chæ khi

P(A ∩ B) = P(A)P(B).

Ñònh lyù (xaùc suaát toaøn phaàn) Cho moät hoï caùc bieán coá B1, . . . , Bn. Ta noùi
hoï bieán coá naøy ñaày ñuû neáu Bi ∩ Bj = ∅ khi i 6= j vaø Ω = B1 ∪ . . . ∪ Bn. Khi
ñoù vôùi moïi bieán coá A ta coù

P(A) =
n
∑

j=1

P(Bi)P(A|Bi).

Ñònh lyù (coâng thöùc Bayes) Vôùi caùc giaû thieát cuûa ñònh lyù treân ta coù

P(Bk|A) =
P(Bk ∩ A)

P(A)
=

P(A|Bk)P(Bk)
∑n

j=1 P(Bi)P(A|Bi)

Pheùp thöû Bernoulli. Laø pheùp thöû maø trong ñoù chæ coù hai khaû naêng: pheùp
thöû thaønh coâng vaø pheùp thöû khoâng thaønh coâng. Giaû söû xaùc suaát thaønh coâng
cuûa pheùp thöû Bernoulli laø p vaø thöïc hieän pheùp thöû Bernoulli n laàn ñoäc laäp,
ñaët X laø soá laàn thöû thaønh coâng trong n laàn thöû. Khi ñoù

P(X = k) = Ck
npk(1 − p)n−k .
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BAØI TAÄP
Daïng 1. Xaùc ñònh khoâng gian maãu
Ta caàn xaùc ñònh pheùp thöû vaø keát quaû cuûa pheùp thöû.

1. Moät thí nghieäm bao goàm vieäc thöïc hieän 20 quan saùt veà chaát löôïng cuûa
chip maùy tính. Moãi quan saùt ñöôïc ghi nhaän laø G hay D. Tìm khoâng
gian maãu S cuûa thí nghieäm naøy. Coù bao nhieâu bieán coá sô caáp trong S.
Ñaët An, n = 0, . . . , 20 laø bieán coá coù ñuùng n quan saùt loaïi G ñöôïc thöïc
hieän. Hoûi An coù bao nhieâu phaàn töû.

2. Moät thí nghieäm bao goàm 10 pheùp ño w1, . . . , w10 troïng löôïng cuûa caùc
goùi. Taá caû caùc goùi coù troïng löôïng töø 10 ñeán 20 Kg. Tì m khoâng gian
maãu S. Ñaët A = {(w1, . . . , w10) : w1 + w2 = 25}, B = {(w1, . . . , w10) :
w1 + w2 ≤ 25}. Moâ taû caùc bieán coá baèng hình veõ.

3. Xeùt caùc chuoãi tín hieäu chieàu daøi 30 goàm caùc kyù töï nhò phaân 0.1. Moâ
taû khoâng gian maãu. Cho A10 laø bieán coá maø 10 tín hieäu truyeàn ñaàu tieân
laø 1. Tính soá phaàn töû cuûa A10. Cho B10 laø bieán coá truyeàn coù ñuùng 10
tín hieäu laø 1. Tìm soá phaàn töû cuûa B10.

Daïng 2. Tính xaùc suaát cuûa bieán coá
Ta caàn xaùc ñònh 1/pheùp thöû, 2/ ñònh nghóa cuûa xaùc suaát treân khoâng gian
maãu, 3/ bieán coá vaø 4/ tính xaùc suaát cuûa bieán coá.

1. Xeùt 1 xuùc xaéc caân baèng. Tung xuùc xaéc 2 laàn. Tính xaùc suaát ñeå toång
soá noát xuaát hieân laø 10.

2. Moät khoái tín hieäu 100 bit ñöôïc truyeàn ñi, xaùc suaát cuûa moât bit bò loãi laø
10−3. Bieát khaû naêng caùc bit bò loãi laø ñoäc laäp nhau. Tính xaùc suaát ñeå
khoái tín hieäu ñoù coù ít nhaát 3 loãi.

3. Moät caây que ñöôïc beû ngaãu nhieân thaønh 3 khuùc. Tính xaùc suaát ñeå 3
khuùc ñoù taïo thaønh 1 tam giaùc.
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Daïng 3. Tính xaùc suaát coù ñieàu kieän
Ta caàn duøng coâng thöùc P(AB) = P(A)P(B|A). Neáu A, B ñoäc laäp thì
P(AB) = P(A)P(B).
Ta cuõng söû duïng coâng thöùc xaùc suaát toaøn phaàn: Cho B1, . . . , Bn laø moät
phaân hoaïch (boä bieán coá ñaày ñuû) cuûa Ω. Khi ñoù

P(A) =
n
∑

j=1

P(Bj)P(A|Bj).

1. Moät maùy duøng ñeå kieåm tra tình traïng loãi cuûa 1 moùn haøng (G laø bieán coá
toát, D laø bieán coá loãi). Goïi A laø bieán coá moùn haøng ñöôïc xem laø toát sau
khi kieåm tra. Cho P(A|G) = 0, 95, P(A|D) = 0.1, P(G) = 0.99. Tìm
xaùc suaát cuûa D khi bieát A.

2. Hai nhaø saûn xuaát X,Y cung caáp taám goám ñeå saûn xuaát vi maïch. Tæ leä
taám goám hoûng cuûa nhaø saûn xuaát X laø 0.1. Tæ leä taám goám hoûng cuûa nhaø
saûn xuaát Y laø 0.05. Moät loâ haøng taám goám ñöôïc göûi ñeán, kieåm tra tröïc
tieáp 20 taám thì thaáy coù 3 taám bò hoûng. Döï ñoaùn xem loâ haøng naøy coù
theå cuûa nhaø saûn xuaát X hay Y?

3. Moät pheùp thöû T vi khuaån E-coli goïi laø döông tính sai neáu trong maãu
thöû khoâng coù E. coli nhöng pheùp thöû khaúng ñònh coù E. coli, aâm tính sai
neáu trong maãu thöû coù E. coli nhöng pheùp thöû khaúng ñònh khoâng coù E.
coli. Giaû söû thöû 10 000 maãu thòt ñaõ nhieãm E.coli thì pheùp thöû baùo coù
9500 maãu nhieãm; 10 000 maãu khoâng nhieãm E.coli thì pheùp thöû baùo coù
9900 maãu khoâng nhieãm.

(a) Ñoä nhaïy (sentivity) cuûa pheùp thöû T laø tæ leä döông tính ñuùng, ñoä
ñaëc hieäu (specificity) cuûa pheùp thöû T laø tæ leä aâm tính sai. Tìm ñoä
nhaïy vaø ñoä ñaëc hieâu cuûa pheùp thöû E.coli.

(b) Cho moät soá maãu thòt bieát coù tæ leä nhieãm E. coli thöïc söï laø 4.5%.
Hoûi neáu chæ duøng pheùp thöû T ta coù theå khaúng dònh bao nhieâu %
thòt thöïc söï bò nhieãm.

4. Moät caâu laïc boä saùch phaân loaïi thaønh vieân thaønh 3 loaïi: ñoïc nhieàu, ñoïc
vöøa vaø ñoïc ít vaø taùch caùc thoâng baùo göûi cho ba nhoùm khaùc nhau. Theo
thoáng keâ, coù 20% thaønh vieân laø loaïi ñoïc nhieàu; 30% ñoïc vöøa vaø 50%
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ñoïc ít. Moät thaønh vieân chæ ñöôïc phaân loaïi vaøo caùc nhoùm sau 18 thaùng
gia nhaäp caâu laïc boä, tuy nhieân soá lieäu mua saùch cuûa 3 thaùng ñaàu ñöôïc
duøng ñeå phaân loaïi. Baûng sau cho bieát tæ leä phaàn traêm saùch maø caùc
thaønh vieân ñaõ ñöôïc phaân loaïi mua trong caùc thaùng 0,1,2 vaø töø 3 thaùng
trôû leân

Thôøi gian Nhoùm (%)
0 5 15 60
1 10 30 20
2 30 40 15
3+ 55 15 5

Neáu moät thaønh vieân chöa mua saùch trong 3 thaùng ñaàu thì khaû naêng
thaønh vieân naøy naèm trong nhoùm ñoïc ít laø bao nhieâu?

5. Moät coâng ty cho vay taøi chính coù tæ leä khaùch haøng khoâng hoaøn thaønh
traû nôïï laø 1%. Coâng ty kieåm tra veà tín duïng cuûa caùc khaùch haøng. Vôùi
khaùch haøng khoâng hoaøn thaønh traû nô coâng tyï phaùt hieän 30% coù ruûi ro
tín duïng thaáp, 40% ruûi ro vöøa, 30% ruûi ro cao. Vôùi khaùch haøng hoaøn
thaønh traû nô coâng tyï phaùt hieän 10% coù ruûi ro tín duïng thaáp, 40% ruûi ro
vöøa, 50% ruûi ro cao. Tìm xaùc suaát ñeå moät khaùch haøng ruûi ro thaáp hoaøn
thaønh traû nôï.

Daïng 4. Chöùng minh moät soá coâng thöùc
Ta söû duïng tieân ñeà cuûa ñoä ño xaùc suaát, coâng thöùc P(AB) = P(A|B)P(B)
vaø tính ñoäc laäp.

1. Cho bieán coá A, CM P(Ac) = 1 − P(A).

2. Cho bieán coá A, B, CM P(Ac ∩ B) = P(B) − P(A ∩ B).

3. Cho bieán coá A, B vôùi P(A) = 3/4, P(B) = 1/3. CM 1/12 ≤ P(A∩B) ≤
1/3.

4. Cho A, B laø hai bieán coá vôùi P(B) > 0. CMR P(A|B) = 1 − P(A|B).

5. CM P(A ∩ B ∩ C) = P(A|B ∩ C)P(B|C)P(C).

6. CM P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(AB). Töø ñoù suy ra coâng thöùc töông
töï cho P(A ∪ B ∪ C).
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7. CMR neáu A, B ñoäc laäp thì caùc caëp bieán coá Ac, B hay Ac, Bc cuõng ñoäc
laäp.

8. Giaû söû A1, ..., An laø moät hoï bieán coá ñaày ñuû cuûa S. CM B = ∪n
j=1B∩Aj

vôùi moïi bieán coá B. Töø ñoù suy ra P(B) =
∑n

j=1 P(BAj).

9. Cho A, C laø hai bieán coá vaø B1, . . . , Bn laø bieán coá xung khaéc töøng ñoâi.
Chöùng toû

(a) P

(

⋃n
j=1 Bj|A

)

=
∑n

j=1 P (Bj|A).

(b) Neáu hoï B1, . . . , Bn ñaày ñuû, thì

P(A|C) =
n
∑

j=1

P(Bj |C)P(A|BjC).

(c) Neáu P(A|Bj) = p vôùi moïi j thì P

(

A
∣

∣

∣

⋃n
j=1 Bj

)

= p.

1. Ñoä ño

Ñònh nghóa. Cho M laø moät hoï caùc taäp con cuûa taäp X. Ta noùi M laø moät
σ-ñaïi soá neáu M thoûa
a) X ∈ M,
b) Neáu A ∈ M thì Ac ∈ M
c) Neáu An ∈ M n = 1, 2, ... thì ∪∞

n=1An ∈ M.
Khi ñoù (X,M) goïi laø moät khoâng gian ño ñöôïc vaø phaàn töû cuûa M goïi laø

caùc taäp ño ñöôïc.

Heä quaû. Cho (X,M) laø moät khoâng gian ño ñöôïc. Ta coù
a) ∅ ∈ M,
b) Neáu An ∈ M n = 1, 2, ... thì ∩∞

n=1An ∈ M.

Baøi taäp. Chöùng minh heä quaû baèng caùch söû duïng luaät De Morgan

A \
⋃

i∈I

Ai =
⋂

i∈I

(A \ Ai), A \
⋂

i∈I

Ai =
⋃

i∈I

(A \ Ai).

Meänh ñeà. a) Neáu Mi (i ∈ I) laø moät hoï caùc σ-ñaïi soá treân X thì ∩i∈IMi laø
moät σ-ñaïi soá. Cho F ⊂ P(X).
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b) Ñaët σ(F) = {A : A ∈ M, ∀F ⊂ M}. Khi ñoù, σ(F) laø σ-ñaïi soá nhoû
nhaát chöùa F , nghóa laø cho σ-ñaïi soá M,

F ⊂ M ⇒ σ(F) ⊂ M.

Ta noùi σ(F) laø σ-ñaïi soá sinh ra bôûi F .

Baøi taäp. a) Chöùng minh ba tính chaát cuûa σ-ñaïi soá. b) CM tính nhoû nhaát cuûa
σ(F).

Ñònh nghóa.ï Cho I ⊂ N. Cho F = {Ai : i ∈ I} laø caùc taäp ño ñöôïc thoûa
Ai 6= ∅, Ai ∩ Aj = ∅ neáu i 6= j, i, j ∈ I vaø ∪i∈IAi = X. Neáu I höõu haïn, ta
noùi F laø moät phaân hoaïch höõu haïn cuûa X. Trong xaùc suaát hoï naøy coøn goïi
laø moät boä bieán coá ñaày ñuû. Neáu I voâ haïn, ta noùi F laø moät phaân hoaïch ñeám
ñöôïc cuûa X. Ta noùi σ(F) laø σ−ñaïi soá cuûa phaân hoaïch höõu haïn (hay phaân
hoaïch ñeám ñöôïc) F .

Meänh ñeà. Cho I ⊂ N. Cho F = {Ai : i ∈ I}. Khi ñoù σ(F) bao goàm ∅, X vaø
caùc taäp hôïp coù daïng

⋃

i∈J Ai vôùi J ⊂ I .

Ñònh nghóa. Cho τ laø hoï caùc taäp môû cuûa Rn. Khi ñoù σ-ñaïi soá nhoû nhaát treân
Rn chöùa τ goïi laø σ-ñaïi soá Borel vaø kyù hieäu laø B(Rn). Caùc phaàn töû cuûa B(Rn)
goïi laø caùc taäp Borel. Caùc taäp Borel thoâng thöôøng laø caùc taäp môû trong Rn, caùc
taäp ñoùng trong Rn, giao ñeám ñöôïc caùc taäp môû, hoäi ñeám ñöôïc caùc taäp ñoùng.

Ñònh nghóa. Cho (X,M) laø moät khoâng gian ño ñöôïc. Moät aùnh xaï µ : M →
[0,∞] goïi laø moät ñoä ño (döông) neáu
a) Toàn taïi A ∈ M sao cho µ(A) < ∞,
b) Neáu An ∈ M, n = 1, 2, ... vaø Ai ∩ Aj = ∅ (i 6= j) thì

µ

( ∞
⋃

n=1

An

)

=
∞
∑

n=1

µ(An).

Khi ñoù (X,M, µ) goïi laø moät khoâng gian ño. Neáu µ(X) = 1 thì µ goïi laø moät
ñoä ño xaùc suaát vaø (X,M, µ) goïi laø moät khoâng gian xaùc suaát.

Meänh ñeà. Vôùi moãi haøm taêng F : R → R toàn taïi moät ñoä ño kyù hieäu µF , goïi laø
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ñoä ño Stieljes, xaùc ñònh treân σ-ñaïi soá Borel B(R) sao cho vôùi moïi a < b ta coù

µF ([a, b]) = F+(b)− F−(a),

µF ((a, b)) = F−(b)− F+(a),

µF ([a, b)) = F−(b)− F−(a),

µF ((a, b]) = F+(b)− F+(a),

trong ñoù F+(x) = limt→x+ F (t) vaø F−(x) = limt→x− F (t).

Ñònh nghóa. Neáu choïn F (x) = x thì µF ñöôïc goïi laø ñoä ño Lebesgue treân R

vaø kyù hieäu laø m hay m1. Vôùi ñoä ño Lebesgue, ta coù m({a}) = 0, m((a, b)) =
m([a, b)) = m((a, b]) = m([a, b]) = b − a vôùi a, b ∈ R, a < b.

Ñònh lyù. Cho (X,M, µ) laø moät khoâng gian ño. Ta coù
a) µ(∅) = 0,
b) Neáu An ∈ M, n = 1, 2, ..., m vaø Ai ∩ Aj = ∅ (i 6= j) thì

µ

(

m
⋃

n=1

An

)

=
m
∑

n=1

µ(An).

c) Neáu A, B ∈ M vaø A ⊂ B thì µ(A) ≤ µ(B).
d) Neáu An ∈ M vaø An ⊂ An+1, , n = 1, 2, ... thì

lim
n→∞

µ(An) = µ

( ∞
⋃

n=1

An

)

e) Neáu An ∈ M, An+1 ⊂ An, vaø µ(A1) < ∞, n = 1, 2, ... thì

lim
n→∞

µ(An) = µ

( ∞
⋂

n=1

An

)

f) Neáu An ∈ M, n = 1, 2, ... thì

µ

( ∞
⋃

n=1

An

)

≤
∞
∑

n=1

µ(An).

Baøi taäp CM tính chaát d) theo caùc böôùc sau
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i) Ñaët B1 = A1, Bn = An \ An−1, n = 2, 3, ... CM Bi ∩ Bj = ∅ khi i 6= j.
ii) CM An = ∪n

i=1Bi.
iii) CM A = ∪∞

i=1Bi.
iv) Tính µ(An) vaø µ(A) theo µ(Bi).
v) Suy ra ñpcm.

Meänh ñeà. Cho khoâng gian ño (X,M, µ).
a) Neáu A, B ∈ M, A ⊂ B vaø µ(B) = 0 thì µ(A) = 0.
b) Neáu An ∈ M vaø µ(An) = 0, n = 1, 2, ..., thì µ (

⋃∞
n=1 An) = 0.

Ñònh nghóa. Cho (X,M, µ). Ta noùi ñoä ño µ laø ñaày ñuû neáu vôùi moïi A ∈ M,
µ(A) = 0 vaø cho B ⊂ A thì B ∈ M. Trong tröôøng hôïp naøy, σ-ñaïi soá M
cuõng goïi laø ñaày ñuû.

Meänh ñeà. Cho (X,M, µ). Goïi M∗ laø hoï caùc taäp E ⊂ X sao cho toàn taïi
caùc taäp A, B ∈ M sao cho A ⊂ E ⊂ B vaø µ(B \ A) = 0. Khi ñoù ñaët
µ∗(E) = µ(A). Ta ñöôïc M∗ laø moät σ-ñaïi soá ñaày ñuû treân X vaø µ∗ laø moät ñoä
ño ñaày ñuû treân M∗.

Baøi taäp. Chöùng minh meänh ñeà treân theo caùc böôùc sau
i) Giaû söû A ⊂ E ⊂ B vaø µ(B \ A) = 0, A1 ⊂ E ⊂ B1 vaø µ(B1 \ A1) = 0

vôùi A, A1, B, B1 ∈ M. CM µ(A) = µ(A1). Töø ñoù suy ra ñònh nghóa cuûa µ∗

hoaøn toaøn xaùc ñònh.
ii) CM M∗ laø moät σ-ñaïi soá.
iii) CM µ∗ laø moät ñoä ño.
iv) CM tính ñaày ñuû cuûa (X,M∗, µ∗).

Ñònh nghóa. Treân (X,M, µ), xeùt haøm meänh ñeà P (x), x ∈ X. Ta noùi P
ñuùng haàu heát treân E ∈ M neáu toàn taïi moät taäp hôïp A ∈ M, µ(A) = 0 sao
cho P (x) ñuùng treân E \ A. Ta vieát P ñuùng haàu heát khaép nôi (hkn hay a.e.)
treân E. Neáu µ laø ñoä ño xaùc suaát, ta coøn noùi P ñuùng haàu chaéc chaén (hcc hay
a.s.) treân E .

BAØI TAÄP
Daïng 1. Kieåm tra caùc ñieàu kieän cuûa σ-ñaïi soá, tìm σ(F)
Khi cho moät F ⊂ P(X), ta tìm caùc phaàn töû cuûa σ(F) baèng caùch thöïc hieän
caùc pheùp toaùn taäp hôïp treân F ñeå suy ra caùc taäp hôïp cuûa σ(F).

1. Cho X = {a}. Hoûi P(X) laø gì? Töông töï vôùi X = {a, b}, X = {a, b, c}.
Lieät keâ caùc σ−ñaïi soá treân X.
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2. Cho X = {a, b, c}. Ñaët A = {a}, F = {A}. Hoûi (i) F coù laø σ−ñaïi soá
khoâng? (ii) Neáu M laø moät σ-ñaïi soá treân X vaø M ⊃ F thì M chöùa
caùc taäp con naøo? (iii) Tìm taát caû caùc σ-ñaïi soá chöùa F , (iv)σ-ñaïi soá nhoû
nhaát σ(F) laø gì? (v) Chæ ra caùc taäp hôïp ño ñöôïc, caùc taäp hôïp khoâng ño
ñöôïc theo σ(F).

3. Baøi töông töï vôùi X = {a, b, c} vaø F = {{a, b}}, F = {{a, b}, {a}},
F = {{a, b}, {c}}.

4. Baøi töông töï vôùi X = {a, b, c, d}. Ñaët F = {{a, b}}, F = {{a}, {b}}.

5. Cho Mi, i ∈ I , laø moät hoï caùc σ-ñaïi soá treân X. CMR
⋂

i∈I Mi laø moät
σ-ñaïi soá treân X.

6. Cho X 6= ∅, M laø hoï caùc taäp A cuûa X sao cho A hay X \ A laø quaù
laém ñeám ñöôïc.

(a) CMR M laø moät σ-ñaïi soá treân X vaø M = σ({x}, x ∈ X).

(b) CMR neáu X quaù laém ñeám ñöôïc thì M = P(X).

(c) CMR neáu X laø hoäi cuûa hai taäp voâ haïn khoâng ñeám ñöôïc rôøi nhau
thì M 6= P(X).

Daïng 2. Tìm σ-ñaïi soá sinh ra töø moät phaân hoaïch
Cho F ⊂ P(X), F = {Ai : i ∈ I} trong ñoù I ⊂ N, Ai ∩ Aj = ∅ vôùi i 6= j.

1. Neáu
⋃

i∈I Ai = X thì ta tìm caùc phaàn töû cuûa σ(F) baèng caùch thöïc
hieän laáy taát caû caùc taäp hôïp coù daïng

⋃

i∈J Ai vôùi J ⊂ I ñeå suy ra caùc
taäp hôïp cuûa σ(F).

2. Neáu
⋃

i∈I Ai 6= X thì ta boå sung Ac = X \⋃i∈I Ai. Khi ñoù {Ac, Ai},
i ∈ I laø moät phaân hoaïch cuûa X vaø σ(F) goàm caùc phaàn töû coù daïng
⋃

i∈J Ai, Ac ∪
⋃

i∈J Ai vôùi J ⊂ I .

1. Treân (X,M), cho A ⊂ X, tìm σ(F) vôùi F = {A}.

2. Treân R, tìm σ(F) vôùi F = {[0, 1], (2, 4)}. Taäp hôïp [0, 3] coù σ(F)-ño
ñöôïc khoâng?

3. Treân R, tìm σ(F) vôùi F = {[0, 3], (2, 5)}. Taäp hôïp [0, 5) coù σ(F)-ño
ñöôïc khoâng?
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4. Cho taäp X vaø caùc taäp hôïp A, B ⊂ X. Ñaët F = {A, B}. Tìm σ(F)
trong hai tröôøng hôïp A ∩ B = ∅ vaø A ∩ B 6= ∅.

Daïng 3. Chöùng minh moät taäp hôïp treân R laø taäp Borel
Ta söû duïng tính chaát: caùc taäp môû treân R bao goàm caùc khoaûng môû (a, b)
vaø ∪i∈J (ai, bi) vôùi J ⊂ N. Caùc taäp hôïp khaùc duøng pheùp toaùn taäp hôïp ñeå
kieåm tra.

1. Cho a, b ∈ R, a < b. CMR caùc taäp hôïp (a,∞), [a,∞), (−∞, b], (−∞, b),
[a, b), (a, b], [a, b], (a, b) laø caùc taäp Borel. Taäp hôïp {a} vôùi a ∈ R coù phaûi
laø taäp Borel khoâng?

2. Cho a, b ∈ R, a < b. Cho F0 = {(a,∞) : a ∈ R}.

(a) CMR σ(F0) ⊂ B(R).

(b) ChoM laø moät σ-ñaïi soá treân R vaø giaû söû (a,∞) ∈ M vôùi moïi a ∈
R. Söû duïng ñaúng thöùc [a,∞) =

⋂∞
n=1

(

a − 1
n
,∞
)

CMR [a,∞) ∈
M . Suy ra (−∞, b), (−∞, b], (a, b), [a, b), (a, b] laø caùc taäp hôïp
trong M. Töø ñoù suy ra σ(F0) cuõng coù tính chaát nhö M.

(c) Cho taäp hôïp U môû trong R. Lyù thuyeát taäp hôïp cho bieát: taäp hôïp
caùc khoaûng I := (a, b) ⊂ U (vôùi a, b ∈ Q) laø ñeám ñöôïc, do ñoù, ta
coù theå vieát caùc khoaûng naøy döôùi daïng daõy (In), n = 1, 2, ... CMR
U =

⋃∞
n=1 In. Töø ñoù suy ra U ∈ σ(F0) vôùi moïi taäp môû U ⊂ R.

(d) Söû duïng ñieàu treân CMR σ(F0) = B(R).

3. CMR σ(F0) = B(R) vôùi F0 = {[a,∞) : a ∈ R}.

4. CMR σ(F0) = B(R) vôùi F0 = {(a, b] : a, b ∈ R, a < b}.

5. CMR σ(F0) = B(R) vôùi F0 = {[a, b] : a, b ∈ R, a < b}.

Daïng 4. Caùc ñoä ño toång quaùt
Ta söû duïng caùc tieân ñeà cuûa ñoä ño ñeå chöùng minh.

1. Cho µn laø moät daõy caùc ñoä ño trong khoâng gian ño ñöôïc (X,M) vaø
{an} laø moät daõy caùc soá thöïc khoâng aâm. Hoûi µ =

∑∞
j=1 anµn coù xaùc

ñònh moät ñoä ño döông treân (X,M). Neáu µn laø caùc ñoä ño xaùc suaát vaø
∑

an = 1 thì µ coù ñoä ño xaùc suaát.
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2. Cho (X,M, µ) laø moät khoâng gian ño, µ(X) < ∞, vaø (An) laø moät daõy
caùc taäp con ño ñöôïc treân khoâng gian ño. Ñaët

lim sup
n

An =
∞
⋂

n=1

∞
⋃

k=n

Ak, lim inf
n

An =
∞
⋃

n=1

∞
⋂

k=n

Ak

CM

µ(lim inf
n

An) ≤ lim inf
n

µ(An), µ(lim sup
n

An) ≥ lim sup
n

µ(An).

Daïng 4. Caùc ñoä ño rôøi raïc töø σ-ñaïi soá sinh ra töø moät phaân hoaïch
Cho F ⊂ P(X), F = {Ai : i ∈ I} trong ñoù I ⊂ N, Ai ∩ Aj = ∅ vôùi i 6= j.

1. Neáu
⋃

i∈I Ai = X thì ta xaây döïng ñoä ño treân σ(F) baèng caùch ñaët
µ(Ai) = pi ≥ 0, i ∈ I . Khi ñoù neáu A =

⋃

i∈J Ai vôùi J ⊂ I thì
µ(A) =

∑

i∈J pi.

2. Neáu
⋃

i∈I Ai 6= X thì ta xaây döïng ñoä ño treân σ(F) baèng caùch ñaët
µ(Ai) = pi, i ∈ I , µ(Ac) = pc ≥ 0 vôùi Ac = X \⋃i∈I Ai. Khi ñoù neáu
A =

⋃

i∈J Ai vôùi J ⊂ I thì µ(A) =
∑

i∈J pi. A = Ac ∪
⋃

i∈J Ai vôùi
J ⊂ I thì µ(A) = pc +

∑

i∈J pi.

3. µ(X) =
∑

i∈I pi. Neáu µ laø ñoä ño xaùc suaát thì
∑

i∈I pi = 1.

1. Cho X = {a, b}, µ laø moät haøm treân caùc taäp con cuûa X. Cho bieát
µ({a}) = 1/4 vaø µ(X) = 1. Cho bieát giaù trò cuûa µ(∅), µ({b}) ñeå µ laø
ñoä ño.

2. Cho X = {a, b, c}, F = P(X). Cho bieát µ laø moät ñoä ño treân F vaø
µ({a, b}) = x, µ({b, c}) = y, µ({c, a}) = z. Tìm ñieàu kieän cuûa x, y, z vaø
tính µ({a}), µ({b})µ({c}) theo x, y, z.

3. Cho X = {a, b, c, d}, cho µ, ν laø ñoä ño treân P(X). Cho bieát µ({a}) =
µ({b}) = µ({c}) = µ({d}) = 1/4 vaø µ({b}) = µ({d}) = 1/2. Cho
J = {∅, X, {a, b}, {b, c}, {c, d}, {d, a}}.

(a) µ(A) = ν(A) vôùi A ∈ J
(b) CM coù A ∈ σ(J ) vôùi µ(A) = ν(A).
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4. Cho taäp X vaø moät phaân hoaïch F = {Ai : i ∈ I}, I ⊂ N, cuûa X. Cho
caùc soá thöïc pi > 0, i ∈ I vaø µ0 : F → R vôùi µ0(Ai) = pi. Xaây döïng ñoä
ño µ treân σ(F) vôùi µ(Ai) = µ0(Ai) vôùi moïi i ∈ I . Khi naøo thì ñoä ño µ
laø ñoä ño xaùc suaát.

5. Cho taäp X vaø moät phaân hoaïch F = {Ai : i = 0, 1, . . . , n}. Chöùng minh
ñoä ño µ laø ñoä ño xaùc suaát.

(a) µ thoûa µ(Ai) = C i
np

i(1 − p)n−i (0 < p < 1). Ñoä ño µ goïi laø ñoä ño
nhò thöùc. Tính µ(A1 ∪ A2 ∪ A3) vôùi n = 40, p = 0.1.

(b) µ thoûa µ(Ai) =
Ci

KCn−i
N−K

Cn
N

vôùi n, K < N . Quy öôùc Ci
n = 0 neáu i < 0

hay i > n. Ñoä ño naøy goïi laø ñoä ño sieâu boäi.

(c) µ thoûa µ(Ai) = 1
n+1
. Ñoä ño naøy goïi laø ñoä ño ñeàu rôøi raïc.

6. Cho taäp X vaø moät phaân hoaïch ñeám ñöôïc F = {Ai : i = 0, 1, . . .} cuûa
X. Chöùng toû caùc ñoä ño sau laø ñoä ño xaùc suaát

(a) µ thoûa µ(Ai) = e−λ λi

i!
(λ > 0). Ñoä ño naøy goïi laø ñoä ño Poisson.

Tính µ(A1 ∪ A2 ∪ A3) vôùi λ = 2.

(b) µ thoûa µ(Ai) = p(1− p)i (p ∈ (0, 1)). Ñoä ño naøy goïi laø ñoä ño hình
hoïc. Tính µ(A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4) vôùi p = 0.6.

(c) µ thoûa µ(Ai) = Cr−1
i+r−1p

r(1 − p)i (p ∈ (0, 1)). Ñoä ño naøy goïi laø
ñoä ño Pascal hay ñoä ño nhò thöùc aâm. HD: söû duïng coâng thöùc

(1 + x)α =
∑∞

i=0

(

α
i

)

xi vôùi |x| < 1 vaø

(

α
0

)

= 1,

(

α
i

)

=
α(α − 1) . . . (α − i + 1)

i!
, i = 1, 2, ....

Daïng 5. Ñoâ ño Lebesgue, Stieljes treân R

Ñoä ño Lebesgue: m((a, b)) = m((a, b]) = m([a, b]) = m([a, b) = b − a (vôùi
a < b). Ta cuõng coù m({a}) = 0.
Ñoä ño Stieljes:Neáu F : R → R laø haøm khoâng giaûm thì F xaùc ñònh ñoä ño
Stieljes µF treân R vôùi µF ({a}) = F+(a) − F−(a), µF ((a, b)) = F−(b) −
F+(a), µF ((a, b]) = µF ((a, b))+µF ({b}), µF ([a, b)) = µF ((a, b))+µF ({a}),
µF ([a, b]) = µF ((a, b)) + µF ({a}) + µF ({b}), µF ((−∞, b)) = F−(b) −
lima→−∞ F (a), µF ((a,∞)) = limb→∞ F (b)− F+(a).
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1. Cho m laø ñoä ño Lebesgue treân R. Tìm m([2, 3]), m((1, 5]), m({4}),
m
[

∪∞
n=1

(

n, n + 1
2n

)]

.

2. Vôùi A ⊂ X, ta ñònh nghóa haøm IA : X → R nhö sau

IA(x) =

{

1 x ∈ A,

0, x ∈ X \ A.

Cho F (x) = 1
4
I[0,∞)+

1
2
I[1,∞)+

1
4
I[2,∞). Cho P xaùc ñònh bôûi P((−∞, x]) =

F (x). Tìm ñoä ño cuûa A =
(

−1
2
, 1

2

)

, B =
(

−1
2
, 3

2

)

, C =
(

2
3
, 5

2

)

, D =
[0, 2), E = (3,∞), G = [1, 2], H = [0, 1), K = {2}.

3. Cho F (x) =
∑∞

j=1
1
2j I[ 1

j
,∞)(x). Cho P xaùc ñònh bôûi P((−∞, x]) = F (x).

Tìm ñoä ño cuûa caùc taäp hôïp sau A = [1,∞), B = [ 1
10

,∞), C = {0},
D = [0, 1

2
), E = (−∞, 0), G = (0,∞).

Daïng 6. Caùc ñoäâ ño Radon-Nikodym treân R

Neáu f(x) ≥ 0 coù
∫∞
−∞ f(t)dt < ∞ thì ta coù theå xaùc ñònh haøm

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt.

Khi ñoù µF ({a}) = 0, vôùi moïi a, b ∈ R ta coù

µF ([a, b]) = µF ((a, b]) = µF ([a, b)) = µF ((a, b)) =

∫ b

a

f(t)dt.

Ta kyù hieäu dµF /dm = f .
Neáu f(x) ≥ 0 vaø

∫∞
−∞ f(t)dt = 1 thì µF laø ñoä ño xaùc suaát vaø f goïi laø haøm

maät ñoä cuûa ñoä ño naøy.

1. Duøng maùy tính, tìm ñoä ño µF ([c, d]) vôùi F (x) =
∫ x

−∞ f(t)dt. Ñaët f(x) =
0 treân caùc khoaûng khoâng ghi ra. Ñoä ño ñoù goïi laø

(a) ñeàu Uniform(a,b): f(x) = 1
b−a

vôùi x ∈ [a, b], a = 0, b = 3, choïn
c = −1, d = 2,

(b) chuaån N(µ, σ2): f(x) = 1√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2 vôùi σ = 2, µ = 0, choïn
c = −2, d = 1,
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(c) muõ Exp(β) (β > 0): f(x) = 1
β
e−x/β (x > 0), β = 1, choïn c =

−1, d = 4,

2. Cho bieát haøm Γ(z) =
∫∞

0
tz−1etdt xaùc ñònh vôùi z > 0 vaø coù caùc tính

chaát Γ(z + 1) = zΓ(z), Γ(n + 1) = n!, Γ(1/2) =
√

π, Γ((2m + 1)/2) =
1 × 3 × . . . × (2m − 1)

√
π/2m (m ∈ N). Duøng maùy tính, tìm ñoä ño

µF ((c, d)) vôùi F (x) =
∫ x

−∞ f(t)dt. Ñaët f(x) = 0 treân caùc khoaûng khoâng
ghi ra. Ñoä ño ñoù goïi laø

(a) Gamma(α, β) (α, β > 0): f(x) = βα

Γ(α)
xα−1e−βx (x > 0), choïn

α = 1, β = 1, choïn c = −1, d = 3, cho bieát Γ(1) = 1.

(b) χ2(p) (p > 0): f(x) = 1
2p/2Γ(p/2)

x−1+p/2e−x/2 (x > 0), choïn p = 1,
choïn c = 1, d = 3.

(c) Beta(α, β) (α, β > 0): f(x) = Γ(α+β)
Γ(α)Γ(β)

xα−1(1− x)β−1 (0 < x < 1),
choïn α = 1, β = 2, choïn c = −1, d = 2.

(d) Student St(n) (n ∈ N): f(x) = Γ((n+1)/2)√
nπΓ(n/2)

(

1 + x2

n

)−(n+1)/2

, x ∈ R

choïn n = 1, choïn c = −1, d = 2.

(e) Fisher-Snedecor F (p, n): f(x) = (p/n)p/2Γ((p+n)/2)
Γ(p/2)Γ(n/2)

xp/2−1

(1+px/n)(p+n)/2 x >

0, choïn p = 2, n = 3 vaø c = 1, d = 4.

Daïng 7. Tính chaát ñuùng haàu heát khaép nôi
Cho (X,M, µ), cho moät haøm meänh ñeà P (x), x ∈ X. Ta noùi P (x) ñuùng
haàu heát khaép nôi theo ñoä ño µ neáu toàn taïi taäp A ∈ M, µ(A) = 0 sao cho
P (x) ñuùng vôùi moïi x ∈ X \ A.
Ñeà giaûi caùc baøi toaùn ta söû duïng tính chaát: neáu B ⊂ A vaø µ(A) = 0 thì
µ(B) = 0 vaø µ (∪i∈IAi) = 0 neáu µ(Ai) = 0 vôùi moïi i ∈ I , I ⊂ N.

Cho (X,M, µ). Cho f, g, h, fn, gn : X → R.

1. Treân R vôùi ñoä ño Lebesgue, chöùng minh raèng moïi taäp con höõu haïn,
moïi taäp con ñeám ñöôïc cuûa R ñeàu coù ñoä ño Lebesgue laø 0.

2. Cho haøm f(x) = 1/ sin x vôùi x 6= kπ, f(kπ) = 1 vôùi (k ∈ Z), g(x) =
1/ sin x vôùi x 6= kπ, g(kπ) = 0 vôùi (k ∈ Z). Chöùng minh f = g haàu
khaép nôi theo ñoä ño Lebesgue.

3. Cho haøm f(x) = 1/| cos x| vôùi cos x 6= 0, f(x) = 1 vôùi cos x 6= 0,
g(x) = 2/| cos x| vôùi cos x 6= 0, g(x) = −3 vôùi cosx = 0. Chöùng minh
0 ≤ f ≤ g haàu khaép nôi theo ñoä ño Lebesgue.
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4. Neáu f1 = g1, f2 = g2 hkn thì f1 ± f2 = g1 ± g2, f1f2 = g1g2 hkn.

5. Chöùng minh raèng neáu f = g hkn vaø g = h hkn thì f = h hkn.

6. Neáu fn = gn hkn vôùi moïi n = 1, 2, ... vaø neáu limn→∞ fn = f hkn,
limn→∞ gn = g thì f = g hkn.

7. Neáu toàn taïi M > 0 sao cho |f(x)| ≤ M hkn thì ta noùi f bò chaën hkn.
CMR neáu f, g bò chaën hkn thì f ± g, fg bò chaën hkn.

8. Neáu f bò chaën hkn. Ñaët ‖f‖∞ = inf{M : |f(x)| ≤ M hkn}. CM
|f(x)| ≤ ‖f‖∞ hkn.

9. Neáu f, g bò chaën hkn thì ‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞.

2. Haøm ño ñöôïc

Ñònh nghóa. Cho aùnh xaï f : X → Y , B ⊂ Y . Ta ñònh nghóa aûnh ngöôïc cuûa
taäp B qua aùnh xaï f laø f−1(B) = {ω ∈ X : f(ω) ∈ B}. Taäp hôïp naøy cuõng
ñöôïc kyù hieäu laø (f ∈ B).

Meänh ñeà. ChoBi, i ∈ I , B, C laø caùc taäp con cuûa Y vaø cho aùnh xaï f : X → Y .
Khi ñoù (f ∈ Y ) = X vaø

(

f ∈
⋃

i∈I

Bi

)

=
⋃

i∈I

(f ∈ Bi),

(

f ∈
⋂

i∈I

Bi

)

=
⋂

i∈I

(f ∈ Bi),

(f ∈ B \ C) = (f ∈ B) \ (f ∈ C).

Meänh ñeà. Cho (X,M) laø moät khoâng gian ño ñöôïc vaø f : X → Y . Khi ñoù
taäp

Nf = {W ⊂ Y : f−1(W ) ∈ M}
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laø moät σ-ñaïi soá treân Y . Ngoaøi ra, cho hoï caùc taäp con F0 ⊂ P(X). Khi ñoù,
neáu F0 ⊂ Nf thì σ(F0) ⊂ Nf . Nghóa laøø ''f−1(B) ∈ M vôùi moïi B ∈ F0)''
=⇒ ''f−1(B) ∈ M vôùi moïi B ∈ σ(F0)''.

Ñònh nghóa. Cho (X,M), (Y,N ) laø hai khoâng gian ño ñöôïc. AÙnh xaï
f : X → Y goïi laø ño ñöôïc neáu f−1(W ) ∈ M vôùi moïi W ∈ N . Neáu
(X,M) = (Rn,B(Rn)), (Y,N ) = (Rk,B(Rk)) thì f ñöôïc goïi laø Borel ño
ñöôïc hay goïi vaén taét laø haøm Borel.

Ñònh lyù. Cho (X,M), (Rk,B(Rk)) laø khoâng gian ño ñöôïc. AÙnh xaï f : X → Rk

laø ño ñöôïc neáu vaø chæ neáu f−1(U) ∈ M vôùi moïi U laø taäp môû trong Rn.

Baøi taäp CM Ñònh lyù theo caùc böôùc sau:
i) Ñaët Nf = {W ⊂ Rk : f−1(W ) ∈ M}. CM Nf laø moät σ-ñaïi soá trong

Rk.
ii) CM B(Rk) ⊂ Nf .

Heä quaû. Moïi aùnh xaï lieân tuïc f : Rn → Rk ñeàu laø moät haøm Borel ño ñöôïc.

Baøi taäp. Söû duïng tính chaát aûnh ngöôïc lieân tuïc cuûa moät taäp môû laø moät taäp
môû vaø tính chaát neáu F ⊂ σ−ñaïi soá M thì σ(F) ⊂ M ñeå chöùng minh meänh
ñeà.

Meänh ñeà a) Neáu X,Y,Z laø caùc khoâng gian ño ñöôïc vaø f : X → Y , g : Y → Z
laø ño ñöôïc thì g ◦ f laø ño ñöôïc.
b) Neáu X laø khoâng gian ño ñöôïc, f : X → Rn ño ñöôïc vaø g : Rn → Rk ño

ñöôïc Borel thì g ◦ f laø ño ñöôïc.

Baøi taäp. a) Chöùng minh tính chaát (g ◦ f)−1(A) = f−1(g−1(A)) vôùi A ⊂ Z.
b) CM meänh ñeà.

Meänh ñeà. Haøm f : X → [−∞,∞] ño ñöôïc neáu vaø chæ neáu moät trong caùc
ñieàu sau laø ñuùng vôùi moïi a ∈ R

a) (f ≥ a) := f−1([a,∞]) ño ñöôïc.
b) (f > a) := f−1((a,∞]) ño ñöôïc.
c) (f ≤ a) := f−1([−∞, a]) ño ñöôïc.
d) (f < a) := f−1([−∞, a)) ño ñöôïc.
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e) (f ∈ (a, b)) := f−1((a, b)) ño ñöôïc vôùi moïi a < b vaø f−1(∞) ño ñöôïc.

Baøi taäp. Cm meänh ñeà treân theo caùc böôùc sau
i) CM (f > a) = ∪∞

n=1

(

f ≥ a + 1
n

)

. Töø ñoù CM a) ⇒ b).
ii) CM b) ⇒ c).
iii) CM (f < a) = ∪∞

n=1

(

f ≤ a − 1
n

)

. Töø ñoù CM c) ⇒ d).
iv) CM (f ∈ [a, b)) = (f < b) \ (f < a). Töø ñoù CM (f ∈ [a, b)) ño ñöôïc.

CM a + δn < b vôùi δn = b−a
2n
vaø (f ∈ (a, b)) = ∪∞

n=1(f ∈ [a + δn, b). Töø ñoù
CM d) ⇒ e).
v) Söû duïng tính chaát: moïi taäp môû V trong R ñeàu coù theå vieát döôùi daïng

V = ∪∞
n=1(an, bn), an < bn, CM e) ⇒ f).

Meänh ñeà. Cho u, v : X → R laø caùc haøm soá ño ñöôïc vaø Φ : R2 → R lieân tuïc
thì h : X → R vôùi h(x) = Φ(u(x), v(x)) laø moät aùnh xaï ño ñöôïc.

Meänh ñeà. Cho daõy haøm fn : X → [−∞,∞] ño ñöôïc thì sup fn, inf fn,
lim sup fn, lim inf fn laø ño ñöôïc.

Baøi taäp. Ñaët g(x) = supn fn(x), h(x) = infn fn(x). CM

(g > a) = ∪∞
n=1(fn > a), (h < a) = ∪∞

n=1(fn < a).

Töø ñoù CM meänh ñeà.

Ñònh nghóa Cho H laø moät taäp hôïp, A ⊂ H. Khi ñoù ta ñònh nghóa

IA(x) =

{

1 (x ∈ A)

0 (x ∈ H \ A)

Haøm naøy coøn ñöôïc kyù hieäu laø χA.

Meänh ñeà Cho X laø khoâng gian ño ñöôïc, A ⊂ X. Khi ñoù IA ño ñöôïc khi vaø
chæ khi A ño ñöôïc.

Baøi taäp. CM meänh ñeà treân baèng caùch tìm I−1
A (V ) vôùi V môû. Xeùt caùc tröôøng

hôïp a) 1 ∈ V, 0 6∈ V ; b) 1 6∈ V, 0 ∈ V ; c) 1 ∈ V, 0 ∈ V ; d) 1 6∈ V, 0 6∈ V .

Ñònh nghóa Cho X laø khoâng gian ño ñöôïc. Cho s : X → R. Haøm s goïi laø
haøm ñôn neáu s(X) chæ coù höõu haïn giaù trò.

Meänh ñeà. Cho haøm s : X → R coù s(X) = {α1, ..., αn} vôùi αi 6= αj vôùi i 6= j.
Ñaët Ai = s−1(αi), ta coù
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a) Ai ∩ Aj = ∅ vôùi i 6= j vaø
⋃n

i=1 Ai = X.
b) s =

∑n
i=1 αiIAi ,

c) vôùi moïi g : R → R ta coù g(s(x)) =
∑n

i=1 g(αi)IAi

d) haøm s ño ñöôïc khi vaø chæ khi Ai ño ñöôïc vôùi moïi i = 1, 2, ...

Baøi taäp. Chöùng minh meänh ñeà treân.

Ñònh lyù. Vôùi moïi haøm ño ñöôïc f : X → [0,∞] toàn taïi caùc haøm ñôn ño ñöôïc
khoâng aâm sn treân X sao cho
a) 0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ ... ≤ f,
b) sn(x) → f(x) khi n → ∞ vôùi moïi x ∈ X.

Baøi taäp. i) Kyù hieäu [α] laø soá nguyeân lôùn nhaát khoâng vöôït quaù α ∈ R. CM
α − 1 ≤ [α] ≤ α vaø neáu α ≤ β thì [α] ≤ [β].
ii) Ñaët ϕn(t) = [2nt]

2n (0 ≤ t ≤ n) vaø ϕn(t) = n vôùi t > n. CM t − 2−n ≤
ϕn(t) ≤ t vôùi moïi 0 ≤ t ≤ n. Töø ñoù suy ra limn→∞ ϕn(t) = t.
iii) CM ϕn(t) ≤ ϕn+1(t).
iv) CM

ϕn(t) =
n2n−1
∑

k=0

k

2n
I[ k

2n , k+1
2n )(t) + nI[n,∞)(t).

v) Ñaët sn(x) = ϕn(f(x)). CM (sn) thoûa ñònh lyù.

BAØI TAÄP
Daïng 1. Tìm aûnh ngöôïc cuûa moät haøm soá
Ta söû duïng caùc tính chaát

x ∈ (f ∈ A) = f−1(A) ⇔ f(x) ∈ A,

x ∈ (f > a) = f−1((a, +∞)) ⇔ f(x) > a,

x ∈ (a < f < b) = f−1((a, b)) ⇔ a < f(x) < b.

Cho s(X) = {α1, . . . , αn}, (s = αi) = Ai = {x ∈ X : s(x) = αi}. Vôùi moïi
taäp B ⊂ R, ñaët J = {i ∈ I : αi ∈ B} ta coù

(s ∈ B) = s−1(B) =
⋃

i∈J

Ai.
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1. Cho f : R → R. Tìm f−1((a, b)) = (a < f < b), f−1([a,∞)) = (f ≥ a),
f−1((−∞, b]) = (f ≤ b) vôùi f(x) vaø a, b laàn löôït laø

(a) 3x − 1, −4, 2.

(b) x2, −4, 9.

(c) ex, −4,−3

2. Cho P laø ñoä ño Lebesgue treân [0, 1]. Ñaët

f(x) =







1 0 ≤ x < 1/4,
2x2 1/4 ≤ x < 3/4,
x2 3/4 ≤ x ≤ 1.

Tính P(f ∈ A) vôùi A = [0, 1], [1/2, 1].

3. Cho haøm s : R → R vôùi s(x) = −I(0,2](x)+3I[3,6)(x). a) Tìm s(R), b) veõ
ñoà thò haøm soá, c) Tính s−1(E) vôùi E = (−∞, 4), E = [2, 5), E = [1, 3].

4. Baøi töông töï vôùi s = 2I(−3,1] − 3I[2,4]. E = (−∞, 3), E = [−2, 2],
E = [1,∞].

5. Baøi töông töï vôùi s = −3I(−3,0] + 4I[−1,4]. E = (−∞, 3), E = [−2, 2],
E = [1, 3].

6. Baøi töông töï vôùi s = I(−3,4] + 4I[−1,2]. E = (−2, 3), E = [−2, 2],
E = [1, 3].

Daïng 2. Tìm daïng haøm ñôn
Cho Ai, i = 1, . . . , n laø moät phaân hoaïch cuûa khoâng gian (X,M). Ta coù

s(x) = αi∀x ∈ Ai, i ∈ I = {1, . . . , n} ⇔ s(x) =
n
∑

i=1

αiIAi(x).

1. Cho caùc taäp ño ñöôïc A0, A1, A2, A3, A4 laø moät phaân hoaïch höõu haïn cuûa
X. Ñaët haøm s : X → R vôùi s(x) = k neáu x ∈ Ak, k = 0, 1, 2, 3, 4.

(a) Vieát s döôùi daïng toång caùc haøm daïng cjIAj .

(b) Vieát caùc taäp hôïp sau theo Ak, k = 0, . . . , 4: (s = 2), (s ≤ 2),
(s > 2), (1 ≤ s ≤ 4).
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(c) Töø ñoù tìm ñoä ño P(s = 2), P(s ≤ 2), P(s > 2), P(1 ≤ s ≤ 4) neáu
ñoä ño P laø ñoä ño nhò thöùc (p = 0.2), ñoä ño ñeàu höõu haïn? Trong
caùc tröôøng hôïp ñoù, tính P(s > 1|s ≤ 3).

2. Cho caùc taäp ño ñöôïc A0, . . . , An, n ≥ 5, laø moät phaân hoaïch höõu haïn
cuûa X. Ñaët haøm s : X → R vôùi s(x) = k neáu x ∈ Ak.

(a) Vieát s döôùi daïng toång cuûa caùc haøm daïng cjIAj .

(b) Tìm µ(0 ≤ s ≤ 3), µ(s = 5), µ(0 ≤ s ≤ 4|s ≥ 3) neáu µ laø ñoä ño
nhò thöùc, ñoä ño ñeàu höõu haïn?

3. Cho caùc taäp ño ñöôïc A0, A1, . . ., laø moät phaân hoaïch ñeám ñöôïc cuûa X.
Ñaët s(x) = k neáu x ∈ Ak.

(a) Vieát s döôùi daïng toång cuûa caùc haøm daïng cjIAj .

(b) Tìm P(s ≤ 3), P(2 ≤ s ≤ 5), P(s ≥ 4), P(1 ≤ s ≤ 5|s ≥ 3) neáu P

laø ñoä ño Poisson, ñoä ño hình hoïc, ñoä ño Pascal.

Daïng 3. Chöùng minh moät aùnh xaï ño ñöôïc
Söû duïng tính chaát (D):
Haøm f : X → [−∞,∞] ño ñöôïc khi vaø chæ khi (f > a) = f−1((a,∞]) laø
moät taäp Borel vôùi moïi a.
Ta cuõng coù theå söû duïng caùc taäp hôïp (f < a), (a < f < b) vôùi a, b ∈ R, a <
b, ñeå chöùng minh.

1. CMR haøm f : R → R, f(x) = 2x laø ño ñöôïc Borel treân R. Coù caùch
chöùng minh naøo khaùc khoâng?

2. Baøi töông töï vôùi f(x) laø 2x + 1, ex, −3x, x3 + 1.

3. Cho f(x) = x2. Hoûi f coù ño ñöôïc Borel hay khoâng? haõy kieåm tra tröïc
tieáp baèng caùch söû duïng tính chaát (E): Haøm f : X → [−∞,∞] ño ñöôïc
khi vaø chæ khi (f ≤ a) ño ñöôïc vôùi moïi a ∈ R.

4. Baøi taäp töông töï vôùi

(a) f(x) = x−2 (x 6= 0) vaø f(0) = +∞.
(b) f(x) = x−4 (x 6= 0) vaø f(0) = −∞.
(c) f(x) = x−1 (x 6= 0) vaø f(0) = 1.
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(d) f(x) = e−|x|.

(e) f(x) = ex2
.

(f) f(x) = lnx neáu x > 0 vaø f(x) = 0 neáu x ≤ 0.

3. Tích phaân Lebesgue cuûa haøm ñôn khoâng aâm

Ñònh nghóa. Cho khoâng gian ño (X,M, µ), E ∈ M. Cho haøm ñôn ño ñöôïc
s : X → R, s(X) = {α1, ..., αn} vôùi αi ≥ 0 (i = 1, ..., n). Ta ñònh nghóa

∫

E

s(x)dµ(x) =
n
∑

i=1

αiµ(Ai ∩ E)

trong ñoù Ai = (s = αi) := s−1(αi).

Meänh ñeà. Cho s,t laø hai haøm ñôn ño ñöôïc khoâng aâm treân (X,M, µ), E ∈ M.
Ta coù
a) Haøm φ : M → [0,∞) xaùc ñònh bôûi

φ(E) =

∫

E

sdµ

laø moät ñoä ño döông treân M.
b)
∫

E
s(x)dµ(x) =

∫

X
s(x)IE(x)dµ(x).

c)
∫

E
s(x)dµ(x) = αµ(E) neáu s(x) = α vôùi moïi x ∈ E.

d)
∫

E
(s + t)dµ =

∫

E
sdµ +

∫

E
tdµ.

e)
∫

E
γs(x)dµ(x) = γ

∫

E
s(x)dµ(x) vôùi moïi γ ∈ R.

f) Neáu 0 ≤ s(x) ≤ t(x) vôùi moïi x ∈ E thì
∫

E
(t − s)dµ =

∫

E
tdµ −

∫

E
sdµ

vaø
∫

E
s(x)dµ(x) ≤

∫

E
t(x)dµ(x). Töø ñoù

∫

E

t(x)dµ(x) = sup
0≤s ñôn ≤t

∫

E

s(x)dµ(x).

Baøi taäp. a) Giaû söû s =
∑n

i=1 αiIAi vôùi s(X) = {α1, ..., αn} vaø Ai = s−1(αi).
Vieát bieåu thöùc cuûa φ(E). Töø ñoù CM caùc tính chaát cuûa ñoä ño.
b) Söû duïng ñònh nghóa vaø coâng thöùc IA(x)IE(x) = IA∩E(x).
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d) Giaû söû theâm t =
∑k

i=1 βiIBj vôùi t(X) = {β1, ..., βk} vaø Bj = t−1(βj).
CM Ñaët φ(E) =

∫

E
(s + t)dµ, φ1(E) =

∫

E
sdµ, φ2(E) =

∫

E
tdµ. CM (s +

t)(x) = αi + βj khi x ∈ Ai ∩ Bj , i = 1, n, j = 1, k. Töø ñoù suy ra

φ(E ∩ Ai ∩ Bj) = φ1(E ∩ Ai ∩ Bj) + φ2(E ∩ Ai ∩ Bj).

Kieåm tra
∑n

i=1

∑k
j=1 φ(E ∩ Ai ∩ Bj) = φ(E). Töø ñoù suy ra meänh ñeà.

e) AÙp duïng d) vaø ñònh nghóa.
f) Ta coù t − s laø haøm ñôn khoâng aâm. Vaäy

∫

E
(t − s)dµ ≥ 0. Suy ra keát

quaû.

BAØI TAÄP
Daïng 1. Tính tích phaân Lebesgue cuûa haøm ñôn
Cho khoâng gian ño (X,M, µ). Cho haøm ñôn s coù s(X) = {α1, . . . , αk}.
Neáu E = ∪i∈J(s = αi), J ∪ {1, . . . , k} thì

∫

E

s(x)dµ =
∑

i∈J

αiµ(s = αi).

Töông töï tích phaân Lebesgue cuûa s treân taäp hôïp (s ∈ K), K ⊂ R laø
∫

s∈K

s(x)dµ =
∑

αi∈K

αiµ(s = αi).

Ñaëc bieät
∫

E
dµ(x) = µ(E),

∫

E
IB(x)dµ(x) = µ(B ∩ E) vôùi E, B ∈ M.

1. Cho haøm s(x) = 2I(0,2] + 3I[3,6). a) Tìm s(R), b) veõ ñoà thò haøm soá, c)
Tính

∫

E
s(x)dm(x) vôùi E = (1, 4), E = [2, 5), E = [1, 3] , d) Cho bieát

yù nghóa hình hoïc cuûa tích phaân naøy.

2. Baøi töông töï vôùi s = 2I(−3,1] + 4I[2,4]. E = (−2, 3), E = [−2, 2],
E = [1, 3].

3. Baøi töông töï vôùi s = I(−3,0]+4I[−1,4].E = (−2, 3), E = [−2, 2], E = [1, 3].

4. Baøi töông töï vôùi s = I(−3,4]+4I[−1,2].E = (−2, 3), E = [−2, 2], E = [1, 3].

5. Cho caùc taäp ño ñöôïc A0, A1, A2, A3, A4, A5 laø moät phaân hoaïch höõu haïn
cuûa X vaø moät ñoä ño µ. Ñaët haøm s : X → R vôùi s(x) = k2 neáu x ∈ Ak,
k = 0, 1, 2, 3, 4.
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(a) Vieát s döôùi daïng toång caùc haøm daïng cjIAj .

(b) Vieát caùc taäp hôïp sau theo Ak, k = 0, . . . , 5: (s = 2), (s ≤ 2),
(s > 2), (2 ≤ s ≤ 5).

(c) Töø ñoù tính
∫

(s=2)
s(x)dµ,

∫

(s≤2)
s(x)dµ,

∫

(s>2)
s(x)dµ,

∫

(1≤s≤4)
s(x)dµ

neáu ñoä ño µ laø ñoä ño nhò thöùc (p = 0.2), ñoä ño ñeàu höõu haïn.

(d) Tính Es neáu ñoä ño µ laø ñoä ño nhò thöùc (p = 0.2), ñoä ño ñeàu höõu
haïn.

6. Cho caùc taäp ño ñöôïc A0, . . . , An, n ≥ 5, laø moät phaân hoaïch höõu haïn
cuûa X. Ñaët haøm s : X → R vôùi s(x) = k2 neáu x ∈ Ak.

(a) Vieát s döôùi daïng toång cuûa caùc haøm daïng cjIAj .

(b) Tìm µ(0 ≤ s ≤ 3), µ(s = 16), µ(0 ≤ s ≤ 4|s ≥ 3) neáu µ laø ñoä ño
nhò thöùc (p = 0.3), ñoä ño ñeàu höõu haïn?

(c) Tính
∫

(s=4)
s(x)dµ,

∫

(s≤2)
s(x)dµ,

∫

(s>4)
s(x)dµ,

∫

(1≤s≤4)
s(x)dµ neáu

ñoä ño µ laø ñoä ño nhò thöùc (p = 0.2), ñoä ño ñeàu höõu haïn.

7. Cho caùc taäp ño ñöôïc A0, A1, . . ., laø moät phaân hoaïch ñeám ñöôïc cuûa X.
Ñaët s(x) = k neáu x ∈ Ak.

(a) Vieát s döôùi daïng toång cuûa caùc haøm daïng cjIAj .

(b) Tìm P(s ≤ 3), P(2 ≤ s ≤ 5), P(s ≥ 4), P(1 ≤ s ≤ 5|s ≥ 3) neáu P

laø ñoä ño Poisson, ñoä ño hình hoïc, ñoä ño Pascal.

(c) Tính Es.

Daïng 2. Tính tích phaân Lebesgue cuûa haøm ñôn baèng tính chaát
Cho khoâng gian ño (X,M, µ). Cho haøm ñôn s ≥ 0 coù s(x) =
∑m

j=1 βjIBj(x), βj ∈ R. Ta coù

∫

E

s(x)dµ =
m
∑

j=1

βj

∫

E

IBj(x)dµ(x).

Ñaëc bieät
∫

E
dµ(x) = µ(E),

∫

E
IB(x)dµ(x) = µ(B ∩ E) vôùi E, B ∈ M.

1. Cho haøm s(x) = 2I(0,5] + 3I[3,6) − I(1,4). a) Tìm s(R), b) veõ ñoà thò haøm
soá, c) Tính

∫

E
s(x)dm(x) vôùi E = (1, 4), E = [−1, 3), E = [2, 3] , d)

Cho bieát yù nghóa hình hoïc cuûa tích phaân naøy.
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2. Baøi töông töï vôùi s = 2I(−3,3] + 4I[2,4] − I[1,3]. E = (−2, 3), E = [−2, 2],
E = [1, 3].

3. Baøi töông töï vôùi s = −2I(−3,0] + 4I[−1,4] + 3I[−4,3].E = (−2, 3), E =
[−2, 2], E = [1, 3].

4. Baøi töông töï vôùi s = 5I(−3,6] − 4I[−1,2] − I[−1,4].E = (−2, 3), E = [−2, 2],
E = [1, 3].

4. Ñònh nghóa Tích phaân Lebesgue cuûa haøm ño
ñöôïc khoâng aâm

Ñònh nghóa Neáu f : X → R ño ñöôïc, f(x) ≥ 0 vôùi moïi x ∈ X, ta ñònh nghóa
∫

E

f(x)dµ(x) = sup
0≤s ñôn ≤f

∫

E

s(x)dµ(x)

trong ñoù s laø caùc haøm ñôn ño ñöôïc. Neáu
∫

E
f(x)dµ(x) < ∞ ta noùi f laø haøm

khaû tích Lebesgue. Neáu µ laø moät ñoä ño xaùc suaát, ta cuõng kyù hieäu

Ef =

∫

X

f(x)dµ(x).

Meänh ñeà. Cho khoâng gian ño (X,M, µ), A, B, E ∈ M, f, g : X → R laø caùc
haøm ño ñöôïc.
a) neáu 0 ≤ f ≤ g thì

∫

E
fdµ ≤

∫

E
gdµ.

b) neáu f ≥ 0 vaø 0 ≤ c < ∞ thì
∫

E
cfdµ = c

∫

E
fdµ.

c) neáu f ≥ 0 thì
∫

E
fdµ =

∫

X
fIEdµ.

Baøi taäp. Chöùng minh meänh ñeà theo caùc höôùng daãn sau
a) Laáy s ñôn, ño ñöôïc vaø 0 ≤ s ≤ f . CM

∫

E
s(x)dµ ≤

∫

E
g(x)dµ. Töø ñoù

suy ra ñpcm.
b) Laáy s ≥ 0 ñôn, ño ñöôïc. CM c

∫

E
s(x)dµ =

∫

E
cs(x)dµ. Suy ra: neáu

0 ≤ s ≤ f thì c
∫

E
s(x)dµ ≤

∫

E
cf(x)dµ. Töø ñoù CM c

∫

E
f(x)dµ ≤

∫

E
cf(x)dµ

vaø suy ra
∫

E
cf(x)dµ ≤ c

∫

E
f(x)dµ vôùi moïi c ≥ 0.

c) Laáy s ≥ 0 ñôn, ño ñöôïc. CM
∫

E
s(x)dµ =

∫

X
s(x)IE(x)dµ. Töø ñoù

suy ra neáu 0 ≤ s ≤ f thì
∫

E
s(x)dµ ≤

∫

X
f(x)IE(x)dµ. Maët khaùc, neáu s′
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ñôn vaø 0 ≤ s′ ≤ fIE thì 0 ≤ s′ ≤ f vaø s′(x) = s′(x)IE(x) vaø
∫

X
s′(x)dµ =

∫

E
s′(x)dµ ≤

∫

E
f(x)dµ. Töø ñoù suy ra ñpcm.

Heä quaû. Cho khoâng gian ño (X,M, µ), A, B, E ∈ M, f, g : X → R laø caùc
haøm ño ñöôïc.
a) neáu A ⊂ B vaø f ≥ 0 thì

∫

A
fdµ ≤

∫

B
fdµ.

b) neáu f(x) = c ≥ 0 vôùi moïi x ∈ E thì
∫

E
f(x)dµ = cµ(E).

c) neáu µ(E) = 0, f ≥ 0 thì
∫

E
fdµ = 0

Meänh ñeà. Cho f : X → R vaø f ≥ 0 hkn. Neáu
∫

X
f(x)dµ(x) = 0 thì f = 0

hkn.

Baøi taäp. Chöùng minh meänh ñeà theo caùc höôùng daãn sau
a) Söû duïng IA(x) ≤ IB(x) neáu A ⊂ B, töø ñoù suy ra f(x)IA(x) ≤ f(x)IB(x).
b) Söû duïng tính chaát f(x)IE(x) = cIE(x) neáu f(x) = c vôùi moïi x ∈ E.
c) Laáy s ñôn, ño ñöôïc vaø 0 ≤ s ≤ f . CM

∫

E
s(x)dµ = 0. Suy ra f).

Ñònh nghóa Cho ñoaïn (a, b) vaø cho x0 = a < x1 < ... < xn = b. Taäp
P = {x0, ..., xn} goïi laø moät phaân hoaïch cuûa (a, b]. Cho haøm f : (a, b) → R.
Ñaët mn = inf(xn−1,xn) f(x), Mn = sup(xn−1,xn) f(x)

mi = inf
(xi−1,xi]

f(x), Mi = sup
(xi−1,xi]

f(x), i = 1, ..., n− 1.

Toång

L(P , f) =

n
∑

i=1

mi(xi − xi−1), U(P , f) =

n
∑

i=1

Mi(xi − xi−1)

goïi laàn löôït laø toång döôùi vaø toång treân cuûa f theo phaân hoaïch P . Haøm soá f
goïi laø khaû tích Riemann treân khoaûng (a, b) neáu

sup
P

L(P , f) = inf
Q

U(Q, f).

Ñònh lyù. Cho haøm f : (a, b) → R ño ñöôïc Borel. Haøm f khaû tích Riemann
treân (a, b) vaø f(x) ≥ 0 vôùi moïi x ∈ (a, b) thì f cuõng khaû tích Lebesgue treân
(a, b) vaø

∫ b

a

f(x)dx =

∫

(a,b)

f(x)dm(x).
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Baøi taäp Duøng caùc caâu gôïi yù, CM meänh ñeà treân cho tröôøng hôïp f laø haøm ño
ñöôïc Lebesgue treân (a, b] vaø f ≥ 0. Nhaéc laïi, ñoä ño Lebesgue m treân R thoûa
m((α, β)) = β − α vôùi α, β ∈ R, α < β. Ngoaøi ra m({α}) = 0.
i) Vôùi moïi phaân hoaïch P : x0 = a < x1 < ... < xn = b, ñaët

mi = inf
xi−1<x≤xi

f(x), Mi = sup
xi−1<x≤xi

f(x).

sP(x) =
n
∑

i=1

miI(xi−1,xi](x), SP(x) =
n
∑

i=1

MiI(xi−1,xi](x)

CM
∫

(a,b)

sP(x)dm(x) = L(P , f),

∫

(a,b)

SP(x)dm(x) = U(P , f)

ii) Cho P ,Q laø hai phaân hoaïch cuûa khoaûng (a, b]. CM sP ≤ f ≤ SQ.
iii) Suy ra L(P , f) ≤

∫

(a,b]
f(x)dm(x) ≤ U(Q, f) vaø ta coù ñpcm.

coù ñoä ño 0 treân R.

BAØI TAÄP
Daïng 1. Tính tích phaân Lebesgue cuûa haøm khaû tích Riemann
Muoán tính tích phaân Lebesgue cuûa haøm f : (a, b) → R, f ≥ 0 vaø f khaû
tích Riemann treân (a, b) ta coù theå söû duïng tính chaát: Haøm ño ñöôïc f ≥ 0
khaû tích Riemann treân (a,b) thì khaû tích Lebesgue treân (a, b) vaø

∫

(a,b)

f(x)dm =

∫ b

a

f(x)dx.

Phöông phaùp chöùng minh haøm f khaû tích Riemann Haøm f khaû tích
Riemann treân R khi vaø chæ khi caùc ñieàu sau thoûa:
a) Toàn taïi khoaûng (a, b) bò chaën sao cho f(x) = 0 vôùi moïi x 6∈ (a, b).
b) Toàn taïi soá M sao cho |f(x)| ≤ M vôùi moïi x ∈ (a, b).
c) Haøm f lieân tuïc treân (a, b) \ A vôùi A ⊂ R laø taäp coù m(A) = 0.
Löu yù. Taäp A höõu haïn hay A ñeám ñöôïc (A = {x1, x2, ...}) thì coù ñoä ño
Lebesgue baèng 0.

1. Khaûo saùt tính khaû tích Lebesgue cuûa f treân khoaûng ñöôïc cho

(a) f(x) = sinx
x
treân (0, 1),

(b) f(x) =
√

x treân khoaûng (0, 2). Tính
∫

(0.2)

√
xdm(x),
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(c) f(x) = xα, α ≥ 0 treân khoaûng (0, 3). Tính
∫

(0.3)
xαdm(x).

Daïng 2. Tính tích phaân Lebesgue cuûa haøm maät ñoä
Ta noùi moät haøm f : R → R laø haøm maät ñoä neáu f(x) ≥ 0 vôùi moïi x ∈ R

vaø
∫

R
f(x)dm(x) = 1.

1. Tìm C ñeå caùc haøm sau laø caùc haøm maät ñoä

(a) f(x) = CI(a,b)(x), vôùi b > a,

(b) f(x) = C(1 − x2)I(−1,1)(x),

(c) f(x) = C(2 − |x|)I(−2,2)(x).

Daïng 3. Ñoä ño Radon-Nikodym
Cho khoâng gian (X,M) vaø hai ñoä ño µ, ν : M → [0,∞]. Ta noùi ñoä ño µ
coù ñaïo haøm theo ñoä ño ν laø haøm ño ñöôïc h : X → R neáu h ≥ 0 vaø

µ(A) =

∫

A

h(x)dν(x) vôùi moïi A ∈ M.

Khi ñoù ta vieát dµ
dν

= h. Lyù thuyeát chöùng toû raèng vôùi moïi E ∈ M ta coù

∫

E

g(x)dµ(x) =

∫

E

g(x)h(x)dν(x).

AÙp duïng: Cho haøm f : R → R, f(x) ≥ 0, khaû tích theo ñoä ño Lebesgue.
Cho haøm ϕ xaùc ñònh treân B(R) vôùi

ϕ(A) =

∫

A

f(x)dx A ∈ B(R).

Khi ñoù
∫

E

g(x)dϕ(x) =

∫

E

g(x)h(x)dm(x).

1. Cho U(x) = x vaø W (x) = x2.

(a) Ta noùi ϕ laø ñoä ño ñeàu treân khoaûng (a, b), a < b, neáu f(x) =
I(a,b)(x)/(b− a). CM ϕ laø ñoä ño xaùc xuaát. Tính E(U), E(W ).
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(b) Ta noùi ϕ laø ñoä ño tam giaùc treân (−1, 1) neáu f(x) = (1−|x|)I(−1,1)(x).
CM ϕ laø ñoä ño xaùc xuaát. Tính E(U), E(W ).

4. Tính chaát cuûa tích phaân Lebesgue cuûa haøm
khoâng aâm

Ñònh lyù hoäi tuï ñôn ñieäu. Cho khoâng gian ño (X,M, µ), E ∈ M. Cho (fn)
laø daõy caùc haøm ño ñöôïc treân X sao cho
a) 0 ≤ fn(x) ≤ fn+1(x) vôùi moïi n ≥ n0

b) fn(x) → f(x) khi n → ∞ vôùi moïi x ∈ X
Khi ñoù f laø haøm ño ñöôïc khoâng aâm vaø

lim
n→∞

∫

E

fndµ =

∫

E

lim
n→∞

fndµ =

∫

E

fdµ

ho

Baøi taäp. Chöùng minh ñònh lyù hoäi tuï ñôn ñieäu theo caùc caâu sau:
a) CM L = limn→∞

∫

E
fndµ toàn taïi vaø L ≤

∫

E
fdµ.

b) Cho c ∈ (0, 1), s laø haøm ñôn ño ñöôïc thoûa 0 ≤ s ≤ f . Ñaët An = {x ∈
X : fn(x) ≥ cs(x)}. CM An ⊂ An+1 vaø X =

⋃∞
n=1 An.

c) CM c
∫

E∩An
sdµ ≤

∫

E
fndµ.

d) CM limn→∞
∫

E∩An
sdµ =

∫

E
sdµ.

e) suy ra
∫

E
sdµ ≤ L. Töø ñoù

∫

E
fdµ ≤ L.

Meänh ñeà. Cho fn, g, h : X → [0,∞] laø caùc haøm ño ñöôïc khoâng aâm treân
(X,M, µ). Ta coù

∫

X

(g + h)dµ =

∫

X

gdµ +

∫

X

hdµ

vaø
∫

X

∞
∑

n=1

fndµ =
∞
∑

n=1

∫

X

fndµ.

Baøi taäp. Choïn hai daõy haøm ñôn ño ñöôïc sn, tn thoûa 0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ ...,
0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ... vaø limn→∞ sn = g, limn→∞ tn = h. Duøng ñònh lyù hoäi tuï ñôn
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ñieäu ñeå CM meänh ñeà.

Meänh ñeà. Cho f, g : X → [0,∞] ño ñöôïc vaø f = g hkn thì
∫

X

f(x)dµ(x) =

∫

X

g(x)dµ(x).

Ñònh nghóa. Cho f : (a, b) → R, ta noùi f coù tích phaân Riemann suy roäng treân
(a, b) taïi b neáu

1. f khaû tích Riemann treân moïi ñoaïn (a, d) vôùi a < d < b,

2. moät trong caùc tröôøng hôïp sau xaûy ra: 1/ b = +∞, 2/ coù moät daõy
xn ∈ (a, b) thoûa xn → b− vaø limn→∞ f(xn) = ∞,

Khi ñoù neáu ta coù giôùi haïn limd→b−
∫ d

a
f(x)dx thì ta ñaët

∫ b

a

f(x)dx = lim
d→b−

∫ d

a

f(x)dx

vaø noùi tích phaân
∫ b

a
f(x)dx hoäi tuï. Neáu giôùi haïn naøy khoâng toàn taïi ta noùi tích

phaân
∫ b

a
f(x)dx khoâng hoäi tu (hay phaân kyø).

Ñònh nghóa.Ta noùi f coù tích phaân Riemann suy roäng treân (a, b) taïi a neáu

1. f khaû tích Riemann treân moïi ñoaïn (c, b) vôùi a < c < b,

2. moät trong caùc tröôøng hôïp sau xaåy ra: 1/ a = −∞, 2/ coù moät daõy
xn ∈ (a, b) thoûa xn → a+ vaø limn→∞ f(xn) = ∞.

Khi ñoù neáu ta coù giôùi haïn limc→a+

∫ b

c
f(x)dx thì ta ñaët

∫ b

a

f(x)dx = lim
c→a+

∫ b

c

f(x)dx

vaø noùi tích phaân
∫ b

a
f(x)dx hoäi tuï. Neáu giôùi haïn naøy khoâng toàn taïi ta noùi tích

phaân
∫ b

a
f(x)dx khoâng hoäi tu (hay phaân kyø).

Ñònh nghóa. Ta noùi f coù tích phaân Riemann suy roäng treân (a, b) taïi a vaø b neáu
vôùi moïi α ∈ (a, b) tích phaân

∫ α

a
f(x)dx suy roäng taïi a vaø tích phaân

∫ b

α
f(x)dx

suy roäng taïi b. Khi ñoù ta ñònh nghóa
∫ b

a

f(x)dx =

∫ α

a

f(x)dx +

∫ b

α

f(x)dx.
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Neáu moät trong hai tích phaân suy roäng (taïi a hay taïi b) khoâng hoäi tuï ta noùi
tích phaân

∫ b

a
f(x)dx khoâng hoäi tuï (hay phaân kyø).

Ñònh lyù (tích phaân Lebesgue vaø tích phaân Riemann suy roäng) Giaû söû
a) haøm f : (a, b) → R ño ñöôïc Borel thoûa f(x) ≥ 0 vôùi moïi x ∈ (a, b),
b) haøm f khaû tích Riemann treân moïi khoaûng bò chaën [c, d] ⊂ (a, b)
c)

lim
c→a+,d→b−

∫ d

c

f(x)dx < ∞

Khi ñoù haøm f khaû tích Lebesgue treân (a, b) vaø

∫

(a,b)

f(x)dm(x) =

∫ b

a

f(x)dx

Meänh ñeà. Cho f : X → [0,∞] laø haøm ño ñöôïc, Vôùi E ∈ M, ñaët

ϕ(E) =

∫

E

fdµ.

Khi ñoù ϕ laø moät ñoä ño döông treân M. Hôn nöõa
∫

E

gdϕ =

∫

E

gfdµ

vôùi moïi haøm ño ñöôïc khoâng aâm g : X → [0,∞].

Löu yù Ñeå chöùng minh moät soá tính chaát cuûa tích phaân Lebesgue ñuùng vôùi moïi
haøm f chuùng ta coù theå duøng kyõ thuaät 4D: 1) CM cho haøm ñaëc tröng, 2) CM
cho haøm ñôn ño ñöôïc, 3) CM cho haøm döông ño ñöôïc, 4) CM cho haøm ño
ñöôïc coù daáu baát kyø.

Baøi taäp. Laáy Ai, i = 1, 2, ... laø caùc taäp ño ñöôïc rôøi nhau treân X.
a) Söû duïng tính chaát ISn

i=1 Ai
=
∑n

i=1 IAi , CM ϕ(
⋃n

i=1 Ai) =
∑n

i=1 ϕ(Ai).
b) AÙp duïng ñònh lyù hoäi tuï ñôn ñieäu suy ra tính chaát coäng tính ñeám ñöôïc

cuûa ϕ.
c) CM coâng thöùc

∫

X
gdϕ =

∫

X
gfdµ ñuùng neáu g laø haøm ñôn, ño ñöôïc

khoâng aâm.
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d) Vôùi haøm g ≥ 0, choïn daõy sn caùc haøm ñôn ño ñöôïc thoûa 0 ≤ s1 ≤ s2...
vaø limn→∞ sn = g. Söû duïng ñònh lyù hoäi tuï ñôn ñieäu CM coâng thöùc

∫

X
gdϕ =

∫

X
gfdµ.

Ñònh nghóa. Cho (X,M) laø moät khoâng gian ño ñöôïc. Ñoä ño λ : M → [0,∞]
goïi laø lieân tuïc tuyeät ñoái so vôùi ñoä ño µ : M → [0,∞] neáu vôùi moïi E ∈ M
vaø µ(E) = 0 thì λ(E) = 0. Ta kyù hieäu λ � µ.

Ñònh lyù Radon-Nikodym Cho (X,M, µ) laø moät khoâng gian ño. Giaû söû µ laø
σ-höõu haïn, nghóa laø toàn taïi Ei ∈ M vôùi µ(Ei) < ∞ vaø X =

⋃∞
n=1 Ei. Neáu λ

laø moät ñoä ño döông treân M thoûa λ � µ thì toàn taïi moät haøm ño ñöôïc khoâng
aâm h sao cho

λ(E) =

∫

E

hdµ

vôùi moïi E ∈ M. Ta noùi h laø ñaïo haøm Radon-Nikodym cuûa λ ñoái vôùi µ vaø kyù
hieäu h = dλ

dµ
hay hdµ = dλ.

BAØI TAÄP

Daïng 1. Tính giaù trò haøm Gamma
Haøm Gamma Γ(α) =

∫∞
0

tα−1e−tdt xaùc ñònh neáu α > 0, khoâng xaùc ñònh
neáu α ≤ 0 vaø Γ(x + 1) = xΓ(x) vôùi x > 0, Γ(n + 1) = n!, Γ(1/2) =

√
π.

Haøm Beta B(p, q) =
∫ 1

0
tp−1(1 − t)q−1 xaùc ñònh neáu vaø chæ neáu p, q > 0.

Ngoaøi ra B(p, q) = Γ(α)Γ(β)/Γ(α + β).

1. Chöùng minh Γ(x + 1) = xΓ(x) vôùi x > 0, Γ(n + 1) = n!, Γ(1/2) =
√

π.

2. Tính Γ(3/2), Γ(5/2), Γ(7/2), Γ
(

2k+1
2

)

vôùi k ∈ N.

Daïng 2. Tính tích phaân suy roäng
Tích phaân suy roäng taïi b:

∫ b

a
f(x)dx = limt→b−

∫ t

a
f(x)dx.

Tích phaân suy roäng taïi a:
∫ b

a
f(x)dx = limt→a+

∫ b

t
f(x)dx.

Tích phaân suy roäng taïi a, b:
∫ b

a
f(x)dx = limt→b−,s→a+

∫ t

s
f(x)dx.

1. Tìm C ñeå caùc haøm sau laø caùc haøm maät ñoä

(a) f(x) = C
2
e−k|x|, vôùi k > 0,

(b) f(x) = Ce−kxI(0,∞)(x)

(c) f(x) = C
(x2+k2)

, vôùi k > 0,
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(d) f(x) = Ck(kx)a−1e−kxI(0,∞)(x), vôùi k > 0, a > 0.

(e) f(x) = C
(

b
x

)a+1
I(b,∞)(x) vôùi a, b > 0.

(f) f(x) = Cλaxa−1e−(λx)a
I(0,∞)(x) vôùi a, λ > 0.

(g) f(x) = Ce−kx2
I(0,∞)(x) vôùi k > 0.

(h) f(x) =
CΓ(n+1

2 )
Γ(n

2 )

(

1 + x2

n

)−n+1
2
vôùi n ∈ N,

(i) f(x) =
CΓ( n+m

2 )
Γ(n

2 )Γ(m
2 )

xm/2−1

(1+mx
n )

(m+n)/2 I(0,∞)(x) vôùi m, n ∈ N.

Daïng 3. Ñoä ño Radon-Nikodym
Cho khoâng gian (X,M) vaø hai ñoä ño µ, ν : M → [0,∞]. Ta nhaéc laïi laø
ñaïo haøm ñoä ño µ theo ñoä ño ν laø haøm ño ñöôïc h : X → R neáu h ≥ 0 vaø

µ(A) =

∫

A

h(x)dν(x) vôùi moïi A ∈ M.

Lyù thuyeát chöùng toû raèng vôùi moïi E ∈ M ta coù
∫

E

g(x)dµ(x) =

∫

E

g(x)h(x)dν(x).

AÙp duïng: Cho haøm f : R → R, f(x) ≥ 0, khaû tích theo ñoä ño Lebesgue.
Cho haøm ϕ xaùc ñònh treân B(R) vôùi

ϕ(A) =

∫

A

f(x)dx A ∈ B(R).

Khi ñoù
∫

E

g(x)dϕ(x) =

∫

E

g(x)h(x)dm(x).

1. Cho U(x) = x vaø W (x) = x2.

(a) Ta noùi ϕ laø ñoä ño Gauss neáu f(x) = 1√
2π

e−
x2

2 . CM ϕ laø ñoä ño xaùc

xuaát. Tính E(U), E(W ).
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(b) Ta noùi ϕ laø ñoä ño chuaån neáu f(x) = 1√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2 . CM ϕ laø ñoä

ño xaùc xuaát. Tính E(U), E(W ).

(c) Ta noùi ϕ laø ñoä ño muõ treân (−1, 1) neáu f(x) = e−xI(0,∞)(x). CM
ϕ laø ñoä ño xaùc xuaát. Tính E(U), E(W ).

Daïng 4. Phöông phaùp chöùng minh moät haøm f ≥ 0 khoâng khaû tích
Lebesgue treân (a,b)
Caùch 1: Chöùng toû tích phaân suy roäng

∫ b

a
f(x)dx = ∞.

Caùch 2: CMR f ≥ g ≥ 0 vaø g khoâng khaû tích Lebesgue treân (a, b).
Caùch 3: Tìm haøm fn thoûa 0 ≤ fn ≤ f vaø limn→∞

∫ b

a
fndx → ∞.

Caùch 4: Chöùng minh haøm f khoâng khaû tích treân khoaûng (c, d) ⊂ (a, b).
Ghi nhôù. Haøm f(x) = 1

xα khoâng khaû tích treân (0, b) (b > 0) neáu α ≥ 1.
Haøm f(x) = 1

xβ khoâng khaû tích treân (b,∞) neáu β ≤ 1.

1. Khaûo saùt tính khaû tích Lebesgue cuûa f treân khoaûng ñöôïc cho

(a) f(x) = 1 treân khoaûng (0,∞)

(b) f(x) = x treân khoaûng (0,∞)

(c) f(x) = 1
xα (α < 1) treân (1,∞)

(d) f(x) = 1
x
treân (1,∞)

(e) f(x) = e−x

xα (α < 1) treân (0,∞)

(f) f(x) = 1
xβ (β > 1) treân (0, 1)

(g) f(x) = 1
x
treân (0, 1)

(h) f(x) = e−x

xβ (β > 1) treân (0,∞)

(i) f(x) = | cos x|
x
√

x
treân (0,∞)

(j) f(x) = | sin x|
x

treân (0,∞).
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Daïng 5. Phöông phaùp chöùng minh moät haøm f ≥ 0 khaû tích Lebesgue
treân (a,b)
Caùch 1: chöùng minh tröïc tieáp baèng caùch tính tích phaân Riemann hay
Riemann suy roäng
Caùch 2 (giaùn tieáp): Haøm f khaû tích neáu
a) f ño ñöôïc Lebesgue,
b)|f | ≤ g vaø
c) g khaû tích Lebesgue (chöùng minh baèng caùch duøng caùch 1).
Caùch 3 (chia nhoû): Chia khoaûng (a, b) = A ∪B sau ñoù chöùng minh f khaû
tích treân A vaø treân B.
Ghi nhôù. Haøm f(x) = 1

xα khaû tích treân (0, b) (b > 0) neáu α < 1. Haøm
f(x) = 1

xβ khaû tích treân (b,∞) neáu β > 1.

1. Khaûo saùt tính khaû tích Lebesgue cuûa

(a) f(x) = e−xxα−1 treân (0,∞). HD: ta coù BÑT ex ≥ xk

k!
khi x > 0.

(b) f(x) = e−|x|| sin x| treân R
(c) f(x) = e−kx2

(k > 0) treân R

2. Khaûo saùt tính khaû tích Lebesgue cuûa

(a) f(x) = xp−1(1 − x)q−1, 0 < x < 1,

(b) f(x) = sinx
x3/2 treân (0, 1).

5. Tích phaân Lebesgue cuûa haøm toång quaùt
Boå ñeà Fatou. Cho fn : X → [0,∞] laø caùc haøm ño ñöôïc khoâng aâm. Khi ñoù

lim inf
n→∞

∫

X

fndµ ≥
∫

X

lim inf
X

fndµ.

Baøi taäp. Ñaët gn(x) = infk≥n fk(x).
a) CM gn ≤ gn+1.
b) CM

∫

X
gndµ ≤

∫

X
fndµ.

c) Söû duïng ñònh lyù hoäi tuï ñôn ñieäu suy ra keát quaû.

Ñònh nghóa. Cho khoâng gian ño ñöôïc (X,M, µ) vaø cho f : X → [−∞,∞]
laø ño ñöôïc. Ta noùi f khaû tích Lebesgue vôùi ñoä ño µ neáu

∫

X

|f(x)|dµ(x) < ∞.
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Ta kyù hieäu taäp caùc haøm khaû tích Lebesgue laø L1(X,M, µ) hay vaén taét L1(µ).

Heä quaû. Cho f, g ño ñöôïc trong (X,M, µ). Neáu g khaû tích vaø |f(x)| ≤ g(x)
vôùi moïi x ∈ X thì f khaû tích.

Baøi taäp. Chöùng minh tính chaát naøy.

Ñònh nghóa. Neáu f ∈ L1(µ), ta ñònh nghóa
∫

E

fdµ =

∫

E

f+dµ −
∫

E

f−dµ

vôùi moïi E ∈ M. Trong ñoù f+ := max{f, 0}, f− = max{−f, 0}.

Baøi taäp. Chöùng minh caùc ñaúng thöùc
a) f(x) = f+(x)− f−(x), |f(x)| = f+(x) + f−(x).
b) (−f(x))+ = f−(x), (−f(x))− = f+(x).
c) Neáu c > 0 thì (cf(x))+ = cf+(x), (cf(x))− = cf−(x).
d) Neáu c < 0 thì (cf(x))+ = −cf−(x), (cf(x))− = −cf+(x).

Ñònh lyù. Cho f, g ∈ L1(µ). Khi ñoù
a) αf + βg ∈ L1(µ) vaø

∫

X

(αf + βg)dµ = α

∫

X

+β

∫

X

gdµ.

b) neáu f ≤ g thì
∫

X
fdµ ≤

∫

X
gdµ.

c)
∣

∣

∫

X
fdµ

∣

∣ ≤
∫

X
|f |dµ.

Baøi taäp. i) Ñaët h = f + g. CM h+ + f− + g− = h− + f+ + g+.
ii) CM

∫

X
(f + g)dµ =

∫

X
fdµ +

∫

X
gdµ.

iii) Cho c ∈ R. CM
∫

X
cfdµ = c

∫

X
fdµ.

iv) CM b), c).

Meänh ñeà. a) Neáu f ño ñöôïc, g ∈ L1(µ) vaø |f | ≤ g thì f ∈ L1(µ).
b) Neáu f, g ∈ L1(µ) vaø f ≤ g thì

∫

X
fdµ ≤

∫

X
gdµ.

c) Neáu f ∈ L1(µ) thì |f | ∈ L1(µ) vaø
∣

∣

∫

X
fdµ

∣

∣ ≤
∫

X
|f |dµ.

Baøi taäp. Chöùng minh meänh ñeà treân.

Ñònh lyù hoäi tuï bò chaän cuûa Lebesgue. Cho g, (fn) laø ño ñöôïc treân (X,M, µ)
sao cho
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a) |fn(x)| ≤ g(x) vôùi moïi x ∈ X, n = 1, 2, ...
b) g khaû tích,
c) f(x) = limn→∞ fn(x) toàn taïi vôùi moïi x ∈ X.

Khi ñoù f ∈ L1(µ) vaø

lim
n→∞

∫

X

fndµ =

∫

X

lim
n→∞

fndµ.

Baøi taäp. Chöùng minh ñònh lyù hoäi tuï bò chaën theo caùc caâu sau
i) Ñaët Fn(x) = 2g(x) − |fn(x)− f(x)|. CM Fn(x) ≥ 0 vôùi moïi x ∈ X.
ii) Tìm lim infn Fn(x).
iii) Cho daõy soá thöïc (αn) vaø c ∈ R. CM

lim inf
n→∞

(c + αn) = c + lim inf
n→∞

αn, lim inf
n→∞

(−αn) = − lim sup
n→∞

αn.

iv) Duøng iii) ñeå bieán ñoåi lim infn
∫

X
Fn(x)dµ(x).

v) CM limn→∞
∫

X
|fn(x) − f(x)|dµ(x) = 0 roài suy ra ñònh lyù.

BAØI TAÄP

Daïng 1. Phöông phaùp chöùng minh tích phaân phuï thuoäc lieân tuïc vaøo
tham soá
Meänh ñeà Cho haøm soá f : I × (a, b). Giaû sö û
a) vôùi moãi λ ∈ (a, b) haøm x 7→ f(x, λ) ño ñöôïc theo x
b) toàn taïi limλ→λ0 f(x, λ) = h(x)
c) toàn taïi haøm g khaû tích treân I vaø khoaûng [a0, b0] ⊂ (a, b) sao cho λ0 ∈
[a0, b0] sao cho |f(x, λ)| ≤ g(x) vôùi moïi x ∈ I vaø λ ∈ [a0, b0].

Ñaët H(λ) =
∫

I
f(x, λ)dx. Khi ñoù ta coù

lim
λ→λ0

∫

I

f(x, λ)dx =

∫

I

lim
λ→λ0

f(x, λ)dx =

∫

I

h(x)dx.

Neáu limλ→λ0 f(x, λ) = f(x, λ0) vôùi moïi x ∈ I thì limλ→λ0 H(λ) = H(λ0),
nghóa laø F lieân tuïc taïi λ0.

1. CM meänh ñeà treân theo caùc böôùc sau
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i) Cho daõy tn → t0. Ñaët Fn(x) = f(x, tn). Söû duïng ñònh lyù hoäi tuï bò
chaën CM

lim
n→∞

∫

I

Fn(x)dx =

∫

I

lim
n→∞

Fn(x)dx.

ii) Suy ra keát quaû caàn CM.

2. Chöùng minh caùc haøm sau lieân tuïc

(a) F (λ) =
∫ 1

0
sin(λf(s))ds vôùi f laø haøm ño ñöôïc treân (0,1).

(b) F (λ) =
∫ 1

0
sin(λs)f(s)ds vôùi f laø haøm khaû tích treân (0,1).

(c) F (λ) =
∫∞
−∞ cos(λs)f(s)ds vôùi f laø haøm khaû tích treân R.

(d) F (λ) =
∫ 1

0
sinλs√

s
ds

(e) Γ(α) =
∫∞
0

tα−1e−tdt, α > 0. HD: Xeùt haøm f(t, α) = tα−1e−t.
Giaû söû α1 ≥ α ≥ α0 > 0, CM |f(t, α)| ≤ g(t) vôùi g(t) = tα0−1

(0 < t ≤ 1) vaø g(t) = tα1−1e−t neáu t > 1.

(f) Cho g khaû tích treân R,
∫∞
−∞ g(y)dy = 1, cho f lieân tuïc vaø bò chaën

treân R. CMR

lim
ε→0

∫ ∞

−∞
f(x − εy)g(y)dy = f(x)

(g) Cho g khaû tích treân R,
∫∞
−∞ g(y)dy = 1, cho f lieân tuïc vaø bò chaën

treân R. CMR

lim
ε→0

1

ε

∫ ∞

−∞
f(t)g

(

x − t

ε

)

dt = f(x).

3. Tính caùc giôùi haïn sau

(a) limn→∞
∫∞

0
dt

(1+ t
n

)nt1/n

(b) limn→∞
∫ n

0

(

1 + x
n

)n
e−2xdx

(c) limn→∞
∫ n

0

(

1 − x
n

)n
ex/2dx
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Daïng 2. Phöông phaùp tìm ñaïo haøm cuûa tích phaân phuï thuoäc tham soá
Meänh ñeà. Cho f : I × (a, b) → R. Giaû söû
a) vôùi moãi λ ∈ (a, b) haøm x 7→ f(x, λ) khaû tích theo x
b) vôùi moãi x ∈ I haøm λ 7→ f(x, λ) coù ñaïo haøm theo λ

c) toàn taïi haøm g khaû tích sao cho
∣

∣

∣

∂f(x,λ)
∂λ

∣

∣

∣
≤ g(x) vôùi moïi x ∈ I .

Ñaët F (λ) =
∫

I
f(x, λ)dx. Khi ñoù

dF

dλ
=

∫

I

∂f(x, λ)

∂λ
dx.

1. CM meänh ñeà treân theo caùc böôùc

i) Ñaët F (x, h) = f(x,λ+h)−f(x,λ)
h

. Söû duïng ñònh lyù Lagrange CM

|F (x, h)| ≤ g(x).

ii) Duøng meänh ñeà veà giôùi haïn cuûa tích phaân theo tham soá ñeå CM meänh
ñeà treân.

2. Tìm ñaïo haøm cuûa F (t) =
∫∞
−∞ f(x) sin txdx vôùi f(x), g(x) = xf(x) laø

caùc haøm khaû tích treân R.

3. Tìm ñaïo haøm cuûa F (t) =
∫ 1

0
f(x) sin txdx vôùi f(x) khaû tích treân (0, 1).

4. Tìm ñaïo haøm cuûa Γ(α). HD: Choïn α0, α1 sao cho 0 < α0 ≤ α ≤ α1.CM
|tα−1e−t ln t| ≤ g(t) vôùi g laø moät haøm khaû tích caàn tìm.
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Daïng 3. Phöông phaùp laáy tích phaân cuûa chuoãi
Meänh ñeà. Neáu
a) fn laø caùc haøm ño ñöôïc khoâng aâm treân (a,b) hay
b) neáu fn laø caùc haøm ño ñöôïc treân (a,b) thoûa

∞
∑

n=1

∫ b

a

|fn(x)|dx < ∞

thì

∫ b

a

∞
∑

n=1

fn(x)dx =
∞
∑

n=1

∫ b

a

fn(x)dx

Ghi nhôù. Moät soá khai trieån thoâng duïng

ex =

∞
∑

n=0

xn

n!

sinx =
∞
∑

n=0

(−1)nx2n+1

(2n + 1)!

cosx =
∞
∑

n=0

(−1)nx2n

(2n)!

1

1 + x
=

∞
∑

n=0

(−1)nxn (|x| < 1)

ln(1 + x) =
∞
∑

n=1

(−1)n+1xn

n
(|x| < 1).

1. CM meänh ñeà treân baèng caùch ñaët g(x) =
∑∞

k=1 |fk(x)|.

2. Vieát döôùi daïng chuoãi

(a)
∫ 1

0
ex−1

x
dx
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(b)
∫ 1

0
sin x

x
dx

(c)
∫ 1

0
xp−1

1+xq dx. HD: xp−1

1+xq =
∑∞

n=0 xp−1(x2n − x2n+1)

6. Bieán ngaãu nhieân

Ñònh nghóa. Treân khoâng gian xaùc suaát (Ω,M, P), aùnh xaï ño ñöôïc X : Ω →
Rk goïi laø bieán ngaãu nhieân.

Meänh ñeà. Cho bieán ngaãu nhieân X vaø taäp Borel B ⊂ Rk, ta ñaët PX(B) =
P(X ∈ B). Khi ñoù, PX laø moät ñoä ño xaùc suaát treân Rk. Hôn nöõa, vôùi moïi haøm
Borel g : Rk → R sao cho g ◦ X ∈ L1(P) thì

∫

X∈B

g(X(ω))dP(ω) =

∫

B

g(x)dPX(x).

Ñoä ño PX goïi laø phaân phoái cuûa X.

Baøi taäp. i) CM PX laø moät ñoä ño treân B(R).
ii) CM ñaúng thöùc trong meänh ñeà theo kyõ thuaät 4D. Tröôùc heát CM vôùi

g = IB trong ñoù B ∈ B(Rk). Muoán vaäy, ta kieåm tra IB(X(ω)) = IX(ω)∈B.
iii) CM ñaúng thöùc vôùi g laø haøm dôn ño ñöôïc treân B ∈ B(Rk).
iv) CM vôùi g laø haøm khoâng aâm ño ñöôïc.
v) Söû duïng phaân tích g = g+ − g− ñeå chöùng minh cho tröôøng hôïp toång

quaùt.

Ñònh nghóa Cho bieán ngaãu nhieân X : Ω → R coù X(Ω) = {xj| j ∈ J} vôùi
J ⊂ N. Ta noùi X laø bieán ngaãu nhieân rôøi raïc. Haøm soá fX(x) = P (X = x)
goïi laø haøm maät ñoä cuûa X.

Meänh ñeà Cho X laø bieán ngaãu nhieân rôøi raïc laáy caùc giaù trò xi, i ∈ I . Khi ñoù
pi := fX(xi) ≥ 0 vaø

∑

i∈I pi = 1.

Ñònh nghóa. Bieán ngaãu nhieân X : Ω → R goïi laø bieán ngaãu nhieân lieân tuïc
neáu PX � mk, nghóa laø vôùi moïi taäp Borel ño ñöôïc B trong R thoûa mk(B) = 0
thì PX(B) = 0.

Meänh ñeà Neáu bieán ngaãu nhieân X : Ω → R laø bieán ngaãu nhieân lieân tuïc thì toàn
taïi haøm khaû tích Lebesgue fX : R → R (goïi laø haøm maät ñoä cuûa X) sao cho
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fX(x) ≥ 0 vaø vôùi moïi taäp Borel B ∈ R ta coù

P(X ∈ B) =

∫

B

fX(x)dm(x).

Ñònh nghóa. Haøm FX(x) = P(X ≤ x) goïi laø haøm phaân phoái tích luõy (cdf:
cumulative distributrion function) cuûa X. Ta cuõng quy öôùc dFX := dPX .

Meänh ñeà Cho bieán ngaãu nhieân X : Ω → R. Haøm FX thoûa
a) 0 ≤ FX(x) ≤ 1 ∀x ∈ R,
b) FX khoâng giaûm, nghóa laø FX(x) ≤ FX(y) khi x < y,
c) FX lieân tuïc beân phaûi, nghóa laø limt→x+ FX(t) = FX(x),
d) limx→−∞ FX(x) = 0, limx→+∞ FX(x) = 1

Baøi taäp. (i) CM a) baèng ñònh nghóa.
(ii) Söû duïng tính chaát taêng cuûa ñoä ño (A ⊂ B vaø ño ñöôïc thì P(A) ≤ P(B))

ñeå CM b).
(iii) Söû duïng tính chaát ñôn ñieäu limn→∞ P(An) = P(∩∞

n=1An) vôùi moïi An

ño ñöôïc, An+1 ⊂ An ñeå CM c).
(iv) Söû duïng tính chaát ñôn ñieäu vaø tính chaát P(Ac) = 1−P(A) ñeå CM d).

Meänh ñeà Xeùt bieán soá ngaãu nhieân lieân tuïc X : Ω → R. Khi ñoù
a) fX(x) ≥ 0 vaø

∫∞
−∞ fX(x)dx = 1,

b) P (a ≤ X ≤ b) =
∫ b

a
fX(x)dx

c) F ′
X(x) = fX(x) taïi moïi ñieåm lieân tuïc x cuûa fX .

Ñònh nghóa Bieán ngaãu nhieân lieân tuïc X : Ω → R goïi laø coù phaân phoái chuaån
vôùi trung bình µ vaø ñoä leäch chuaån σ, kyù hieäu laø X ∼ N(µ, σ2), neáu

fX(x) =
1√

2πσ2
e−

(x−µ)2

2σ2 .

Neáu µ = 0, σ = 1 ta noùi X coù phaân phoái Gauss.

Meänh ñeà Neáu X ∼ N(µ, σ2) thì ta coù P(X > µ + a) = P(X < µ − a),
P(X < µ) = 0, 5. Ngoaøi ra bieán ngaãu nhieân Z = X−µ

σ
seõ coù phaân phoái Gauss.

BAØI TAÄP
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Daïng 1. Tìm xaùc suaát P(a < X < b) neáu X rôøi raïc
Cho X coù haøm maät ñoä fX(xi) = P(X = xi), i = 1, . . . , n, khi ñoù vôùi caùc
bieán ngaãu nhieân lieân tuïc ta coù

P(a < X < b) =
∑

a<xi<b

P(X = xi),

P(X < b) =
∑

xi<b

P(X = xi),

P(X > a) =
∑

xi>a

P(X = xi).

1. Soá veát baån treân caùc taám goám laø 1 bieán ngaãu nhieân coù pdf laø p(k) =

e−5 5k

k!
. Tìm xaùc suaát coù a) ít nhaát 1 veát baån treân taám goám. b) nhieàu

nhaát 7 veát baån treân taám goám.

Daïng 2. Tìm xaùc suaát P(a < X < b) neáu bieát haøm maät ñoä
Cho X coù haøm maät ñoä fX : R → R, khi ñoù vôùi caùc bieán ngaãu nhieân lieân
tuïc ta coù

P(a < X < b) =

∫ b

a

fX(x)dx = FX(b) − FX(a),

P(X < b) =

∫ b

−∞
fX(x)dx = FX(b),

P(X > a) =

∫ +∞

a

fX(x)dx = 1 − FX(a).

Löu yù laø vôùi bieán ngaãu nhieân X lieân tuïc ta coù P(X = {a}) = 0. Do ñoù

P(a < X < b) = P(a < X ≤ b) = P(a ≤ X < b) = P(a ≤ X ≤ b).

1. Tìm P(−c < X < c) vôùi c = 1, c = 2 vaø tìm soá xα thoûa P(X ≥ xα) = α
vôùi α = 0.05, α = 0.1. Cho bieát X laø bieán ngaãu nhieân coù haøm maät ñoä
fX(x) (fX(x) = 0 taïi caùc giaù trò x khoâng chæ ra).

(a) chuaån N(µ, σ2): fX(x) = 1√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2 vôùi σ = 2, µ = 0,
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(b) χ2(p) (p > 0): fX(x) = 1
2p/2Γ(p/2)

x−1+p/2e−x/2 (x > 0), p = 1,

(c) Student St(n) (n ∈ N): f(x) = Γ((n+1)/2)√
nπΓ(n/2)

(

1 + x2

n

)−(n+1)/2

, x ∈ R

choïn n = 1,

(d) Fisher-Snedecor F (m, n): f(x) = (m/n)m/2Γ((m+n)/2)
Γ(m/2)Γ(n/2)

xm/2−1

(1+mx/n)(m+n)/2

x > 0, choïn m = 2, n = 3.

2. Tìm P(−c < X < c) vôùi c = 1, c = 2 vaø tìm soá xα thoûa P(X ≥ xα) = α
vôùi α = 0.05, α = 0.1. Cho bieát X laø bieán ngaãu nhieân coù haøm maät ñoä
fX(x) (fX(x) = 0 taïi caùc giaù trò x khoâng chæ ra).

(a) ñeàu Uniform(a,b): fX(x) = 1
b−a

vôùi x ∈ [a, b], a = 0, b = 3,

(b) muõ Exp(β) (β > 0): fX(x) = 1
β
e−x/β (x > 0), β = 1.

(c) Gamma(α, β) (α, β > 0): fX(x) = βα

Γ(α)
xα−1e−βx (x > 0), α =

1, β = 1,

(d) Beta(α, β) (α, β > 0): fX(x) = Γ(α+β)
Γ(α)Γ(β)

xα−1(1−x)β−1 (0 < x < 1),
α = 1, β = 2.

Daïng 3. Tìm xaùc suaát P(a < X < b) vôùi X ∼ N(µ, σ2)

Cho X ∼ N(µ, σ2) coù haøm maät ñoä fX(x) = 1√
2πσ2

e−(x−µ)2/2σ2
. Ñaët Φ(x) =

1√
2π

∫ x

−∞ e−t2/2dt. Khi ñoù ta coù

P(a < X < b) = P

(

a − µ

σ
<

X − µ

σ
<

b− µ

σ

)

= Φ

(

b − µ

σ

)

− Φ

(

a − µ

σ

)

,

P(X < b) = P

(

X − µ

σ
<

b − µ

σ

)

= Φ

(

b− µ

σ

)

,

P(X > a) = 1 − P(X ≤ a) = 1 − Φ

(

a − µ

σ

)

.

1. Cho X ∼ N(µ, σ2).

(a) Chöùng toû cX + d ∼ N(cµ + d, c2σ2),

(b) Chöùng toû X−µ
σ

∼ N(0, 1),
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(c) Cho X ∼ N(3, 4), tính P(1 < X < 3),

(d) Cho X ∼ N(1, 9), tính a, b ñeå P(X < a) = 0, 506, P(X > b) =
0, 198.

(e) Cho X ∼ N(20, 4; 3, 52). Tìm P(X < 18, 1), P(X > 17, 9), P(X <
18, 1|X > 17, 9). Tìm t ñeå P(X < t) = 0, 444.

(f) Cho X ∼ N(5, σ2). Cho P(X < 3) = 0, 3. Tìm P(X ≥ 7),
P(X < 7), P(3 ≤ X < 7).

(g) Cho Y ∼ N(12, σ2) vaø P(10 ≤ Y < 14) = 0, 6. Tìm P(Y ≥ 14),
P(Y < 10), P(12 ≤ Y < 14), P(Y < 14|Y > 12).

(h) Cho X ∼ N(−5, σ2). Cho P(X < −3) = 0, 8. Tìm P(X < 7),
P(−7 < X < −5).

2. Moät maùy ñoùng goùi boät mì ñoùng caùc bao coù troïng löôïng tuaân theo phaân
phoái chuaån coù trung bình laø 150 kg vaø ñoä leäch chuaån laø 0,5 kg. Choïn
ngaãu nhieân moät bao, tìm xaùc suaát ñeå bao ñoù coù troïng löôïng a) < 149
kg; b) > 151,5 kg; c) naèm giöõa 149 kg vaø 151 kg.

3. Moät nhaø noâng chôû 850 baép caûi ñi baùn. Giaû söû troïng löôïng baép caûi laø
moät bieán ngaãu nhieân coù phaân phoái chuaån vôùi trung bình 1,1 kg vaø ñoä
leäch chuaån 150 g. Neáu nhaø noâng naøy laáy ngaãu nhieân moät baép caûi thì
xaùc suaát ñeå noù coù troïng löôïng naèm giöõa 1,2 kg ñeán 1,3 kg laø bao nhieâu.
Öôùc löôïng xem coù bao nhieâu baép caûi coù troïng löôïng > 1,4 kg?

4. Ñieåm soá trong moät kyø thi tuaân theo phaân phoái chuaån coù trung bình µ
vaø ñoä leäch chuaån σ. Giaû söû thang ñieåm laø 100. Neáu 10% thí sinh ñaït
treân 80 ñieåm vaø 20% thí sinh thaáp hôn 45 ñieåm. Tìm µ, σ.

5. Khoái löôïng moät goùi rau baùn taïi moät sieâu thò rau saïch laø bieán ngaãu nhieân
coù phaân phoái chuaån vôùi trung bình 550 g vaø ñoä leäch chuaån 20 g.

(a) Choïn ngaãu nhieân moät goùi rau. Tìm xaùc suaát ñeå goùi rau ñoù coù
troïng löôïng trong khoaûng 500 g ñeán 600 g.

(b) Trong moät ngaøy coù 1200 goùi rau ñöôïc baùn. Tìm soá rau maø troïng
löôïng cuûa noù > 540 g.

(c) Taïi moät sieâu thò gaàn ñoù, 15% goùi rau ñöôïc baùn coù troïng löôïng ít
nhaát 600 g vaø khoâng nhieàu hôn 10% rau ñöôïc baùn coù troïng löôïng
< 540 g. Giaû söû troïng löôïng rau M cuûa caùc goùi rau cuûa sieâu thò
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naøy tuaân theo phaân phoái chuaån. Tìm trung bình vaø ñoä leäch chuaån
cuûa M.

Daïng 4. Phöông phaùp tìm haøm maät ñoä cuûa bieán ngaãu nhieân lieân tuïc
h(X) baèng haøm phaân phoái tích luõy
Cho X coù haøm maät ñoä fX : R → R, cho fX : R → R laø haøm ño ñöôïc
Borel. Ta tìm haøm maät ñoä cuûa Y = h(X) nhö sau
Böôùc 1: vôùi moãi y ∈ R ta tìm taäp Ay = {x : h(x) ≤ y},
Böôùc 2: Tìm FY )(y) = P (h(X) ≤ y) =

∫

Ay
fX(x)dx,

Böôùc 3: Tìm F ′
h(X) = fh(X).

1. Cho bieán ngaãu nhieân lieân tuïc X coù haøm maät ñoä fX . Tìm fcX+d theo
fX . AÙp duïng: Tìm haøm maät ñoä cuûa Y = 2X, Z = −3X bieát X laø bieán
ngaãu nhieân coù haøm maät ñoä fX(x) (fX(x) = 0 taïi caùc giaù trò x khoâng
chæ ra)

(a) ñeàu Uniform(a,b): fX(x) = 1
b−a

vôùi x ∈ [a, b].

(b) chuaån N(µ, σ2): fX(x) = 1√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2

(c) muõ Exp(β) (β > 0): fX(x) = 1
β
e−x/β (x > 0).

(d) Gamma(α, β) (α, β > 0): fX(x) = βα

Γ(α)
xα−1e−βx (x > 0).

(e) χ2(p) (p > 0): fX(x) = 1
2p/2Γ(p/2)

x−1+p/2e−x/2 (x > 0).

(f) Beta(α, β) (α, β > 0): fX(x) = Γ(α+β)
Γ(α)Γ(β)

xα−1(1−x)β−1 (0 < x < 1)

2. Cho bieán ngaãu nhieân lieân tuïc X coù haøm maät ñoä fX . Tìm haøm maät ñoä
cuûa Y = eX vôùi

(a) fX(x) = e−x vôùi x ≥ 0, fX(x) = 0 vôùi x < 0.

(b) X ∼ N(0, 1).

(c) X ∼ N(µ, σ2).

3. Cho bieán ngaãu nhieân lieân tuïc X coù haøm maät ñoä fX .

(a) Tìm fX2 theo fX ,

(b) Tìm fX2 neáu X ∼ N(0, 1),

(c) Cho X ∼ Uniform(−1, 3). Tìm fX2
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4. Cho X coù haøm xaùc suaát tích luõy FX . Tìm FX+ vôùi X+ = max{X, 0}.

7. Caùc tham soá ñaëc tröng

Ñònh nghóa. Cho (Ω,M, P) laø khoâng gian xaùc suaát vaø X, Y laø bieán ngaãu
nhieân treân Ω. Neáu X ∈ L1(P) ta ñònh nghóa
a) Kyø voïng (expectation, hay trung bình) cuûa X: µX = EX :=

∫

Ω
X(ω)dP(ω)

b) Phöông sai (variance) cuûa X: varX := E(X − µX)2

c) Moâment thöù n cuûa X: E(Xn)
d) Haøm sinh moâment (moment generating function) cuûa X: MX(t) =

E(etX).
e) Hieäp phöông sai (covariance) cuûa X, Y : cov(X, Y ) = E(X − µX)(Y −

µY ).

Ñònh lyù. (Quy taéc Lazy Statistician) Cho X : Ω → Rk laø bieán ngaãu nhieân
coù haøm maät ñoä fX vaø g : Rk → R laø moät haøm Borel.
a) Neáu X laø bieán ngaãu nhieân rôøi raïc, X(Ω) = {x1, x2, ...} thì

E(g(X)) =
∑

i

g(xi)P(X = xi) =
∑

i

g(xi)fX(xi).

b) Neáu X laø bieán ngaãu nhieân lieân tuïc vaø g(X) ≥ 0 hay g(X) ∈ L1(P) thì

E(g(X)) =

∫

Rk

g(x)fX(x)dx.

Baøi taäp. Duøng kyõ thuaät 4D chöùng minh ñònh lyù cho tröôøng hôïp bieán ngaãu
nhieân lieân tuïc theo caùc böôùc sau:
(i) Xeùt tröôøng hôïp g(x) = IB(x) vôùi B ∈ B(Rk). CM g(X(ω)) = IX∈B(ω).
Töø ñoù suy ra ñaúng thöùc.
(ii) Cm cho tröôøng hôïp g laø haøm ñôn.
(iii) Cm cho tröôøng hôïp g ≥ 0.
(iv) Cm cho tröôøng hôïp toång quaùt baèng caùch duøng phaân tích g = g+ − g−.

Meänh ñeà (veà EX). Cho X, Y laø hai bieán ngaãu nhieân xaùc ñònh treân cuøng khoâng
gian xaùc suaát. Ta coù
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a) neáu X, Y coù cuøng phaân phoái vaø g(X) ∈ L1(P) thì g(Y ) ∈ L1(P) vaø
E(g(X)) = E(g(Y )).
b) E(c) = c vôùi moïi c ∈ R.
c) neáu X, Y ∈ L1(P) thì αX+βY ∈ L1(P) vaø E(αX+βY ) = αEX+βEY .
d) Neáu X ≤ Y haàu chaéc chaén thì EX ≤ EY .
e) neáu X ≥ 0 haàu chaéc chaén vaø EX = 0 thì X = 0 haàu chaéc chaén.
f) neáu X ∈ L1(P) thì |X| ∈ L1(P) vaø |E(X)| ≤ E(|X|).

Baøi taäp. Chöùng minh ñònh lyù treân.
(i) Cm E(g(X)) = Eg(Y ) baèng kyõ thuaät 4D.
(ii) Cm b) , c), d), f) baèng caùc tính chaát cuûa tích phaân.
(iii) Cm e) baèng caùch xeùt caùc taäp hôïp En = {X ≥ 1

n
} = {ω ∈ Ω : X(ω) ≥ 1

n
}.

CMR P(En) = 0 vaø {X > 0} = ∪∞
n=1En. Töø ñoù suy ra P(X > 0) = 0.

Meänh ñeà (veà varX vaø cov(X,Y)). Cho X, Y ∈ L2(P ), α ∈ R. Ta coù X ∈
L1(P ) vaø
a) var(X + α) = var(X), var(αX) = α2var(X), var(α) = 0
b) var(X) = E(X2) − (E(X))2

c) cov(X, Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ),
d) var(αX + βY ) = α2varX + β2var(Y ) + 2αβcov(X, Y )

Meänh ñeà (veà haøm sinh moment). Cho bieán ngaãu nhieân X, Y : Ω → R coù
etX, etY ∈ L1(P), trong moät khoaûng môû (cuûa bieán t) chöùa 0. .
a) M

(n)
X (0) = E(Xn).

b) neáu MX(t) = MY (t) trong moät khoaûng môû chöùa 0 thì X, Y coù cuøng
haøm maät ñoä xaùc suaát.

Phöông phaùp tính EX, varX, haøm moment
Caùch 1. Duøng quy taéc Lazy Statistician:
EX =

∑

i xP(X = xi) hay EX =
∫

R
xfX(x)dx,

EX2 =
∑

i x
2
i P(X = xi) hay EX2 =

∫

R
x2fX(x)dx vaø coâng thöùc varX =

EX2 − (EX)2.
MX(t) =

∑

i e
txiP(X = xi) hay MX(t) =

∫

R
etxfX(x)dx

48

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Caùch 2. Duøng coâng thöùc EX = M ′
X(0), EX2 = M”X (0).

BAØI TAÄP

Daïng 1. Tìm haøm sinh moâ men cuûa bieán ngaãu nhieân
Cho X(Ω) = {x1, . . . , xn}, g : R → R, Y laø bieán ngaãu nhieân lieân tuïc coù
haøm maät ñoä fY

MX(t) = E(etX) =
n
∑

j=1

exitP(X = xi),

MY (t) = E(etY ) =

∫

R

etyfY (y)dy

1. Tìm haøm sinh moment cuûa caùc bieán ngaãu nhieân sau

(a) Bernoulli(p): X : Ω → {0, 1} vôùi fX(1) = P (X = 1) = p, fX(0) =
P (X = 0) = 1 − p.

(b) nhò thöùc Binomial(n,p): fX(k) = P (X = k) = Ck
npk(1 − p)n−k vôùi

k = 0, 1, ..., n.

(c) Poisson(λ): fX(k) = P (X = k) = e−λ λk

k!

(d) Chuaån N(µ, σ2)

(e) Gamma(α, β) (α, β > 0): fX(x) = βα

Γ(α)
xα−1e−βx (x > 0).

2. Cho bieát MX(t), tìm phaân phoái cuûa X neáu

(a) MX(t) = et2 ,

(b) MX(t) = e−2t+t2/2,

(c) MX(t) = et/3 + 2/3,

(d) MX(t) = (3et/4 + 1/4)40.

49

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Daïng 2. Tìm kyø voïng, phöông sai bieán ngaãu nhieân rôøi raïc
Cho X(Ω) = {x1, . . . , xn}, g : R → R, coù theå duøng coâng thöùc E(Xn) =
dnMX

dtn

∣

∣

t=0
hay duøng coâng thöùc Lazy-Statistics

E(X) =

n
∑

j=1

xiP(X = xi),

E(X2) =
n
∑

j=1

x2
i P(X = xi),

V ar(X) = E(X2) − (E(X))2.

1. Cho bieát MX(t), tìm kyø voïng, phöông sai cuûa bieán ngaãu nhieân X neáu

(a) MX(t) = et/3 + 2/3,

(b) MX(t) = (3et/4 + 1/4)40.

2. Tìm kyø voïng, phöông sai cuûa caùc bieán ngaãu nhieân rôøi raïc coù phaân phoái

(a) Bernoulli(p): X : Ω → {0, 1} vôùi fX(1) = P (X = 1) = p, fX(0) =
P (X = 0) = 1 − p.

(b) nhò thöùc Binomial(n,p): fX(k) = P (X = k) = Ck
npk(1 − p)n−k vôùi

k = 0, 1, ..., n.

(c) hình hoïc Geom(p): fX(k) = P (X = k) = p(1 − p)k−1, k = 1, 2, ...
(0 < p < 1)

(d) Poisson(λ): fX(k) = P (X = k) = e−λ λk

k!
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Daïng 3. Tìm kyø voïng, phöông sai bieán ngaãu nhieân lieân tuïc
Cho X, coù haøm maät ñoä fX , coù theå duøng coâng thöùc E(Xn) = dnMX

dtn

∣

∣

t=0
hay

duøng ñònh nghóa

E(X) =

∫

R

xfX(x)dx,

E(X2) =

∫

R

x2fX(x)dx, ,

V ar(X) = E(X2) − (E(X))2.

1. Cho bieát MX(t), tìm kyø voïng, phöông sai cuûa bieán ngaãu nhieân X neáu

(a) MX(t) = et2 ,

(b) MX(t) = e−2t+t2/2,

2. Tìm kyø voïng, phöông sai cuûa caùc bieán ngaãu nhieân lieân tuïc coù phaân
phoái (fX(x) = 0 taïi caùc giaù trò x khoâng chæ ra)

(a) ñeàu Uniform(a,b): fX(x) = 1
b−a

vôùi x ∈ [a, b].

(b) chuaån N(µ, σ2): fX(x) = 1√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2

(c) muõ Exp(β) (β > 0): fX(x) = 1
β
e−x/β (x > 0).

(d) Gamma(α, β) (α, β > 0): fX(x) = βα

Γ(α)
xα−1e−βx (x > 0).

(e) χ2(p) (p > 0): fX(x) = 1
2p/2Γ(p/2)

x−1+p/2e−x/2 (x > 0).

(f) Beta(α, β) (α, β > 0): fX(x) = Γ(α+β)
Γ(α)Γ(β)

xα−1(1−x)β−1 (0 < x < 1)

8. Tính ñoäc laäp

Ñònh nghóa. Cho (Ω,M, P). Cho Xi : Ω → Rni , i = 1, . . . , p, laø caùc bieán
ngaãu nhieân. Ta noùi Xi, i = 1, . . . , p, ñoäc laäp neáu caùc bieán coá (Xi ∈ Bi),
i = 1, . . . , p, laø bieán coá ñoäc laäp vôùi moïi Bi ∈ B(Rni).
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Ñònh lyù. Cho Xi : Ω → Rni , i = 1, . . . , p, laø caùc bieán ngaãu nhieân vaø gi :
Rni → Rn′

i laø caùc haøm ño ñöôïc Borel. Khi ñoù gi ◦ Xi laø caùc bieán ngaãu nhieân
ñoäc laäp.

Meänh ñeà Cho caùc bieán ngaãu nhieân (Xi)i=1,...,n ñoäc laäp vaø gi : R → R laø caùc
haøm Borel thì g1 ◦ X1, ..., gn ◦ Xn ñoäc laäp. Hôn nöõa, neáu gi(Xi) ∈ L1(P) vôùi
moïi i = 1, ..., n thì

E(g1(X1)...gn(Xn)) = E(g1(X1))...E(gn(Xn)).

Meänh ñeà . Cho bieán ngaãu nhieân X, Y, Xi : Ω → R, i = 1, . . . , n ñoäc laäp.
a) (veà haøm sinh moment) Giaû söû etXi ∈ L1(P), i = 1, ..., n trong moät khoaûng

môû (cuûa bieán t) chöùa 0. Khi ñoù MX1+...+Xn(t) = MX1(t)...MXn(t),
b) cov(X, Y ) = 0,
b) (Coâng thöùc Biennayme) Neáu giaû thieát theâm Xi ∈ L2(P ) thì

var

(

n
∑

i=1

Xi

)

=
n
∑

i=1

varXi.

BAØI TAÄP
Daïng 1. Tìm phaân phoái cuûa T (X1, . . . , Xn) vôùi X1, . . . , Xn ñoäc laäp
baèng haøm xaùc suaát tích luõy
Böôùc 1: Bieán ñoåi FT (z) = P(T ≤ z) thaønh FT (z) =
Ψ(FX1(z), . . . , FXn(z)),
Böôùc 2: Tìm F ′

T (z).

1. Tìm haøm maät ñoä cuûa

(a) Z = max{X1, ..., Xn} bieát X1, ..., Xn ñoäc laäp vaø coù cuøng phaân
phoái fX . HD: max{x1, ..., xn} ≤ z nghóa laø x1 ≤ z, ..., xn ≤ z.

(b) Z = min{X1, ..., Xn} bieát X1, ..., Xn ñoäc laäp vaø coù cuøng phaân phoái
fX .

Daïng 2. Tìm phaân phoái cuûa X + Y vôùi X, Y ñoäc laäp baèng haøm sinh
moment
Böôùc 1: Ta tìm MX(t), MY (t),
Böôùc 2: Tìm MX+Y b baèng caùch söû duïng MX+Y (t) = MX(t)MY (t) vôùi
X, Y ñoäc laäp,
Böôùc 3: Töø MX+Y xaùc ñònh phaân phoái coù haøm sinh moment naøy.
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1. Cho X, Y ñoäc laäp. CMR

(a) neáu X ∼ Binomial(n, p), Y ∼ Binomial(m, p) thì X + Y ∼
Binomial(n + m, p)

(b) neáu X ∼ Poisson(λ), Y ∼ Poisson(µ) thì X + Y ∼ Poisson(λ +
µ)

(c) neáu X ∼ Γ(a, β), Y ∼ Γ(b, β) thì X + Y ∼ Γ(a + b, β)

(d) neáu X ∼ N(µX , σ2
X), Y ∼ N(µY , σ2

Y ) thì X + Y ∼ N(µX +
µY , σ2

X + σ2
Y )

9. Veùc-tô ngaãu nhieân

Ñònh nghóa. Bieán ngaãu nhieân X : Ω → Rk goïi laø bieán ngaãu nhieân lieân
tuïc neáu PX � mk, nghóa laø vôùi moïi taäp Borel ño ñöôïc B trong Rk thoûa
mk(B) = 0 thì PX(B) = 0.

Meänh ñeà Neáu bieán ngaãu nhieân X : Ω → Rk laø bieán ngaãu nhieân lieân tuïc thì
toàn taïi haøm khaû tích Lebesgue fX : Rk → R (goïi laø haøm maät ñoä cuûa X) sao
cho fX(x) ≥ 0 vaø vôùi moïi taäp Borel B ∈ Rk ta coù

P(X ∈ B) =

∫

B

fX(x)dmk(x).

Ñònh nghóa. Cho bieán ngaãu nhieân V = (X1, ..., Xk). Haøm FV (x1, ..., xk) =
P (X1 ≤ x1, ..., Xk ≤ xk) goïi laø haøm xaùc suaát tích luõy cuûa V.

Meänh ñeà Ta coù
a) 0 ≤ FV (x1, ..., xk) ≤ 1 vôùi moïi (x1, ..., xk) ∈ Rk,

lim
xi→−∞,∀i

FV (x1, ..., xk) = 0, lim
xi→+∞,∀i

FV (x1, ..., xk) = 1.

b) Neáu Xi laø caùc bieán ngaãu nhieân rôøi raïc, ñaët fV (x1, ..., xk) = P (X1 =
x1, ..., Xk = xk), (x1, ..., xk) ∈ J thì

∑

(x1,...,xk)∈J fV (x1, ..., xk) = 1 vaø

FV (x1, ..., xk) =
∑

s1≤x1,...,sk≤xk

fV (s1, ..., sk)
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c) NeáuXi laø caùc bieán ngaãu nhieân lieân tuïc thì haøm maät ñoä fV (x1, ..., xk) ≥ 0,
∫

Rk fV dmk = 1,

FV (x1, ..., xk) =

∫ x1

−∞
...

∫ xk

−∞
fV (s1, ..., sk)ds1...dsk

vaø fV = ∂kfV

∂x1...∂xk

Meänh ñeà Hoï caùc bieán ngaãu nhieân (Xi)i=1,...,n laø ñoäc laäp khi vôùi moïi hoï caùc
soá nguyeân 1 ≤ i1 < ... < ik ≤ n ta coù.

FXi1 ...Xik
(xi1, ..., xik) = FXi1

(xi1)...FXik
(xik)

Trong ñoù FXi1 ...Xik
laø haøm xaùc suaát tích luõy ñoàng thôøi cuûa hoï Xi1 , ..., Xik vaø

FXi laø haøm xaùc suaát tích luõy cuûa Xi.

Meänh ñeà. Choï (Xi)i=1,...,n laø caùc bieán ngaãu nhieân rôøi raïc ñoäc laäp. vôùi moïi
hoï caùc soá nguyeân 1 ≤ i1 < ... < ik ≤ n ta coù

fXi1 ...Xik
(xi1, ..., xik) = fXi1

(xi1)...fXik
(xik)

vôùi fXi1 ...Xik
(xi1, ..., xik) = P (Xi1 = xi1, ..., Xik = xik).

Meänh ñeà Cho X, Y : Ω → R laø hai bieán ngaãu nhieân ñoäc laäp vaø lieân tuïc, khi
ñoù
a) fX+Y (z) = fX ∗ fY (z) :=

∫∞
−∞ fX(z − y)fY (y)dy

b) fX/Y (z) =
∫∞
0

yfX(zy)fY (y)dy

Meänh ñeà Ta coù
a) neáu X ∼ N(0, 1) thì X2 ∼ χ2(1)
b) neáu X ∼ N(0, 1) vaø Y ∼ χ2(m) ñoäc laäp thì Z = X

Y/
√

m
coù phaân phoái

Student vôùi tham soá n
c) neáu X ∼ χ2(n), Y ∼ χ2(m) ñoäc laäp thì X + Y ∼ χ2(m + n)

d) neáu X ∼ χ2(n), Y ∼ χ2(m) ñoäc laäp thì Z = X/n
Y/m

coù phaân phoái Fisher-

Snedecor vôùi tham soá n, m).

Meänh ñeà Cho X ∼ N(µX , σ2
X), Y ∼ N(µY , σ2

Y ) ñoäc laäp. Cho X1, ..., Xn ñoäc
laäp vaø coù cuøng phaân phoái N(µ, σ). Khi ñoù
a) cX + d ∼ N(cµX + d, c2σ2

X)
b) (X − µX)/σX ∼ N(0, 1)
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c) X + Y ∼ N(µX + µY , σ2
X + σ2

Y )
d) 1

σ2

∑n
i=1(Xi − µ)2 ∼ χ2(n).

Ñònh nghóa Caùc bieán ngaãu nhieân X1, . . . , Xn goïi laø moät maãu ngaãu nhieân côõ
n cuûa toång theå f(x) neáu X1, . . . , Xn ñoäc laäp vaø coù cuøng haøm maät ñoä f(x).

Ñònh nghóa Trung bình maãu cuûa maãu ngaãu nhieân X1, . . . , Xn xaùc ñònh bôûi

X =
1

n

n
∑

i=1

Xi

Phöông sai maãu cuûa maãu ngaãu nhieân X1, . . . , Xn xaùc ñònh bôûi

S2
X =

1

n − 1

n
∑

i=1

(Xi − X)2.

Meänh ñeà. ChoX1, . . . , Xn goïi laø moät maãu ngaãu nhieân coù phaân phoáiN(µX , σ2
X).

Khi ñoù

1. X vaø S2 ñoäc laäp,

2. X ∼ N(µ, σ2

n
),

3. (n − 1)S2/σ2 ∼ χ2(n − 1),

4. (X − µX)/(SX/
√

n) ∼ St(n− 1),

5. Cho theâm Y1, . . . , Ym goïi laø moät maãu ngaãu nhieân coù phaân phoái N(µY , σ2
Y ).

Khi ñoù
S2

X/σ2
X

S2
Y /σ2

Y

∼ F (n − 1, m − 1).

Phöông phaùp tìm haøm maät ñoä cuûa Z = r(X, Y )
Böôùc 1 Tìm taäp hôïp Bz = {(x, y) : r(x, y) ≤ z}
Böôùc 2 Tính FZ = P (Z ≤ z) =

∫

Bz
fX,Y (x, y)dxdy

Böôùc 3 Tính fZ = F ′
Z

BAØI TAÄP

1. Tìm haøm maät ñoä cuûa
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(a) Z = X ± Y vôùi X, Y ñoäc laäp vaø coù phaân phoái ñeàu treân khoaûng
(0, 1). Nhaéc laïi, Bieán ngaãu nhieân X coù phaân phoái ñeàu treân ñoaïn
(a, b)(kyù hieäu X ∼ Uniform(a, b)) neáu fX(x) = 1

b−a
neáu x ∈

(a, b), fX(x) = 0 neáu x 6∈ (a, b).

(b) Z = X/Y vôùi X, Y ñoäc laäp vaø coù phaân phoái ñeàu treân khoaûng
(0, 1).

10. Caùc ñònh lyù giôùi haïn

Ñònh nghóa Cho X, Xn : Ω → R laø daõy caùc bieán soá ngaãu nhieân treân
(Ω,M, P). Ta noùi
a) Xn hoäi tuï theo xaùc suaát tôùi X, kyù hieäu Xn

p→ X neáu vôùi moãi ε > 0 ta
coù

lim
n→∞

P(|Xn − X| > ε) = 0.

b) Xn hoäi tuï theo phaân boá, kyù hieäu Xn  X neáu limn→∞ FXn(t) = FX(t)

c) Xn hoäi tuï haàu chaéc chaén, kyù hieäu Xn
h.c.c→ X neáu limn→∞ P(Xn →

X) = 1

Meänh ñeà Caùc khaúng ñònh sau laø ñuùng
a) Xn

p→ X thì Xn  X

b) Xn
h.c.c→ X thì Xn

p→ X

Meänh ñeà
a) (Baát ñaúng thöùc Markov) Neáu X laø moät bieán ngaãu nhieân khoâng aâm thì

vôùi moïi a, p > 0 ta coù

P(X > a) ≤ E(Xp)

ap

b) (Baát ñaúng thöùc Chebyshev) Cho X laø bieán ngaãu nhieân coù trung bình µ
vaø phöông sai σ2. Vôùi moïi k > 0 ta coù

P(|X − µ| > k) ≤ σ2

k2
.

Ñònh lyù (daïng yeáu cuûa luaät soá lôùn) Cho X1, X2, ... laø moät daõy caùc bieán ngaãu
nhieân ñoäc laäp coù cuøng trung bình E(Xi) = µ vaø phöông sai var(Xi) = σ2.
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Khi ñoù
1

n

n
∑

i=1

Xi
p→ µ.

Ñònh lyù (daïng maïnh cuûa luaät soá lôùn) Cho X1, X2, ... laø moät daõy caùc bieán
ngaãu nhieân ñoäc laäp coù cuøng phaân phoái vôùi trung bình E(Xi) = µ . Khi ñoù

1

n

n
∑

i=1

Xi
h.c.c.→ µ.

Meänh ñeà Cho Z1, Z2, ... laø moät daõy caùc bieán ngaãu nhieân vôùi haøm phaân phoái
tích luõy FZn vaø haøm sinh moment MZn . Cho bieán soá ngaãu nhieân Z coù haøm
phaân phoái tích luõy FZ vaø haøm sinh MZ . Neáu MZn(t) → MZ(t) vôùi moïi t thì
FZn(z) → FZ(z) taïi moïi z ∈ R maø FZ lieân tuïc.

Ñònh lyù giôùi haïn trung taâmChoX1, X2, ... laø moät daõy caùc bieán ngaãu nhieân ñoäc
laäp coù cuøng phaân phoái vôùi trung bình E(Xi) = µ vaø phöông sai var(Xi) = σ2.
Ñaët Sn =

∑n
i=1. Ta coù haøm phaân phoái xaùc suaát cuûa

Sn − E(Sn)
√

var(Sn)
=

(X1 + ... + Xn) − nµ

σ
√

n

coù theå xaáp xæ baèng phaân phoái Gauss khi n → ∞, nghóa laø, vôùi moïi a ∈ R,

P

(

(X1 + ... + Xn) − nµ

σ
√

n
≤ a

)

→ Φ(a) =
1√
2π

∫ a

−∞
e−t2/2dt.

Ñònh lyù Moivre-Laplace Xeùt daõy pheùp thöû Bernoulli vôùi xaùc suaát thaønh coâng
laø p. Goïi X laø soá laàn thaønh coâng trong n pheùp thöû. Khi ñoù, vôùi moïi a ∈ R,
ta coù

lim
n→∞

P

(

X − np
√

np(1 − p)
< a

)

→ Φ(a)

Ñònh lyù giôùi haïn Poisson Xeùt daõy pheùp thöû Bernoulli vôùi xaùc suaát thaønh coâng
laø p. Goïi X laø soá laàn thaønh coâng trong n pheùp thöû. Khi ñoù neáu p → 0 vaø
np → λ (0 < λ < ∞) thì vôùi moïi k = 0, 1, 2, ... ta coù

lim
n→∞

P(X = k) =
e−λλk

k!
.
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Phöông phaùp aùp duïng luaät soá lôùn
Böôùc 1: Kieåm tra tính ñoäc laäp vaø cuøng phaân phoái cuûa caùc bieán ngaãu

nhieân Y1, Y2, .... Ta söû duïng tính chaát:
-Neáu X ∼ Y thì g(X) ∼ g(Y ) vaø E(g(X)) = E(g(Y )).
-Neáu X ñoäc laäp vôùi Y thì g(X) ñoäc laäp vôùi h(Y ).
Böôùc 2: Tính µ = E(Y1)
Böôùc 3: AÙp duïng tính chaát

lim
n→∞

1

n

n
∑

j=1

Yj = µ h.c.c.

Phöông phaùp aùp duïng ñònh lyù giôùi haïn trung taâm
Cho daõy bieán ngaãu nhieân ñoäc laäp X1, ..., Xn coù cuøng trung bình vaø phöông

sai. Tìm xaùc suaát P(a < Sn < b) vôùi Sn =
∑n

i=1 Xi.
Böôùc 1: Tìm µ = EXi vaø σ2 = varXi

Böôùc 2: Chuaån hoùa

P(a < Sn < b) = P

(

a − nµ√
nσ2

<
Sn − nµ√

nσ2
<

b− nµ√
nσ2

)

' Φ

(

b − nµ√
nσ2

)

− Φ

(

a − nµ√
nσ2

)

Löu yù. Neáu ta gaëp tích Y1...Yn, Yi > 0 ta coù theå duøng coâng thöùc

P(a < Y1...Yn < b) = P(ln a <
n
∑

j=1

lnYj < ln b)

roài aùp duïng ñònh lyù giôùi haïn trung taâm.

Phöông phaùp tìm xaùc suaát cuûa bieán ngaãu nhieân Bernoulli
Xeùt thí nghieäm coù xaùc suaát thaønh coâng laø p, xaùc suaát thaát baïi laø 1 − p.

Laëp laïi thí nghieäm naøy n laàn ñoäc laäp. Kyù hieäu Xi laø bieán ngaãu nhieân xaùc
ñònh bôûi: Xi = 1 neáu thí nghieäm thaønh coâng, Xi = 0 neáu thí nghieäm thaát baïi.
Ñaët Sn = X1 + ... + Xn thì Sn laø soá laàn thí nghieäm thaønh coâng trong n laàn
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thí nghieäm. Ta coù Sn ∼ Bernoulli(n, p), E(Sn) = np, var(Sn) = np(1 − p).
Theo ñònh lyù giôùi haïn trung taâm

P(a < Sn < b) = P

(

a − np
√

np(1 − p)
<

Sn − np
√

np(1 − p)
<

b − np
√

np(1 − p)

)

' Φ

(

b− np
√

np(1 − p)

)

− Φ

(

a − np
√

np(1 − p)

)

P(Sn < b) = P

(

Sn − np
√

np(1 − p)
<

b− np
√

np(1 − p)

)

' Φ

(

b− np
√

np(1 − p)

)

P(Sn = k) = P(k − 1

2
< Sn < k +

1

2
)

' Φ

(

k + 1
2
− np

√

np(1 − p)

)

− Φ

(

k − 1
2
− np

√

np(1 − p)

)

Neáu Sn ∼ Bernoulli(n, p) vôùi λ = np nhoû thì ta coù theå duøng xaáp xæ
Poisson(λ). Khi ñoù P(Sn = k) ' e−λλk

k!

BAØI TAÄP

1. Cho Yi, i = 1, 2, ... laø i.i.d. vaø coù Yi ∼ Binomial(1, p). CM Xn =
∑n

i=1 Yi ∼ Binomial(n, p) vaø limn→∞
Xn

n
= p haàu chaéc chaén.

2. Cho Xj, j = 1, 2, ... laø i.i.d. vôùi E(|Xj |) < ∞. Ñaët Yj = eXj . CM
(Y1...Yn)

1/n hoäi tuï tôùi moät haèng soá haàu chaéc chaén.

3. Cho bieán ngaãu nhieân Xj , j = 1, 2, ... laø i.i.d. Giaû söû E(|Xj |k) < ∞.
CM

lim
n→∞

1

n

n
∑

j=1

Xk
j = E(Xk

1 ) h.c.c.

4. Cho Xj , j = 1, 2, ... laø i.i.d. vaø Xj ∼ N(1, 3). CM

lim
n→∞

X1 + ... + Xn

X2
1 + ... + X2

n

=
1

4
h.c.c.
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5. (Phöông phaùp Monte-Carlo) Cho haøm soá g : (a, b) → R vaø g khaû
tích Riemann treân (a, b). Cho daõy Xj caùc bieán ngaãu nhieân i.i.d. coù
Xj ∼ Uniform(a, b). CM

lim
n→∞

1

n

n
∑

j=1

g(Xj(ω)) =
1

b − a

∫ b

a

g(x)dx h.c.c.

6. Cho bieán ngaãu nhieân X chöa bieát phaân phoái vaø cho caùc quan traéc
X1, . . . , Xn laø caùc bieán ngaãu nhieân ñoäc laäp, coù cuøng phaân phoái vôùi X.
Töø X1, . . . , Xn haõy tìm caùc xaáp xæ (coøn goïi laø öôùc löôïng) cuûa caùc tham
soá vôùi giaû söû

(a) X ∼ N(µ, σ2) vôùi µ, σ chöa bieát. Tìm xaáp xæ µ̂, σ̂ (cuûa µ, σ).

(b) X ∼ Poisson(λ) vôùi λ chöa bieát. Tìm λ̂.

(c) X ∼ Uniform(a, b) vôùi a, b chöa bieát. Tìm â, b̂.

(d) X ∼ Binomial(k, p) vôùi k, p chöa bieát. Tìm k̂, p̂.

(e) X ∼ Gamma(a, λ) vôùi a, λ chöa bieát. Tìm â, λ̂

(f) X ∼ Exp(β) vôùi β chöa bieát. Tìm β̂.

Trong caùc baøi taäp treân, haõy duøng phaàn meàm R ñeå phaùt sinh moät boä döõ
lieäu X1, . . . , Xn coù phaân phoái ñaõ cho vaø öôùc löôïng tham soá theo caùc
böôùc moâ taû nhö sau:

(a) Choïn phaân phoái vaø choïn tham soá (ví duï nhö µ = 0, σ = 1),

(b) Phaùt sinh boä döõ lieäu X1, . . . , Xn coù phaân phoái ñaõ choïn (ví duï
N(0, 1)),

(c) Tính öôùc löôïng caùc tham soá töø boä X1, . . . , Xn (ví duï tính µ̂, σ̂),

(d) So saùnh keát quaû töø coâng thöùc öôùc löôïng vôùi tham soá choïn luùc ban
ñaàu (ví duï: so saùnh µ̂, σ̂ vôùi 0, 1).

7. Cho bieán ngaãu nhieân lieân tuïc X coù caùc quan traéc X1, . . . , Xn ñoäc laäp
cuøng phaân phoái vôùi X. Cho a ∈ R, h > 0.

(a) Töø caùc quan traéc haõy tìm öôùc löôïng cho P(a < X ≤ a + h). HD:
P(a < X ≤ b) = E(Ia<X≤b)
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(b) Chöùng minh raèng neáu haøm maät ñoä fX lieân tuïc taïi a thì fX(a) =
limh→0+

1
h
P(a < X ≤ a + h). Töø ñoù suy ra moät öôùc löôïng cho

fX(a).

(c) phaùt sinh caùc boä döõ lieäu treân maùy tính caàm tay vaø döï ñoaùn xem
phaân phoái maø maùy caøi ñaët laø gì?

8. Moät coâng ty ñònh giaù baûo hieåm loác xoaùy söû duïng caùc giaû thieát sau: a)
Moãi naêm coù nhieàu nhaát 1 côn loác xoaùy, b) Xaùc suaát cuûa moãi côn loác
xoaùy laø 0.05, c) soá loác xoaùy haøng naêm laø ñoäc laäp vôùi nhau. Tính xaùc
suaát ñeå coù ít hôn 3 côn loác xoaùy trong 20 naêm.

9. Moät coâng ty laäp ra quyõ coù trò giaù 120 trieäu ñoàng ñeå thöôûng cho nhöõng
nhaân vieân coù thaønh tích cao trong naêm. Moãi ngöôøi seõ ñöôïc thöôûng C
trieäu ñoàng. Coâng ty coù 20 nhaân vieân vaø xaùc suaát ñaït thaønh tích cao cuûa
moãi nhaân vieân laø 0.02. Xaùc ñònh soá C ñeå xaùc suaát quyõ bò heát voán thaáp
hôn 0.01.

10. Moät kyø thi traéc nghieäm coù 40 caâu, moãi caâu coù 5 ñaùp aùn. Moät sinh vieân
caûm thaáy khaû naêng laøm moãi caâu ñuùng laø 0.5. Tìm xaùc suaát ñeå sinh
vieân naøy giaûi ñuùng ñöôïc ít nhaát 25 caâu.

11. Laõi suaát tính theo naêm cuûa tieàn ñaàu tö laø caùc bieán ngaãu nhieân ñoäc
laäp ri (i = 1, ..., n) vôùi ri = 0.06 vôùi xaùc suaát 0.3; ri = 0.08 vôùi xaùc
suaát 0.4;ri = 0.10 vôùi xaùc suaát 0.3. Tìm kyø voïng vaø phöông sai cuûa
ln(1 + ri). Khi ñaàu tö 1$ thì soá tieàn tích luõy ñöôïc sau n naêm seõ laø
AVn = (1 + r1)...(1 + rn) $. Söû duïng ñònh lyù giôùi haïn trung taâm ñeå tìm
xaùc suaát tieàn tích luõy ñöôïc cuoái naêm thöù 20 laø nhoû hôn 5$.

12. Laõi suaát tính theo naêm cuûa tieàn ñaàu tö laø caùc bieán ngaãu nhieân ñoäc laäp
ri (i = 1, ..., n) vôùi ri = 0.08; 0.12 vôùi xaùc suaát laàn löôït laø 0.4; 0.6. Tìm
kyø voïng vaø phöông sai cuûa ln(1 + ri). Ñaàu tö 10 000$ baây giôø. Tìm
xaùc suaát ñeå soá tieàn tích luõy ñöôïc cuoái naêm thöù 40 toái thieåu laø 400 000
$.
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