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PhPhPhPhÇÇÇÇnnnn ththththøøøø nhnhnhnhÊÊÊÊtttt
LLLLýýýý thuythuythuythuyÕÕÕÕtttt vvvvµµµµ cccc¸̧̧̧cccc phphphph­¬­¬­¬­¬ngngngng phphphph¸̧̧̧pppp ttttÝÝÝÝnhnhnhnh

ttttÊÊÊÊmmmm®µ®µ®µ®µnnnnhhhhååååiiii

ChChChCh­¬­¬­¬­¬ngngngng 1111
LLLLýýýý thuythuythuythuyÕÕÕÕtttt ttttÝÝÝÝnhnhnhnh totototo¸̧̧̧nnnn ttttÊÊÊÊmmmm

TÊm lµ vËt thÓ h×nh khèi ®­îc
giíi h¹n b»ng hai mÆt ph¼ng, cã chiÒu
cao h (chiÒu dµy) rÊt nhá so víi hai
kÝch th­íc cßn l¹i h<<a,b, h×nh 1-1.

MÆt ph¼ng trung b×nh lµ mÆt
ph¼ng c¸ch ®Òu mÆt trªn vµ mÆt d­íi
cña tÊm.

TÊm chÞu uèn ®­îc ph©n lo¹i
thµnh tÊm mángvµ tÊm dÇy.

TÊm ®­îc gäi lµ tÊm máng khi
[12,17]:

min

1
10

h
l

≤ vµ max 1 1
5 10

w
h

≤ ÷

(wmax lµ chuyÓn vÞ ph¸p lín nhÊt). TÊm ®­îc gäi lµ tÊm dµy khi:
min

1
10

h
l

> .

TÊm máng ®­îc tÝnh theo gi¶ thiÕt Kirchhoff , bá qua biÕn d¹ng c¾t trong
mÆt ph¼ng ph¸p tuyÕn; cßn tÊm dµy ®­îc tÝnh cã kÓ ®Õn biÕn d¹ng c¾t trong mÆt
ph¼ng ph¸p tuyÕn theo gi¶ thiÕt Mindlin.

1.1.1.1.1.1.1.1. ttttÝÝÝÝnhnhnhnh ttttÊÊÊÊmmmmmmmmáááángngngng chchchchÞÞÞÞuuuu uuuuèèèènnnn
1.1.1.1.1.1.1.1.1.1.1.1. CCCC¸̧̧̧cccc gigigigi¶¶¶¶ thithithithiÕÕÕÕtttt ttttÝÝÝÝnhnhnhnh totototo¸̧̧̧nnnn

TÝnh to¸n tÊm máng dùa trªn 03 gi¶ thiÕt Kirchhoff:
1. Bá qua øng suÊt ph¸p vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng tÊm, 0zσ = .

2. Khi tÊm chÞu uèn, chuyÓn vÞ th¼ng trªn mÆt ph¼ng trung b×nh b»ng

kh«ng, ( ) ( ), ,0 , ,0 0u x y v x y= = .

3. PhÇn tö th¼ng m-n vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng trung b×nh tr­íc biÕn d¹ng
th× sau biÕn d¹ng vÉn th¼ng, vÉn vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng trung b×nh vµ kh«ng

0 X

Y a

bh

u

wv

d x

d y

z

q(x,y)

H×nh 1-1.
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thay ®æi ®é dµi. Tõ ®ã rót ra: 0z xz yzε = γ = γ = .

Tõ c¸c gi¶ thiÕt cña Kirchhoff, chuyÓn vÞ ( ), ,u x y z , ( ), ,v x y z , biÕn d¹ng,

øng suÊt, néi lùc ®­îc x¸c ®Þnh qua chuyÓn vÞ ( ),w x y vµ bµi to¸n 03 chiÒu trë

thµnh bµi to¸n 02 chiÒu.
1.1.2.1.1.2.1.1.2.1.1.2. CCCC¸̧̧̧cccc phphphph­¬­¬­¬­¬ngngngng trtrtrtr××××nhnhnhnh cccc¬¬¬¬ bbbb¶¶¶¶nnnn

Nãi chung, bµi to¸n c¬ häc ®­îc gi¶i trªn c¬ së 3 nhãm ph­¬ng tr×nh c¬ b¶n:
h×nh häc, vËt lý, c©n b»ng kÕt hîp víi ®iÒu kiÖn biªn.

- Nhãm ph­¬ng tr×nh h×nh häc biÓu thÞ quan hÖ gi÷a biÕn d¹ng vµ chuyÓn vÞ.
- Nhãm ph­¬ng tr×nh vËt lý biÓu thÞ quan hÖ gi÷a biÕn d¹ng vµ øng suÊt.
- Nhãm ph­¬ng tr×nh c©n b»ng biÓu thÞ ®iÒu kiÖn c©n b»ng (tÜnh, ®éng) cña

ph©n tè hoÆc toµn hÖ.
1.1.1.1. PhPhPhPh­¬­¬­¬­¬ngngngng trtrtrtr××××nhnhnhnh hhhh××××nhnhnhnh hhhhääääcccc

XÐt tÊm máng cã chiÒu dµy
h=const, vËt liÖu ®µn håi tuyÕn tÝnh.
T¸ch tõ tÊm mét ph©n tè VCB cã c¸c
c¹nh dx, dy, h×nh 1-2.

Theo lý thuyÕt ®µn håi vµ gi¶

thiÕt 3,
( ), ,

0z
w x y z

z
∂

ε = =
∂

nªn theo

chiÒu dÇy tÊm:

( ) ( ), , ,w x y z w x y const= = (1.1)

Tõ gi¶ thiÕt 2 vµ 3, chuyÓn vÞ

( ), ,u x y z , ( ), ,v x y z t¹i ®iÓm K bÊt kú

c¸ch mÆt trung b×nh kho¶ng c¸ch z ®­îc

biÓu diÔn qua chuyÓn vÞ ( ),w x y , h×nh 1-

3, cã d¹ng:

( ) ( ),
, , . y

w x y
u x y z z z

x
∂

= − = − θ
∂

(1.2)

( ) ( ),
, , . x

w x y
v x y z z z

y
∂

= − = − θ
∂

(1.3)

Tõ lý thuyÕt ®µn håi, c¸c thµnh
phÇn biÕn d¹ng cña tÊm ®­îc x¸c ®Þnh
theo c«ng thøc:

u

v A ’
A

C
vv dy
y
∂

+
∂ C ’

uu dy
y
∂

+
∂

2β
1β

B ’
d y

vv dx
x
∂

+
∂

uu dx
x
∂

+
∂

B

d x

H×nh 1-2. BiÕn d¹ng cña ph©n tè tÊm

k ’
n

0

Z

m
m ’

k

n ’

h

yθ

X
zσ

z

u

H×nh 1-3. X¸c ®Þnh chuyÓn vÞ ngang qua
chuyÓn vÞ ph¸p tuyÕn



14

( ) ( )2

2

, , ,
.x x

u x y z w x y
z zk

x x
∂ ∂

ε = = − =
∂ ∂

(1.4)

( ) ( )2

2

, , ,
.y y

v x y z w x y
z zk

y y
∂ ∂

ε = = − =
∂ ∂

(1.5)

( ) ( ) ( )2

1 2

, , , , ,
2 .xy xy

u x y z v x y z w x y
z zk

y x x y
∂ ∂ ∂

γ = β +β = + = − =
∂ ∂ ∂ ∂

(1.6)

trong ®ã, xk , yk vµ xyk lµ ®é cong uèn vµ ®é cong xo¾n.

( )2

2

,
x

w x y
k

x
∂

= −
∂

;
( )2

2

,
y

w x y
k

y
∂

= −
∂

;
( )2 ,

2xy
w x y

k
x y

∂
= −

∂ ∂
(1.7)

2.2.2.2. PhPhPhPh­¬­¬­¬­¬ngngngng trtrtrtr××××nhnhnhnh vvvvËËËËtttt llllýýýý
C¸c thµnh phÇn øng suÊt cña tÊm ®­îc x¸c ®Þnh theo lý thuyÕt ®µn håi víi

c¸c thµnh phÇn biÕn d¹ng x¸c ®Þnh theo (1.4÷1.6), h×nh 1-4:

( )
2 2

2 2 2 2

.
1 1x x y
E E z w w

x y
⎛ ⎞∂ ∂

σ = ε +µε = − +µ⎜ ⎟−µ −µ ∂ ∂⎝ ⎠
(1.8)

( )
2 2

2 2 2 2

.
1 1y y x
E E z w w

y x
⎛ ⎞∂ ∂

σ = ε +µε = − +µ⎜ ⎟−µ −µ ∂ ∂⎝ ⎠
(1.9)

( )
2

1xy yx xy
Ez wG

x y
∂

τ = τ = γ = −
+µ ∂ ∂

(1.10)

trong ®ã:
E - m« ®un ®µn håi cña vËt liÖu;
µ - hÖ sè Poisson;

G - m« ®un tr­ît cña vËt liÖu:
( )2 1
EG =
+µ

(1.11)

Trong tÝnh to¸n kÕt cÊu c«ng tr×nh th­êng x¸c ®Þnh néi lùc thay cho x¸c
®Þnh øng suÊt. Néi lùc kÕt cÊu tÊm bao gåm: m« men uèn xM , yM , m« men xo¾n

xyM , lùc c¾t xQ , yQ . Néi lùc ph©n bè trªn mét ®¬n vÞ chiÒu dµi, ®­îc x¸c ®Þnh

qua øng suÊt b»ng c¸c c«ng thøc, h×nh 1-5:
/2 2 2

2 2
/2

.
h

x x p
h

w wM z dz D
x y−

⎛ ⎞∂ ∂
= σ = − +µ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫ (1.12)

/ 2 2 2

2 2
/ 2

.
h

y y p
h

w wM z dz D
y x−

⎛ ⎞∂ ∂
= σ = − +µ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫ (1.13)

( )
/ 2 2

/ 2

. 1
h

xy yx xy p
h

wM M z dz D
x y−

∂
= = τ = − −µ

∂ ∂∫ (1.14)
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trong ®ã, pD lµ ®é cøng trô:

( )
3

2

.
12 1p
E hD =
−µ

( h lµ chiÒu dµy tÊm) (1.15)

X

Z
Y

yxτ
xyτ

zxτzyτ
yσ

xσ

1

h
z

d z

yxdzτ

xdzσ

xσ

yxτ

Mx

M y x

X

Z
Y

xσ

yxτ

H×nh 1-4 vµ 1-5. C¸c thµnh phÇn øng suÊt vµ m« men cña tÊm
BiÓu diÔn m« men uèn vµ m« men xo¾n (1.12 ÷1.14) d­íi d¹ng ma trËn qua

®é cong uèn vµ ®é cong xo¾n:

{ } { }f cM C k⎡ ⎤= ⎣ ⎦ (1.16)

trong ®ã:

{ } { }Tx y xyM M M M= (1.17)

{ } { }Tc x y xyk k k k= (1.18)

( )
3

2

1 0 1 0
1 0 1 0

12 1 1 10 0 0 0
2 2

f p
EhC D

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥µ µ
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎡ ⎤ = µ = µ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ −µ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−µ −µ
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

(1.19)

Lùc c¾t xQ , yQ lµ hîp lùc cña øng suÊt zxτ , zyτ ®­îc x¸c ®Þnh tõ ®iÒu kiÖn

c©n b»ng. C¸c thµnh phÇn néi lùc cña tÊm ®­îc biÓu diÔn trªn h×nh 1-6. Khi biÕt
néi lùc cã thÓ x¸c ®Þnh c¸c thµnh phÇn øng suÊt theo c¸c c«ng thøc sau:

, 2

6 x
x max

M
h

σ = ± ; , 2

6 y
y max

M
h

σ = ± ; , 2

6 xy
xy max

M
h

τ = ± ; ,
3
2

x
zx max

Q
h

τ = ; ,

3
2

y
zy max

Q
h

τ =
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(Víi gi¶ thiÕt øng suÊt tiÕp zxτ , zyτ ph©n bè theo qui luËt parabon theo chiÒu dµy tÊm).

3.3.3.3. PhPhPhPh­¬­¬­¬­¬ngngngng trtrtrtr××××nhnhnhnh cccc©©©©nnnn bbbb»»»»ngngngng
XÐt c©n b»ng cña ph©n tè tÊm d­íi t¸c dông cña c¸c thµnh phÇn néi lùc vµ

ngo¹i lùc ph©n bè ( ),q x y , h×nh 1-6.

ChiÕu c¸c lùc lªn trôc OZ vµ gi¶n ­íc cho dxdy :

( ), 0yx QQ q x y
x y

∂∂
+ + =

∂ ∂
(1.20)

LÊy tæng m« men ®èi víi trôc x, y vµ bá qua c¸c ®¹i l­îng VCB bËc cao,
gi¶n ­íc cho dxdy :

0xyx
x

MM Q
x y

∂∂
− − + =

∂ ∂
(1.21)

0y xy
y

M M
Q

y x
∂ ∂

− − + =
∂ ∂

(1.22)

d y

d x

y
y

Q
Q dy

y
∂

+
∂

y
y

M
M dy

y
∂

+
∂

xy
xy

M
M dy

y
∂

+
∂

yxM
xQ

xM

yQ
xyM

yM

x
x

QQ dx
x

∂
+

∂

x
x

MM dx
x

∂
+

∂

yx
yx

M
M dx

x
∂

+
∂

q(x,y)

H×nh 1-6. C¸c thµnh phÇn néi lùc cña tÊm
Tõ (1.21 ÷ 1.22) vµ kÕt hîp víi m« men uèn vµ m« men xo¾n biÓu diÔn qua

chuyÓn vÞ ( ),w x y theo (1.12 ÷ 1.14), lùc c¾t xQ , yQ ®­îc x¸c ®Þnh b»ng c«ng

thøc:

( )2 ,x pQ D w x y
x
∂

= − ∇
∂

; (1.23)

( )2 ,y pQ D w x y
y
∂

= − ∇
∂

(1.24)

víi 2∇ lµ to¸n tö Laplat:
2 2

2
2 2x y

∂ ∂
∇ = +

∂ ∂
(1.25)
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Thay (1.23), (1.24) vµo (1.20) vµ chó ý ®Õn (1.12÷1.14), ph­¬ng tr×nh c©n
b»ng cña tÊm cã d¹ng:

( )4 4 4

4 2 2 4

,
2

p

q x yw w w
x x y x D

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
(1.26)

Ph­¬ng tr×nh nµy gäi lµ ph­¬ng tr×nh Sophi-Giecman.

1.2.1.2.1.2.1.2. ttttÝÝÝÝnhnhnhnh ttttÊÊÊÊmmmmchchchchÞÞÞÞuuuu uuuuèèèènnnn theotheotheotheo gigigigi¶¶¶¶ thithithithiÕÕÕÕttttmindlinmindlinmindlinmindlin
1.2.1.1.2.1.1.2.1.1.2.1. GGGGããããcccc xoayxoayxoayxoay ccccãããã kkkkÓÓÓÓ ®Õ®Õ®Õ®Õnnnn bibibibiÕÕÕÕnnnn dddd¹¹¹¹ngngngng cccc¾¾¾¾tttt

Khi tÝnh tÊm chÞu uèn theo lý thuyÕt Kirchhoff ®· bá qua biÕn d¹ng c¾t,
0zx zyγ = γ = . Khi tÝnh tÊm dÇy hoÆc tÊm nhiÒu líp, cÇn ph¶i kÓ ®Õn biÕn d¹ng c¾t

nµy.
Gi¶ thiÕt cña Mindlin kh¸c víi gi¶ thiÕt Kirchhoff lµ phÇn tö th¼ng m-n

vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng trung b×nh tr­íc biÕn d¹ng th× sau biÕn d¹ng kh«ng
nhÊt thiÕt ph¶i vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng trung b×nh vµ gãc xoay xθ , yθ ®­îc bæ

sung mét l­îng b»ng gãc xoay cña ph¸p tuyÕn quanh c¸c trôc x vµ y lµ xφ vµ yφ

do lùc c¾t g©y ra, h×nh 1-7.

xθ−

xφ

w
y

∂
−
∂

w
y

∂
−
∂

1 2
3

4
5

Z(w)

Y

12
3

4
5

Z(w)

X

yθ
w
x

∂
−
∂

w
x

∂
−
∂

yφ

0 0

H×nh 1-7. Gãc xoay ph¸p tuyÕn
1- §­êng th¼ng ®øng; 2. §­êng ph¸p tuyÕn sau biÕn d¹ng

3. §­êng th¼ng nghiªng kÓ ®Õn biÕn d¹ng c¾t
4. TiÕp tuyÕn víi mÆt trung b×nh; 5. MÆt trung b×nh

y y
w
x

∂
θ = − + φ

∂
(1.27)

x x
w
y

∂
−θ = − + φ

∂
(1.28)

Tõ (1.27÷1.28), gãc xoay cña c©c ph¸p tuyÕn:

y y
w
x

∂
φ = θ +

∂
(1.29)
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x x
w
y

∂
φ = −θ +

∂
(1.30)

1.2.2.1.2.2.1.2.2.1.2.2. BiBiBiBiÓÓÓÓuuuu ththththøøøøcccc nnnnééééiiii llllùùùùcccc

øng suÊt tiÕp zxτ vµ zyτ g©y ra do biÕn d¹ng c¾t xφ , yφ ®èi víi tÊm ®¼ng

h­íng x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc:

( )
1 0
0 12 1

xz y

yz x

Eτ φ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥τ φ+µ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎩ ⎭

(1.31)

Lùc c¾t xQ , yQ ®­îc x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc:
/ 2

/ 2

h

x xz
h

Q dz
−

= τ∫
/ 2

/ 2

h

y yz
h

Q dz
−

= τ∫ (1.32)

d­íi d¹ng ma trËn:

( )
1 0
0 12 1

x y

y x

Q Eh
Q

φ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤α
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ φ+µ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎩ ⎭

(1.33)

hay

{ } [ ]{ }sQ C= φ (1.34)

trong ®ã:

{ } { }Tx yQ Q Q= (1.35)

{ } { }Ty xφ = φ φ (1.36)

[ ] ( )
1 0
0 12 1s

EhC ⎡ ⎤α
= ⎢ ⎥+µ ⎣ ⎦

(1.37)

Víi α lµ hÖ sè hiÖu chØnh biÓu thÞ sù chèng vªnh cña mÆt c¾t ngang, th­êng
α lÊy b»ng 5/6 nh­ng còng cã thÓ lÊy tõ gi¸ trÞ 2/3 ®èi víi mÆt c¾t kh«ng cã kh¶
n¨ng chèng vªnh ®Õn gi¸ trÞ 1 ®èi víi mÆt c¾t hoµn toµn cã kh¶ n¨ng chèng vªnh.

Néi lùc m« men uèn xM , yM , m« men xo¾n xyM vµ lùc c¾t xQ , yQ ®­îc

x¸c ®Þnh d­íi d¹ng tæ hîp (1.38).

( ) ( )

( )

3

2

1 0 0 0
1 0 0 0

12 1
0 0 1 / 2 0 0

0 0 0 0
0 0 0 02 1

x x

y y

xy xy

x y

y x

EhM k
M k
M k

EhQ
Q

⎡ ⎤µ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎧ ⎫ ⎢ ⎥ ⎧ ⎫⎢ ⎥µ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎢ ⎥−µ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎢ ⎥−µ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪= − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬− − − −⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪α⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪φ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪α+µ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ φ⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎩ ⎭
⎢ ⎥⎣ ⎦

(1.38)
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hay:
{ }
{ }

[ ]
[ ] [ ]

{ }
{ }

0

0
f c

s

CM k
Q C

⎡ ⎤⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦= ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬φ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦
(1.39)

trong ®ã xφ , yφ x¸c ®Þnh theo (1.29÷1.30) vµ xk , yk , xyk x¸c ®Þnh theo c«ng thøc:

y
xk x

∂θ
=

∂
x

yk y
∂θ

= −
∂

y x
xyk y x

∂θ ∂θ
= −
∂ ∂

(1.40)

víi yθ , xθ x¸c ®Þnh theo (1.27), (1.28).

Cã thÓ biÓu diÔn (1.38 ÷1.39) t­¬ng tù nh­ quan hÖ øng suÊt - biÕn d¹ng:

{ } [ ] { }p ppCσ = ε (1.41)

trong ®ã:

{ } { }Tx y xy x yp M M M Q Qσ = (1.42)

[ ]
[ ]

[ ] [ ]
0

0
f

p
s

C
C

C

⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

(1.43)

{ } { }Tx y xy y xp k k kε = φ φ (1.44)

BiÓu diÔn { }pε qua w , xθ , yθ

{ }
T

y yx x
y xp

w w
x y y x x y

∂θ ∂θ⎧ ⎫∂θ ∂θ ∂ ∂
ε = − − θ + −θ +⎨ ⎬∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎩ ⎭

(1.45)

1.3.1.3.1.3.1.3. ®®®®iiiiÒÒÒÒuuuukikikikiÖÖÖÖnnnn bibibibiªªªªnnnn
1.3.1.1.3.1.1.3.1.1.3.1. BiBiBiBiªªªªnnnn ngngngngµµµµmmmm ccccøøøøngngngng

§iÒu kiÖn biªn lµ chuyÓn vÞ vµ gãc xoay b»ng kh«ng.
- t¹i x=0 vµ x=a

0w = vµ 0w
x

∂
=

∂
(1.46.a)

- t¹i y=0 vµ y=b

0w = vµ 0w
y

∂
=

∂
(1.46.b)

1.3.2.1.3.2.1.3.2.1.3.2. BiBiBiBiªªªªnnnn ttttùùùùaaaa khkhkhkhíííípppp
§iÒu kiÖn biªn lµ chuyÓn vÞ vµ m« men uèn b»ng kh«ng.
- t¹i x=0 vµ x=a:

0w = vµ
2 2 2

2 2 2 0x p
w w wM D
x y x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − + ν = =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

(1.47.a)
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- t¹i y=0 vµ y=b :

0w = vµ
2 2 2

2 2 2 0y p
w w wM D
y x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − +µ = =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

(1.47.b)

1.3.3.1.3.3.1.3.3.1.3.3. BiBiBiBiªªªªnnnn ttttùùùù dodododo
ThÝ dô t¹i y=b lµ biªn tù do, h×nh 1-8, nªn m« men uèn yM , m« men xo¾n

xyM , lùc c¾t yQ b»ng kh«ng: ( ) ( ) ( ) 0y xy yy b y b y b
M M Q

= = =
= = =

a
yQ

xyM

yM

b)a)

x d x

Mx y

Mx y
xy

xy

M
M dx

x
∂

+
∂

xy
xy

M
M dx

x
∂

+
∂

a b c
D1 D2

c)

Mx y (0,b)

Mx y (a,b)

xy
y

M
Q

x
∂

∆ =
∂a

Y d x

y=b

H×nh 1-8. §iÒu kiÖn biªn tù do
Song, ph­¬ng tr×nh vi ph©n mÆt uèn cña tÊm (1.26) lµ ph­¬ng tr×nh vi ph©n

cÊp 4 nªn chØ cÇn 02 ®iÒu kiÖn biªn trªn mçi c¹nh lµ ®ñ x¸c ®Þnh nghiÖm.
Kirchhoff ®· gép hai ®iÒu kiÖn biªn xyM vµ yQ thµnh mét ®iÒu kiÖn.

Trªn biªn tù do y=b lÊy 03 ®iÓm a, b, c víi kho¶ng c¸ch b»ng dx. T¹i D1

m« men xo¾n lµ xyM , t¹i D2 m« men xo¾n lµ xy
xy

M
M dx

x
∂

+
∂

(D1 vµ D2 lµ ®iÓm

gi÷a cña c¸c ®o¹n ab vµ ac). C¸c m« men nµy cã thÓ biÓu diÔn d­íi d¹ng ngÉu lùc
víi c¸c lùc tËp trung ng­îc chiÒu nhau. Gi¸ trÞ cña c¸c lùc tËp trung t¹i ®Çu c¸c

®o¹n ab vµ bc lµ 1 xyT M= vµ 2
xy

xy

M
T M dx

x
∂

= +
∂

.

ChiÕu c¸c lùc tËp trung t¹i ®iÓm b lªn ph­¬ng OZ: 2 1
xy

y

M
Q T T dx

x
∂

∆ = − =
∂

,

v× yQ∆ lµ lùc tËp trung nªn sau khi chia cho dx ®­îc lùc ph©n bè xy
y

M
Q

x
∂

∆ =
∂

.

Nh­ vËy, ®iÒu kiÖn biªn khi kÕt hîp yQ vµ xyM , (t­¬ng tù kÕt hîp xQ vµ

xyM ) cã d¹ng:
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- t¹i biªn 0x = vµ x a= :
2 2

2 2 0x
w wM
x y

∂ ∂
= +µ =
∂ ∂

; ( )
3 3

3 22 0x
w wQ
x x y

∂ ∂
= + −µ =
∂ ∂ ∂

(1.48.a)

- t¹i biªn 0y = vµ y b= :
2 2

2 2 0y
w wM
y x

∂ ∂
= +µ =
∂ ∂

; ( )
3 3

3 22 0y
w wQ
y y x

∂ ∂
= + −µ =
∂ ∂ ∂

(1.48.b)

1.3.4.1.3.4.1.3.4.1.3.4. BiBiBiBiªªªªnnnn ttttùùùùaaaa ®µ®µ®µ®µnnnn hhhhååååiiii
VÝ dô dÇm t¹i x=a ®ãng vai trß lµ

biªn tùa ®µn håi, h×nh 1-9. §iÒu kiÖn
biªn t­¬ng thÝch gi÷a dÇm vµ tÊm cã
d¹ng:
1.1.1.1. §§§§iiiiÒÒÒÒuuuu kikikikiÖÖÖÖnnnn bibibibiªªªªnnnn ththththøøøø nhnhnhnhÊÊÊÊtttt

§é vâng cña dÇm b»ng ®é vâng cña
tÊm.

§é vâng cña dÇm g©y ra do t¶i träng

ph©n bè lµ lùc c¾t t­¬ng ®­¬ng xQ cña

tÊm. Do vËy:

( )
4 3 3

4 3 22x a p
x a

w w wEJ D
y x x y=

=

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
= + −µ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

(1.49.a)

2.2.2.2. §§§§iiiiÒÒÒÒuuuu kikikikiÖÖÖÖnnnn bibibibiªªªªnnnn ththththøøøø haihaihaihai
M« men xo¾n cña dÇm b»ng m« men uèn xM cña tÊm.

2 2 2

2 2p p
x a x a

w w wGJ D
y x y x y

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− = +µ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(1.49.b)

NÕu dÇm kh«ng chÞu xo¾n:
2 2

2 2 0x p
x a

w wM D
x y

=

⎛ ⎞∂ ∂
= +µ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

(1.49.c)

1.4.1.4.1.4.1.4. ThThThThÕÕÕÕ nnnn¨̈̈̈ngngngng totototoµµµµnnnn phphphphÇÇÇÇnnnn ccccññññaaaa ttttÊÊÊÊmmmmchchchchÞÞÞÞuuuu uuuuèèèènnnn
ThÕ n¨ng toµn phÇn Π cña tÊm chÞu uèn b»ng tæng thÕ n¨ng biÕn d¹ng cña

néi lùc U vµ thÕ n¨ng ngo¹i lùc khi hÖ chuyÓn tõ tr¹ng th¸i ban ®Çu kh«ng biÕn
d¹ng sang tr¹ng th¸i biÕn d¹ng.

. .U q wdxdyΠ = − ∫∫ (1.50)

ThÕ n¨ng cña ngo¹i lùc ®­îc ®o b»ng c«ng cña ngo¹i lùc. C«ng cña ngo¹i
lùc lu«n ©m (cã xu h­íng ng¨n c¶n biÕn d¹ng, ®­a hÖ vÒ tr¹ng th¸i c©n b»ng)

a
Y

h

b
D ầ m

N g à m X

H×nh 1-9. Biªn tùa ®µn håi
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b»ng tÝch cña ngo¹i lùc víi chuyÓn vÞ cña c¸c ®iÓm ®Æt lùc t­¬ng øng.
ThÕ n¨ng biÕn d¹ng cña néi lùc U ®­îc ®o b»ng c«ng cña néi lùc. C«ng néi

lùc lu«n lu«n d­¬ng, b»ng nöa tÝch cña néi lùc (øng suÊt) trªn chuyÓn vÞ (biÕn
d¹ng) t­¬ng øng.

Khi kÓ ®Õn biÕn d¹ng tr­ît:

b sU U U= + (1.51)

trong ®ã:

bU - n¨ng l­îng do biÕn d¹ng uèn.

sU - n¨ng l­îng do biÕn d¹ng c¾t.

N¨ng l­îng sU cña tÊm ®¼ng h­íng do biÕn d¹ng c¾t ®­îc x¸c ®Þnh b»ng

c«ng thøc [12]:

( )
( ) 223

22

6 1
24 1s y x

S

Eh w wU dxdy
h x y

⎡ ⎤α −µ ⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + θ + −θ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂−µ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫∫ (1.52)

N¨ng l­îng biÕn d¹ng chÞu uèn cña tÊm ®¼ng h­íng ®­îc x¸c ®Þnh b»ng
c«ng thøc [12]:

( )
( )2 223

2

1
2

224 1
y y yx x x

b
S

EhU dxdy
x x y y y x

⎧ ⎫∂θ ∂θ ∂θ−µ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂θ ∂θ ∂θ⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + µ + + +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂−µ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∫∫

(1.53)
NÕu biÓu diÔn n¨ng l­îng biÕn d¹ng qua néi lùc:

{ } { } { } { }( )1
2

T T
c

S

U M k Q dxdy= + φ∫∫ (1.54.a)

thay (1.38) vµo (1.54.a):

{ } { } { } [ ]{ }( )1
2

T T
c f c s

S

U k C k C dxdy⎡ ⎤= + φ φ⎣ ⎦∫∫ (1.54.b)

Theo [17], thÕ n¨ng toµn phÇn cña tÊm chØ xÐt ®Õn biÕn d¹ng uèn:

( ) ( ) ( )
2 22 2 2 2 2

2 2 2 2
0 0

2 1 , ,
2

a b
pD w w w w w q x y w x y dxdy

x y x y x y

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪Π = + − −µ − −⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∫ ∫

(1.55)
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