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ChChChCh¬¬¬¬ngngngng 11111111
BBBBææææ trtrtrtrîîîî

Trong ch¬ng nµy, tr×nh bµy mét sè kiÕn thøc bæ trî cho viÖc tÝnh to¸n kÕt
cÊu b»ng ph¬ng ph¸p sè gåm c¸c néi dung:

1. Tãm t¾t néi dung vµ tr×nh tù gi¶i bµi to¸n kÕt cÊu b»ng ph¬ng ph¸p phÇn
tö h÷u h¹n;

2. C¸c ph¬ng ph¸p gi¶i bµi to¸n ®éng tuyÕn tÝnh: ph¬ng ph¸p ph©n tÝch
theo d¹ng dao ®éng riªng; Ph¬ng ph¸p tÝch ph©n trùc tiÕp: ph¬ng ph¸p sai ph©n
trung t©m vµ ph¬ng ph¸p Newmark (gia tèc trung b×nh kh«ng ®æi vµ gia tèc
tuyÕn tÝnh);

3. Ph¬ng ph¸p Newton-Raphson gi¶i bµi to¸n tÜnh phi tuyÕn vµ ph¬ng
ph¸p Newton-Raphson kÕt hîp víi ph¬ng ph¸p Newmark gi¶i bµi to¸n ®éng phi
tuyÕn;

4. HÖ täa ®é tù nhiªn vµ tÝch ph©n sè.

11.1.11.1.11.1.11.1. phphphph¬¬¬¬ngngngng phphphph¸̧̧̧pppp phphphphÇÇÇÇnnnn ttttööööhhhh÷÷÷÷uuuuhhhh¹¹¹¹nnnn
11.1.1.11.1.1.11.1.1.11.1.1. CCCC¸̧̧̧cccc phphphph¬¬¬¬ngngngng trtrtrtr××××nhnhnhnh vvvvµµµµ cccc««««ngngngng ththththøøøøcccc cccc¬¬¬¬ bbbb¶¶¶¶nnnn

Ph¬ng tr×nh c©n b»ng tÜnh cña hÖ cã d¹ng:

[ ]{ } { }K q R= (11.1)

Ph¬ng tr×nh c©n b»ng ®éng cña hÖ cã d¹ng:

[ ] ( ){ } [ ] ( ){ } [ ] ( ){ } ( ){ }M q t C q t K q t R t+ + =̇̇ ̇ (11.2)

trong ®ã:

[ ]K , [ ]M , [ ]C - ma trËn ®é cøng, ma trËn khèi lîng vµ ma trËn c¶n cña hÖ.

{ }q - vÐc t¬ chuyÓn vÞ nót cña hÖ (bµi to¸n tÜnh).

( ){ }q t , ( ){ }q ṫ , ( ){ }q ṫ̇ - vÐc t¬ chuyÓn vÞ nót, vËn tèc vµ gia tèc cña hÖ (bµi to¸n

®éng).

{ }R - vÐc t¬ lùc nót qui ®æi cña hÖ g©y ra do c¸c nguyªn nh©n t¸c dông trong

phÇn tö (bµi to¸n tÜnh).

( ){ }R t - vÐc t¬ lùc nót qui ®æi cña hÖ g©y ra do c¸c nguyªn nh©n t¸c dông trong

phÇn tö (bµi to¸n ®éng).

Ma trËn ®é cøng [ ]K , ma trËn khèi lîng [ ]M cña hÖ ®îc x¸c ®Þnh tõ c¸c

ma trËn ®é cøng '

e
K⎡ ⎤⎣ ⎦ vµ ma trËn khèi lîng '

e
M⎡ ⎤⎣ ⎦ cña phÇn tö trong hÖ täa ®é
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chung b»ng ph¬ng ph¸p sè m·.

Ma trËn ®é cøng '
e

K⎡ ⎤⎣ ⎦ vµ ma trËn khèi lîng '
e

M⎡ ⎤⎣ ⎦ cña phÇn tö trong hÖ

täa ®é chung ®îc x¸c ®Þnh qua ma trËn ®é cøng [ ]eK vµ ma trËn khèi lîng

[ ]eM cña phÇn tö trong hÖ täa ®é ®Þa ph¬ng b»ng c«ng thøc:

[ ] [ ] [ ]' T

e e ee
K T K T⎡ ⎤ =⎣ ⎦ (11.3)

[ ] [ ] [ ]' T

e e ee
M T M T⎡ ⎤ =⎣ ⎦ (11.4)

víi ma trËn [ ]eT lµ ma trËn chuyÓn täa ®é gåm c¸c ma trËn cosin chØ ph¬ng gi÷a

hÖ täa ®é ®Þa ph¬ng vµ hÖ täa ®é chung. Ma trËn [ ]eT cã h×nh d¹ng, kÝch thíc

phô thuéc kiÓu cña phÇn tö (h×nh d¹ng: thanh, tam gi¸c, tø gi¸c,...vµ s¬ ®å chuyÓn
vÞ nót) cã d¹ng tæng qu¸t:

[ ]

[ ] [ ]
[ ]

[ ] [ ]

. 0

.
. . . .
0 .

e

L
L

T

L

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

(11.5)

trong ®ã [ ]L lµ ma trËn c« sin chØ ph¬ng gi÷a c¸c trôc täa ®é cña hÖ täa ®é ®Þa

ph¬ng cña phÇn tö vµ hÖ täa ®é chung cã d¹ng:

[ ]
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

' ' '

' ' '
' ' '

' ' '

' ' '' ' '

, , ,

, , ,

, , ,

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

cos x x cos x y cos x zl m n
L l m n cos y x cos y y cos y z

l m n cos z x cos z y cos z z

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

(11.6)

víi:

'xxl , 'xy
m , 'xzn - c«sin chØ ph¬ng trôc x so víi c¸c trôc x', y', z’;

'yx
l , 'yy

m , 'yz
n - c«sin chØ ph¬ng trôc y so víi c¸c trôc x', y', z’;

'zxl , 'zy
m , 'zzn - c«sin chØ ph¬ng trôc z so víi c¸c trôc x', y', z’.

Ma trËn ®é cøng cña phÇn tö trong hÖ täa ®é ®Þa ph¬ng x¸c ®Þnh b»ng c«ng
thøc tæng qu¸t:

[ ] [ ] [ ] [ ]0
T

e e e e
V

K D E D dV= ∫ (11.7)

trong ®ã:

[ ]eD - ma trËn biÕn d¹ng-chuyÓn vÞ ®îc rót ra tõ quan hÖ biÕn d¹ng-chuyÓn

vÞ { } [ ] { } [ ][ ] { }e e ee eD q B qε = = ∂ cã d¹ng:
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[ ] [ ][ ]e eD B= ∂ (11.8)

[ ]∂ - ma trËn to¸n tö vi ph©n ®îc x¸c ®Þnh tõ lý thuyÕt ®µn håi cã d¹ng phô

thuéc vµo tr¹ng th¸i biÕn d¹ng - chuyÓn vÞ cña phÇn tö.

[ ]eB - ma trËn hµm d¹ng trong biÓu thøc hµm chuyÓn vÞ { } [ ] { }e eeU B q= , biÓu

diÔn chuyÓn vÞ cña ®iÓm bÊt kú trong phÇn tö qua chuyÓn vÞ nót.

[ ]0 eE - ma trËn ®Æc trng ®µn håi cña vËt liÖu trong quan hÖ øng suÊt - biÕn

d¹ng cña phÇn tö { } [ ] { }0e eeEσ = ε .

Ma trËn khèi lîng cña phÇn tö trong hÖ täa ®é ®Þa ph¬ng x¸c ®Þnh b»ng
c«ng thøc tæng qu¸t:

[ ] [ ] [ ]T

e e e
V

M B B dV= ρ∫ (11.9)

trong ®ã, ρ lµ khèi lîng vËt liÖu cña phÇn tö trªn mét ®¬n vÞ thÓ tÝch.

Ma trËn c¶n [ ]C cña hÖ ®îc tæ hîp tuyÕn tÝnh tõ ma trËn ®é cøng [ ]K vµ

ma trËn khèi lîng [ ]M theo c«ng thøc:

[ ] [ ] [ ]C M K= α +β (11.10)

trong ®ã, α, β lµ hÖ sè c¶n Rayleigh. C¸c hÖ sè c¶n α, β liªn hÖ víi tû sè c¶n ξ
b»ng ph¬ng tr×nh:

2

2
α +βω

ξ =
ω

(11.11)

víi ω lµ tÇn sè dao ®éng riªng cña hÖ. TØ sè c¶n ®îc x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc:
α

ξ =
ω

(11.12)

trong ®ã α x¸c ®Þnh tõ biÓu thøc:
1

Tm

m

y e
y

α

+

η = = , víi my , 1my + lµ biªn ®é dao

®éng riªng c¸ch nhau chu kú T. Do ¶nh hëng cña c¸c tÇn sè dao ®éng riªng bËc
cao ®Õn gi¸ trÞ cña hÖ sè c¶n kh«ng ®¸ng kÓ nªn trong tÝnh to¸n cã thÓ tÝnh hai hÖ

sè α, β tõ hai tû sè c¶n ξ=const t¬ng øng víi hai tÇn sè dao ®éng riªng thÊp nhÊt.

VÐc t¬ lùc nót qui ®æi { }R cña hÖ ®îc x¸c ®Þnh tõ vÐc t¬ lùc nót qui ®æi

{ }' e
R cña phÇn tö trong hÖ täa ®é chung b»ng ph¬ng ph¸p sè m·.

VÐc t¬ lùc nót qui ®æi { }' e
R cña phÇn tö trong hÖ täa ®é chung ®îc x¸c ®Þnh

qua vÐc t¬ lùc nót qui ®æi { }eR cña phÇn tö trong hÖ täa ®é ®Þa ph¬ng:
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{ } [ ] { }' T

eee
R T R= (11.13)

Trong trêng hîp t¶i träng ®éng cã qui luËt thay ®æi theo thêi gian ( )f t :

( ){ } [ ] { } ( )' T

eee
R t T R f t= (11.14)

VÐc t¬ lùc nót qui ®æi { }eR cña phÇn tö ®îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc tæng

qu¸t:

{ } { } { } { }oV Se e e e
R R R R

ε
= + + (11.15)

trong ®ã:

{ } [ ] { }T
V Ve e

V

R B p dV= ∫ (11.16)

{ } [ ] { }T
S Se e

S

R B p dS= ∫ (11.17)

{ } [ ] [ ] { }o

T o
oe e ee

V

R D E dV
ε

= ε∫ (11.18)

víi:
V , S - thÓ tÝch vµ diÖn tÝch cña phÇn tö;

{ } { }TV Vx Vy Vzp p p p= - lùc ph©n bè theo thÓ tÝch;

{ } { }TS Sx Syp p p= - lùc ph©n bè theo diÖn tÝch;

{ } { }0 0 0 0 0 0 0 T
x y z xy zy xze

ε = ε ε ε γ γ γ - biÕn d¹ng cìng bøc ban ®Çu trong phÇn

tö;

C¸c c«ng thøc (11.16) ÷(11.18) lµ c¸c c«ng thøc x¸c ®Þnh vÐc t¬ lùc nót qui

®æi { }eR do t¶i träng vµ biÕn d¹ng cìng bøc ban ®Çu t¸c dông trong phÇn tö.

Ph¬ng ph¸p sè m· lµ ph¬ng ph¸p s¾p xÕp c¸c phÇn tö cña '
e

K⎡ ⎤⎣ ⎦ , { }' e
R

vµo vÞ trÝ t¬ng øng trong [ ]K vµ { }R qua sè m· phÇn tö t¬ng øng víi sè m·

chung cña hÖ (t¬ng tù cho ma trËn khèi lîng).
Qui íc mçi chuyÓn vÞ nót (lùc nót) ®îc ®Æt tªn bëi 2 sè m· t¬ng øng:
- Sè m· phÇn tö (SMPT) lµ sè m· tõ 1 ®Õn f ( f lµ tæng sè chuyÓn vÞ nót cña

phÇn tö). §ã lµ chØ sè cña chuyÓn vÞ nót s¾p xÕp trong { }eq . C¸c phÇn tö cïng

kiÓu cã sè m· phÇn tö gièng nhau.
- Sè m· chung (SMC) lµ sè m· tõ 1 ®Õn n (n lµ sè chuyÓn vÞ nót cña hÖ xÐt

trong hÖ to¹ ®é chung). §ã lµ chØ sè chuyÓn vÞ nót trong { }q .
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Dùa vµo ý nghÜa cña c¸c phÇn tö trong [ ]K vµ { }R cã thÓ x¸c ®Þnh c¸c phÇn

tö cña [ ]K vµ { }R theo c«ng thøc:
'( )

, ( , )
i

J K J K
i

K K=∑ '( )
( )
i

J J
i

R R=∑ (11.19)

trong ®ã:
- lÊy tæng cho c¸c phÇn tö thø i;

- J, K lÊy theo m· sè chung. C¸c phÇn tö '( )
( )
i
JKK , '( )

( )
i
JR cña ma trËn ®é cøng

'

i
K⎡ ⎤⎣ ⎦ , vÐc t¬ lùc nót qui ®æi { }' i

R cña phÇn tö thø i lÊy theo sè m· phÇn tö t¬ng

øng víi sè m· chung cña phÇn tö thø i.
NÕu sè m· chung J kh«ng thuéc nót cã c¸c phÇn tö ®ång qui:

'( )
, ( , )

i
j k j kK K= '( )

( )
i

j jR R= (11.20)

11.1.2.11.1.2.11.1.2.11.1.2. TrTrTrTr××××nhnhnhnh ttttùùùù gigigigi¶¶¶¶iiii bbbbµµµµiiii totototo¸̧̧̧nnnn kkkkÕÕÕÕtttt ccccÊÊÊÊuuuu bbbb»»»»ngngngng PPPPPPPP PTHHPTHHPTHHPTHH
1. Lùa chän kiÓu phÇn tö thÝch hîp theo yªu cÇu vµ ®Æc ®iÓm cña bµi to¸n.
2. Rêi r¹c hãa kÕt cÊu. KÕt cÊu thùc ®îc rêi r¹c hãa thµnh mét sè h÷u h¹n

c¸c phÇn tö cã kÝch thíc h÷u h¹n liªn kÕt víi nhau t¹i c¸c ®iÓm nót.

3. X¸c ®Þnh ma trËn ®é cøng [ ]eK , ma trËn khèi lîng [ ]eM , vÐc t¬ lùc nót

qui ®æi { }eR cña c¸c phÇn tö trong hÖ täa ®é ®Þa ph¬ng vµ cña hÖ '

e
K⎡ ⎤⎣ ⎦ , '

e
M⎡ ⎤⎣ ⎦ ,

{ }' e
R trong hÖ täa ®é chung '

e
K⎡ ⎤⎣ ⎦ :

[ ] [ ] [ ]' T

e e ee
K T K T⎡ ⎤ =⎣ ⎦ [ ] [ ] [ ]' T

e e ee
M T M T⎡ ⎤ =⎣ ⎦ { } [ ] { }' T

eee
R T R=

4. GhÐp nèi c¸c phÇn tö, thiÕt lËp ma trËn ®é cøng [ ]K , ma trËn khèi lîng

[ ]M , vÐc t¬ lùc nót qui ®æi { }R cña hÖ tõ '

e
K⎡ ⎤⎣ ⎦ , '

e
M⎡ ⎤⎣ ⎦ , { }' e

R b»ng ph¬ng ph¸p

sè m·.

5. X¸c ®Þnh hÖ sè c¶n α , β vµ thiÕt lËp ma trËn c¶n [ ]C theo (11.10).

6. ThiÕt lËp ph¬ng tr×nh c©n b»ng (11.1) hoÆc (11.2) cña hÖ cã xÐt ®Õn ®iÒu
kiÖn biªn.

7. X¸c ®Þnh tÇn sè dao ®éng riªng vµ vÐc t¬ riªng.

8. Gi¶i ph¬ng tr×nh (11.1) hoÆc (11.2), x¸c ®Þnh vÐc t¬ gia tèc { }q̇̇ , vËn tèc

{ }q̇ vµ chuyÓn vÞ nót { }q cña hÖ.

9. X¸c ®Þnh vÐc t¬ gia tèc { }' e
q̇̇ , vËn tèc { }' e

q̇ vµ chuyÓn vÞ nót { }' e
q cña phÇn

tö trong hÖ täa ®é chung tõ vÐc t¬ gia tèc { }q̇̇ , vËn tèc { }q̇ vµ chuyÓn vÞ nót
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{ }q cña hÖ.

10. X¸c ®Þnh vÐc t¬ gia tèc { }eq̇̇ , vÐc t¬ vËn tèc { }eq̇ vµ vÐc t¬ chuyÓn vÞ nót

{ }eq cña phÇn tö trong hÖ täa ®é ®Þa ph¬ng tõ vÐc t¬ gia tèc { }' e
q̇̇ , vËn tèc

{ }' e
q̇ vµ chuyÓn vÞ nót { }' e

q cña phÇn tö trong hÖ täa ®é chung, thÝ dô víi vÐc t¬

chuyÓn vÞ nót: { } [ ] { }'e e e
q T q= . T¬ng tù cho vÐc t¬ gia tèc { }eq̇̇ , vÐc t¬ vËn tèc

{ }eq̇ .

11. X¸c ®Þnh øng suÊt hoÆc néi lùc cña phÇn tö.

11.2.11.2.11.2.11.2. CCCC¸̧̧̧cccc phphphph¬¬¬¬ngngngng phphphph¸̧̧̧pppp gigigigi¶¶¶¶IIII bbbbµµµµiiii totototo¸̧̧̧nnnn tuytuytuytuyÕÕÕÕnnnn ttttÝÝÝÝnhnhnhnh
Ph¬ng tr×nh c©n b»ng ®éng (11.2) lµ hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh

bËc hai. VÒ nguyªn t¾c, cã thÓ sö dông c¸c thñ tôc chuÈn ®Ó gi¶i c¸c ph¬ng tr×nh
vi ph©n tuyÕn tÝnh hÖ sè h»ng. Song, c¸c thñ tôc nµy kh«ng cã hiÖu qu¶ khi cÊp
cña ma trËn lín. Do vËy, khi gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh c©n b»ng ®éng cña PP PTHH
thêng sö dông ph¬ng ph¸p sè. C¸c ph¬ng ph¸p sè chia thµnh hai nhãm:

1. Ph¬ng ph¸p ph©n tÝch theo c¸c d¹ng dao ®éng riªng (Modal).
2. Ph¬ng ph¸p tÝch ph©n trùc tiÕp (Direct Integration): giíi thiÖu ph¬ng

ph¸p sai ph©n trung t©m vµ ph¬ng ph¸p Newmark.
A.A.A.A. PhPhPhPh¬¬¬¬ngngngng phphphph¸̧̧̧pppp phphphph©©©©nnnn ttttÝÝÝÝchchchch theotheotheotheo dddd¹¹¹¹ngngngng daodaodaodao ®é®é®é®éngngngng ririririªªªªngngngng

Ph¬ng tr×nh c©n b»ng ®éng theo PP PTHH cã d¹ng tæng qu¸t (11.2). Khi
gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh (11.2) b»ng ph¬ng ph¸p ph©n tÝch theo c¸c d¹ng riªng,

chuyÓn vÞ nót ( ){ }q t ®îc biÓu diÔn díi d¹ng:

( ){ } [ ] ( ){ }q t X t= φ (11.21)

trong ®ã:

( ){ }X t - vÐc t¬ phô thuéc thêi gian cã kÝch thíc nx1 - gäi lµ chuyÓn vÞ kh¸i

qu¸t;

[ ]φ - ma trËn vu«ng kÝch thíc n x n.

11.2.1.11.2.1.11.2.1.11.2.1. XXXX¸̧̧̧cccc ®Þ®Þ®Þ®Þnhnhnhnh mamamama trtrtrtrËËËËnnnn [ ]φ
Ma trËn [ ]φ ®îc chän lµ ma trËn mµ c¸c cét cña nã lµ c¸c vÐc t¬ riªng

{ }kϕ ®· chuÈn ho¸ t¬ng øng víi tÇn sè dao ®éng riªng kω - lµ nghiÖm cña

ph¬ng tr×nh
dao ®éng tù do kh«ng xÐt lùc c¶n:

[ ] ( ){ } [ ] ( ){ } { }0M q t K q t+ =̇̇ (11.22)
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Khi dao ®éng tù do, tÊt c¶ c¸c ®iÓm cña hÖ dao ®éng ®iÒu hoµ nªn:

( ){ } { } ( )q t sin t= ϕ ω + λ (11.23)

trong ®ã:

{ }ϕ - vÐc t¬ kÝch thíc n x1;

ω- tÇn sè dao ®éng riªng;
λ - ®é lÖch pha ban ®Çu.

Thay (11.23) vµo (11.22), nhËn ®îc:

[ ]{ } [ ]{ }2K Mϕ = ω ϕ (11.24)

Ph¬ng tr×nh (11.24) lµ ph¬ng tr×nh ®iÓn h×nh cña bµi to¸n trÞ riªng. Gi¶i

(11.24) x¸c ®Þnh ®îc n cÆp trÞ riªng vµ vÐc t¬ riªng: { }2
1 1,ω ϕ ;

{ }2
2 2,ω ϕ ;... { }2 ,k kω ϕ ... { }2 ,n nω ϕ .

Theo lý thuyÕt dao ®éng, c¸c vÐc t¬ riªng cã tÝnh chÊt trùc giao:

{ } [ ]{ } 1T
k jMϕ ϕ = khi i j= (11.25.a)

{ } [ ]{ } 0T
k jMϕ ϕ = khi i j≠ (11.25.b)

Ma trËn [ ]φ cã d¹ng:

[ ] { } { } { } { }1 2 ... ...k nφ = ϕ ϕ ϕ ϕ⎡ ⎤⎣ ⎦ (11.26)

Víi { }kϕ lµ vÐc t¬ riªng thø k ®· chuÈn ho¸ t¬ng øng víi tÇn sè dao ®éng riªng

kω (k=1, 2,..n). VÐc t¬ riªng chuÈn ho¸ ®îc x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc:

{ } { }k
k ch

ka
ϕ

ϕ = (11.27)

trong ®ã:

{ }kϕ - vÐc t¬ riªng cha chuÈn ho¸ nhËn ®îc tõ gi¶i ph¬ng tr×nh (11.24).

ka - hÖ sè x¸c ®Þnh tõ ph¬ng tr×nh:

{ } [ ]{ }2 T
k k ka M= ϕ ϕ (11.28)

Ký hiÖu:

[ ]

2
1

2
2

2

0 0 0
0 0 0
. . . .
0 0 0 n

⎡ ⎤ω
⎢ ⎥ω⎢ ⎥Ω =
⎢ ⎥
⎢ ⎥

ω⎢ ⎥⎣ ⎦

(11.29)

Thay n nghiÖm trÞ riªng vµ vÐc t¬ riªng vµo (11.24), ta cã:

[ ][ ] [ ][ ][ ]K Mφ = φ Ω (11.30)
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Nh©n hai vÕ víi [ ]Tφ :

[ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ][ ]T TK Mφ φ = φ φ Ω (11.31)

Theo tÝnh chÊt trùc giao cña c¸c d¹ng riªng:

[ ] [ ][ ] [ ]T M Iφ φ = ( [ ]I lµ ma trËn ®¬n vÞ) (11.32)

Chó ý ®Õn (11.32), tõ (11.31) rót ra:

[ ] [ ][ ] [ ]T Kφ φ = Ω (11.33)

11.2.2.11.2.2.11.2.2.11.2.2. PhPhPhPh¬¬¬¬ngngngng trtrtrtr××××nhnhnhnh xxxx¸̧̧̧cccc ®Þ®Þ®Þ®Þnhnhnhnh chuychuychuychuyÓÓÓÓnnnn vvvvÞÞÞÞ khkhkhkh¸̧̧̧iiii ququququ¸̧̧̧tttt ( ){ }X t

Thay (11.21) vµo (11.2) vµ nh©n tr¸i víi [ ]Tφ ta cã:

[ ] [ ][ ] ( ){ } [ ] [ ][ ] ( ){ } [ ] [ ][ ] ( ){ } [ ] ( ){ }T T T TM X t C X t K X t R tφ φ + φ φ + φ φ = φ̇̇ ̇

Chó ý ®Õn (11.32) vµ (11.33), hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n biÓu diÔn chuyÓn vÞ kh¸i
qu¸t cã d¹ng:

( ){ } [ ] [ ][ ] ( ){ } [ ] ( ){ } [ ] ( ){ }T TX t C X t X t R t+ φ φ + Ω = φ̇̇ ̇ (11.34)

C¸c ®iÒu kiÖn ban ®Çu cña chuyÓn vÞ kh¸i qu¸t { }oX vµ { }oẊ ®îc x¸c ®Þnh tõ

vÐc t¬ chuyÓn vÞ ban ®Çu { }q , tèc ®é chuyÓn vÞ ban ®Çu { }0q̇ t¹i thêi ®iÓm ban

®Çu 0t = . Nh©n ph¶i hai vÕ cña (11.21) víi [ ] [ ]T Mφ t¹i thêi ®iÓm 0t = , ta cã:

[ ] [ ]{ } [ ] [ ][ ]{ }0 0
T TM q M Xφ = φ φ .

Chó ý ®Õn (11.32), rót ra:

{ } [ ] [ ]{ }0 0
TX M q= φ (11.35)

T¬ng tù:

{ } [ ] [ ]{ }0 0
TX M q= φ̇ ̇ (11.36)

1.1.1.1. TrTrTrTrêêêêngngngng hhhhîîîîpppp khkhkhkh««««ngngngng xxxxÐÐÐÐtttt llllùùùùcccc cccc¶¶¶¶nnnn
Khi kh«ng xÐt lùc c¶n, (11.34) cã d¹ng:

( ){ } [ ] ( ){ } [ ] ( ){ }TX t X t R t+ Ω = φ̇̇ (11.37)

XÐt nghiÖm thø k, tõ (11.37) ph¬ng tr×nh x¸c ®Þnh ( )kX t cã d¹ng:

( ) ( ) ( )2
k k k kX t X t r t+ω =̇̇ Víi k=1....n (11.38)

trong ®ã:

( ) { } ( ){ }T
k kr t R t= ϕ (11.39)

Ph¬ng tr×nh (11.38) cã d¹ng t¬ng tù nh ph¬ng tr×nh biÓu diÔn dao ®éng
cña hÖ mét bËc tù do nªn nghiÖm cã d¹ng:
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( ) ( ) ( )
0

1 t

k k k k k k k
k

X t A sin t B cos t r u sin t u du= ω + ω + ω −
ω ∫ (11.40)

trong ®ã:
- Hai thµnh phÇn ®Çu lµ nghiÖm cña ph¬ng tr×nh vi ph©n thuÇn nhÊt (dao

®éng tù do), cßn thµnh phÇn thø ba lµ nghiÖm riªng cña ph¬ng tr×nh vi ph©n
kh«ng thuÇn nhÊt.

- H»ng sè tÝch ph©n kA , kB x¸c ®Þnh tõ ®iÒu kiÖn ban ®Çu theo (11.35) vµ

(11.36).
Ph¬ng tr×nh (11.40) cã d¹ng kh¸c:

( ) ( ) ( ) ( )*

0

1 t

k k k k k k
k

X t A sin t r u sin t u du= ω + λ + ω −
ω ∫ (11.41)

Víi:

* 2 2
k k kA A B= + vµ k

k
k

Aarctg
B

λ = (11.42)

Khi t¶i träng ®éng t¸c dông lªn hÖ cã cïng qui luËt ( )f t theo thêi gian, tõ

(11.39):

( ) { } { } ( )T
k kr t R f t= ϕ (11.43)

Víi { }R lµ vÐc t¬ t¶i qui nót khi ( ) 1f t = . Thay (11.43) vµo (11.41):

( ) ( ) { } { } ( ) ( )*

0

1 t
T

k k k k k k
k

X t A sin t R f u sin t u du= ω + λ + ϕ ω −
ω ∫ (11.44)

hay: ( ) ( ) { } { } ( )*
2

1T
k k k k k k

k

X t A sin t R K t= ω + λ + ϕ
ω

(11.45)

víi: ( ) ( ) ( )
0

t

k k kK t f u sin t u du= ω ω −∫ (11.46)

XÐt víi t¶i träng ®iÒu hoµ ( )f t sinrt= , tõ (11.46):

( ) ( )
2

2 2
0

.
t

k
k k k k

k k

rK t sinru sin t u du sinrt sin t
r
⎛ ⎞ω

= ω ω − = − ω⎜ ⎟ω − ω⎝ ⎠
∫ (11.47)

Víi tÝch ph©n:

( ) 2 2
0

.
t

k
k k

k k

rsinru sin t u du sinrt sin t
r
⎛ ⎞ω

ω − = − ω⎜ ⎟ω − ω⎝ ⎠
∫

Thay (11.47) vµo (11.45):

( ) { } { }*
2 2

1( ) ( )T
k k k k k k

k k

rX t A sin t R sinrt sin t
r

= ω + λ + φ − ω
ω − ω

(11.48)
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Gi¶ sö tríc khi chÞu t¶i träng, hÖ ë tr¹ng th¸i tÜnh, nghÜa lµ { } { } { }0 0 0q q= =̇

( ) { } { } 2 2

1 ( )T
k k k

k k

rX t R sinrt sin t
r

= φ − ω
ω − ω

(11.49)

( ) { } { } 2 2

1 ( . . )T
k k k

k

X t R r cosrt r cos t
r

= φ − ω
ω −

̇ (11.50)

( ) { } { } 2
2 2

1 ( )T
k k k k

k

X t R r sinrt r sin t
r

= φ − + ω ω
ω −

̇̇ (11.51)

Trong giai ®o¹n dao ®éng b×nh æn (kh«ng xÐt thµnh phÇn dao ®éng víi tÇn sè dao
®éng riªng kω )

( )
2

2 2
k

k
k

K t sinrt
r

ω
=
ω −

(11.52)

( ) ( ) { } { }*
2 2

T
k k k k k

k

sinrtX t A sin t R
r

= ω + λ + ϕ
ω −

(11.53)

Gi¶ sö tríc khi chÞu t¸c dông cña t¶i träng, hÖ ë tr¹ng th¸i tÜnh nghÜa lµ

{ } { } 0o oq q= =̇ , th×:

( ) { } { } 2 2
T

k k
k

sinrtX t R
r

= ϕ
ω −

(11.54)

( ) { } { } 2 2

. sT
k k

k

r co rtX t R
r

= ϕ
ω −

̇ (11.55)

( ) { } { }
2

2 2

.T
k k

k

r sinrtX t R
r

= − ϕ
ω −

̇̇ (11.56)

HÖ cã n bËc tù do sÏ cã n nghiÖm d¹ng (11.41) hoÆc (11.44÷11.45). Thµnh

phÇn chuyÓn vÞ nót thø m ( )m tq cña vÐc t¬ chuyÓn vÞ nót { }( )tq b»ng tæng chuyÓn

vÞ nót trong tÊt c¶ c¸c d¹ng riªng:

( ) ( ) ( )
1 1

n n

m mk mk k
k k

q t q t X t
= =

= = ϕ∑ ∑ (11.57)

Víi mkϕ lµ gi¸ trÞ thø m cña vÐc t¬ riªng thø k.

Tæng qu¸t, vÐc t¬ chuyÓn vÞ nót

( ){ } [ ] ( ){ }q t X t= φ (11.58)

trong ®ã:

( ){ } ( ) ( ) ( ){ }1 2 ...
T

nX t X t X t X t= (11.59)
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2.2.2.2. TrTrTrTrêêêêngngngng hhhhîîîîpppp xxxxÐÐÐÐtttt llllùùùùcccc cccc¶¶¶¶nnnn
Khi kh«ng xÐt lùc c¶n, hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n (11.34) x¸c ®Þnh chuyÓn vÞ

kh¸i qu¸t ®îc ®a vÒ d¹ng (11.37) vµ cã thÓ ph©n ly thµnh n ph¬ng tr×nh riªng
biÖt d¹ng (11.38).

Trong thùc tÕ rÊt khã x¸c ®Þnh chÝnh x¸c c¸c tham sè c¶n cña kÕt cÊu do
chóng phô thuéc vµo c¸c tÇn sè dao ®éng riªng. H¬n n÷a ®Ó sö dông cã hiÖu qu¶
ph¬ng ph¸p ph©n tÝch ra c¸c d¹ng riªng theo d¹ng (11.34), lùc c¶n ®îc biÓu
diÔn b»ng quan hÖ:

{ } [ ]{ } 2T
k j k k kjCϕ ϕ = ω ξ δ (11.60)

trong ®ã:

kξ - tØ sè c¶n cña d¹ng dao ®éng riªng thø k ®îc x¸c ®Þnh theo (11.20).

kjδ - to¸n tö Kronecker víi 1kjδ = khi k j= vµ 0kjδ = khi k j≠ .

Víi quan hÖ (11.60), ph¬ng tr×nh (11.34) ph©n ly thµnh n ph¬ng tr×nh d¹ng:

( ) ( ) ( ) ( )22k k k k k k kX t X t X t r t+ ω ξ +ω =̇̇ ̇ Víi k = 1, 2,... n (11.61)

Ph¬ng tr×nh (11.61) cã d¹ng nh ph¬ng tr×nh dao ®éng cña hÖ mét bËc tù do cã
xÐt lùc c¶n víi khèi lîng b»ng ®¬n vÞ.

Ký hiÖu: 21k k kϖ = ω −ξ (11.62)

NghiÖm (11.61) cã d¹ng:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 k kk k

t
t ut

k k k k k k k
k

X t e A sin t B cos t r u e sin t u du−ξ ω −−ξ ϖ= ϖ + ϖ + ϖ −
ϖ ∫ (11.63)

trong ®ã:
- Thµnh phÇn ®Çu cña (11.63) lµ nghiÖm cña ph¬ng tr×nh vi ph©n thuÇn nhÊt

(dao ®éng tù do) vµ thµnh phÇn thø hai lµ nghiÖm riªng cña ph¬ng tr×nh kh«ng
thuÇn nhÊt cã xÐt lùc c¶n.

- C¸c h»ng sè tÝch ph©n kA vµ kB x¸c ®Þnh tõ ®iÒu kiÖn ban ®Çu.

T¬ng tù nh trêng hîp kh«ng xÐt lùc c¶n, ( )mq t lµ thµnh phÇn chuyÓn vÞ

nót thø m cña vÐc t¬ chuyÓn vÞ nót ( ){ }q t vµ vÐc t¬ chuyÓn vÞ nót ( ){ }q t x¸c ®Þnh

theo (11.57) vµ (11.58). Trong trêng hîp thµnh phÇn thø hai cña (11.63) kh«ng
tÝnh ®îc b»ng tÝch ph©n díi d¹ng têng minh cã thÓ sö dông ph¬ng ph¸p tÝch
ph©n sè.
B.B.B.B. PhPhPhPh¬¬¬¬ngngngng phphphph¸̧̧̧pppp ttttÝÝÝÝchchchch phphphph©©©©nnnn trtrtrtrùùùùcccc titititiÕÕÕÕpppp

Ph¬ng ph¸p tÝch ph©n trùc tiÕp lµ ph¬ng ph¸p tríc khi tÝch ph©n kh«ng
tiÕn hµnh bÊt kú biÕn ®æi nµo ®èi víi ph¬ng tr×nh kh¶o s¸t. Khi tÝch ph©n trùc

tiÕp ph¬ng tr×nh (11.2) trong kho¶ng thêi gian tõ 0 ®Õn *t , ta chia kho¶ng thêi
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gian lµm N kho¶ng t∆ b»ng nhau:
*tt
N

∆ = (11.64)

vµ tÝnh tÝch ph©n theo tõng bíc víi kho¶ng thêi gian t∆ . Gi¶ sö biÕt ®iÒu kiÖn
ban ®Çu t¹i thêi ®iÓm 0t = :

{ } { }0q q= ; { } { }0q q=̇ ̇ vµ { } { }0q q=̇̇ ̇̇ (11.65)

th× sau tõng bíc tÝch ph©n sÏ lÇn lît nhËn ®îc nghiÖm cña (8.2) t¹i c¸c thêi

®iÓm *0, ,2 ... , , 2 ,...i t t t t t t t t= ∆ ∆ + ∆ + ∆ . Trªn h×nh 11-1 biÓu diÔn lùc vµ chuyÓn vÞ

t¹i c¸c thêi ®iÓm tÝch ph©n theo bíc thêi gian thø i .

§é æn ®Þnh nghiÖm cña c¸c ph¬ng ph¸p tÝch ph©n trùc tiÕp phô thuéc vµo
®é lín cña kho¶ng thêi gian t∆ .

Ph¬ng ph¸p tÝch ph©n trùc tiÕp kh«ng nh÷ng hiÖu qu¶ cho c¸c bµi to¸n
tuyÕn tÝnh mµ rÊt hiÖu qu¶ cho c¶ bµi to¸n phi tuyÕn.
11.2.3.11.2.3.11.2.3.11.2.3. PhPhPhPh¬¬¬¬ngngngng phphphph¸̧̧̧pppp saisaisaisai phphphph©©©©nnnn trungtrungtrungtrung tttt©©©©mmmm
1.1.1.1. NNNNééééiiii dungdungdungdung phphphph¬¬¬¬ngngngng phphphph¸̧̧̧pppp vvvvµµµµ thuthuthuthuËËËËtttt totototo¸̧̧̧nnnn

Gia tèc vµ vËn tèc t¹i bíc thêi gian thø i ®îc biÓu diÔn b»ng c¸c biÓu
thøc sai ph©n:

H×nh 11.1
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{ } { } { } { }1 1
2

2i i i
i

q q q
q

t
+ −
− +

=
∆

̇̇ (11.66)

{ } { } { }1 1

2
i i

i

q q
q

t
+ −
−

=
∆

̇ (11.67)

Thay (11.66) vµ (11.67) vµo (11.2) dÉn ®Õn ph¬ng tr×nh x¸c ®Þnh { } 1iq +

[ ]{ } { } { }
( )

[ ]{ } { } [ ]{ } { }1 1 1 1
2

2
2

i i i i i
i i

q q q q q
M C K q R

tt
+ − + −
− + −

+ + =
∆∆

(11.68)

Trong ph¬ng tr×nh nµy, chuyÓn vÞ { }iq vµ { } 1iq −
®· biÕt tõ tÝch ph©n theo bíc

thêi gian tríc. Nh vËy, chuyÓn vÞ nót { } 1iq +
®îc tÝnh tõ ®iÒu kiÖn c©n b»ng t¹i

bíc thêi gian thø i .
ChuyÓn c¸c ®¹i lîng ®· biÕt sang vÕ ph¶i, nhËn ®îc:

[ ]
( )

[ ] { } { } [ ]
( )

[ ] { } [ ] [ ]
( )

{ }2 2 21 1

2
2 2i i i i

M C M C M
q R q K q

t tt t t+ −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ = − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∆ ∆∆ ∆ ∆⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(11.69)

hoÆc:

{ } { }1i i
K q R

+
⎡ ⎤ =⎣ ⎦
⌢ ⌢

(11.70)

trong ®ã:

[ ]
( )

[ ]
2 2

M C
K

tt
⎡ ⎤ = +⎣ ⎦ ∆∆

⌢
(11.71)

{ } { } [ ]
( )

[ ] { } [ ] [ ]
( )

{ }2 21

2
2i i ii

M C M
R R q K q

tt t−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟∆∆ ∆⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⌢
(11.72)

Tõ (11.70) x¸c ®Þnh ®îc { } 1iq +
:

{ }
{ }

1
i

i

R
q

K+
=
⎡ ⎤⎣ ⎦

⌢

⌢ (11.73)

ChuyÓn vÞ { } 1iq +
t¹i bíc thêi gian thø 1i + ®îc x¸c ®Þnh tõ ph¬ng tr×nh

c©n b»ng ®éng (11.2) t¹i bíc thêi gian thø i mµ kh«ng sö dông ®iÒu kiÖn c©n
b»ng t¹i bíc thêi gian thø 1i + . Do ®ã, ph¬ng ph¸p tÝch ph©n trùc tiÕp nµy gäi
lµ ph¬ng ph¸p tÝch ph©n têng minh.

Chó ý lµ { } 1iq +
®îc tÝnh tõ { }iq vµ { } 1iq −

. Bëi vËy, ®Ó tÝnh chuyÓn vÞ t¹i

bíc thêi gian thø 1i = ( t∆ ), cÇn x¸c ®Þnh { }1q− t¹i bíc thêi gian thø 0i = ( t−∆ )

so víi thêi ®iÓm ban ®Çu 0t = .
Tõ (11.66) vµ (11.67):
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{ } { } { }1 1
0 2

q q
q

t
−

−
=

∆
̇ { } { } { } { }

( )
1 0 1

20

2q q q
q

t
−

− +
=

∆
̇̇ (11.74)

X¸c ®Þnh { }1q tõ ph¬ng tr×nh ®Çu vµ thay vµo ph¬ng tr×nh thø hai, nhËn ®îc:

{ } { } { } ( ) { }
2

1 0 0 02
t

q q t q q
−

∆
= −∆ +̇ ̇̇ (11.75)

Ph¬ng tr×nh c©n b»ng ®éng t¹i thêi ®iÓm ban ®Çu 0t = víi chuyÓn vÞ ban

®Çu { }0q , vËn tèc ban ®Çu { }0q̇ vµ vÐc t¬ t¶i qui nót { }0R ®· biÕt, cã d¹ng:

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }0 0 0 0M q C q K q R+ + =̇̇ ̇

Tõ ph¬ng tr×nh nµy rót ra gia tèc t¹i thêi ®iÓm 0t = :

{ } { } [ ]{ } [ ]{ }
[ ]

0 0 0
0

R C q K q
q

M
− −

=
̇

̇̇ (11.76)

ThuËt to¸n cña ph¬ng ph¸p sai ph©n trung t©m cho trong b¶ng 11.1.
B¶ng 11.1. ThuThuThuThuËËËËtttt totototo¸̧̧̧nnnn ccccññññaaaa phphphph¬¬¬¬ngngngng phphphph¸̧̧̧pppp saisaisaisai phphphph©©©©nnnn trungtrungtrungtrung tttt©©©©mmmm
1.0 C¸c phÐp tÝnh ban ®Çu

1.1 X¸c ®Þnh ma trËn ®é cøng [ ]K , ma trËn khèi lîng [ ]M , ma trËn c¶n [ ]C
vµ vÐc t¬ t¶i qui nót { }R cña hÖ ®· xÐt ®Õn ®iÒu kiÖn biªn;

{ } { } [ ]{ } [ ]{ }
[ ]

0 0 0
0

R C q K q
q

M
− −

=
̇

̇̇

1.2 { } { } { } ( ) { }
2

1 0 0 02
t

q q t q q
−

∆
= −∆ +̇ ̇̇

1.3
[ ]
( )

[ ]
2 2

M C
K

tt
⎡ ⎤ = +⎣ ⎦ ∆∆

⌢

1.4 [ ] [ ]
( )

[ ]
2 2

M C
a

tt
= −

∆∆

1.5 [ ] [ ] [ ]
( )2
2 M

b K
t

= −
∆

2.0 §èi víi tõng bíc thêi gian thø i

2.1 { } { } [ ]{ } [ ]{ }1
ˆ

i i ii
R R a q b q

−
= − −

2.2 { }
{ }

1
i

i

R
q

K+
=
⎡ ⎤⎣ ⎦

⌢

⌢

2.3 Khi cÇn thiÕt x¸c ®Þnh gia tèc vµ vËn tèc t¹i thêi ®iÓm i
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{ } { } { }1 1

2
i i

i

q q
q

t
+ −
−

=
∆

̇ { } { } { } { }
( )

1 1
2

2i i i
i

q q q
q

t
+ −
− +

=
∆

̇̇

3.0 TÝnh cho c¸c bíc thêi gian tiÕp theo tõ bíc 2.1 ®Õn 2.3.
Ph¬ng ph¸p sai ph©n trung t©m lµ ph¬ng ph¸p æn ®Þnh cã ®iÒu kiÖn. §Ó

nghiÖm æn ®Þnh, bíc thêi gian t∆ cÇn ph¶i tho¶ m·n:

min
gh

Tt t∆ < ∆ ≤
π

( minT lµ chu kú dao ®éng riªng nhá nhÊt cña hÖ) (11.77)

2.2.2.2. ThThThThÝÝÝÝ ddddôôôô 11.111.111.111.1
X¸c ®Þnh chuyÓn vÞ cña hÖ 01

bËc tù do chÞu t¶i träng ®éng cho trªn
h×nh 11-2.
C¸c bíc gi¶i theo PP sai ph©n trung
t©m víi bíc thêi gian 0,1sect∆ =
nh sau:
1.0 TÝnh to¸n ban ®Çu

Khèi lîng 0,2533m = ; ®é cøng

10k = ; hÖ sè c¶n 0,1592c = ; T¹i

thêi ®iÓm 0t = : chuyÓn vÞ vµ vËn tèc
ban ®Çu 0 0q = ; 0 0q =̇ ;

1.1 0 0 0
0

. . 0R c q k qq
m

− −
= =

̇̇̇

1.2 ( ) ( )2
1 0 0 0 0

2
t

q q t q q−

∆
= − ∆ + =̇ ̇̇

1.3
( )2

26,13
2

m ck
tt

= + =
∆∆

⌢

1.4
( )2

24,53
2

m ca
tt

= − =
∆∆

1.5
( )2
2 40,66mb k
t

= − = −
∆

2.0 TÝnh cho tõng bíc thêi gian

2.1 1 1. . 24,53. 40,66.i i i i i i iR R a q b q R q q− −= − − = − −
⌢

2.2 1 26,13
i i

i
R Rq
k+ = =
⌢ ⌢
⌢

H×nh 11.2



16

3.0 TÝnh cho c¸c bíc thêi gian tiÕp theo tõ bíc 2.1 vµ 2.2 víi 0,1,2,3,...i =
Gi¸ trÞ sè theo tõng bíc thêi gian cho trong b¶ng:

it iR 1iq − iq iR
⌢
(2.1) 1iq + (2.2)

0,0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,1 5,0000 0,0000 0,0000 5,0000 0,1914
0,2 8,6602 0,0000 0,1914 16,4419 0,6293
0,3 10,0000 0,1914 0,6293 30,8934 1,1825
0,4 8,6602 0,6293 1,1825 41,3001 1,5808
0,5 5,0000 1,1825 1,5808 40,2649 1,5412
0,6 0,0000 1,5808 1,5412 23,8809 0,9141
0,7 0,0000 1,5412 0,9141 -0,6456 -0,0247
0,8 0,0000 0,9141 -0,0247 -23,4309 -0,8968
0,9 0,0000 -0,0247 -0,8968 -35,8598 -1,3726
1,0 0,0000 -0,8968 -1,3726 -33,8058 -1,2940

11.2.4.11.2.4.11.2.4.11.2.4. PhPhPhPh¬¬¬¬ngngngng phphphph¸̧̧̧pppp NewmarkNewmarkNewmarkNewmark
1.1.1.1. NNNNééééiiii dungdungdungdung phphphph¬¬¬¬ngngngng phphphph¸̧̧̧pppp vvvvµµµµ thuthuthuthuËËËËtttt totototo¸̧̧̧nnnn

Ph¬ng tr×nh c©n b»ng ®éng t¹i thêi ®iÓm i ::::

[ ]{ } [ ]{ } ( ) { }Si i i iM q C q f R+ + =̇̇ ̇ (11.78)

Ph¬ng tr×nh c©n b»ng ®éng t¹i bíc thêi ®iÓm 1i + :
[ ]{ } [ ]{ } ( ) { } 1111 ++++ =++ iiSii RfqCqM ̇̇̇ (11.79)

§èi víi bµi to¸n tuyÕn tÝnh:

( ) [ ]{ }S i if K q= vµ ( ) [ ]{ }1 1S i if K q
+ +
= (11.80)

Thñ tôc tÝch ph©n sè theo tõng bíc thêi gian t∆ cho phÐp x¸c ®Þnh ®îc

{ } { } { }1 1 1, ,i i iq q q
+ + +

̇ ̇̇ tõ { } { } { }, ,i i iq q q̇ ̇̇ ®· biÕt tõ bíc tÝch ph©n tríc.

Ph¬ng ph¸p Newmark lµ ph¬ng ph¸p tÝch ph©n theo tõng bíc thêi gian,
sö dông c¸c gi¶ thiÕt sau [13]:

{ } { } ( ) { } ( ){ }1 1
1i i i iq q t q t q

+ +
= + − γ ∆ + γ∆⎡ ⎤⎣ ⎦̇ ̇ ̇̇ ̇̇ (11.81.a)

{ } { } ( ){ } ( )( ) { } ( ) { }2 2

1 10,5i i i i iq q t q t q t q
+ +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + ∆ + −β ∆ + β ∆⎣ ⎦ ⎣ ⎦̇ ̇̇ ̇̇ (11.81.b)

C¸c tham sè β , γ biÓu diÔn sù thay ®æi gia tèc trªn tõng bíc thêi gian tÝch

ph©n, ®¶m b¶o æn ®Þnh vµ ®é chÝnh x¸c cña nghiÖm. Khi
1 1,
2 4

γ = β = c¸c biÓu

thøc (11.81) t¬ng øng víi ph¬ng ph¸p gia tèc trung b×nh kh«ng ®æi. Khi
1 1,
2 6

γ = β = c¸c biÓu thøc (11.81) t¬ng øng víi ph¬ng ph¸p gia tèc tuyÕn tÝnh.
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Quan hÖ gi÷a { } { } { }1 1 1, ,i i iq q q
+ + +

̇ ̇̇ vµ { } { } { }, ,i i iq q q̇ ̇̇ t¬ng øng víi ph¬ng

ph¸p gia tèc trung b×nh kh«ng ®æi vµ ph¬ng ph¸p gia tèc tuyÕn tÝnh cho trong
b¶ng sau

1. Gia tèc trung b×nh kh«ng ®æi

( ){ } { } { }( )1

1
2 i iq q q

+
τ = +̇̇ ̇̇ ̇̇ (11.82)

q̇̇

1iq +̇̇

iq̇̇

it 1it + t

τ
t∆

( ){ } { } { } { }( )12i i iq q q q
+

τ
τ = + +̇ ̇ ̇̇ ̇̇ (11.83)

{ } { } { } { }( )1 12i i i i

tq q q q
+ +

∆
= + +̇ ̇ ̇̇ ̇̇ (11.84)

( ){ } { } { } { } { }( )
2

1
.

4i i i iq q q q q
+

τ
τ = + τ+ +̇ ̇̇ ̇̇ (11.85)

{ } { } { } ( ) { } { }( )
2

1 14i i i i i

t
q q q t q q

+ +

∆
= + ∆ + +̇ ̇̇ ̇̇ (11.86)

2. Gia tèc tuyÕn tÝnh

( ){ } { } { } { }( )1i i iq q q q
t +

τ
τ = + −

∆
̇̇ ̇̇ ̇̇ ̇̇ (11.82)

q̇̇

1iq +̇̇

iq̇̇

it 1it + t

τ
t∆

( ){ } { } { } { } { }( )
2

1
.

2i i i iq q q q q
t +

τ
τ = + τ+ −

∆
̇ ̇ ̇̇ ̇̇ ̇̇

(11.83)

{ } { } { } { }( )1 12i i i i

tq q q q
+ +

∆
= + +̇ ̇ ̇̇ ̇̇ (11.84)

( ){ } { } { } { } { } { }( )
2 3

12 6i i i i iq q q q q q
t +

τ τ
τ = + τ+ + −

∆
̇ ̇̇ ̇̇ ̇̇ (11.85)

{ } { } { } ( ) { } { }2

1 1

1 1
6 3i i i i iq q q t t q q

+ +

⎛ ⎞= + ∆ + ∆ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

̇ ̇̇ ̇̇ (11.86)

Ph¬ng tr×nh (11.82) biÓu diÔn sù thay ®æi cña gia tèc trong tõng bíc thêi

gian lµ kh«ng ®æi hoÆc tuyÕn tÝnh. TÝch ph©n biÓu thøc ( ){ }q τ̇̇ theo (11.82) x¸c

®Þnh ®îc vËn tèc ( ){ }q τ̇ vµ t¹i thêi ®iÓm tτ = ∆ nhËn ®îc vËn tèc { } 1iq +
̇ . TÝch
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ph©n biÓu thøc ( ){ }q τ̇ theo (11.83) x¸c ®Þnh ®îc chuyÓn vÞ ( ){ }q τ vµ t¹i thêi

®iÓm tτ = ∆ nhËn ®îc chuyÓn vÞ { } 1iq +
. So s¸nh (11.84), (11.86) víi (11.81) x¸c

®Þnh ®îc c¸c tham sè γ , β t¬ng øng víi ph¬ng ph¸p gia tèc trung b×nh kh«ng

®æi vµ ph¬ng ph¸p gia tèc tuyÕn tÝnh.
TÝch ph©n sè theo tõng bíc thêi gian víi c¸c ®¹i lîng chuyÓn vÞ, vËn tèc,

gia tèc, lùc nót qui ®æi díi d¹ng sè gia rÊt thuËn lîi khi gi¶i bµi to¸n phi tuyÕn.
Ký hiÖu:

{ } { } { }1i i iq q q
+

∆ = − ; (11.87)

{ } { } { }1i i iq q q
+

∆ = −̇ ̇ ̇ ; (11.88)

{ } { } { }1i i iq q q
+

∆ = −̇̇ ̇̇ ̇̇ (11.89)

{ } { } { }1i i iR R R
+

∆ = − (11.90)

Ph¬ng tr×nh (11.81) díi d¹ng sè gia:

{ } ( ){ } ( ){ }.i i iq t q t q∆ = ∆ + γ ∆ ∆̇ ̇̇ ̇̇ ; (11.91)

{ } ( ){ } ( ) { } ( ) { }
2

2

2i i i i

t
q t q q t q

∆
∆ = ∆ + +β ∆ ∆̇ ̇̇ ̇̇ (11.92)

Tõ ph¬ng tr×nh thø hai, rót ra

{ }
( )

{ } { } { }2
1 1 1

2i i i iq q q q
tt

∆ = ∆ − −
β∆ ββ ∆

̇̇ ̇ ̇̇ (11.93)

Thay (11.93) vµo (11.91)

{ } { } { } { }. 1
2i i i iq q q t q

t
⎛ ⎞γ γ γ

∆ = ∆ − + ∆ −⎜ ⎟β∆ β β⎝ ⎠
̇ ̇ ̇̇ (11.94)

Tõ hai ph¬ng tr×nh c©n b»ng ®éng t¹i bíc thêi gian i theo (11.78) vµ bíc
thêi gian 1i + theo (11.79), chó ý ®Õn (11.94) nhËn ®îc ph¬ng tr×nh chuyÓn
®éng díi d¹ng sè gia.

§èi víi bµi to¸n tuyÕn tÝnh:

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }i i i iM q C q K q R∆ + ∆ + ∆ = ∆̇̇ ̇ (11.95)

hay:

{ } { }i i
K q R⎡ ⎤ ∆ = ∆⎣ ⎦
⌢ ⌢

(11.96)

trong ®ã:

[ ] [ ]
( )

[ ]2
1K K C M

t t
γ⎡ ⎤ = + +⎣ ⎦ β∆ β ∆

⌢
(11.97)
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{ } { } [ ] [ ] { } [ ] [ ] { }1 1 1
2 2i i ii

R R M C q M t C q
t

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞γ γ
∆ = ∆ + + + + ∆ −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟β∆ β β β⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⌢
̇ ̇̇ (11.98)

Tõ (11.96), gia sè chuyÓn vÞ nót:

{ } { }1

i i
q K R

−
⎡ ⎤∆ = ∆⎣ ⎦
⌢ ⌢

(11.99)

Sau khi x¸c ®Þnh ®îc { }iq∆ , c¸c ®¹i lîng { }iq∆ ̇ vµ { }iq∆̇̇ ®îc x¸c ®Þnh

b»ng (11.93) vµ (11.94); C¸c ®¹i lîng { } 1iq +
, { } 1iq +
̇ vµ { } 1iq +

̇̇ x¸c ®Þnh b»ng biÓu

thøc (11.87 ÷11.89).
Gia tèc cã thÓ x¸c ®Þnh tõ ph¬ng tr×nh c©n b»ng ®éng t¹i bíc thêi gian

1i + (thêi ®iÓm 1it + ):

{ } { } [ ]{ } [ ]{ }
[ ]

1 1 1
1

i i i
i

R C q K q
q

M
+ + +

+

− −
=

̇
̇̇ (11.100)

Ph¬ng tr×nh (11.100) dïng ®Ó x¸c ®Þnh gia tèc t¹i thêi ®iÓm 0t = .
Ph¬ng ph¸p tÝch ph©n sè nhËn ®îc nghiÖm t¹i bíc thêi gian 1i + qua

nghiÖm t¹i bíc thêi gian i gäi lµ ph¬ng ph¸p tÝch ph©n têng minh.
ThuËt to¸n cña ph¬ng ph¸p Newmark díi d¹ng sè gia lµ thuËt to¸n rÊt

thÝch hîp khi gi¶i bµi to¸n phi tuyÕn, cho trong b¶ng 11.2, [10].
B¶ng 11.2. ThuThuThuThuËËËËtttt totototo¸̧̧̧nnnn ccccññññaaaa phphphph¬¬¬¬ngngngng phphphph¸̧̧̧pppp NewmarkNewmarkNewmarkNewmark ddddííííiiii dddd¹¹¹¹ngngngng ssssèèèè giagiagiagia

(1) Ph¬ng ph¸p gia tèc trung b×nh kh«ng ®æi:
1 1;
2 4

γ = β =

(2) Ph¬ng ph¸p gia tèc tuyÕn tÝnh:
1 1;
2 6

γ = β =

1.0 TÝnh to¸n ban ®Çu

1.1 { } { } [ ]{ } [ ]{ }
[ ]

0 0
0

oR C q K q
q

M
− −

=
̇

̇̇

({ } { } { }0 0 0, ,R q q̇ - vÐc t¬ lùc nót qui ®æi, vËn tèc vµ chuyÓn vÞ ban ®Çu t¹i

thêi ®iÓm 0t = ).
1.2 Chän t∆

1.3 [ ] [ ]
( )

[ ]2
1K K C M

t t
γ⎡ ⎤ = + +⎣ ⎦ β∆ β ∆

⌢

1.4 [ ] [ ]1a M C
t

γ
= +
β∆ β

[ ] [ ]1 1
2 2

b M t C⎛ ⎞γ
= + ∆ −⎜ ⎟β β⎝ ⎠

2.0 TÝnh to¸n víi mçi bíc thêi gian i
2.1 { } { } { } { }i i ii

R R a q b q∆ = ∆ + +
⌢

̇ ̇̇
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2.2 { }
{ }i

i

R
q

K

∆
∆ =

⎡ ⎤⎣ ⎦

⌢

⌢

2.3 { } { } { } { }1
2i i i iq q q t q

t
⎛ ⎞γ γ γ

∆ = ∆ − + ∆ −⎜ ⎟β∆ β β⎝ ⎠
̇ ̇ ̇̇

2.4 { }
( )

{ } { } { }2
1 1 1

2i i i iq q q q
tt

∆ = ∆ − −
β∆ ββ ∆

̇̇ ̇ ̇̇

2.5. { } { } { }1i i iq q q
+
= + ∆ ; { } { } { }1i i iq q q

+
= + ∆̇ ̇ ̇ ; { } { } { }1i i iq q q

+
= + ∆̇̇ ̇̇ ̇̇

3.0 TÝnh lÆp cho bíc thêi gian tiÕp theo tõ bíc 2.1 ®Õn bíc 2.5.
§èi víi bµi to¸n tuyÕn tÝnh, cã thÓ sö dông thuËt to¸n x¸c ®Þnh c¸c ®¹i lîng

t¹i bíc thêi gian 1i + qua c¸c ®¹i lîng ®· ®îc x¸c ®Þnh t¹i bíc thêi gian i
theo thuËt to¸n cho trong b¶ng 11.3, [13].
B¶ng 11.3. ThuThuThuThuËËËËtttt totototo¸̧̧̧nnnn phphphph¬¬¬¬ngngngng phphphph¸̧̧̧pppp NewmarkNewmarkNewmarkNewmark

1.0 C¸c phÐp tÝnh ban ®Çu

1.1 X¸c ®Þnh ma trËn ®é cøng [ ]K , ma trËn khèi lîng [ ]M , ma trËn c¶n

[ ]C vµ vÐc t¬ lùc nót qui ®æi { }tR cña hÖ.

1.2 X¸c ®Þnh gi¸ trÞ ban ®Çu { }0q , { }0q̇ vµ { }0q̇̇ .

1.3 Chän bíc thêi gian t∆ vµ c¸c tham sè
1
4

α = vµ
1
2

δ = ®Ó tÝch ph©n æn

®Þnh v« ®iÒu kiÖn vµ tÝnh c¸c h»ng sè ia (i=1÷7)

0 2

1a
t

=
α∆

; 1a t
δ

=
α∆

; 2
1a
t

=
α∆

; 3
1 1
2

a = −
α

; 4 1a δ
= −
α

;

5 2
2
ta ∆ δ⎛ ⎞= −⎜ ⎟α⎝ ⎠

; ( )6 1a t= ∆ −δ ; 7 .a t= δ ∆ (11.101)

1.4 X¸c ®Þnh ma trËn ®é cøng ¶nh hëng K⎡ ⎤⎣ ⎦
⌢

[ ] [ ] [ ]0 1K K a M a C⎡ ⎤ = + +⎣ ⎦
⌢

(11.102)

2.0 §èi víi tõng bíc thêi gian
2.1 TÝnh t¶i träng ¶nh hëng t¹i bíc thêi gian 1i +

{ } { } [ ] { } { } { }( ) [ ] { } { } { }( )0 2 3 1 4 51 i i i i i i ii
R R M a q a q a q C a q a q a q

+
= + + + + + +

⌢
̇ ̇̇ ̇ ̇̇

(11.103)
2.2 X¸c ®Þnh chuyÓn vÞ nót t¹i bíc thêi gian 1i +

{ } { }1 1i i
K q R

+ +
⎡ ⎤ =⎣ ⎦
⌢ ⌢

(11.104)

2.3 X¸c ®Þnh gia tèc vµ vËn tèc t¹i bíc thêi gian 1i +
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{ } { } { }( ) { } { }0 2 31 1i i i i iq a q q a q a q
+ +
= − − −̇̇ ̇ ̇̇

{ } { } { } { }6 71 1i i i iq q a q a q
+ +
= + +̇ ̇ ̇̇ ̇̇ (11.105)

Ph¬ng ph¸p Newmark æn ®Þnh nghiÖm nÕu tho¶ m·n ®iÒu kiÖn:
1 1
2 2n

t
T
∆

≤
π γ − β

(11.106)

- Víi ph¬ng ph¸p gia tèc trung b×nh kh«ng ®æi
1
2

γ = vµ
1
4

β = , ®iÒu kiÖn

æn ®Þnh nghiÖm (8.106) cã d¹ng:
n

t
T
∆

< ∞ (11.107)

Nh vËy, ®iÒu kiÖn æn ®Þnh nghiÖm lu«n tho¶ m·n víi mäi gi¸ trÞ cña t∆ . Tuy
nhiªn, ®Ó ®¶m b¶o ®é chÝnh x¸c, gi¸ trÞ cña t∆ ph¶i ®ñ nhá.

- Víi ph¬ng ph¸p gia tèc tuyÕn tÝnh
1
2

γ = vµ
1
6

β = , ®iÒu kiÖn æn ®Þnh nghiÖm

(11.106) cã d¹ng: 0,551
n

t
T
∆

< (11.108)

2.2.2.2. ThThThThÝÝÝÝ ddddôôôô 11.211.211.211.2
Gi¶i bµi to¸n thÝ dô 11.1 b»ng ph¬ng ph¸p gia tèc trung b×nh kh«ng ®æi

1.0 TÝnh to¸n ban ®Çu
- Khèi lîng 0,2533m = ; ®é cøng 10k = ; hÖ sè c¶n 0,1592c = ; T¹i thêi

®iÓm 0t = : chuyÓn vÞ vµ vËn tèc ban ®Çu 0 0q = ; 0 0q =̇ ; lùc nót 0 0R =

1.1 0 0 0 0
0

. . 0R c q k qq
m

− −
= =

̇̇̇

1.2 Chän bíc thêi gian 0,1sect∆ =

1.3
( )2

2 4 114,5k k c m
t t

= + + =
∆ ∆

⌢

1.4
4 2. 10,45a m c
t

= + =
∆

; 2 0,5066b m= =

2.0 TÝnh cho mçi bíc thêi gian

2.1 . . 10.45 0.5066i i i i i i iR R a q b q R q q∆ = ∆ + + = ∆ + +
⌢

̇ ̇̇ ̇ ̇̇

2.2
114,5

i i
i

i

R Rq
k
∆ ∆

∆ = =
⌢ ⌢
⌢

2.3
2 2 20 2i i i i iq q q q q
t

∆ = ∆ − = ∆ −
∆

̇ ̇ ̇
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2.4
( )

( ) ( )2
4 . 2. 400 0,1 2.i i i i i i iq q t q q q q q
t

∆ = ∆ − ∆ − = ∆ − −
∆

̇̇ ̇ ̇̇ ̇ ̇̇

2.5 1i i iq q q+ = + ∆ ; 1i i iq q q+ = + ∆̇ ̇ ̇ ; 1i i iq q q+ = + ∆̇̇ ̇̇ ̇̇
3.0 TÝnh cho c¸c bíc thêi gian tiÕp theo tõ bíc 2.1 ®Õn bíc 2.5.

KÕt qu¶ sè cho trong b¶ng:

it iR iq̇̇
(2.5)

iR∆ iR∆
⌢

(2.1)

iq∆
(2.2)

iq∆ ̇
(2.3)

iq∆̇̇
(2.4)

iq̇
(2.5)

iq
(2.5)

0,0 0,0000 0,0000 5,0000 5,0000 0,0437 0,8733 17,4666 0,0000 0,0000
0,1 5,0000 17,4666 3,6603 21,6356 0,1890 2,0323 5,7137 0,8733 0,0437
0,2 8,6602 23,1803 1,3398 43,4485 0,3794 1,7776 -10,8087 2,9057 0,2326
0,3 10,000 12,3724 -1,3397 53,8708 0,4705 0,0428 -23,8893 4,6833 0,6121
0,4 8,6602 -11,5169 -3,6602 39,8948 0,3484 -2,483 -26,6442 4,7261 1,0825
0,5 5,0000 -38,1611 -5,0000 -0,9009 -0,0079 -4,641 -16,5122 2,2422 1,4309
0,6 0,0000 -54,6733 0,0000 -52,7740 -0,4609 -4,418 20,9716 -2,3995 1,4231
0,7 0,0000 -33,7017 0,0000 -88,3275 -0,7714 -1,791 31,5787 -6,8133 0,9622
0,8 0,0000 -2,1229 0,0000 -91,0486 -0,7952 1,3159 30,5646 -8,6095 0,1908
0,9 0,0000 28,4417 0,0000 -61,8123 -0,5398 3,7907 18,9297 -7,2936 -0,6044
1,0 0,0000 47,3714 0,0000 -3,5029 -1,1442

3.3.3.3. ThThThThÝÝÝÝ ddddôôôô 11.311.311.311.3
Gi¶i bµi to¸n thÝ dô 11.1 b»ng ph¬ng ph¸p gia tèc tuyÕn tÝnh.

1.0 TÝnh to¸n ban ®Çu
- Khèi lîng 0,2533m = ; ®é cøng 10k = ; hÖ sè c¶n 0,1592c = ; T¹i thêi

®iÓm 0t = : chuyÓn vÞ vµ vËn tèc ban ®Çu 0 0q = ; 0 0q =̇ ; lùc nót 0 0R =

1.1 0 0 0 0
0

. . 0R c q k qq
m

− −
= =

̇̇̇

1.2 Chän bíc thêi gian 0,1sect∆ =

1.3
( )2

3 6 166,8k k c m
t t

= + + =
∆ ∆

⌢

1.4
6 3. 15,68a m c
t

= + =
∆

; 3 0,7679
2
tb m c∆

= + =

2.0 TÝnh cho mçi bíc thêi gian

2.1 . . 15,68 0,7679i i i i i i iR R a q b q R q q∆ = ∆ + + = ∆ + +
⌢

̇ ̇̇ ̇ ̇̇

2.2
166,8

i i
i

i

R Rq
k
∆ ∆

∆ = =
⌢ ⌢
⌢
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2.3
3 3 30 3 0,05

2i i i i i i i
tq q q q q q q

t
∆

∆ = ∆ − − = ∆ − −
∆

̇ ̇ ̇̇ ̇ ̇̇

2.4
( )

( ) ( )2
6 . 3. 600 0,1 3.i i i i i i iq q t q q q q q
t

∆ = ∆ − ∆ − = ∆ − −
∆

̇̇ ̇ ̇̇ ̇ ̇̇

2.5 1i i iq q q+ = + ∆ ; 1i i iq q q+ = + ∆̇ ̇ ̇ ; 1i i iq q q+ = + ∆̇̇ ̇̇ ̇̇
3.0 TÝnh cho c¸c bíc thêi gian tiÕp theo tõ bíc 2.1 ®Õn bíc 2.5.

KÕt qu¶ sè cho trong b¶ng sau:

it iR iq̇̇
(2.5)

iR∆ iR∆
⌢

(2.1)

iq∆
(2.2)

iq∆ ̇
(2.3)

iq∆̇̇
(2.4)

iq̇
(2.5)

iq
(2.5)

0,0 0,000 0,0000 5,0000 5,0000 0,0300 0,8995 17,9903 0,0000 0,0000
0,1 5,000 17,990 3,6603 31,5749 0,1893 2,0824 5,6666 0,8995 0,0300
0,2 8,660 23,656 1,3398 66,2479 0,3973 1,7897 -11,5191 2,9819 0,2193
0,3 10,00 12,137 -1,3397 82,7784 0,4964 -0,0296 -24,8677 4,7716 0,6166
0,4 8,660 -12,729 -3,6602 60,8987 0,3652 -2,6336 -27,2127 4,7420 1,1130
0,5 5,000 -39,942 -5,0000 -2,6205 -0,0157 -4,7994 -16,1033 2,1084 1,4782
0,6 0,000 -56,045 0,0000 -85,2198 -0,5110 -4,4558 22,9749 -2,6911 1,4625
0,7 0,000 -33,071 0,0000 -137,426 -0,8241 -1,6292 33,5584 -7,1469 0,9514
0,8 0,000 0,4874 0,0000 -137,196 -0,8227 1,6218 31,4613 -8,7761 0,1273
0,9 0,000 31,948 0,0000 -87,6156 -0,5254 4,1031 18,1644 -7,1543 -0,6954
1,0 0,000 50,113 0,0000 -3,0512 -1,2208

So s¸nh gi¸ trÞ sè cña chuyÓn vÞ t¹i c¸c bíc thêi gian theo ph¬ng ph¸p sai ph©n
trung t©m, ph¬ng ph¸p Newmark víi gi¸ trÞ lý thuyÕt cho trong b¶ng sau:

it PPPPPPPP SPTTSPTTSPTTSPTT PPPPPPPP giagiagiagia ttttèèèècccc trungtrungtrungtrung bbbb××××nhnhnhnh
khkhkhkh««««ngngngng ®æ®æ®æ®æiiii

PPPPPPPP giagiagiagia ttttèèèècccc
tuytuytuytuyÕÕÕÕnnnn ttttÝÝÝÝnhnhnhnh

LLLLýýýý thuythuythuythuyÕÕÕÕtttt

0,0 0,0000 0,0000 0,0000 0.0000
0,1 0,1914 0,0437 0,0300 0,0328
0,2 0,6293 0,2326 0,2193 0,2332
0,3 1,1825 0,6121 0,6166 0,6487
0,4 1,5808 1,0825 1,1130 1,1605
0,5 1,5412 1,4309 1,4782 1,5241
0,6 0,9141 1,4231 1,4625 1,4814
0,7 -0,0247 0,9622 0,9514 0,9245
0,8 -0,8968 0,1908 0,1273 0,0593
0,9 -1,3726 -0,6044 -0,6954 -0,7751

1,0 -1,2940 -1,1442 -1,2208 -1,2718
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11.3.11.3.11.3.11.3. phphphph¬¬¬¬ngngngng phphphph¸̧̧̧pppp newton-Raphsonnewton-Raphsonnewton-Raphsonnewton-Raphson gigigigi¶¶¶¶IIII bbbbµµµµiiii totototo¸̧̧̧nnnn phiphiphiphi
tuytuytuytuyÕÕÕÕnnnn
11.3.1.11.3.1.11.3.1.11.3.1. NNNNééééiiii dungdungdungdung phphphph¬¬¬¬ngngngng phphphph¸̧̧̧pppp vvvvµµµµ thuthuthuthuËËËËtttt totototo¸̧̧̧nnnn

Trong thùc tÕ tÝnh to¸n kÕt cÊu, cã thÓ gÆp hai lo¹i bµi to¸n phi tuyÕn: phi
tuyÕn vËt lý vµ phi tuyÕn h×nh häc. Bµi to¸n lµ phi tuyÕn vËt lý khi vËt liÖu cã tÝnh
®µn dÎo hoÆc khi vËt liÖu cã tÝnh chÊt c¬ häc thay ®æi theo thêi gian, lóc nµy quan

hÖ ( )σ = σ ε gi÷a øng suÊt (lùc) vµ biÕn d¹ng (chuyÓn vÞ) lµ quan hÖ phi tuyÕn.

Trong bµi to¸n phi tuyÕn vËt lý, quan hÖ gi÷a vÐc t¬ øng suÊt { }σ vµ vÐc t¬

biÕn d¹ng { }ε cã thÓ viÕt díi d¹ng:

{ } ( ) { }*σ = Ε ε ε⎡ ⎤⎣ ⎦ (11.109)

trong ®ã ma trËn ( )*Ε ε⎡ ⎤⎣ ⎦ lµ hµm cña tr¹ng th¸i biÕn d¹ng { }ε . MÆt kh¸c, tr¹ng

th¸i biÕn d¹ng { }ε ®îc biÓu diÔn qua chuyÓn vÞ nót { }q nªn cã thÓ biÓu diÔn:

{ } ( ) { }* q qσ = Ε⎡ ⎤⎣ ⎦ (11.110)

Do ®ã, ph¬ng tr×nh c©n b»ng ®éng phi tuyÕn cã d¹ng:

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ){ }M q q t C q q t K q q t R t+ + =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦̇̇ ̇ (11.111)

Díi ®©y sÏ giíi thiÖu ph¬ng ph¸p Newton-Raphson gi¶i bµi to¸n tÜnh vµ
kÕt hîp ph¬ng ph¸p Newton-Raphson víi ph¬ng ph¸p Newmark gi¶i bµi to¸n
®éng [10].

Ph¬ng ph¸p chung ®Ó gi¶i c¸c ph¬ng tr×nh phi tuyÕn lµ ph¬ng ph¸p tÝnh
lÆp dùa trªn c¬ së lêi gi¶i tuyÕn tÝnh. Do ®ã, c¸c thuËt to¸n cña ph¬ng ph¸p
Newmark ®· tr×nh bµy trong môc 11.2 cho bµi to¸n tuyÕn tÝnh cã thÓ më réng cho
bµi to¸n phi tuyÕn.

Trong mçi bíc lÆp sÏ thùc hiÖn ph©n phèi l¹i øng suÊt, biÕn d¹ng trong hÖ
vµ tÝnh l¹i c©c ma trËn t¬ng øng víi tr¹ng th¸i øng suÊt - biÕn d¹ng võa tÝnh ®îc
theo quan hÖ cña c¸c ®¹i lîng phi tuyÕn.

§èi víi bµi to¸n ®éng, khi sö dông ph¬ng ph¸p Newmark t¶i träng còng
®îc chia thµnh nhiÒu cÊp t¬ng øng víi c¸c bíc thêi gian vµ viÖc tÝnh lÆp theo
ph¬ng ph¸p Newton-Raphson ¸p dông cho tõng cÊp t¶i träng trong mçi bíc
thêi gian tÝch ph©n.

T¬ng tù nh ph¬ng tr×nh c©n b»ng ®éng díi d¹ng sè gia (11.95) cho bµi
to¸n tuyÕn tÝnh, hiÖu hai ph¬ng tr×nh c©n b»ng ®éng ë bíc thêi gian i vµ 1i +
trong bµi to¸n phi tuyÕn cã d¹ng:

[ ]{ } [ ]{ } ( ) { }Si i i iM q C q f R∆ + ∆ + ∆ = ∆̇̇ ̇ (11.112)
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trong ®ã:

( ) [ ] { },S i ii secf K q∆ = ∆ (11.113)

Ma trËn c¸t tuyÕn [ ] ,i secK kh«ng thÓ x¸c ®Þnh ®îc v× { } 1iq +
cha biÕt, h×nh 11-3.

NÕu thõa nhËn bíc thêi gian t∆ nhá th× ma trËn c¸t tuyÕn ®îc thay thÕ b»ng

ma trËn ®é cøng tiÕp tuyÕn [ ] ,i TK . Khi ®ã (11.113) cã d¹ng:

( ) [ ] { },S i ii Tf K q∆ ≅ ∆ (11.114)

Bá ký hiÖu T cña ma trËn ®é cøng tiÕp tuyÕn vµ thay vµo ph¬ng tr×nh (11.112),
nhËn ®îc:

[ ]{ } [ ]{ } [ ] { } { }i i i iiM q C q K q R∆ + ∆ + ∆ = ∆̇̇ ̇ (11.115)

Ph¬ng tr×nh nµy cã d¹ng
t¬ng tù nh ph¬ng tr×nh
(11.95) cña bµi to¸n tuyÕn tÝnh
nªn c¸c c«ng thøc cña ph¬ng
ph¸p Newmark cho hÖ tuyÕn
tÝnh cã thÓ ¸p dông cho bµi
to¸n phi tuyÕn, trong ®ã thay

thÕ ma trËn ®é cøng [ ]K trong

bµi to¸n tuyÕn tÝnh b»ng ma

trËn ®é cøng tiÕp tuyÕn [ ]iK ë

mçi bíc thêi gian thø i trong
thuËt to¸n Newmark, b¶ng 11-
2. §èi víi hÖ phi tuyÕn bíc 2.5 trong thuËt to¸n Newmark vµ (11.100) lÊy gi¸ trÞ

hiÖu cña { } 1iq +
̇̇ vµ { }iq̇̇ cña bíc tÝnh tríc.

T¬ng tù nh ®èi víi bµi to¸n tuyÕn tÝnh, ph¬ng tr×nh c©n b»ng ®éng díi
d¹ng sè gia cña bµi to¸n phi tuyÕn cã d¹ng:

{ } { }ii i
K q R⎡ ⎤ ∆ = ∆⎣ ⎦
⌢ ⌢

(11.116)

trong ®ã:

{ }iR∆
⌢

lÊy theo c«ng thøc (11.99) - bµi to¸n tuyÕn tÝnh.

[ ] [ ]
( )

[ ]2
1

ii
K K C M

t t
γ⎡ ⎤ = + +⎣ ⎦ β∆ β ∆

⌢
(11.117)

§Ó thuËn tiÖn ë (11.116) bá chØ sè i ë ma trËn ®é cøng vµ thay b»ng T (ma
trËn ®é cøng tiÕp tuyÕn):

H×nh 11-3.
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{ } { }T
K q R⎡ ⎤ ∆ = ∆⎣ ⎦
⌢ ⌢

(11.118)

víi:

[ ] [ ]
( )

[ ]2
1

TT
K K C M

t t
γ⎡ ⎤ = + +⎣ ⎦ β∆ β ∆

⌢
(11.119)

Ph¬ng tr×nh (11.118) lµ ph¬ng tr×nh phi tuyÕn cã thÓ gi¶i b»ng ph¬ng
ph¸p Newton-Raphson. Ph¬ng tr×nh nµy lµ ph¬ng tr×nh phi tuyÕn v× ma trËn ®é

cøng tiÕp tuyÕn [ ]TK phô thuéc vµo chuyÓn vÞ { }q nªn ma trËn [ ]TK kh«ng ph¶i

lµ ma trËn h»ng sè. Trong bµi to¸n tÜnh phi tuyÕn, ma trËn
T

K⎡ ⎤⎣ ⎦
⌢

lµ ma trËn [ ]TK

vµ tÝnh phi tuyÕn thÓ hiÖn

trong [ ]TK . Trong bµi to¸n phi

tuyÕn ®éng, khèi lîng vµ lùc
c¶n lµm gi¶m tÝnh phi tuyÕn v×

ma trËn h»ng sè
( )

[ ]2
1 M
tβ ∆

thêng cã gi¸ trÞ lín h¬n [ ]TK .

Trªn h×nh 11-4 biÓu diÔn
s¬ ®å gi¶i lÆp ph¬ng tr×nh
(11.118) cho hÖ 01 bËc tù do:

- Bíc lÆp ®Çu tiªn (1):

{ } { }(1)

T
K q R⎡ ⎤ ∆ = ∆⎣ ⎦
⌢ ⌢

(1)

Gi¶i (1) x¸c ®Þnh ®îc

{ }(1)q∆ vµ x¸c ®Þnh lùc { } { }(1) (1)

T
f K q⎡ ⎤∆ = ∆⎣ ⎦

⌢
cã gi¸ trÞ nhá h¬n { }R∆ ⌢ vµ lùc cßn

l¹i { } { } { }(2) (1)R R f∆ = ∆ − ∆
⌢

- Bíc lÆp thø hai (2):

{ } { }(2) (2)

T
K q R⎡ ⎤ ∆ = ∆⎣ ⎦
⌢

(2)

Gi¶i (2) x¸c ®Þnh ®îc { }(2)q∆ vµ x¸c ®Þnh lùc { } { }(2) (2)

T
f K q⎡ ⎤∆ = ∆⎣ ⎦

⌢
cã gi¸ trÞ

nhá h¬n { }(2)R∆ vµ lùc cßn l¹i { } { } { }(3) (2) (2)R R f∆ = ∆ − ∆

TiÕn hµnh c¸c bíc lÆp nh trªn ®Õn bíc lÆp thø l víi gia sè chuyÓn vÞ ( )lq∆

®ñ nhá so víi gia sè chuyÓn vÞ tÝnh to¸n ( )

1

l
j

tt
j

q q
=

∆ = ∆∑ , nghÜa lµ khi:
( )l

tt

q
q

∆
< ε

∆
.

Khi ®ã gia sè chuyÓn vÞ ë bíc thêi gian i ®Õn i+1 cã gi¸ trÞ:

H×nh 11-4.
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{ } { }( )

1

l
j

i
j

q q
=

∆ = ∆∑ (11.120)

ThuËt to¸n lÆp cña ph¬ng ph¸p Newton-Raphson cho trong b¶ng 11-4.
B¶ng 11-4. ThuThuThuThuËËËËtttt totototo¸̧̧̧nnnn llllÆÆÆÆpppp Newton-RaphsonNewton-RaphsonNewton-RaphsonNewton-Raphson ---- bbbbµµµµiiii totototo¸̧̧̧nnnn ttttÜÜÜÜnhnhnhnh
1.0 Sè liÖu ban ®Çu

{ } { }0

1 ii
q q

+
= ; ( ) ( )0

S S if f= ; ( ){ } { }1
iR R∆ = ∆ ;

T i
K K⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⌢ ⌢

2.0 C¸c phÐp tÝnh cña mçi bíc lÆp 1,2,3,...j =

2.1 Gi¶i ph¬ng tr×nh ( ){ } ( ){ }j j

T
K q R⎡ ⎤ ∆ = ∆⎣ ⎦
⌢

x¸c ®Þnh ®îc ( ){ }jq∆
2.2 ( ){ } ( ){ } ( ){ }1

1 1

j j j

i i
q q q−

+ +
= + ∆

2.3 ( )( ) ( )( ) ( )( ) [ ]( ) ( ){ }1j j j j
S S TT

f f f K K q− ⎡ ⎤∆ = − + − ∆⎣ ⎦
⌢

2.4 ( ){ } ( ){ } ( )( )1j j jR R f+∆ = ∆ − ∆

3.0 TÝnh lÆp c¸c bíc tiÕp theo tõ 2.1 ®Õn 2.4 cho ®Õn khi nghiÖm héi tô.
ThuËt to¸n Newmakr gi¶i bµi to¸n ®éng kÕt hîp víi phÐp lÆp cña ph¬ng ph¸p

Newton-Raphson cho trong b¶ng 11-5.
B¶ng 11-5. ThuThuThuThuËËËËtttt totototo¸̧̧̧nnnn phphphph¬¬¬¬ngngngng phphphph¸̧̧̧pppp NewmarkNewmarkNewmarkNewmark kkkkÕÕÕÕtttt hhhhîîîîpppp phphphphÐÐÐÐpppp llllÆÆÆÆpppp phphphph¬¬¬¬ngngngng
phphphph¸̧̧̧pppp Newton-RaphsonNewton-RaphsonNewton-RaphsonNewton-Raphson gigigigi¶¶¶¶iiii bbbbµµµµiiii totototo¸̧̧̧nnnn ®é®é®é®éngngngng phiphiphiphi tuytuytuytuyÕÕÕÕnnnn

(1) Ph¬ng ph¸p gia tèc trung b×nh kh«ng ®æi:
1 1;
2 4

γ = β =

(2) Ph¬ng ph¸p gia tèc tuyÕn tÝnh:
1 1;
2 6

γ = β =

1.0 TÝnh to¸n ban ®Çu

1.1 { } { } [ ]{ } ( ){ }
[ ]

0 0
0

o SR C q f q
q

M
− −

=
̇

̇̇

Víi { } { } { }0 0 0, ,R q q̇ lµ vÐc t¬ lùc nót qui ®æi, vËn tèc vµ chuyÓn vÞ ban ®Çu t¹i

thêi ®iÓm 0t = ).
1.2 Chän t∆

1.3 [ ]
( )

[ ]1a C M
t

γ
= +
β β ∆

[ ] [ ]1 1
2 2

b M t C⎛ ⎞γ
= + ∆ −⎜ ⎟β β⎝ ⎠

2.0 TÝnh to¸n víi mçi bíc thêi gian i
2.1 { } { } { } { }i i ii

R R a q b q∆ = ∆ + +
⌢

̇ ̇̇

2.2 X¸c ®Þnh ma trËn ®é cøng tiÕp tuyÕn [ ]iK
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2.3 [ ] [ ]
( )

[ ]2
1

ii
K K C M

t t
γ⎡ ⎤ = + +⎣ ⎦ β∆ β ∆

⌢

2.4 X¸c ®Þnh { }iq∆ tõ
i

K⎡ ⎤⎣ ⎦
⌢

vµ { }iR∆
⌢

b»ng thñ tôc lÆp Newton-Raphson cho

trong b¶ng 11-4.

2.5 { } { } { } { }1
2i i i iq q q t q

t
⎛ ⎞γ γ γ

∆ = ∆ − + ∆ −⎜ ⎟β∆ β β⎝ ⎠
̇ ̇ ̇̇

2.6 { }
( )

{ } { } { }2
1 1 1

2i i i iq q q q
tt

∆ = ∆ − −
β∆ ββ ∆

̇̇ ̇ ̇̇

2.7 { } { } { }1i i iq q q
+
= + ∆ ; { } { } { }1i i iq q q

+
= + ∆ ; { } { } { }1i i iq q q

+
= + ∆̇̇ ̇̇ ̇̇

3.0 TÝnh lÆp cho bíc thêi gian tiÕp theo tõ bíc 2.1 ®Õn bíc 2.7.
Sù kh¸c nhau c¬ b¶n cña

bµi to¸n phi tuyÕn vµ bµi to¸n
tuyÕn tÝnh lµ tõ bíc 2.1 - b¶ng
11-5, nghÜa lµ chuyÓn vÞ nót t¹i
bíc thêi gian 1i + ph¶i gi¶i lÆp
trªn c¬ së tÝnh l¹i ma trËn cña
hÖ theo quan hÖ phi tuyÕn.
11.3.2.11.3.2.11.3.2.11.3.2. ThThThThÝÝÝÝ ddddôôôô
1.1.1.1. ThThThThÝÝÝÝ ddddôôôô 4444

X¸c ®Þnh chuyÓn vÞ cña hÖ
01 bËc tù do chÞu t¶i träng ®éng
nh thÝ dô 1. Quan hÖ gi÷a lùc
vµ chuyÓn vÞ lµ quan hÖ ®µn dÎo
lý tëng cho trªn h×nh 11-5 víi gi¸ trÞ chuyÓn vÞ ®µn håi 0,75dhu = . Sö dông

ph¬ng ph¸p Newmark - gia tèc trung b×nh kh«ng ®æi (kh«ng tÝnh lÆp theo
ph¬ng ph¸p Newton-Raphson).

Díi ®©y dÉn ra c¸c bíc gi¶i:
1.0 TÝnh to¸n ban ®Çu

- Khèi lîng 0,2533m = ; ®é cøng 0 10k = ; hÖ sè c¶n 0,1592c = ; T¹i thêi

®iÓm 0t = : chuyÓn vÞ vµ vËn tèc ban ®Çu 0 0q = ; 0 0q =̇ ; lùc nót 0 0R =

1.1 0 0 0 0
0

. . 0R c q k qq
m

− −
= =

̇̇̇

1.2 Chän bíc thêi gian 0,1t∆ =

H×nh 11-5
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1.3
4 2. 10,45a m c
t

= + =
∆

; 2 0,5066b m= =

2.0 TÝnh cho tõng bíc thêi gian

2.1 . . 10,45 0,5066i i i i i i iR R a q b q R q q∆ = ∆ + + = ∆ + +
⌢

̇ ̇̇ ̇ ̇̇
2.2 ik k= cho ®o¹n oa,bc vµ de; 0ik = cho ®o¹n ab vµ cd, h×nh 11-5.

2.3
( )2

2 4 104,5i i ik k c m k
t t

= + + = +
∆ ∆

⌢

2.4 i
i

i

Rq
k
∆

∆ =
⌢
⌢ (kh«ng tÝnh lÆp theo ph¬ng ph¸p Newton-Raphson)

2.5
2 2 20 2i i i i iq q q q q
t

∆ = ∆ − = ∆ −
∆

̇ ̇ ̇

2.6 1i i iq q q+ = + ∆ ; 1i i iq q q+ = + ∆̇ ̇ ̇

2.7 ( ) ( )1s s i ii i
f f k q

+
= + ∆

2.8
( )1 1 1

1
i i s i

i

R cq f
q

m
+ + +

+

− −
=

̇
̇̇

ë trong thñ tôc nµy kh«ng tÝnh lÆp theo ph¬ng ph¸p Newton-Raphson, gia
tèc ®îc tÝnh ë bíc 2.7 vµ 2.8 ®· tÝnh ë bíc tríc thay cho bíc tÝnh 2.7 trong
b¶ng 11-5, b¶o ®¶m c©n b»ng ®éng ë cuèi mçi bíc thêi gian.
3.0 TÝnh to¸n cho c¸c bíc thêi gian tiÕp theo tõ bíc 2.1 ®Õn bíc 2.8

Gi¸ trÞ sè theo ph¬ng ph¸p Newmak - gia tèc trung b×nh kh«ng ®æi (kh«ng
tÝnh lÆp theo ph¬ng ph¸p Newton-Raphson) cho trong b¶ng sau:

it iR ( )s i
f iq̇̇

( 2.8)
iR∆
⌢

(2.1)

ik ik
⌢

(2.3)

iq∆
(2.4)

iq̇
(2.6)

iq
(2.6)

0.0 0,0000 0,0000 0,0000 5,0000 10 114,5043 0,0437 0,0000 0,0000
0.1 5,000 0,4367 17,4666 21,6356 10 114,5043 0,1890 0,8733 0,0437
0.2 8,6602 2,3262 23,1803 43,4485 10 114,5043 0,3794 2,9057 0,2326
0.3 10,000 6,1207 12,3724 53,8708 10 114,5043 0,4705 4,6833 0,6121
0.4 8,6602 7,5000 1,6110 46,5455 0 104,5043 0,4454 4,7261 1,0825
0.5 5,0000 7,5000 -12,4970 32,3703 0 104,5043 0,3098 4,1818 1,5279
0.6 0.,000 7,5000 -30,8738 5,3984 0 104,5043 0,0517 2,0132 1,8377
0.7 0,0000 7,5000 -28,9930 -24,9304 10 114,5043 -0,2177 -0,9801 1,8893
0.8 0,0000 5,3228 -18,8932 -44,8354 10 114,5043 -0,3916 -3,3744 1,6716
0.9 0,0000 1,4071 -2,7549 -47,9712 10 114,5043 -0,4189 -4,4568 1,2801
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2.2.2.2. ThThThThÝÝÝÝ ddddôôôô 5555
TÝnh l¹i thÝ dô 4 cã tÝnh lÆp chuyÓn vÞ trong mét bíc thêi gian b»ng sö

dông thuËt to¸n trong b¶ng 11-4 (thuËt to¸n ph¬ng ph¸p lÆp Newton-Raphson)
vµ thuËt to¸n trong b¶ng 11-5. Bíc tÝnh 2.4 trong b¶ng 11-5 lµ bíc tÝnh lÆp.
Díi ®©y dÉn ra phÐp tÝnh lÆp cho thêi ®iÓm tõ 0,3t sec= ®Õn thêi ®iÓm

0,4t sec= (chuyÓn vÞ lín h¬n chuyÓn vÞ ®µn håi) víi sè liÖu ban ®Çu t¹i thêi ®iÓm

0,3t sec= . Sau khi tÝnh bíc lÆp 2.4 tiÕp tôc tÝnh bíc 2.5 vµ bíc 2.6 vµ bíc

2.7 nh sau:

2.6
( )2
4 4 2 400 40 2i i i i i i iq q q q q q q

tt
∆ = ∆ − − = ∆ − −

∆∆
̇̇ ̇ ̇̇ ̇ ̇̇

2.7 1i i iq q q+ = + ∆̇̇ ̇̇ ̇̇
TÝnh to¸n trong kho¶ng thêi gian tõ 0,0t sec= ®Õn 0,9t sec= cho trong

b¶ng. Trong 03 bíc thêi gian ®Çu chuyÓn vÞ nhá h¬n chuyÓn vÞ ®µn håi
0,75dhq q< = (hÖ tuyÕn tÝnh) nªn kh«ng cÇn tÝnh lÆp chuyÓn vÞ (bíc 2.4 b¶ng

11.4). Do ®ã kÕt qu¶ tÝnh cã gi¸ trÞ nh ®· tÝnh trong thÝ dô 4. NÕu ®é cøng hoÆc
lùc c¶n thay ®æi trong bíc thêi gian th× cÇn ph¶i tÝnh lÆp.

Trong thÝ dô nµy tÝnh lÆp chuyÓn vÞ theo ph¬ng ph¸p lÆp Newton-Raphson
ë bíc thêi gian tõ 0,3t sec= ®Õn 0,4t sec= . ThuËt to¸n nh sau:

1.0 Sè liÖu ban ®Çu
( )0
1 0,6121iq + = ; ( )0 6,1207sf = ; ( )1 53,8708iR R∆ = ∆ =

⌢
; 114,5043Tk =
⌢

2.0 Bíc lÆp thø nhÊt 1j =

2.1 ( ) ( )1 1
Tk q R∆ = ∆
⌢ ( )1 53,8708 0.4705

114,5043
q∆ = =

2.2 ( ) ( ) ( )1 0 1
1 1 0,6121 0,4705 1,0826i iq q q+ += + ∆ = + =

2.3 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 1 7,5 6,1207 104,5043.0,4705 50,5454s s
af f f q
t

∆ = − + ∆ = − + =
∆

2.4 ( ) ( ) ( )2 1 1 53,8708 50,5454 3,3254R R f∆ = ∆ −∆ = − =
2.0 Bíc lÆp thø hai 2j =

2.1 ( ) ( )2 2
Tk q R∆ = ∆
⌢ ( )2 3,3254 0.02904

114,5043
q∆ = =

2.2 ( ) ( ) ( )2 1 2
1 1 1,0825 0,02904 1,1116i iq q q+ += + ∆ = + =

2.3 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 2 7,5 7,5 104,5043.0,02904 3,0349s s
af f f q
t

∆ = − + ∆ = − + =
∆
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2.4 ( ) ( ) ( )3 2 2 3,3254 3,0349 0,2904R R f∆ = ∆ −∆ = − =
2.0 Bíc lÆp thø ba 3j =

2.1 ( ) ( )3 3
Tk q R∆ = ∆
⌢ ( )3 0,2904 0.0025

114,5043
q∆ = =

TiÕp tôc c¸c bíc lÆp nh trªn. KÕt qu¶ theo c¸c bíc lÆp ë thêi ®iÓm 0,3t sec=
®Õn 0,4t sec= cho trong b¶ng sau:

it iR ( )s i
f iR∆

⌢
hoÆc

( )jR∆
ik ik

⌢
iq∆

hoÆc

( )jq∆

iq̇ iq̇̇ iq
hoÆc

( )
1
j

iq +

0.0 0,0000 0,0000 0,0000 10 114,5043 0,0437 0,0000 0,0000 0,0000
0.1 5,000 0,4367 21,6356 10 114,5043 0,1890 0,8733 17,4666 0,0437
0.2 8,6602 2,3262 43,4485 10 114,5043 0,3794 2,9057 23,1803 0,2326
0.3 10,000 6,1207 53,8708

3.3254
0,2904
0,0254
0,22e-02

10 114,5043 0,4705
0,0290
0,0025
0,0002
0,19e-04

4,6833 12,3724 0,6121
1,1116
1,1141
1,1143
1,1143

0.4 8,6602 7,5000 52,9849 0 104,5043 0,5070 5,3621 1,2027 1,1143
0.5 5,0000 7,5000 38,4086 0 104,5043 0,3675 4,7782 -12,8805 1,6213
0.6 0,0000 7,5000 11,0600 0 104,5043 0,1058 2,5725 -31,2339 1,9889
0.7 0,0000 7,5000 -19,6226 10 114,5043 -0,1714 -0,4558 -29,3312 2,0947
0.8 0,0000 5,7863 -41,6857 10 114,5043 -0,3641 -2,9716 -20,9850 1,9233
0.9 0,0000 2,1458 -47,9600 10 114,5043 -0,4188 -4,3095 -5,7722 1,5593

Trong 03 bíc thêi gian tiÕp theo, hÖ ë nh¸nh dÎo cã ®é cøng 0k = nªn
kh«ng tÝnh lÆp chuyÓn vÞ (tÝnh theo bíc 2.4 trong thuËt to¸n thÝ dô 4). Trong
kho¶ng thêi gian 0,6sec ®Õn 0,7sec , vËn tèc ®æi dÊu t¬ng øng chuyÓn vÞ b¾t

®Çu gi¶m nghÜa lµ hÖ b¾t ®Çu gi¶m t¶i däc theo nh¸nh bc vµ ®é cøng 10k = . Tuy
nhiªn, khi tÝnh to¸n ®· bá qua kh«ng tÝnh lÆp chuyÓn vÞ khi thay ®æi ®é cøng tõ

0k = ®Õn 10k = .

11.4.11.4.11.4.11.4. HHHHÖÖÖÖ ttttääääaaaa ®é®é®é®é ttttùùùù nhinhinhinhiªªªªnnnn vvvvµµµµ ttttÝÝÝÝchchchch phphphph©©©©nnnn ssssèèèè
11.4.111.4.111.4.111.4.1 HHHHÖÖÖÖ ttttääääaaaa ®é®é®é®é ttttùùùù nhinhinhinhiªªªªnnnn

HÖ täa ®é tù nhiªn ®îc sö dông khi xÐt phÇn tö h÷u h¹n ®ång tham sè víi
viÖc ®a phÇn tö gèc ë hÖ täa ®é tù nhiªn vÒ phÇn tö cã h×nh d¹ng bÊt kú trong hÖ
täa ®é Descartes.

HÖ täa ®é tù nhiªn lµ hÖ täa ®é ®Þa ph¬ng cña phÇn tö cho phÐp x¸c ®Þnh vÞ
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trÝ cña mét ®iÓm bÊt kú trong phÇn tö b»ng c¸c täa ®é tù nhiªn lµ c¸c sè kh«ng
thø nguyªn, cã gi¸ trÞ trong kho¶ng [-1,1]. Th«ng thêng, hÖ täa ®é tù nhiªn ®îc
chän sao cho t¹i c¸c nót ®Ønh phÇn tö, c¸c täa ®é tù nhiªn cã gi¸ trÞ b»ng -1 hay
+1.

C¸c phÇn tö cã d¹ng h×nh häc kh¸c nhau cã hÖ täa ®é tù nhiªn kh¸c nhau.
§èi víi hÖ 3 chiÒu, täa ®é tù nhiªn lµ r , s , t ; cßn ®èi víi hÖ 2 chiÒu, täa ®é tù

nhiªn lµ r , s . VÝ dô ®èi víi phÇn tö tø gi¸c, hÖ täa ®é tù nhiªn lµ hÖ täa ®é mµ
c¸c trôc r , s ®i qua ®iÓm gi÷a cña c¸c cÆp c¹nh ®èi diÖn nhau. C¸c c¹nh nµy
®îc x¸c ®Þnh bëi ph¬ng tr×nh 1r = ± , 1s = ± , h×nh 11-6.

§iÓm P bÊt kú trong phÇn tö cã täa ®é ( ),x y sÏ cã täa ®é ( ),r s trong hÖ täa

®é tù nhiªn. Quan hÖ gi÷a c¸c täa ®é trong hÖ täa ®é Descartes vµ hÖ täa ®é tù
nhiªn, vÝ dô cho phÇn tö tø gi¸c 4 nót cã d¹ng:

( ) [ ]
1

4
2

1 2 3 4
1 3

4

, .i i
i

x
x

x N r s x N N N N
x
x

=

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪= = ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ (11.121)

( ) [ ]
1

4
2

1 2 3 4
1 3

4

, .i i
i

y
y

y N r s y N N N N
y
y

=

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪= = ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ (11.122)

trong ®ã, ( ),i ix y lµ täa ®é vu«ng gãc cña nót i phÇn tö ( )1 4i = ÷ vµ iN lµ hµm néi suy

cña hÖ täa ®é tù nhiªn cã d¹ng:

( ) ( )( )1, 1 . 1 .
4i i iN r s r r s s= + + (11.123)

s

r

3
(1 ,1)

4
(- 1,1 )

21
(1 ,-1)(-1 ,-1)

(0 ,0 )

y

x

3
(1 ,1)

4(-1,1)

2
1

(1 ,-1)

(-1,-1 )

(0 ,0)

s

r

( x1 ,y 1 )

(x 4,y 4 )

(x3 ,y 3 )

(x 2,y 2 )

H×nh 11-6. PhÇn tö tø gi¸c vµ c¸c täa ®é tù nhiªn ( ),r s vµ hÖ täa ®é ( ),x y
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víi ( ),i ir s lµ täa ®é tù nhiªn cña nót i . DÔ dµng thÊy tõ h×nh 8-6: ( ) ( )1 1, 1, 1r s = − − ;

( ) ( )2 2, 1, 1r s = − ; ( ) ( )3 3, 1,1r s = ; ( ) ( )4 4, 1,1r s = − .

Tõ (11.123), hµm néi suy iN víi ( )1 4i = ÷ cã d¹ng:

( )( )
1

1 1
4
r s

N
− −

= (11.124.a)

( ) ( )
2

1 1
4
r s

N
+ −

= (11.124.b)

( ) ( )
3

1 1
4
r s

N
+ +

= (11.124.c)

( )( )
4

1 1
4
r s

N
− +

= (11.124.d)

Do xÐt trong hÖ täa ®é tù nhiªn nªn cÇn thiÕt lËp quan hÖ ®¹o hµm cña mét

®¹i lîng nµo ®ã ®èi víi c¸c biÕn ( ), ,r s t trong hÖ täa ®é tù nhiªn vµ ®¹o hµm cña

®¹i lîng ®ã ®èi víi biÕn ( ), ,x y z trong hÖ täa ®é Descartes. Theo nguyªn t¾c tÝnh

®¹o hµm riªng:
x y z

r x r y r z r
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
x y z

s x s y s z s
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
;

x y z
t x t y t z t
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

díi d¹ng ma trËn:

[ ]

x y z
r r r r x x

x y z J
s s s s y y

x y z
t t t t z z

⎧ ⎫ ⎧ ⎫∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎧ ⎫ ⎡ ⎤
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎢ ⎥

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪∂ ∂⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ∂ ∂⎩ ⎭ ⎩ ⎭

(11.125)

trong ®ã, [ ]J gäi lµ ma trËn Jacobian cã d¹ng :

[ ]

x y z
r r r
x y zJ
s s s
x y z
t t t

∂ ∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎢ ⎥= ⎢ ⎥∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

(11.126)

Tõ (11.125) ®¹o hµm ®èi víi biÕn ( ),x y trong hÖ täa ®é Descartes:
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[ ] 1

x r

J
y s

tz

−

⎧ ⎫∂ ∂⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪
∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪

∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪∂
⎪ ⎪ ⎪ ⎪∂⎩ ⎭∂⎩ ⎭

(11.127)

11.4.2.11.4.2.11.4.2.11.4.2. TTTTÝÝÝÝchchchch phphphph©©©©nnnn ssssèèèè
1.1.1.1. TTTTÝÝÝÝchchchch phphphph©©©©nnnn ssssèèèè

ViÖc dïng c¸c phÇn tö ®ång
tham sè dÉn ®Õn sù biÕn thiªn c¸c
biÕn trong hÖ täa ®é tù nhiªn trong

kho¶ng [ ]1,1− . Do ®ã, khi tÝnh c¸c

tÝch ph©n ma trËn ®é cøng, ma
trËn khèi lîng, vÐc t¬ lùc nót qui
®æi xuÊt hiÖn c¸c tÝch ph©n cã cËn
biÕn thiªn tõ -1 ®Õn +1.

( )
1

1

I F r dr
+

−

= ∫

( )
1 1

1 1

,I F r s drds
+ +

− −

= ∫ ∫

( )
1 1 1

1 1 1

, ,I F r s t drdsdt
+ + +

− − −

= ∫ ∫ ∫
Cã nhiÒu ph¬ng ph¸p tÝnh tÝch ph©n sè, trong ®ã ph¬ng ph¸p Gauss cã

hiÖu qu¶ nhÊt. Thùc chÊt cña ph¬ng ph¸p nµy lµ gi¸ trÞ cña tÝch ph©n b»ng tæng
gi¸ trÞ hµm t¹i mét sè ®iÓm Gauss nh©n víi mét ®¹i lîng gäi lµ träng sè, h×nh
11.7.
a. §èi víi tÝch ph©n 1 líp:

( ) ( )
1

11

n

i i
i

I F r dr F r
+

=−

= = α∑∫ (11.128)

trong ®ã:

( )iF r - gi¸ trÞ cña hµm ( )F r t¹i ®iÓm Gauss ir ;

iα - träng sè t¬ng øng víi ®iÓm Gauss.

B¶ng 11-6 cho biÕt gi¸ trÞ vµ c¸c träng sè t¬ng øng víi c¸c ®iÓm Gauss
theo s¬ ®å cã sè ®iÓm Gauss n kh¸c nhau.

H×nh 11-7. PhÇn tö tø gi¸c vµ c¸c täa ®é tù nhiªn

( ),r s vµ hÖ täa ®é chung ( ),x y
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Trong phÐp cÇu ph¬ng Gauss, vÞ trÝ c¸c ®iÓm Gauss ®îc x¸c ®Þnh sao cho
víi mét sè n ®iÓm Gauss th× tÝch ph©n ®¹t ®îc ®é chÝnh x¸c nhÊt. KÕt qu¶ tÝch

ph©n sè lµ chÝnh x¸c nÕu bËc m cña ®a thøc xÊp xØ víi hµm ( )F r kh«ng vît

qu¸ 2 1n − víi n lµ sè ®iÓm Gauss. NÕu 2 1m n= − , c¸c h»ng sè ir vµ träng sè iα

cã thÓ tÝnh tÝch ph©n víi ®é chÝnh x¸c mong muèn.
B¶ng 11-6. GiGiGiGi¸̧̧̧ trtrtrtrÞÞÞÞ vvvvµµµµ trtrtrträääängngngng ssssèèèè ccccññññaaaa cccc¸̧̧̧cccc ®®®®iiiiÓÓÓÓmmmmGaussGaussGaussGauss khikhikhikhi ttttÝÝÝÝchchchch phphphph©©©©nnnn ssssèèèè

Khi tÝnh tÝch ph©n sè, khèi lîng tÝnh to¸n rÊt lín vµ phô thuéc vµo viÖc
chän sè ®iÓm Gauss. Theo Bathe vµ Wilson [11], [13], khi tÝnh ma trËn ®é cøng
trong bµi to¸n 02 chiÒu bËc tÝch ph©n tèi thiÓu ®îc chän nh sau:

- PhÇn tö tø gi¸c 04 nót: 2x2 ®iÓm Gauss;
- PhÇn tö ch÷ nhËt 08 nót: 2x2 ®iÓm Gauss;
- PhÇn tö c¹nh cong d¹ng tø gi¸c 08 nót: 3x3 ®iÓm Gauss.

ThÝ dô tÝnh tÝch ph©n (11.128) víi ( ) 3 22 3F r r r= + + :

- KÕt qu¶ tÝnh b»ng gi¶i tÝch:

( )
1

3 2

1

2 3 6,666666667I r r dr
+

−

= + + =∫
- Sö dông (11.128) víi sè lîng c¸c ®iÓm Gauss theo b¶ng 11-6:

+ 01 ®iÓm Gauss: ( ) ( ) ( )
1

3 2 3 2
1 1

1

2 3 2. 2.0 0 3 6,0I r r dr F r
+

−

= + + = α = + + =∫ ;

+ 02 ®iÓm Gauss: ( ) ( ) ( )
1

3 2
1 1 2 2

1

2 3I r r dr F r F r
+

−

= + + = α +α =∫

( )3 21. 2.( 0,57735027) ( 0,57735027) 3= − + − + +

( )3 21. 2.(0,57735027) (0,57735027) 3 6,66667228+ + + =

Sè ®iÓm Gauss n To¹ ®é ®iÓm Gauss theo
ph¬ng r hoÆc s , t

Träng sè iα

1 1 0r = 1 2,0α =

2 2 1 0,5773502691r r= − = 2 1 1,0α = α =

3 2 0r =

3 1 0,77459667r r= − =
2 0,88888889α =

3 1 0,55555556α = α =
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+ 03 ®iÓm Gauss: ( ) ( ) ( ) ( )
1

3 2
1 1 2 2 3 3

1

2 3I r r dr F r F r F r
+

−

= + + = α +α +α =∫

( ) ( )3 2 3 20,55555556. 2.( 0,77459667) ( 0,77459667) 3 0,88888889. 2.0 0 3= − + − + + + + +

( )3 20,55555556. 2.(0,77459667) (0,77459667) 3 6,6666667+ + + =

b. §èi víi tÝch ph©n 2 líp vµ 3 líp:
Tõ h×nh vÏ 11-6 vµ b¶ng 11-6, c¸c ®iÓm Gauss ®îc ®Æt ®èi xøng víi t©m

cña kho¶ng c¸ch lÊy tÝch ph©n. C¸c träng sè lµ nh nhau víi c¸c ®iÓm Gauss ®èi
xøng nhau. §èi víi tÝch ph©n 02 líp, tiÕn hµnh lÊy tÝch ph©n víi biÕn r , sau ®ã
lÊy tÝch ph©n víi biÕn s (hoÆc ngîc l¹i).

( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1 11 1 1

, , ,
n n n

i i j i i j
i j i

I F r s drds F r s ds F r s
+ + +

= = =− − −

⎛ ⎞ ⎡ ⎤= = α = α α⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫

hay

( ) ( )
1 1

1 11 1

, ,
n n

i j i j
i j

I F r s drds F r s
+ +

= =− −

= = α α∑∑∫ ∫ (11.129)

XÐt tÝch ph©n 02 líp víi 02 ®iÓm Gauss ( )2n = . Tõ b¶ng 11-6 víi , 1 2i j = ÷ ,

1,0i jα = α = vµ 2 1 0,57735027r r= − = , 2 1 0,57735027s s= − = . Khai triÓn (11.129):

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 2 2
1 1

, , , , ,I F r s drds F r s F r s F r s F r s
+ +

− −

= =α α +α α +α α +α α∫ ∫
Gi¸ trÞ tÝch ph©n lµ tæng gi¸ trÞ cña hµm t¹i t¹i 04 ®iÓm Gauss nh©n víi c¸c träng
sè t¬ng øng.

ThÝ dô xÐt tÝch ph©n:

( ) ( )
1 1 1 1

3

1 1 1 1

, 2 3I F r s drds r s drds
+ + + +

− − − −

= = +∫ ∫ ∫ ∫

Gi¸ trÞ tÝnh theo gi¶i tÝch: ( )
1 1

1 1

, 12F r s drds
+ +

− −

=∫ ∫
Gi¸ trÞ tÝnh theo tÝch ph©n sè víi: 1 2 1,0α = α = ;

1 1 2 2 0,5773502691r s r s= = = = .

( ) ( ) ( )
1 1

33

1 1

2 3 1.1. 2. 0,5773502691 . 0,5773502691 3I r s drds
+ +

− −

⎡ ⎤= + = − − + +⎣ ⎦∫ ∫

( ) ( )31.1. 2. 0,5773502691 . 0,5773502691 3⎡ ⎤+ − + +⎣ ⎦

( ) ( )31.1. 2. 0,5773502691 . 0,5773502691 3⎡ ⎤+ − + +⎣ ⎦
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( ) ( )31.1. 2. 0,5773502691 . 0,5773502691 3 12⎡ ⎤+ + =⎣ ⎦
T¬ng tù víi tÝch ph©n 03 líp:

( ) ( )
1 1 1

1 1 11 1 1

, , , ,
n n n

i j k i j k
i j k

I F r s t drdsdt F r s t
+ + +

= = =− − −

= = α α α∑∑∑∫ ∫ ∫ (11.130)

TÝnh tÝch ph©n 03 líp víi 02 ®iÓm Gauss ( )2n = . Gi¸ trÞ c¸c biÕn , ,r s t vµ

träng sè t¬ng øng víi , 1 2i j = ÷ lÊy nh ®èi víi tÝch ph©n 02 líp. Khai triÓn tÝch

ph©n (11.130) víi 08 ®iÓm tÝnh tÝch ph©n:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,1,1 1,2,1 1,1,2 1,2,2 2,1,1 2,2,1 2,1,2 2,2,2I I I I I I I I I= + + + + + + +

víi:

( ) ( )1 1 1 1 1 11,1,1 , ,I F r s t= α α α ( ) ( )1 2 1 1 2 11,2,1 , ,I F r s t= α α α ;

( ) ( )1 1 2 1 1 21,1,2 , ,I F r s t= α α α ( ) ( )1 2 2 1 2 21,2,2 , ,I F r s t= α α α ;

( ) ( )2 1 1 2 1 12,1,1 , ,I F r s t= α α α ( ) ( )2 2 1 2 2 12,2,1 , ,I F r s t= α α α

( ) ( )2 1 2 2 1 22,1,2 , ,I F r s t= α α α ( ) ( )2 2 2 2 2 22,2,2 , ,I F r s t= α α α

trong ®ã:

2 1 0,5773502691r r a= − = =

2 1 0,5773502691s s a= − = =

2 1 0,5773502691t t a= − = =

ThÝ dô tÝnh tÝch ph©n:

( )
1 1 1

3

1 1 1

2 . 3. 5I r s t drdsdt
+ + +

− − −

= + +∫ ∫ ∫ . Gi¸ trÞ tÝch ph©n tÝnh b»ng gi¶i tÝch 40I =

TÝnh tÝch ph©n ( )
1 1 1

3

1 1 1

2 . 3. 5I r s t drdsdt
+ + +

− − −

= + +∫ ∫ ∫ b»ng tÝch ph©n sè theo phÐp cÇu

ph¬ng Gauss: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,1,1 1,2,1 1,1,2 1,2,2 2,1,1 2,2,1 2,1,2 2,2,2I I I I I I I I I= + + + + + + +

víi:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 4
1 1 1 1 1 11,1,1 , , 1.1.1. 2. . 3. 5 2. 3 5I F r s t a a a a a= α α α = − − + − + = − +

( ) ( ) ( ) ( )( )3 4
1 2 1 1 2 11,2,1 , , 1.1.1. 2. . 3. 5 2 3 5I F r s t a a a a a= α α α = − + − + = − − +

( ) ( ) ( ) ( )( )3 4
1 1 2 1 1 21,1,2 , , 1.1.1. 2 . 3. 5 2 3 5I F r s t a a a a a= α α α = − − + + = + +

( ) ( ) ( )( )3 4
1 2 2 1 2 21,2,2 , , 1.1.1. 2. . 3. 5 2 3 5I F r s t a a a a a= α α α = − + + = − + +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 4
2 1 1 2 1 12,1,1 , , 1.1.1. 2. . 3. 5 2 3 5I F r s t a a a a a= α α α = − + − + = − − +
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( ) ( ) ( ) ( )( )3 4
2 2 1 2 2 12,2,1 , , 1.1.1. 2. . 3. 5 2 3 5I F r s t a a a a a= α α α = + − + = − +

( ) ( ) ( )( )3 4
2 1 2 2 1 22,1,2 , , 1.1.1. 2. . 3. 5 2 3 5I F r s t a a a a a= α α α = − + + = − + +

( ) ( ) ( )3 4
2 2 2 2 2 22,2,2 , , 1.1.1. 2. . 3. 5 2 3 5I F r s t a a a a a= α α α = + + = + +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,1,1 1,2,1 1,1,2 1,2,2 2,1,1 2,2,1 2,1,2 2,2,2 40I I I I I I I I I= + + + + + + + =

§èi víi phÇn tö tÊm, vá tø gi¸c thêng chØ sö dông s¬ ®å tÝch ph©n 1 ®iÓm
hoÆc 2 ®iÓm Gauss, h×nh 11-6.
2.2.2.2. ThThThThÝÝÝÝ ddddôôôô ttttÝÝÝÝnhnhnhnh mamamama trtrtrtrËËËËnnnn ®é®é®é®é ccccøøøøngngngng bbbb»»»»ngngngng ttttÝÝÝÝchchchch phphphph©©©©nnnn ssssèèèè

TÝnh ma trËn ®é cøng cña phÇn tö ch÷ nhËt ®ång tham sè trong tr¹ng th¸i
mµng b»ng tÝch ph©n sè theo ph¬ng ph¸p cÇu ph¬ng Gauss, [3].

Täa ®é ( ),x y t¹i ®iÓm bÊt kú trong phÇn tö ®îc x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc:
4

1
i i

i
x N x

=

=∑
4

1
i i

i
y N y

=

=∑ (11.131)

BiÓu thøc (11.131) díi d¹ng ma trËn:

1

1

2

1 2 3 4 2

1 2 3 4 3

3

4

4

0 0 0 0
0 0 0 0

x
y
x

N N N N yx
N N N N xy

y
x
y

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎪ ⎪

⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

(11.132)

trong ®ã:

iN - hµm néi suy cña hÖ täa ®é tù nhiªn cã d¹ng (11.124), víi ( )1 4i = ÷ hµm

néi suy iN cã d¹ng (11.124).

ix , iy - täa ®é t¹i nót ( )1 4i = ÷ .

§èi víi bµi to¸n 02 chiÒu, quan hÖ ®¹o hµm cña ®¹i lîng nµo ®ã ®èi víi

biÕn ( ),r s trong hÖ täa ®é tù nhiªn vµ ®¹o hµm cña ®¹i lîng ®ã víi biÕn ( ),x y

trong hÖ täa ®é Descartes cã d¹ng:
x y

r x r y r
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

x y
s x s y s
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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díi d¹ng ma trËn:

[ ]
x y

x xr r r J
x y

y ys s s

∂ ∂⎧ ⎫ ⎧ ⎫∂ ∂ ∂⎧ ⎫ ⎡ ⎤
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎢ ⎥ ∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪∂ ∂ ∂= =⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬∂ ∂∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎢ ⎥⎪ ⎪ ∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪∂ ∂ ∂⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

(11.133)

víi [ ]J lµ ma trËn Jacobian.

Chó ý ®Õn (11.124) víi c¸c hµm néi suy iN lµ hµm cña c¸c biÕn ( ),r s nªn:

[ ]
1 131 2 4

2 2

3 331 2 4

4 4

x yNN N N
x yr r r rJ
x yNN N N

s s s s x y

⎡ ⎤∂∂ ∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥∂∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

(11.134.a)

Thay hµm néi suy iN , ( )1 4i = ÷ theo (11.130):

[ ]
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

2 2

3 3

4 4

1 1 1 1
4 4 4 4

1 1 1 1
4 4 4 4

x ys s s s
x y

J
x yr r r r
x y

⎡ ⎤− − + +⎡ ⎤
− − ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥⎢ ⎥=
⎢ ⎥− + + −⎢ ⎥

− − ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

(11.134.b)

Ma trËn Jacobian phô thuéc vµo biÕn ( ),r s .

Tõ (11.134), rót ra:

[ ] 1x rJ

y s

−

∂⎧ ⎫ ∂⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪∂=⎨ ⎬ ⎨ ⎬∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎪ ⎪∂⎪ ⎪ ∂⎩ ⎭⎩ ⎭

(11.135)

Gi¶ sö ma trËn Jacobian nghÞch ®¶o cã d¹ng :

[ ]
* *

1 11 12
* *
21 22

J J
J

J J
− ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

(11.136)

vµ ¸p dông (11.135):

* *
11 12
* *
21 22

* *
11 12
* *
21 22

0 0
0 0

0 0
0 0

u u
x r

J Ju u
y J J s
v vJ J
x rJ J
v v
y s

∂⎧ ⎫ ∂⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎡ ⎤∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪∂ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ∂⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪ ⎪ ⎪∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪
∂ ∂⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

(11.137)
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VÐc t¬ biÕn d¹ng cña phÇn tö trong tr¹ng th¸i mµng:

{ }
1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 1 0

x

y

xy

u
x
u
y
v
x
v
y

∂⎧ ⎫
⎪ ⎪∂⎪ ⎪
∂⎪ ⎪⎧ ⎫ε ⎡ ⎤ ⎪ ⎪∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ε = ε =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥γ ⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎪ ⎪∂

⎪ ⎪∂⎪ ⎪
∂⎪ ⎪⎩ ⎭

(11.138)

Chó ý ®Õn (11.137):

{ }

* *
11 12

* * *
21 22

* * * *
21 22 11 12

0 0
0 0

x

y

xy

u u
r r
u uJ J
s sJ J J
v v

J J J J
r r
v v
s s

∂ ∂⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪
∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎡ ⎤⎧ ⎫ε

⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ∂ ∂⎡ ⎤ε = ε = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎣ ⎦∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥γ⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪∂ ∂
⎪ ⎪ ⎪ ⎪∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪
∂ ∂⎩ ⎭ ⎩ ⎭

(11.139)

ChuyÓn vÞ ( ),u v t¹i ®iÓm bÊt kú trong phÇn tö ®îc x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc:
4

1
i i

i
u N u

=

=∑
4

1
i i

i
v N v

=

=∑ (11.140)

víi iu , iv lµ chuyÓn vÞ t¹i nót ( )1 4i = ÷ . VÐc t¬ chuyÓn vÞ nót cña phÇn tö:

{ } { }1 1 2 2 3 3 4 4
T

eq u v u v u v u v=

Tõ (11.125), vÐc t¬ ®¹o hµm riªng chuyÓn vÞ ( ),u v theo biÕn ( ),r s trong

(11.139) cã d¹ng:

1
31 2 4

1

231 2 4

2

331 2 4

3

31 2 4 4

4

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

uNN N Nu
vr r r rr
uNN N Nu
vs s s s s
uv NN N N

r r r r r v
v NN N N u
s s s s s v

⎧ ⎫∂∂ ∂ ∂∂ ⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪∂∂ ∂ ∂∂ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪∂ ∂ ∂ ∂ ∂= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥∂ ∂∂ ∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥∂ ∂∂ ∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥
∂⎩ ⎭ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎪ ⎪⎩ ⎭

[ ]

1

1

2

2

3

3

4

4

u
v
u
v

f
u
v
u
v

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

(11.141)
Tõ (11.139), (11.141):
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{ } [ ] { } [ ]{ }*
e e eeD q J f q⎡ ⎤ε = = ⎣ ⎦

rót ra ma trËn biÕn d¹ng - chuyÓn vÞ:

[ ] [ ]*
eD J f⎡ ⎤= ⎣ ⎦ (11.142)

Tõ hµm néi suy iN cã d¹ng (11.124), ma trËn [ ]f cã d¹ng:

[ ]

1 1 1 10 0 0 0
4 4 4 4

1 1 1 10 0 0 0
4 4 4 4

1 1 1 10 0 0 0
4 4 4 4

1 1 1 10 0 0 0
4 4 4 4

s s s s

r r r r

f
s s s s

r r r r

− − + +⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥

− + + −⎢ ⎥− −⎢ ⎥
= ⎢ ⎥− − + +⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎢ ⎥− + + −

− −⎢ ⎥
⎣ ⎦

(11.143)

Ma trËn ®é cøng phÇn tö mµng ®îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc:

[ ] [ ] [ ] [ ]0
T

e e e e
S

K D E D dS= δ∫ (11.144.a)

trong ®ã:

[ ]0 eE - ma trËn ®µn håi vËt liÖu trong tr¹ng th¸i øng suÊt ph¼ng, ®îc x¸c ®Þnh

theo lý thuyÕt ®µn håi cã d¹ng: [ ]0 2

1 0
1 0

1
10 0
2

e

EE

⎡ ⎤
⎢ ⎥µ
⎢ ⎥

= µ⎢ ⎥−µ ⎢ ⎥−µ
⎢ ⎥
⎣ ⎦

(11.145)

víi E , µ lµ m« ®un ®µn håi vµ hÖ sè Poisson.

TÝch ph©n (11.144) díi d¹ng tÝch ph©n sè:

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
1 1

0 0
1 1

T T

e e e e e e e
S

K D E D dS D E D J drds
+ +

− −

= δ = δ∫ ∫ ∫ (11.144.b)

Ký hiÖu: ( ) [ ] [ ] [ ]0, T
i j e e eF r s D E D J= δ (11.144.c)

th× biÓu thøc tÝnh ma trËn ®é cøng b»ng tÝch ph©n sè Gauss cã d¹ng:

[ ] ( )
1 1

,
n n

i j i je
i j

K F r s
= =

= α α∑∑ (11.144.d)

Ma trËn [ ]f trong (11.142) vµ ma trËn Jacobian [ ]J phô thuéc vµo biÕn

( ),r s trong hÖ täa ®é tù nhiªn. TÝch ph©n sè theo ph¬ng ph¸p Gauss nh ®· thÊy

ë c¸c thÝ dô trªn, lµ tæng c¸c gi¸ trÞ cña hµm díi dÊu tÝch ph©n víi c¸c träng sè
t¬ng øng t¹i c¸c ®iÓm Gauss, víi sè ®iÓm Gauss 2n = sÏ lµ tæng cña 04 gi¸ trÞ
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t¹i c¸c ®iÓm lÊy tÝch ph©n I, II, III, IV, h×nh 11-6.

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]I II III IVeK K K K K= + + + (11.144.e)

TÝnh ma trËn ®é cøng cña phÇn tö ch÷ nhËt theo (11.144) víi chiÒu dÇy

20δ = , m« ®un ®µn håi 32.10E = , lÊy hÖ sè Poisson 0µ = . Täa ®é c¸c nót phÇn

tö trong hÖ täa ®é Descartes cho trªn h×nh 8-6. TÝch ph©n sè theo s¬ ®å 04 ®iÓm
Gauss víi 2n = . Tõ b¶ng 11-6 víi , 1 2i j = ÷ , 1,0i jα = α = vµ t¹i c¸c ®iÓm tÝch

ph©n sè:
§iÓm I: 1 0,57735027r = − ; 1 0,57735027s = − ;

§iÓm II: 2 0,57735027r = ; 2 0,57735027s = − ;

§iÓm III: 3 0,57735027r = ; 3 0,57735027s = ;

§iÓm IV: 4 0,57735027r = − ; 4 0,57735027s = ;

ThÝ dô tÝnh [ ]IIIK - t¹i ®iÓm tÝch ph©n III:

TÝnh ma trËn Jacobian theo (11.135.b) víi gi¸ trÞ 3r , 3s , 3x , 3y t¹i ®iÓm III,

h×nh 11-6. Ký hiÖu 0,57735027a = :

[ ]
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 01 1 1 1
40 0 20 04 4 4 4
40 30 0 151 1 1 1
0 304 4 4 4

a a a a

J
a a a a

⎡ ⎤− − + +⎡ ⎤
− − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥− + + −⎢ ⎥ ⎣ ⎦− − ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

(1)

Ma trËn nghÞch ®¶o: [ ]
* *

1 11 12
* *
21 22

1/ 20 0
0 1/15

J J
J

J J
− ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦
(2)

§Þnh thøc 300J = (3)

Ma trËn tÝnh theo (11.140):
* *
11 12

* * *
21 22

* * * *
21 22 11 12

0 0 1/ 20 0 0 0
0 0 0 0 0 1/15

0 1/15 1/ 20 0

J J
J J J

J J J J

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ = =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

(4)

Ma trËn [ ]f víi 3r , 3s cã d¹ng (5).
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[ ]

1 1 1 10 0 0 0
4 4 4 4

1 1 1 10 0 0 0
4 4 4 4

1 1 1 10 0 0 0
4 4 4 4

1 1 1 10 0 0 0
4 4 4 4

a a a a

a a a a

f
a a a a

a a a a

− − + +⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥

− + + −⎢ ⎥− −⎢ ⎥
= ⎢ ⎥− − + +⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎢ ⎥− + + −

− −⎢ ⎥
⎣ ⎦

[ ]

0,1057 0 0,1057 0 0,3943 0 0,3943 0
0,1057 0 0,3943 0 0,3943 0 0,1057 0
0 0,1057 0 0,1057 0 0,3943 0 0,3943
0 0,1057 0 0,3943 0 0,3943 0 0,1057

f

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥=
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

(5)

TÝch ma trËn [ ] [ ]*
eD J f⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , theo (11.142):

[ ]
0,0053 0 0,0053 0 0,0197 0 0,0197 0
0 0,007 0 0,0263 0 0,0263 0 0,007

0,007 0,0053 0,0263 0,0053 0,0263 0,0197 0,007 0,0197
eD

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦

Ma trËn ®µn håi vËt liÖu [ ]0 eE , víi 0µ = tõ (11.145): [ ] 3
0

1 0 0
2.10 0 1 0

10 0
2

e
E

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

TÝch ma trËn: [ ] [ ]0 e eE D =

3

0,0053 0 0,0053 0 0,0197 0 0,0197 0
2.10 0 0,007 0 0,0263 0 0,0263 0 0,007

0,0035 0,0027 0,0132 0,0027 0,0132 0,0098 0,0035 0,0098

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦

Nh©n tr¸i [ ] [ ]0 e eE D víi ma trËn [ ]TeD , lµ tÝch [ ] [ ] [ ]0
T

e e eD E D vµ chó ý ®Õn

(11.124):
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[ ] 3

0,0053 0 0,007
0 0,007 0,0053

0,0053 0 0,0263
0 0,0263 0,0053

20.1.1.300.2.10
0,0197 0 0,0263

0 0,0263 0,0197
0,0197 0 0,007
0 0,007 0,0197

IIIK

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎢ ⎥= ×⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

0,0053 0 0,0053 0 0,0197 0 0,0197 0
0 0,007 0 0,0263 0 0,0263 0 0,007

0,0035 0,0027 0,0132 0,0027 0,0132 0,0098 0,0035 0,0098

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥× − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦

Sau khi nh©n ma trËn:

[ ] 4

0,0631 0,0227 0,0772 0,0227 0,2362 0,0823 0,0959 0,0823
0,076 0,0839 0,2037 0,0839 0,2832 0,0223 0,00353

0,4503 0,0852 0,2913 0,3093 0,2357 0,3093
0,8472 0,0839 0,7677 0,0223 0,2832

10
0,8823 0,3093 0,3552 0,309IIIK

− −
− − −

− − − −
− −

=
− − 3

1,0617 0,0827 0,0107
0,4951 0,0823

0,2905
doixung

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

TÝnh t¬ng tù nh trªn cho c¸c ®iÓm lÊy tÝch ph©n IV:

[ ] 3

0,0053 0 0,0263
0 0,0263 0,0053

0,0053 0 0,007
0 0,007 0,0053

20.1.1.300.2.10
0,0197 0 0,007

0 0,007 0,0197
0,0197 0 0,0263
0 0,0263 0,0197

IVK

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎢ ⎥= ×⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

0,0053 0 0,0053 0 0,0197 0 0,0197 0
0 0,0263 0 0,007 0 0,007 0 0,0263

0,0132 0,0027 0,0035 0,0027 0,0035 0,0098 0,0132 0,0098

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥× − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦

Sau khi nh©n ma trËn:
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[ ] 4

0,4503 0,0852 0,0767 0,0852 0,2357 0,3093 0,2913 0,3093
0,8472 0,0223 0,2037 0,0223 0,2832 0,0839 0,7677

0,0631 0,0227 0,0959 0,0823 0,2362 0,0823
0,076 0,0223 0,00353 0,0839 0,2832

10
0,4951 0,0823 0,3548 0,082IVK

− − − −
− − − −

− − −
−

=
− − 3

0,2905 0,312 0,0108
0,8823 0,3093

1,0617
doixung

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

TÝnh t¬ng tù nh trªn cho c¸c ®iÓm lÊy tÝch ph©n I:

[ ] 4

0,8823 0,3093 0,3552 0,3093 0,2359 0,0852 0,2913 0,0852
1,0617 0,0827 0,0107 0,0827 0,2847 0,3120 0,7662

0,4951 0,0823 0,0959 0,0227 0,2362 0,0227
0,2905 0,0827 0,0050 0,3120 0,2847

10
0,0631 0,0227 0,0772 0,02IK

− − − − −
− − − − −
− − −

−
=

− − 27
0,0760 0,0839 0,02037

0,4503 0,0852
0,8472

doixung

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

TÝnh t¬ng tù nh trªn cho c¸c ®iÓm lÊy tÝch ph©n II:

[ ] 4

0,4951 0,0823 0,3548 0,0823 0,2362 0,0227 0,0959 0,0227
0,2905 0,3120 0,0108 0,3120 0,2847 0,0827 0,0050

0,8823 0,3093 0,2913 0,0852 0,2357 0,0852
1,0617 0,3120 0,7662 0,0827 0,2847

10
0,4503 0,0852 0,0767 0,08IIK

− − − −
− − − −
− − − −

−
=

− − 52
0,8472 0,0223 0,2037

0,0631 0,0227
0,0760

doixung

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Céng c¸c ma trËn [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]I II III IVeK K K K K= + + + theo (11.144):
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[ ] 4

1,8908 0,4995 0,5561 0,4995 0,9440 0,4995 0,3908 0,4995
2,2754 0,5009 0,3859 0,5009 1,1358 0,5009 1,5244

1,8908 0,4995 0,3908 0,4995 0,9438 0,4995
2,2754 0,5009 1,5254 0,5009 1,1358

10
1,8908 0,4995 0,5561 0,4eK

− − − − −
− − − −

− − − −
− −

=
− − 995

2,2754 0,5009 0,3859
1,8908 0,4995

2,2754
doixung

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

11.4.3.11.4.3.11.4.3.11.4.3. øøøøngngngng susususuÊÊÊÊtttt vvvvµµµµ nnnnééééiiii llllùùùùcccc phphphph©©©©nnnn bbbbèèèè ccccññññaaaa phphphphÇÇÇÇnnnn ttttöööö ttttøøøø gigigigi¸̧̧̧cccc 4444 nnnnóóóótttt tttt¹¹¹¹iiii cccc¸̧̧̧cccc ®®®®iiiiÓÓÓÓmmmm
nnnnóóóótttt ccccññññaaaa phphphphÇÇÇÇnnnn ttttöööö

øng suÊt vµ néi lùc ph©n bè cña phÇn tö tø gi¸c 4 nót ®îc x¸c ®Þnh t¹i c¸c
®iÓm cÇu ph¬ng Gauss 2x2 (I, II, III, IV) vµ c¸c ®iÓm nót (1, 2, 3, 4) cña phÇn tö,
h×nh 11-3.

øng suÊt (néi lùc) t¹i c¸c ®iÓm nót cña phÇn tö ®îc ngo¹i suy theo c«ng
thøc [9]:

1

2

3

4

j Ij

j IIj

j IIIj

j IVj

a c b c
c a c b
b c a c
c b c a

τ τ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥τ τ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬τ τ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪τ τ⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

(11.146)

trong ®ã:
, , ,Ij IIj IIIj IVjτ τ τ τ - thµnh phÇn øng suÊt (néi lùc) ®îc tÝnh t¹i ®iÓm cÇu ph¬ng

Gauss 2x2 tõ ®iÓm I IV÷ ;

1 2 3 4, , ,j j j jτ τ τ τ - thµnh phÇn øng suÊt (néi lùc) t¹i c¸c ®iÓm nót cña phÇn tö tõ

nót 1 4÷ ;
j - chØ sè cña c¸c thµnh phÇn øng suÊt (néi lùc), 1 6j = ÷

31
2

a = + ;;;; 31
2

b = − ;;;; 1
2

c = −
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