
Ñeà cöông oân taäp toâpoâ meâtríc 2014

1. Khoaûng caùch

Ñònh nghóa. Treân taäp hôïp X, aùnh xaï d : X ×X → R goïi laø moät meâtríc (hay
khoaûng caùch) neáu noù thoûa ba tieân ñeà sau (cho x, y, z ∈ X)
a) Phaân bieät döông: d(x, y) ≥ 0. Neáu d(x, y) = 0 thì x = y
b) Ñoái xöùng: d(x, y) = d(y, x)
c) Baát ñaúng thöùc tam giaùc: d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z)
Boä (X, d) goïi laø moät khoâng gian meâtríc. Moãi phaàn töû x ∈ X goïi laø moät

ñieåm trong X.

Ñònh nghóa. Trong khoâng gian meâtric (X, d) cho taäp hôïp A, B vaø phaàn
töû x. Ta ñònh nghóa d(x, A) = infy∈A d(x, y), d(A, B) = infx∈A,y∈B d(x, y) vaø
diam(A) = supx,y∈A d(x, y).

Ñònh nghóa. Cho khoâng gian meâtríc (X, d), cho {xn}, x trong X, ta noùi xn → x
neáu d(xn, x) → 0 khi n → ∞.
Meänh ñeà. Giôùi haïn cuûa moät daõy laø duy nhaát.

Ñònh nghóa. Khoâng gian vectô X goïi laø khoâng gian ñònh chuaån neáu treân X
toàn taïi moät aùnh xaï ‖ . ‖ : X → R thoûa ba tieân ñeà sau vôùi moïi x, y ∈ X, λ ∈ R
a)Phaân bieät döông: ‖x‖ ≥ 0. Neáu ‖x‖ = 0 thì x = 0.
b) Chuaån vectô boäi: ‖λx‖ = |λ| ‖x‖.
c) Baát ñaúng thöùc tam giaùc:‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖
Ta noùi (X, ‖ . ‖) laø moät khoâng gian ñònh chuaån.

Meänh ñeà. Khoâng gian ñònh chuaån (X, ‖ . ‖) laø moät khoâng gian metric vôùi
metric d(x, y) = ‖x − y‖.
Meänh ñeà (Baát ñaúng thöùc tam giaùc daïng hieäu)
a) Neáu (X, d) laø khoâng gian metric, x, y, u, v ∈ X thì ta coù

|d(x, u)− d(y, u)| ≤ d(x, y),

|d(x, y)− d(u, v)| ≤ d(x, u) + d(y, v).

b) Neáu X laø khoâng gian ñònh chuaån thì

|‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖.
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Ñònh nghóa. Treân moät taäp X, hai metric d1, d2 goïi laø töông ñöông neáu toàn
taïi 0 < α < β sao cho

αd1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ βd1(x, y).

Meänh ñeà. Cho (X1, d1), ..., (Xn, dn) laø caùc khoâng gian metric. Treân X =
X1 × ... × Xn, vôùi x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) ta ñònh nghóa

δp(x, y) = (d(x1, y1)
p + ... + d(xn, yn)

p)1/p ,

δ∞(x, y) = max{d(x1, y1), ..., d(xn, yn)}.

Khi ñoù δp laø metric treân X = X1 × ...×Xn vôùi 1 ≤ p ≤ ∞ goïi laø metric (hay
khoaûng caùch) tích. Khoâng gian naøy goïi laø khoâng gian metric tích. Neáu khoâng
noùi gì theâm thì ta xeùt khoaûng caùch δp vôùi p = 2.

Meänh ñeà. Cho caùc khoâng gian metric (X1, d1), ..., (Xk, dk), xeùt khoâng gian
tích X = X1 × ...× Xk vôùi khoaûng caùch tích δp. Cho xn = (α1n, ..., αkn) ∈ X
vaø x0 = (α1, ..., αk) ∈ X. Ta coù xn → x0 khi vaø chæ khi αjn → αj (1 ≤ j ≤ k)
khi n → ∞.
Caùc khoâng gian ñònh chuaån thoâng duïng
a) Treân R

n vôùi x = (x1, ..., xn) ta coù caùc chuaån ‖x‖∞ = max1≤j≤n |xj| hay

‖x‖p =

(

n
∑

j=1

|xj|p
)1/p

(1 ≤ p < ∞)

Khi p = 2 ta noùi chuaån naøy laø chuaån Euclid, khoaûng caùch töông öùng laø khoaûng
caùch Euclid.
b) Cho a < b, ta kyù hieäu C [a, b] laø taäp hôïp caùc haøm lieân tuïc x = x(t)

(t ∈ [a, b]) vôùi chuaån sup xaùc ñònh bôûi ‖x‖C[a,b] := supa≤t≤b |x(t)|. Söï hoäi tuï
theo chuaån sup trong C [a, b] ñöôïc goïi laø söï hoäi tuï ñeàu treân [a, b].
c) Cho a < b, m ∈ N, ta kyù hieäu Cm[a, b] laø taäp hôïp caùc haøm khaû vi lieân

tuïc (tôùi caáp m) x = x(t) (t ∈ [a, b]) vôùi chuaån sup xaùc ñònh bôûi

‖x‖ := sup
a≤t≤b

|x(t)|+
m
∑

j=1

sup
a≤t≤b

|x(j)(t)|.
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d) Khoâng gian `p (1 ≤ p < ∞) caùc daõy soá x = {xj} vôùi chuaån

‖x‖p =

(

∞
∑

j=1

|xj|p
)1/p

(1 ≤ p < ∞).

e) Khoâng gian `∞ caùc daõy soá x = {xj} vôùi chuaån ‖x‖∞ = supj≥1 |xj|.
Meänh ñeà. Cho C [a, b] vôùi khoaûng caùch sup. Vôùi f, g ∈ C [a, b], ta coù |f(x) −
g(x)| ≤ d(f, g) vaø |f(x)| ≤ ‖f‖ vôùi moïi x ∈ [a, b].

BAØI TAÄP

1. Laøm caùc baøi taäp ñònh nghóa veà khoaûng caùch sau:

(a) Trong ñònh nghóa cuûa metric ta coù theå boû ñieàu kieän naøo ñeå d vaãn
laø metric.

(b) Neáu baát ñaúng thöùc daïng hieäu ñuùng thì caùc baát ñaúng thöùc tam giaùc
coù ñuùng khoâng?

(c) Treân taäp X, d1, d2 laø hai metric. Ta noùi d1 ∼ d2 neáu d1 töông
ñöông d2. CM quan heä ∼ laø moät quan heä töông ñöông.

(d) Cho (X1, d1), ..., (Xn, dn) laø caùc khoâng gian metric. CM raèng caùc
khoaûng caùch tích δp ñeàu töông ñöông nhau.

(e) Cho (X, d) laø khoâng gian metric. Ta ñònh nghóa

δ(x, y) =
δ(x, y)

1 + δ(x, y)
, δ1(x, y) = min{1, d(x, y)}.

CM δ, δ1 laø caùc metric. Neáu δ′(x, y) = δ(x,y)
α+βδ(x,y)

, δ ′1 = min{α, d(x, y)}
(α, β ∈ R) thì vôùi ñieàu kieän naøo cuûa α, β, caùc haøm δ′, δ′1 laø caùc
metric?

2. Laøm caùc baøi taäp veà khoaûng caùch daõy sau:

(a) Treân R
3, tìm khoaûng caùch d∞, d2 cuûa xn = (0, sin n, n+1

n
) tôùi x0 =

(0, 0, 1). Daõy xn coù hoäi tuï tôùi x0 hay khoâng?

(b) Treân C [0, 1], cho fn = nx(1 − x)n. Tính d(fn, 0). Daõy fn coù hoäi
tuï tôùi 0: taïi töøng ñieåm khoâng? trong C [0, 1] hay khoâng?
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(c) Treân C(R), cho fn(x) = x
1+nx2 . Tính d(fn, 0). Daõy fn coù hoäi tuï

tôùi 0: taïi töøng ñieåm khoâng? trong C(R) hay khoâng?

3. Laøm caùc baøi taäp chöùng minh veà hoäi tuï daõy sau:

(a) Cho (X, d) laø khoâng gian metric, xn, x, yn, y ∈ X. Gæa söû xn → x,
yn → y khi n → ∞. CM limn→∞ d(xn, yn) = d(x, y).

(b) Cho (fn) vaø (gn) laø hai daõy haøm hoäi tuï ñeàu treân C [a, b] (a, b ∈
R, a < b. CM fn+gn vaø fngn cuõng hoäi tuï ñeàu trong C [a, b]. Chöùng
minh naøy coù theå aùp duïng treân khoâng gian haøm naøo roäng hôn?

(c) Cho (xn) laø moät daõy trong khoâng gian metric (X, d). CM daõy (xn)
hoäi tuï neáu vaø chæ neáu moïi daõy con (xnk

) hoäi tuï tôùi cuøng moät giôùi
haïn.

(d) Cho (xn) laø moät daõy trong khoâng gian metric (X, d). CM daõy (xn)
hoäi tuï neáu vaø chæ neáu ba daõy (x2n), (x2n+1), (x3n) hoäi tuï. Coù theå
toång quaùt hoùa ñöôïc keát quaû naøy khoâng?

4. Cho A, B laø taäp con cuûa khoâng gian metric (X, d), u, v, x, y ∈ X. Chöùng
minh moät soá tính chaát cuûa khoaûng caùch sau ñaây:

(a) |d(u, v)− d(x, y)| ≤ d(u, x) + d(v, y).

(b) d(x1, xn) ≤
∑n−1

i=1 d(xi, xi+1) (n ≥ 2).

(c) |d(x, A)− d(y, A)| ≤ d(x, y).

(d) A ⊂ B suy ra diamA ≤ diamB.

(e) diam(A ∪ B) ≤ diam A + diam B neáu A ∩ B 6= ∅.
(f) d(A, B) ≤ d(x, y) ≤ diam(A ∪ B) neáu x ∈ A, y ∈ B.

(g) diam(A ∪ B) ≤ diam A + d(A, B) + diam B.

2. Ñoùng môû
Ñònh nghóa. Trong khoâng gian meâtric (X, d).
a) Vôùi moãi r > 0, x ∈ X ta ñònh nghóa B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}.

Ta noùi B(x, r) laø quaû caàu môû taâm x, baùn kính r.
b) Ñieåm x goïi laø moät ñieåm dính cuûa moät taäp hôïp A neáu vôùi moïi r > 0 ta

coù B(x, r) ∩ A 6= ∅. Taäp hôïp caùc ñieåm dính cuûa A goïi laø bao ñoùng cuûa A,
kyù hieäu laø A.
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c) Ñieåm x goïi laø moät ñieåm tuï cuûa taäp A neáu vôùi moïi r > 0 ta coù (B(x, r)\
{x}) ∩ A 6= ∅. Taäp hôïp caùc ñieåm tuï cuûa A kyù hieäu laø A′.
d) Ñieåm x goïi laø moät ñieåm trong cuûa A neáu toàn taïi rx > 0. sao cho

B(x, rx) ⊂ A. Taäp hôïp caùc ñieåm trong cuûa A ñöôïc goïi laø phaàn trong cuûa A.

Kyù hieäu laø
◦

A.
e) Ñieåm x goïi laø ñieåm bieân cuûa taäp hôïp A neáu x laø ñieåm dính cuûa A vaø

cuûa X \ A. Taäp hôïp caùc ñieåm bieân cuûa A kyù hieäu laø ∂A

Meänh ñeà. Ñieåm x0 laø moät ñieåm dính cuûa A neáu vaø chæ neáu toàn taïi xn ∈ A
sao cho xn → x0 khi n → ∞.
Ñònh nghóa. Taäp hôïp A goïi laø taäp môû neáu moïi ñieåm cuûa A ñeàu laø ñieåm
trong. Taäp A goïi laø taäp ñoùng neáu noù laø phaàn buø cuûa taäp môû.

Ñònh lyù. Taäp hôïp A ñoùng neáu A chöùa taát caû caùc ñieåm dính cuûa noù.

Ñònh lyù. Taäp hôïp A laø taäp ñoùng neáu vaø chæ neáu A = A. Taäp hôïp A laø taäp môû

neáu vaø chæ neáu A =
◦

A.

Meänh ñeà. Taäp A ñoùng neáu vaø chæ neáu: vôùi moïi daõy {xn} ⊂ A, xn → x0 thì
x0 ∈ A.

Meänh ñeà. Taäp
◦

A laø taäp môû lôùn nhaát chöùa trong A. Taäp A laø taäp ñoùng nhoû

nhaát chöùa A. Ngoaøi ra A = A ∪ ∂A =
◦

A ∪ ∂A.

Meänh ñeà. Quaû caàu môû laø moät taäp môû.

Ñònh lyù. Trong khoâng gian meâtric X, taäp A môû khi vaø chæ khi taäp X \A ñoùng.

Ñònh lyù. Trong moät khoâng gian meâtríc X
a) Hoäi baát kyø caùc taäp môû laø taäp môû.
b) Giao höõu haïn caùc taäp môû laø môû.

Ñònh lyù. Trong moät khoâng gian meâtríc X
a) Giao baát kyø caùc taäp ñoùng laø taäp ñoùng.
b) Hoäi höõu haïn caùc taäp ñoùng laø ñoùng.

Meänh ñeà (taäp môû, ñoùng treân R). Treân R vôùi metric d(x, y) = |x − y|
a) Caùc khoaûng ñoùng [a, b], [a,∞), (−∞, b] laø caùc taäp ñoùng.
b) Caùc khoaûng môû (a, b), (a,∞), (−∞, b) laø taäp môû.
c) Moïi taäp môû treân R ñeàu vieát ñöôïc döôùi daïng hoäi höõu haïn hay ñeám ñöôïc
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cuûa caùc khoaûng môû.

Phöông phaùp chöùng minh taäp ñoùng
Muoán chöùng minh moät taäp hôïp A laø ñoùng, ta laáy moät ñieåm dính baát kyø

cuûa A roài chöùng minh ñieåm dính aáy laø moät phaàn töû cuûa A.
Muoán chöùng minh moät taäp hôïp A khoâng phaûi laø taäp ñoùng, ta tìm moät

ñieåm dính cuï theå khoâng chöùa trong A, nghóa laø ta tìm moät ñieåm x0 6∈ A vaø
moät daõy (xn) ⊂ A sao cho d(xn, x0) → 0.

Phöông phaùp chöùng minh taäp môû
Muoán chöùng minh moät taäp hôïp A laø môû, ta chöùng minh phaàn buø X \A laø

taäp ñoùng. Ta cuõng coù theå chöùng minh moïi ñieåm x0 cuûa A ñeàu laø ñieåm trong
cuûa A.
Muoán chöùng minh moät taäp hôïp A khoâng phaûi laø taäp môû, ta tìm moät ñieåm

cuï theå cuûa A khoâng phaûi laø ñieåm trong cuûa A, hay ta tìm moät ñieåm x0 ∈ A
sao cho coù moät daõy (xn) ⊂ X \ A sao cho xn → x0.

Phöông phaùp chöùng minh moät ñieåm laø ñieåm bieân, ñieåm trong
Muoán chöùng minh moät ñieåm laø ñieåm bieân cuûa taäp hôïp A, ta chöùng minh

noù laø ñieåm dính cuûa taäp A vaø cuûa X \ A
Muoán chöùng minh moät ñieåm khoâng phaûi laø ñieåm trong cuûa A ta chöùng

minh noù laø ñieåm dính cuûa X \ A
Muoán chöùng minh moät ñieåm x ∈ A laø ñieåm trong cuûa taäp hôïp A ta coù theå
* Tìm moät soá rx > 0 sao cho B(x, rx) ⊂ A
* Giaû söû x laø ñieåm dính cuûa X \ A vaø suy ra ñieàu voâ lyù

BAØI TAÄP

1. Cho khoâng gian metric (X, d). Cho A, B ⊂ X. CM

(a) X\
◦

A= X \ A.

(b) (X \ A)◦ = X \ A.

(c) (
◦

A)◦ =
◦

A.

(d)
◦

A ∩
◦

B= (A ∩ B)◦.

(e)
◦

A ∪
◦

B⊂ (A ∪ B)◦. Daáu baèng coù xaûy ra khoâng?

2. Cho khoâng gian metric (X, d). Cho A, B ⊂ X. CM
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(a) (A) = A.

(b) A ∪ B = A ∪ B.

(c) A ∩ B ⊃ A ∪ B. Daáu baèng coù xaûy ra khoâng?

3. Cho khoâng gian metric (X, d). Cho A, B ⊂ X. CM

(a) ∂A laø taäp ñoùng vaø A ñoùng khi vaø chæ khi ∂A ⊂ A.

(b) A = A ∪ A′.

(c) ∂A = ∂(X \ A).

(d) ∂A = A ∩ X \ A.

(e) A = ∂A∪
◦

A.

(f) ∂(A ∪ B) ⊂ ∂A ∪ ∂B. Cho ví duï cho thaáy daáu baèng chöa chaéc
xaûy ra.

4. Cho khoâng gian metric X, A ⊂ X vaø G laø moät taäp môû trong X. Giaû söû
G ∪ A = ∅. CMR G ∩ A = ∅.

5. Cho khoâng gian metric X, A ⊂ X vaø A = X. Ta noùi A truø maät trong
X. Cho U laø moät taäp môû trong X. CM U ⊂ E ∩ U .

6. Cho khoâng gian metric (X, d), A, B ⊂ X. CM caùc keát quaû veà khoaûng
caùch sau

(a) d(x, A) = 0 khi vaø chæ khi x ∈ A.

(b) d(x, A) = d(x, A).

(c) d(A, B) = d(A, B).

(d) diam A = diam A.

7. Caùc taäp hôïp sau ñoùng (hay môû) trong R
k (k = 1, 2, 3)? Chöùng minh

khaúng ñònh.

(a) A = [0, 1)

(b) A = (−1, 1)

(c) A =
⋃∞

n=1(0,
n

n+1
)

(d) A =
⋃∞

n=1(− 1
n
, n

n+1
)
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(e) A =
⋂∞

n=1(− 2
n
, n

n+1
)

(f) A = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 5}
(g) A = {(x, y) : x2 + sinxy ≥ 7}

3. Lieân tuïc

Ñònh nghóa. Cho khoâng gian metric (X, dX), (Y, dY ), D ⊂ X vaø f : D → Y .
a)AÙnh xaï f goïi laø coù giôùi haïn y0 ∈ Y taïi x0 ∈ D′ (taäp caùc ñieåm tuï cuûa D)

neáu: vôùi moãi ε > 0, toàn taïi δ > 0 sao cho dY (f(x), y0)) < ε vôùi moïi x ∈ D
thoûa dX(x, x0) < δ. Ta noùi f(x) → y0 khi x → x0 hay

y0 = lim
x→x0

f(x).

b) AÙnh xaï f goïi laø lieân tuïc taïi x0 ∈ D neáu: vôùi moãi ε > 0, toàn taïi δ > 0
sao cho dY (f(x), f(x0)) < ε vôùi moïi x ∈ D thoûa dX(x, x0) < δ. AÙnh xaï f
goïi laø lieân tuïc treân D neáu f lieân tuïc taïi moïi x ∈ D.

Meänh ñeà. Cho hai khoâng gian metric (X, dX), (Y, dY ), D ⊂ X vaø f : D → Y .
a) Vôùi x0 ∈ D′, ta coù lim

x→x0

f(x) = y0 neáu vaø chæ neáu: vôùi moïi daõy (xn) ⊂ D

hoäi tuï veà x0, ta coù f(xn) → y0 khi n → ∞.
b) f lieân tuïc taïi x0 ∈ D neáu vaø chæ neáu: vôùi moïi daõy (xn) ⊂ D hoäi tuï veà

x0, ta coù f(xn) → f(x0) khi n → ∞.
Meänh ñeà. Cho (X, dX), (Y, dY ), (Z, dZ) laø caùc khoâng gian metric. Cho caùc
aùnh xaï f : X → Y , g : Y → Z. Giaû söû f lieân tuïc taïi x0 ∈ X, g lieân tuïc taïi
f(x0). Khi ñoù h = g ◦ f : X → Z lieân tuïc taïi x0.

Meänh ñeà. Caùc khaúng ñònh sau laø töông ñöông
a) f : X → Y lieân tuïc treân X.
b) Vôùi moïi taäp U môû trong Y , aûnh ngöôïc f−1(U) môû trong X.
c) Vôùi moïi taäp V ñoùng trong Y , aûnh ngöôïc f−1(V ) ñoùng trong X.

Meänh ñeà. Cho (X, d) laø khoâng gian metric, Y laø moät khoâng gian ñònh chuaån.
Cho D ⊂ X, x0 laø moät ñieåm tuï cuûa D, f, g : X → Y vaø α, β ∈ R.
a) Giaû söû lim

x→x0

f(x), lim
x→x0

f(x) toàn taïi. Ta coù

lim
x→x0

(αf(x) + βg(x)) = α lim
x→x0

f(x) + β lim
x→x0

f(x).
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b) Giaû söû u ∈ D vaø f, g lieân tuïc taïi u thì f ± g, αf lieân tuïc taïi u.

Meänh ñeà. Cho (X, d) laø khoâng gian metric. Cho D ⊂ X, x0 laø moät ñieåm tuï
cuûa D, f, g : X → R.
a) Giaû söû lim

x→x0

f(x), lim
x→x0

f(x) toàn taïi. Ta coù

lim
x→x0

(αf(x) + βg(x)) = α lim
x→x0

f(x) + β lim
x→x0

g(x).

lim
x→x0

(f(x)g(x)) = lim
x→x0

f(x) lim
x→x0

g(x).

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
( lim
x→x0

g(x) 6= 0).

b) (Baûo toaøn baát ñaúng thöùc) Neáu f ≤ g treân D thì lim
x→x0

f(x) ≤ lim
x→x0

g(x).

c) (Tính chaát Sandwich) Neáu h : D → R thoûa f ≤ h ≤ g vôùi x ∈ D vaø neáu

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = L

thì lim
x→x0

h(x) toàn taïi vaø baèng L.

d) Giaû söû u ∈ D vaø f, g lieân tuïc taïi u thì f ± g, αf, f/g (vôùi g(u) 6= 0)
lieân tuïc taïi u.

Phöông phaùp chöùng minh taäp môû, ñoùng baèng aùnh xaï lieân tuïc

Cho T : X → R, U ⊂ R. Ñeå kieåm tra taäp hôïp {x ∈ X : T (x) ∈ B} môû
(ñoùng) ta coù theå laøm nhö sau:
B1: Chöùng minh T lieân tuïc treân X.
B2: Chöùng toû B môû (ñoùng) treân R.
B3: AÙp duïng ñònh lyù veà aûnh ngöôïc.

Ví duï. CM taäp hôïp A =
{

f ∈ C [0, 1] :
∫ 1

0
f(t)dt ≥ 5

}

laø moät taäp ñoùng

trong C [0, 1].
Giaûi Ñaët T (f) =

∫ 1

0
f(t)dt thì T : C [0, 1] → R. Ta chöùng minh T lieân

tuïc treân C [0, 1]. Laáy f ∈ C [0, 1] vaø giaû söû fn ∈ C [0, 1] thoûa d(fn, f) =
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max
0≤t≤1

|fn(t) − f(t)| → 0 khi n → ∞. Khi ñoù ta coù

|T (fn) − T (f)| =

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

(fn(t) − f(t))dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ 1

0

|fn(t) − f(t)|dt

≤
∫ 1

0

d(fn, f)dt = d(fn, f).

Do d(fn, f) → 0 khi n → ∞ neân töø baát ñaúng thöùc treân ta coù Tfn → Tf khi
n → ∞. Vaäy T lieân tuïc taïi f . Vì f choïn baát kyø trong C [0, 1] neân T lieân tuïc
treân C [0, 1].
Baây giôø ta coù theå vieát A = {f ∈ C [0, 1] : Tf ∈ B} = T−1(B) vôùi

B = [5,∞). Vì B ñoùng trong R vaø T lieân tuïc treân C [0, 1] neân ta suy ra
A = T−1(B) ñoùng trong C [0, 1].

BAØI TAÄP

1. Tìm caùc giôùi haïn neáu coù

(a) lim
(x,y)→(0,0)

2x

2 + 3x2 + y2
.

(b) lim
(x,y)→(0,−1)

ln(1 + x2y2).

(c) lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2
.

(d) lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2) sin
1

x2 + y2
.

2. Coù f(0, 0) ñeå caùc haøm sau lieân tuïc taïi ñoù khoâng? Neáu coù haõy tìm giaù
trò ñoù. Cho f(x, y) laø

(a)
x3 + y3

x2 + y2

(b)
x + y

x2 + y2

(c) (x + y) sin 1
x

sin 1
y
.
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3. Chöùng minh caùc aùnh xaï sau lieân tuïc

(a) T : C [0, 1] → R, T (f) =
∫ 1

0
sin f(t)dt.

(b) T : C [0, 1] → R, T (f) =
∫ 1

0
|f(t)|2dt.

(c) T : C [0, 1] → R, T (f) =
∫ 1

0
exp(f(t))dt.

(d) T : C [0, 1] → R, T (f) = sup
0≤t≤1

|f(t)|.

(e) T : C [0, 1] → R, T (f) = inf
0≤t≤1

|f(t)|.

4. Khaûo saùt söï ñoùng môû cuûa caùc taäp trong R
2

(a) A = {(x, y) : x3 + sin(x + y) > 4}
(b) A = {(x, y) : |x|+ |y| < 5}
(c) A = {(x, y) : max{|x|, |y|} < 5}
(d) A = {(x, y) : 1 ≤ max{|x|, |y|} < 5}
(e) A = {(x, y) : max{|x|, |y|} < 5, x > 1}

5. Khaûo saùt söï ñoùng môû trong C [a, b] hay C1[a, b]

(a) A =
{

f ∈ C [0, 1] :
∫ 1

0
f(t)dt ≤ 6

}

(b) A =
{

f ∈ C1[0, 1] :
∫ 1

0
e|f(t)|3dt ≥ 4, f ′(0) + f ′(1) = 0

}

(c) A =
{

f ∈ C [−1, 1] :
∫ 1

0
f(t)dt < 4

}

(d) A =
{

f ∈ C [0, 1] : maxx∈[0,1] f(x) ≥ 5
}

(e) A =
{

f ∈ C [0, 1] : maxx∈[0,1] f(x) > 5
}

(f) A =
{

f ∈ C [0, 1] : minx∈[0,1] f(x) ≥ −1
}

(g) A =
{

f ∈ C [0, 1] : minx∈[0,1] f(x) < −1
}

(h) A =
{

f ∈ C1[0, 1] : maxx∈[0,1] f(x) ≥ 4, f ′(0) + f ′(1) 6= 0
}

(i) A =
{

f ∈ C [0, 2] :
∫ 1

0
|f(t)|2dt < 5

}

(j) A =
{

f ∈ C [0, 2] :
∫ 2

0
f3(t)dt < 5

}

(k) A =
{

f ∈ C [−1, 2] :
∫ 2

−1
sin f3(t)dt < 2; ‖f‖ ≥ 1

}
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(l) A =
{

f ∈ C [−4, 2] :
∫ 2

−4
cos f3(t)dt ≥ 4; ‖f‖ > 1

}

(m) A =
{

f ∈ C [0, 1] :
∫ 1

0
f(t)dt < 5, f(0) > 3

}

(n) A =
{

f ∈ C [0, 1] :
∫ 1

0
e|f(t)|dt ≥ 4, f(0) 6= 0

}

(o) A =
{

f ∈ C [0, 1] :
∫ 1

0
e|f(t)|3dt ≥ 4, f(0) + f(1) 6= 0

}

(p) A =
{

f ∈ C1[0, 1] :
∫ 1

0
e|f(t)|3dt ≥ 4, f ′(0) + f ′(1) 6= 0

}

6. Cho khoâng gian metric (X, dX ), (Y, dY ), f : X → Y . Chöùng minh caùc
tính chaát sau töông ñöông

(a) f lieân tuïc treân X.

(b) f(A) ⊂ f(A)) vôùi moïi A ⊂ X.

(c) f−1(B) ⊃ f−1(B) vôùi moïi B ⊂ Y .

7. Cho X laø moät khoâng gian metric, D ⊂ X vaø f : D → R. CM

(a) Neáu D môû thì taäp {x ∈ D : f(x) < k} laø moät taäp môû. Coù theå môû
roäng keát quaû naøy khoâng?

(b) Neáu D ñoùng thì taäp {x ∈ D : f(x) = k}, {x ∈ D : f(x) ≤ k} laø
caùc taäp ñoùng.

8. Cho E laø moät khoâng gian metric vaø A ⊂ E. CM haøm ñaëc tröng cuûa A
xaùc ñònh bôûi

χA(x) =

{

1 x ∈ A,

0 x 6∈ A,

lieân tuïc treân E neáu vaø chæ neáu A laø taäp vöøa môû vöøa ñoùng.

9. Cho X laø khoâng gian metric vaø f : X → X lieân tuïc. CM A = {x ∈
X : f(x) = x} ñoùng.

10. Cho khoâng gian metric (X, dX), (Y, dY ), f, g : X → Y laø hai aùnh xaï lieân
tuïc. Ñaët A = {x ∈ X : f(x) = g(x)}. Giaû söû A 6= ∅. CM f(x) = g(x)
vôùi moïi x ∈ A.

11. Cho X, Y laø hai khoâng gian metric, f : X → Y lieân tuïc. Goïi Γ =
{(x, f(x)) : x ∈ X}. CM Γ ñoùng trong X × Y .

12



12. Cho f : X → Y lieân tuïc vôùi X, Y laø khoâng gian metric. Cho A ⊂ X
vaø A môû. CM f |A lieân tuïc taïi x ∈ A neáu vaø chæ neáu f lieân tuïc taïi x.
CM ñieàu kieän A môû laø khoâng theå boû ñöôïc.

13. Trong khoâng gian metric X, Y , ta cho U laø moät taäp môû trong X vaø
f, g : X → Y . Giaû söû f(x) = g(x) vôùi moïi x ∈ U vaø f lieân tuïc trong
U . CM g lieân tuïc trong U .

4. Compact

Ñònh nghóa. Cho X laø khoâng gian meâtric. Taäp K ⊂ X goïi laø taäp compac
cuûa X neáu
i) moãi daõy (xn) ⊂ K ñeàu coù moät daõy con hoäi tuï,ï
ii) giôùi haïn cuûa daõy con ñoù laø moät phaàn töû cuûa K.
Neáu X compac, ta noùi X laø khoâng gian metric compac.

Meänh ñeà. i) Neáu K laø moät taäp compac cuûa khoâng gian metric X thì K bò
chaän (nghóa laø K chöùa trong moät quaû caàu) vaø K laø moät taäp ñoùng.
ii) Neáu V ⊂ K, V ñoùng, K compac thì V compac.

Meänh ñeà. Cho E = X × Y vôùi X, Y laø caùc khoâng gian metric. E compac
khi vaø chæ khi X, Y compac.

Ñònh lyù (tieâu chuaån compact trong R
n). Trong R

n moïi taäp hôïp ñoùng vaø bò
chaën ñeàu compact.

Ñònh nghóa. Treân khoâng gian metric X, xeùt caùc taäp hôïp K vaø Wi (i ∈ I). Ta
noùi {Wi}i∈I laø moät phuû môû cuûa K neáu moãi Wi ñeàu môû vaø neáu K ⊂

⋃

i∈I

Wi.

Meänh ñeà. Taäp K compac trong khoâng gian metric X khi vaø chæ khi: vôùi moïi
phuû môû {Wi}ı∈I cuûa K ta ñeàu tìm ñöôïc moät phuû con höõu haïn (nghóa laø coù

i1, ..., in ∈ I sao cho K ⊂
n
⋃

j=1

Wij ).

Meänh ñeà. Cho hai khoâng gian metric X,Y vaø cho aùnh xaï A : X → Y lieân tuïc.
Khi ñoù neáu K compac ⊂ X thì A(K) compac trong Y.

Ñònh lyù (cöïc ñaïi cöïc tieåu). Cho haøm lieân tuïc f : X → R töø khoâng gian
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metric X vaøo R. Neáu K compac ⊂ X thì f ñaït cöïc ñaïi cöïc tieåu treân K.

Ñònh nghóa. Cho hai khoâng gian metric X,Y vaø cho aùnh xaï A : X → Y lieân
tuïc. Khi ñoù A goïi laø lieân tuïc ñeàu treân X neáu vôùi moãi ε > 0 toàn taïi δ > 0 sao
cho dY (A(x), A(y)) < ε khi dX(x, y) < δ.

Ñònh lyù Cantor. Cho aùnh xaï lieân tuïc A : X → Y töø khoâng gian metric X
vaøo khoâng gian metric Y . Neáu K compac ⊂ X thì A lieân tuïc ñeàu treân K.

Ñònh nghóa. Cho hai khoâng gian metric X,Y. AÙnh xaï A : X → Y goïi laø aùnh
xaï compaêc neáu aûnh cuûa moïi taäp bò chaän trong X ñeàu coù bao ñoùng compaêc
trong Y.

Ñònh nghóa. Cho K laø taäp compac trong khoâng gian metric X. Ñaët C(K)
goàm caùc haøm f : K → R lieân tuïc treân K. C(K) laø khoâng gian ñònh chuaån
vôùi chuaån sup ‖f‖ := supt∈K |f(t)|.Taäp hôïp A ⊂ C(K)
a) goïi laø bò chaën ñeàu neáu toàn taïi M > 0 sao cho ‖f‖ ≤ M vôùi moïi f ∈ A,
b) goïi laø ñoàng lieân tuïc neáu, vôùi moåi ε > 0, toàn taïi δ = δ(ε) sao cho

|f(t1) − f(t2)| < ε ∀t1, t2 ∈ K, dX(t1, t2) < δ.

Ñònh lyù Ascoli (tieâu chuaån compact trong C(K)). Cho K laø taäp hôïp compact
trong moät khoâng giam meâtríc X. Cho taäp A ⊂ C(K). Taäp hôïp A coù A compaêc
khi vaø chæ khi A bò chaën ñeàu vaø ñoàng lieân tuïc

Heä quaû (ñieàu kieän ñuû cho tính compact trong Lp(Ω)). Cho Ω môû,bò chaën
trong Rn vaø A ⊂ C(Ω). Neáu A coù bao ñoùng compact trong C(Ω) thì noù cuõng
coù bao ñoùng compact trong Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞.

Ñònh lyù (tieâu chuaån compac cuûa lp (p ≥ 1)) Taäp hôïp A ⊂ lp coù bao ñoùng
compac khi vaø chæ khi A bò chaën vaø, vôùi moãi ε > 0, ta tìm ñöôïc N(ε) > 0 sao
cho,

∞
∑

k=n

|xk|p < ε ∀x = (x1, x2, ...) ∈ A, ∀n > N(ε).

1. Taäp hôïp naøo trong caùc taäp hôïp sau laø compaêc trong Rn

(a) A = {(x, y, z) : x2 + y2 + |z| ≤ 3}
(b) A = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 + x + y + z ≤ 6}
(c) A = {(x, y, z) : x + y + z ≤ 5; x ≥ −2, y ≥ −3, z ≥ −4}
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(d) A = {(x, y, z) : x + y + z < 5; x ≥ −2, y ≥ −3, z ≥ −4}
(e) A = {(x, y, z) : x + y + z ≤ 5; x ≥ −2, y ≥ −3, }
(f) A = {(x, y) : xy = 1}

2. Caùc taäp hôïp sau coù bao ñoùng compaêc trong C [0, 1] khoâng?

(a) xn(t) = tn

(b) xn(t) = sin nt

(c) xn(t) = sin(t + n)

(d) xα(t) = sinαt, α ∈ R

(e) xα(t) = sinαt, α ∈ [1, 2]

(f) xα(t) = arctan αt, α ∈ R

(g) xα(t) = et−α, α ∈ R, α ≥ 0

3. Cho M laø moät taäp hôïp bò chaën trong C [a, b]. Chöùng minh raèng taäp hôïp
A caùc haøm coù daïng sau laø taäp hôïp coù bao ñoùng compaêc

y(t) =

∫ t

0

x(τ )dτ x ∈ M

4. Cho k1, k2 > 0. Chöùng minh raèng taäp hôïp caùc haøm khaû vi lieân tuïc treân
khoûang [a, b] thoûa

|x(0)| ≤ k1,

∫ b

a

|x′(t)|2dt ≤ k2

laø taäp compaêc trong C [a, b].

5. Cho k > 0. Chöùng minh raèng taäp hôïp caùc haøm khaû vi lieân tuïc treân
khoûang [a, b] thoûa

∫ b

a

[|x(t)|2 + |x′(t)|2]dt ≤ k

laø taäp compaêc trong C [a, b].

6. Toùan töû A : C [0, 1] → C [0, 1] naøo laø compac
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(a) Ax(t) = tx(t)

(b) Ax(t) =
∫ t

0
x(s)ds

(c) Ax(t) =
∫ 1

0
etsx(s)ds

(d) Ax(t) = x(t2)

7. Cho x = (x1, x2, ...).Toùan töû A : l2 → l2 naøo laø compac

(a) Ax = (0, x1, x2, ...)

(b) Ax = (x1,
x2

2
, x3

3
, ...)

(c) Ax = (0, x1,
x2

2
, x3

3
, ...)

8. Chöùng minh caùc toùan töû sau compac

(a) A : C1[a, b] → C [a, b], Ax(t) = x(t)

(b) A : C1[a, b] → C [a, b], Ax(t) = x2(t)

(c) A : C [0, 1] → C [0, 1], Ax(t) =
∫ 1

0
sin(tx(s))ds

(d) A : C [0, 1] → C [0, 1], Ax(t) =
∫ t

0
etx(s)ds

(e) A : C [0, 1] → C [0, 1], Ax(t) =
∫ 1

0
etx(s)ds

(f) A : C [0, 1] → C [0, 1], Ax(t) =
∫ 1

0
cos(tx(s))ds

(g) A : C [0, 1] → C [0, 1], Ax(t) =
∫ 1

0
et|x(s)|ds

(h) A : C [0, 1] → C [0, 1], Ax(t) =
∫ t

0
e|t−x(s)|ds

(i) A : C [0, 1] → C [0, 1], Ax(t) =
∫ 1

t
et|x(s)|3ds

9. Cho X vaø Y laø hai khoâng gian metric, f : X → Y sao cho f |K lieân tuïc
vôùi moïi K compact. CMR f lieân tuïc treân X.

10. Cho X vaø Y laø hai khoâng gian metric, f : X → Y sao cho f laø song
aùnh lieân tuïc. CMR neáu X compact thì f−1 : Y → X cuõng lieân tuïc.

11. Cho (X, d) laø khoâng gian metric vaø {Gi}i∈I laø moät hoï caùc phuû môû cuûa
X. Ta noùi α > 0 laø soá Lebesgue cuûa hoï phuû môû {Gi}i∈I neáu vôùi moïi
A ⊂ X, diamA < α ta tìm ñöôïc i0 ∈ I sao cho A ⊂ Gi0 . CMR neáu X
compact thì moïi bao phuû môû ñeàu coù moät soá Lebesgue.
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12. Cho khoâng gian metric (X, d), taäp A ⊂ X goïi laø tieàn compact neáu: vôùi
moïi ε > 0, toàn taïi moät phuû môû cuûa A goàm moät soá höõu haïn quaû caàu baùn
kính nhoû hôn ε.

(a) CMR moïi khoâng gian metric compact thì tieàn compact.

(b) Töø caâu treân vaø baøi taäp veà soá Lebesgue haõy CMR: ñieàu kieän caàn
vaø ñuû ñeå X compact laø moïi bao phuû môû cuûa X ñeàu coù moät phuû
con höõu haïn.

13. Cho A laø moät taäp con cuûa khoâng gian metric X. CMR

(a) A tieàn compact neáu vaø chæ neáu A tieàn compact.

(b) Trong R
n, moät taäp hôïp laø tieàn compact neáu vaø chæ neáu noù bò chaën.

14. Cho {Kn} laø moät daõy giaûm caùc taäp compact, khaùc roãng cuûa khoâng gian
metric X. CMR

⋂∞
n=1 Kn laø taäp compact vaø khaùc roãng.

15. Cho X laø khoâng gian metric compact, Y laø khoâng gian metric. Xeùt A laø
taäp con ñoùng cuûa X×Y vaø taäp pr2(A) = {y ∈ Y : ∃x ∈ X, (x, y) ∈ A}.
CMR pr2(A) ñoùng trong Y .

16. cho f töø khoâng gian metric X vaøo khoâng gian metric compact Y . CMR
neáu ñoà thò

Γ = {(x, y) ∈ X × Y : y = f(x)}
laø moät taäp ñoùng thì f lieân tuïc treân X.

17. (Ñònh lyù Dini) Cho X laø khoâng gian metric compact vaø f : X → R laø
moät haøm lieân tuïc vaø {fn : X → R} laø moät daõy ñôn ñieäu caùc haøm lieân
tuïc. CMR neáu fn(x) → f(x) khi n → ∞ vôùi moïi x ∈ X thì fn hoäi tuï
ñeàu veà f , nghóa laø sup

x∈X
|fn(x)− f(x)| → 0 khi n → ∞.

18. Cho X laø khoâng gian metric compact. CMR X chöùa moät taäp con khoâng
quaù ñeám ñöôïc A vaø A = X (ta noùi A truø maät trong X).

19. Cho X laø khoâng gian metric compact vaø f : X → R thoûa f(x) > 0 vôùi
moïi x ∈ X. CMR toàn taïi c > 0 sao cho f(x) ≥ c vôùi moïi x ∈ X.

20. Cho X laø khoâng gian metric compact, E, F ⊂ X khaùc roãng vaø E
compact. CM
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(a) Toàn taïi e ∈ E sao cho d(x, E) = d(E, F ).

(b) Toàn taïi a, b ∈ E sao cho d(a, b) = diamE.

4. Tính ñaày ñuû, tính truø maät vaø aùnh xaï co

Ñònh nghóa. Moät daõy {xn} trong khoâng gian meâtríc X goïi laø daõy Cauchy
neáu: Vôùi ε > 0 cho tröôùc, ta tìm ñöôïc Nε sao cho

d(xn, xm) < ε ∀n, m > Nε

Ñònh lyù. Moïi daõy hoäi tuï trong khoâng gian meâtric ñeàu laø daõy Cauchy

Ñònh nghóa. Khoâng gian meâtríc X ñöôïc goïi laø moät khoâng gian ñaày ñuû neáu
noù thoûa tính chaát: moïi daõy Cauchy ñeàu hoäi tuï. Moät khoâng gian ñònh chuaån
ñaày ñuû goïi laø moät khoâng gian Banach

Ñònh nghóa. Taäp A ⊂ X goïi laø truø maät neáu A = X. Taäp B ⊂ X goïi laø
khoâng ñaâu truø maät trong X neáu moïi taäp môû U ⊂ X ñeàu chöùa moät taäp môû
V ⊂ U sao cho V ∩ B = ∅.

Ñònh lyù. Trong khoâng gian metric ñaày ñuû X, neáu Gn laø caùc taäp môû truø maät
cuûa X thì

⋂∞
n=1 Gn cuõng truø maät trong X.

Ñònh lyù Baire. Moïi khoâng gian metric ñaày ñuû X ñeàu khoâng theå laø hoäi ñeám
ñöôïc cuûa caùc taäp khoâng ñaâu truø maät.

Ñònh lyù. Trong khoâng gian metric X cho E ⊂ X. Ba meänh ñeà sau töông
ñöông:
a) E khoâng ñaâu truø maät trong X.

b)
◦

E= ∅.
c) X \ E truø maät trong X.

Ñònh nghóa. Moät aùnh xaï T : X → X goïi laø moät aùnh xaï co neáu toàn taïi soá α
thoûa 0 < α < 1 vaø d(Tx, T y) ≤ αd(x, y) vôùi moïi x, y ∈ X.

Ñònh lyù aùnh xaï co Banach. Treân moät khoâng gian meâtríc ñaày ñuû, moïi aùnh xaï
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co T : X → X ñeàu coù moät ñieåm baát ñoäng duy nhaát

Ñònh lyù Schauder. Cho X laø moät khoâng gian Banach, cho K laø moät taäp loài
ñoùng trong X. Cho T : K → X laø moät aùnh xaï lieân tuïc thoûa
a) T (K) ⊂ K
b) T (K) compact trong X

thì T toàn taïi ñieåm baát ñoäng trong K.

Phöông phaùp Newton Cho haøm f : I → I sao cho f ′(x) 6= 0 vôùi moïi x ∈ I .
Phöông phaùp Newton duøng ñeå giaûi phöông trình f(x) = 0 baèng caùch xaây döïng
daõy xn xaùc ñònh bôûi

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)

1. AÙp duïng phöông phaùp Newton ñeå tính gaàn ñuùng

(a)
√

2

(b)
√

3

(c)
√

5

(d)
√

7

(e) 3
√

3

(f) 3
√

5

(g) 3
√

7

(h) 4
√

3

(i) 6
√

5

2. CMR caùc phöông trình x = Tx coù nghieäm trong C [a, b]

(a) Tx(t) = 1
2

∫ 1

0
sin(t − x(s))ds; C [0, 1].

(b) Tx(t) = 1
4

∫ 3

0
cos(t− x(s))ds; C [0, 3].

(c) Tx(t) =
∫ 1

0
x(s) sin(ts)ds; C [0, 1].

(d) Tx(t) =
∫ t

0
x(s) cos(ts)ds; C [0, 1].

(e) Tx(t) =
∫ 1

0
s sin(t + x(s))ds; C [0, 1].

(f) Tx(t) =
∫ t

0
x(s) arctan sds; C [0, 1].

(g) Tx(t) =
∫ t

0
x(s) sin sds; C [0, 1].

(h) Tx(t) =
∫ t

0
x(s) cos sds; C [0, 1].

(i) Tx(t) =
∫ t

0
e−x2(s)ds; C [0, 1].

(j) Tx(t) =
∫ t

0
e−(t−x(s))2ds; C [0, 1].

(k) Tx(t) =
∫ 1

0
sin s

s
x(s)ds; C [0, 1].
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(l) Tx(t) =
∫ t

0
sin(t−s)

t−s
x(s)ds; C [0, 1].

(m) Tx(t) = 1
2

∫ t

0
e−|t−x(s)|3ds; C [0, 1].

(n) Tx(t) =
∫ t

0
se−|t−x(s)|3ds; C [0, 1].

3. CMR caùc phöông trình x = Tx coù nghieäm trong C [a, b]

(a) Tx(t) =
∫ 5

0
sin(t − x(s))ds; C [0, 5].

(b) Tx(t) = t3 + 4
∫ 3

0
cos(t − x(s))ds; C [0, 3].

(c) Tx(t) = t + 5 − 4
∫ 1

0
x(s) sin(ts)ds; C [0, 1].

(d) Tx(t) =
∫ t

0
x(s) cos(ts)ds; C [0, 2π].

(e) Tx(t) =
∫ 2π

0
s sin(t + x(s))ds; C [0, 2π].

(f) Tx(t) = 5
∫ t

0
x(s) arctan sds; C [0, π/4].

(g) Tx(t) = ln(1 + t) − 4
∫ t

0
x(s) sin sds; C [0, 1].

(h) Tx(t) = 7
∫ t

0
cos(t− x(s))ds; C [0, 1].

(i) Tx(t) = t3 + t− 3
∫ t

0
e−x2(s)ds; C [0, 1].

(j) Tx(t) =
∫ t

0
e−(t−x(s))2ds; C [0, 10].

(k) Tx(t) =
∫ 1

0
sin s

s
x(s)ds; C [0, π].

(l) Tx(t) =
∫ t

0
sin(t−s)

t−s
x(s)ds; C [0, π].

(m) Tx(t) =
∫ t

0
e−|t−x(s)|3ds; C [0, 3].

(n) Tx(t) =
∫ t

0
se−|t−x(s)|3ds; C [0, 2].

4. Chöùng minh raèng vôùi λ ñuû nhoû, ta coù theå choïn M > 0 thích hôïp ñeå
phöông trình x = Tx coù nghieäm trong B(0, M) ⊂ C [a, b]

(a) Tx(t) = λ +
∫ t

0
x2(s)ds; C [0, 1]

(b) Tx(t) = λt −
∫ t

0
x3(s)ds; C [0, 2]

(c) Tx(t) = t
5

+ λ
∫ t

0
x2(s)ds; C [0, 1]

(d) Tx(t) = λt +
∫ t

0
x3(s)ds; C [0, 2]
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5. Cho (an) laø moät daõy Cauchy trong khoâng gian metric (X, d) vaø (εn) laø
moät daõy soá thöïc döông. CM coù daõy con (ank

) sao cho d(ank+1
, ank

) ≤ εk

vôùi moïi k.

6. CMR khoâng gian metric X × Y ñaày ñuû khi vaø chæ khi X vaø Y ñaày ñuû.

7. Cho X laø khoâng gian metric sao cho moïi quaû caàu ñoùng thì compact.
CM X ñaày ñuû.

8. Cho X laø khoâng gian metric ñaày ñuû vaø A ⊂ X. CM A tieàn compact
khi vaø chæ khi A compact.

9. Cho f : X → Y laø aùnh xaï lieân tuïc ñeàu töø khoâng gian metric X vaøo
khoâng gian metric Y . CM

(a) Neáu (xn) Cauchy trong X thì (f(xn)) Cauchy trong Y .

(b) Neáu A tieàn compact trong X thì f(A) tieàn compact trong Y .

10. Cho f : X → Y laø aùnh xaï töø khoâng gian metric X vaøo khoâng gian
metric Y . CM f lieân tuïc ñeàu treân X khi vaø chæ khi: vôùi moïi ε > 0 toàn
taïi η > 0 sao cho vôùi A ⊂ X, diamA < η thì diamf(A) < ε.

11. Cho X laø khoâng gian metric ñaày ñuû. CMR neáu X ñeám ñöôïc thì X
chöùa ít nhaát moät ñieåm coâ laäp.

12. (Ñònh lyù Cantor) Khoâng gian metric X laø ñaày ñuû neáu vaø chæ neáu: vôùi
moïi daõy {Cn} caùc taäp hôïp cuûa X thoûa Cn ⊃ Cn+1 vaø limn→∞ diamCn =
0 thì ta coù

⋂∞
n=1 Cn 6= ∅.

13. CMR moïi taäp con ñoùng cuûa moät khoâng gian metric ñaày ñuû (X, d) laø
moät khoâng gian metric ñaày ñuû vôùi cuøng khoaûng caùch d.

14. Cho khoâng gian metric (X, d) vaø f : X → X thoûa d(f(x), f(y)) <
d(x, y) vôùi x, y ∈ X, x 6= y. CM neáu X compact thì f coù ñieåm baát
ñoäng. Neáu boû tính chaát compact thì keát quaû coøn ñuùng khoâng?

15. Cho X laø khoâng gian metric ñaày ñuû vaø (fn : X → R) lieân tuïc. Giaû söû
vôùi moïi x ∈ X ta coù supn |fn(x)| < ∞. CMR coù quaû caàu môû B ⊂ X
sao cho sup

x∈B,n∈N

|fn(x)| < ∞.
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16. Cho f : R → R khaû vi taïi moïi ñieåm. CMR coù moät khoaûng môû I ⊂ R

sao cho f Lipschitz treân I .

5. AÙnh xaï tuyeán tính

Ñònh lyù. Cho X vaø Y laø hai khoâng gian ñònh chuaån. Toùan töû tuyeán tính
A : X → Y lieân tuïc treân X khi vaø chæ khi
a) noù lieân tuïc taïi 0,
b) toàn taïi soá c sao cho ‖Ax‖ ≤ c‖x‖

Ñònh nghóa. Cho X vaø Y laø hai khoâng gian ñònh chuaån. Ta kyù hieäu L(X, Y )
laø taäp hôïp caùc aùnh xaï tuyeán tính lieân tuïc töø X vaøo Y. Ta kyù hieäu

‖A‖ = sup
x 6=0

‖Ax‖Y

‖x‖X
∀x ∈ L(X, Y ).

Neáu Y = R, ta kyù hieäu L(X, Y ) = X∗, neáu Y = X, ta kyù hieäu L(X, Y ) =
L(X).

Ñònh lyù. L(X, Y ) laø khoâng gian ñònh chuaån. Neáu Y laø khoâng gian Banach thì
L(X, Y ) laø khoâng gian Banach.

1. Treân Rn (n = 2, 3), cho khoâng gian con L cho phieám haøm tuyeán tính
f . Tìm phieám haøm thaùc trieån cuûa f treân Rn baûo toøan chuaån cuûa f .

(a) L = {x = (x1, x2) : 2x1 − x2 = 0}, < x, f >= x1, chuaån Euclide

(b) L = {x = (x1, x2) : x1 − 3x2 = 0}, < x, f >= x1 + x2, chuaån
Euclide

(c) L = {x = (x1, x2) : 2x1 − x2 = 0}, < x, f >= x1, chuaån |.|1
(d) L = {x = (x1, x2) : x1 − 4x2 = 0}, < x, f >= x1 + 2x2, chuaån

|.|∞
(e) L = {x = (x1, x2, x3) : 2x1 − x2 = 0}, < x, f >= 3x1 + x2 + x3,

chuaån Euclide

(f) L = {x = (x1, x2, x3) : 3x1 − 2x3 = 0}, < x, f >= 3x1 + x2 − 2x3,
chuaån Euclide
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(g) L = {x = (x1, x2, x3) : 2x1 − x2 = 0}, < x, f >= 3x1 + x2 + x3,
chuaån |.|1

(h) L = {x = (x1, x2, x3) : 3x1 − 2x3 = 0}, < x, f >= 3x1 + x2 − 2x3,
chuaån |.|∞

2. Chöùng minh raèng caùc toùan töû tuyeán tính sau lieän tuïc vaø tính chuaån cuûa
noù:

(a) A : C [0, 1] → C [0, 1]; Ax(t) =
∫ t

0
x(t)dt

(b) A : C [−1, 1] → C [0, 1]; Ax(t) =
∫ t

0
x(t)dt

(c) A : C [−1, 1] → C [0, 1]; Ax(t) = x(t)

(d) A : C [0, 1] → C [0, 1]; Ax(t) = t2x(0)

(e) A : C [0, 1] → C [0, 1]; Ax(t) = x(t2)

(f) A : C 1[0, 1] → C [0, 1]; Ax(t) = x(t)

(g) A : C1[0, 1] → C [0, 1]; Ax(t) = x′(t)

(h) A : L2(0, 1) → L2(0, 1); Ax(t) = t
∫ 1

0
x(τ )dτ

(i) A : H1(0, 1) → L2(0, 1); Ax(t) = x(t)

(j) A : H1(0, 1) → H1(0, 1); Ax(t) = x(t)

3. Chöùng minh raèng caùc phieám haøm thuoäc (C [−1, 1])∗, tìm chuaån cuûa noù

(a) < x, f >= 1
3
[x(1) + x(−1)]

(b) < x, f >= 2[x(1) − x(0)]

(c) < x, f >=
∑n

k=1 αkx(tk), t1, ..., tk ∈ [−1, 1].

(d) < x, f >= 1
2ε

[x(ε) + x(−ε)− 2x(0)], ε ∈ [−1, 1] \ {0}
(e) < x, f >=

∫ 1

0
x(t)dt

(f) < x, f >= −x(0) +
∫ 1

−1
x(t)dt

(g) < x, f >=
∫ 0

−1
x(t)dt −

∫ 1

0
x(t)dt

(h) < x, f >=
∫ 1

−1
x(t)dt − 1

2n+1

∑n
k=−n x( k

n
)

4. Chöùng minh raèng caùc phieám haøm sau lieân tuïc, tìm chuaån cuûa noù

(a) < x, f >=
∫ 1

−1
tx(t)dt, x ∈ C [−1, 1]
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(b) < x, f >=
∫ 1

0
tx(t)dt, x ∈ C1[−1, 1]

(c) < x, f >=
∫ 1

−1
tx(t)dt, x ∈ L1(−1, 1)

(d) < x, f >=
∫ 1

−1
tx(t)dt, x ∈ L2(−1, 1)

(e) < x, f >=
∫ 1

0
t−1/3x(t)dt, x ∈ L2(0, 1)

(f) < x, f >= x1 + x2, x = (x1, x2, ...) ∈ l2

(g) < x, f >=
∑∞

k=1
xk

k
, x = (x1, x2, ...) ∈ l2

(h) < x, f >=
∑∞

k=1
xk

k
, x = (x1, x2, ...) ∈ l1

(i) < x, f >=
∑∞

k=1

(

1 − 1
k

)

xk, x = (x1, x2, ...) ∈ l1

(j) < x, f >= x1 + x2, x = (x1, x2, ...) ∈ `∞ (k/g caùc daõy bò chaën)

(k) < x, f >=
∑∞

k=1 2−k+1xk, x = (x1, x2, ...) ∈ c0 (k/g caùc daõy tieán
veà 0)

(l) < x, f >= limn→∞ xn, x ∈ c (k/g caùc daõy hoäi tuï)
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