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1. Chu

TIET 1

Pinh nghia. Cho day a, € R, ng € N, Pit s, = Zzzm ag (n > ngp).
(a) N&u lim,,_., s, ton tai thi ta ky hiéu

o

E ar = lim s,
n—oo

k:ng

va ta n6i chudi Y7 ay, hoi .
(b) Né&u lim,,_.o 5, khdng tdn tai thi ta n6i chudi > e, @k Phdn ky (hay
khong hdi tu).

Vi du. Xét chudi > ;2 ag™ (chudi clia cdp s6 nhan) ta ¢6 s, = Y, _,aq" =

a(l—g"*!) (¢ # 1).

1—q
a) Chudi hoi tu khi |¢| < 1 va

- a
D> ad" =
k=0

1—¢q
b) Chudi phan ky khi |g| > 1.

Binh Iy. Cho Y00 ay, S35°, by hoi tu. Khi do
a) Chuéi Y ;" (aay + Bby) hdi tu va

Y (atb)=a) a+p5Y b

k:ng k:ng k:ng



b) Cho ny > ng, ng,n1 €N, (c,). Khi dé chudi D nn, Ck hoi tu khi va chi
khi Zzozm ay hoi tu va

[e'e] ny1—1 [e'e]
E ap = E ap + E ag.
k:ng k:ng k:nl

Pinh Iy (diéu ki¢n cdn ciia su hoi tw). Néu 5. ay hoi tu thi limy . az =
0. Vay néu limy,_.o, a, # 0 thi chudi Zzozno ay, khong hoi tu.

Pinh Iy (diéu kién cin va da cda sy hoi tu). Chudi D hen, @k Qi tu khi va
chi khi: véi mbi € > 0 ton tai n. sao cho

m
>
k=n

<e Vm>n>n.

d

2. Chudi s6 khong Am

TIET 2

Pinh nghia Néu a, > 0 v6i moi n € N thi ta néi Y ;7 ax 1a chudi khong
am. N&u a, > 0 v6i moi n € N thi ta néi Y ;2 ax 12 chudi duong. S8 s,
goi 12 tdng n — ng + 1 s6 hang diu tién cda diy (a,).

Pinh Iy (diéu kién cin va di dé€ chudi so’ khong am hoi tu) Cho a, > 0.
Chudi Y2, ax hoi tu khi va chi khi ton tai mét s6’ M théa

n
sn:ZakgM Vn > ng.

k:ng

Tiéu chudn tich phan Cho f : [ng,00) — R théa f(z) >0, f, ar = f(k) la



ham gidm. Khi d6 Y22 ay hoi tu khi va chi khi [ f(x)dx hoi .
Vidy. Chudi Y07, L hoitu < [ % hoi tu < p > 1.

TIET 3 Vi du va Bai tap

TIET 4

Tiéu chuéin so sanh (dang bat ding thifc). Gid si ton tai ¢ > 0, ny € R sao
cho 0 < a, <cb, vdi n > n,.

a) Néu Y72 by, hoi tu thi 37,2 ax hoi tu.

b) Néu 372 ax phdn ky thi 37" “ai. phan ky.

Tiéu chuin so sanh (dang gi6i han). Gid sit a,,b, > 0 vdi n > ny € R théa
L = lim,, . a, /b, ton tai.
A N (o] N o N A A s
a) Niu L>0 lh\l Z;kZHOOZk va Z,f':no ai cang hoi tu iiqy phdn ky.
b) Néu L = 0 va néu Zk:no b, hoi tu thi Zk:no ay hoi tu.
¢) Néu L = oo va néu Y2 ay hoi tu thi 7,7 by, hoi tu.

Tiéu chuéin Cauchy. Cho chudi khong am Y ;2 ay. Bdt L = limsup, . {/a,.
(a) Néu L < 1 thi chudi hoi tu.
(b) Néu L > 1 thi chudi phan ky.

N g X A A [ - . an
Tiéu chuan D’Alembert. Cho chuoi khéng ém ) keny Ok Ddt B =limsup,,_., ==,
r = liminf,, CLZ“

a) Néu R < 1 thi chudi hoi tu.

b) Néu r > 1 thi chudi phan ky.

TIET 5 Vi du va bai tap

3. Chudi s6 c6 dau bat ky

TIET 6

Pinh nghia Cho chubi > .7 ax. Ta n6i chudi >°.° ax hdi tu tuyét doi n€u



S Jax| hoi tu.
Dinh ly. Chudi héi tu tuyét doi thi hoi tu.

Tiéu chudn Cauchy. Cho chudi Y, ar. Par L =limsup, ., {/|anl.
(a) Néu L < 1 thi chudi hoi tu (tuyét doi).
(b) Néu L > 1 thi chudi phan ky.

An+41
Qn,

>

Tiéu chuan D’Alembert. Cho chudi Y ;" ar. Bt R = limsup, .

An41

r = liminf,,_

a) Néu R < 1 thi chudi héi tu (tuyét doi).
b) Néu r > 1 thi chudi phan ky.

Tiéu chudn Leibniz Cho (a,) théa a, > 0, any1 < ayp, lim, .o a, = 0. Khi
ds chudi Y 7 (—1)""'a,, héi tu va cé tong ndm trong khodng a; — as va a;.

Tiéu chuin Dirichlet Cho K € R, (a,) théa a, > K, ani1 < an, Y. b, hoi
tu. Khi dé chudi 7, anby, héi tu.

TIET 7 Vi du va bai tap

4. Khong gian R”

TIET 8

Pinh nghia. Tap hop cdc phan t& x = (z1,...,7x), ; € R goi 1a khong gian
R*. Cho a € R, 2,y € R, v = (x1,...,2),y = (y1,...,yx), ta dinh nghia
cic phép todn cdng va nhdan vd huéng

r+y=(r14+y1,.. .., +yr),ax = (axy,...,axg).

Tinh chat. Khong gian R* vdi cdc phép todn cong va nhdn vé hudng trén la
mot khong gian vector.

Pinh nghia. (b) Trén R” ta dinh nghia

k
vy =Y ;|| =
=1

4



Tinh chat. Cho o € R, x,y € R*. Khi dé6 ||.|| la mét chudn, nghia la
= 0 khi va chi khi x = (0, ...,0).

(b) ||z =
(c) llz+yll <|lz|| + |yl]-

Dinh nghia
(a) Qui cAu m§ tAm x € R, bdn kinh » > 0 12 tip hgp

B(z;r) = {y e R": [Jz —y|| <7}

(b) Cho A C R*, € A goi 1a diém trong cia A néu ta tim dugc mot
r. > 0 sao cho B(z;r,) C A. Khi d6 tap A goi la mot ldn cdn clia x. Né&u
moi phan tif clia A déu 12 modt di€m trong thi ta néi A 13 tip md.

(c) Pi€ém z goi l1a di€m dinh clia A néu B(x;7)N A # () véi moi r > 0.

(d) Cho ™,z € R*, ta n6i 2™ — x néu lim,, ., ||z — z|| = 0.
Tinh chat. Gid sit ™ = (zn1, ..., Z0k), 2o = (o1, ..., Tox). Khi dé ™ —
xo khi va chi khi lim, .o n; = xo; vOi j =1,... k.

Pinh nghia. Cho A C R*, 24 12 mot diém dinh cia A, f : A — R™. Ta néi
f(x) c6 gi6i han 1a L € R™ khi x — 29 néu: v6i mdi € > 0, tdn tai § > 0
sao cho

||f(x) = L|| <€ Vl|lz—mx <z e A

Ta ky hiéu lim,_,, f(z) =

Tinh chdt. Cho f : A — R™ Khi dé lim,_,, f(z) = L khi va chi khi
limy, oo || f (™) — L|| = 0 vdi moi day 2 — xo, 2™ € A.

Pinh nghia. Cho f : A — R™ va xyp € A. Ta néi f lién tuc tai zy néu
lim, ., f(z) = f(xo) v6i z € A.

Bai tap
1. Tim gi6i han cla cdc day so sau trong R*: (l ), <\/_ CEEows (n+2 )
n Inn n(n+1) n 1
(nq iy ) (|Q| <1, <W ) ( —) sinn, 1

2. Tim giéi han

(a) hm(m,y)—»(1,2) VL + y27



. sin(z2+y?
(0) lim(ey)—0.0) 55

. ;EQ
(©) lim(ey) (0.0 727,75
(d) T y)—(0,0) 272>

. 2312
(€) limy)—(0,0) s2rye-

3. Khdo sét tinh lién tuc ctia ham f(z,y) = \/% v6i (z,y) # (0,0) va
x4y
£(0,0) = 1.
5. Pao ham riéng
TIET 9

Pinh nghia. Cho v € R¥ va A C R*. Cho f : A — R va zy 12 mot di€m
trong cua A. Ta néi dao ham theo hudng u tai xo ciia ham f la dai lugng

lim f(xo + eu) — f(x)

e—0 €

néu giGi han ton tai. Pai lugng nay ky hiéu 1a D, f(zo).

DPinh nghia. Cho ¢; = (1,0,...,0), e =(0,1,0,...,0),..., ex = (0,...,0,1).
ACRF Cho f: A— R va x¢1a mot di€m trong ctia A. Ta dinh nghia dao
ham riéng theo bién thit j 1a

af

f(xo+ €e;) — f(zo)
al'j '

€

zo) = lim
(zo) = lim
Ta cling ky hiéu dao ham riéng ndy 12 D; f(zo). N€u ham s c6 tit cd cdc
dao ham riéng theo cdc bi€n (z1,...,x;) thi ta ky hiéu

V f(zo) = (88—;1(%)’ e aa—xj;(xo)) .

Véc to nay goi la véc to gradient cia f.
Phuong phap tinh dao ham riéng



1. Dung dinh nghia: Truong hop hai bién. Cho f : R? — R. Khi d6
er = (1,0), e = (0,1). Cho g = (a,b). Khi d6 xy + ee; = (a + €,b),
xo + €es = (a, b+ €). Do d6

a.f f(a—l—e,b)—f(a,b) af f(a,b—l—e)—f(a,b)

8—1’1(a’ b) = 11_{% c ’ 81'2 (a> b) = 15% € .

2. Dung cong thiic: Mu6n dao ham theo bi€n z ta c6 dinh cdc bi€n khdc
réi dao ham theo cong thifc clia hAm mot bién.
Bai tap.

1. Cho u = (1,2). Tinh D, f(3,1) v6i f(z,y) = x3y>

2. Tinh bing dinh nghia g—z(l, 2), g—f(l, 2) v6i f(z,y) = 2%y + xy>.

Y
3. Tinh biing cong thifc dao ham 4L, ‘3—5 véi f(z,y) = zsin(zy).

TIET 10 Vi du va bai tap

TIET 11 Vi du va bai tap

6. Kha vi Frechet cho ham sé

TIET 12

DPinh nghia. Cho L : R* — R. Ta néi L la 4nh xa tuy&n tinh néu L(z +y) =
L(z) + L(y) va L(az) = aL(z) véi moi x,y € R, a € R,

Tinh chat. Cho dnh xa tuyén tinh L : R¥ — R. Khi dé tén tai vecto
0= (l1,...,0,) € R* sao cho Lh = (.h véi moi h = (hy, ..., h) € R¥, nghia
la Lh=Y"%_ (;h;.

Pinh nghia. Cho A C R, f : A — R va x( 12 mot diém trong clia A. Ta
n6i ham f kha vi Frechet tai zo n€u ton tai 4nh xa tuyén tinh L : R* — R
sao cho

f(xo+h) = f(xo) + Lh + [|h]|(h)



véi limy_ @(h) = 0. Anh xa tuyé&n tinh L goi 1a dao ham Frechet cia f tai
xo va ky hi€u 1a f'(xg).

TIET 13 Vi du va bai tap
TIET 14

Pinh Iy (Piéu kién can cuia sy kha vi Frechet). Cho A C R, f: A - R
va o la mét diém trong cia A. Néu f khd vi Frechet tai xy thi

a) f lién tuc tai x,

b) Cdc dao ham riéng aanj(xo), j=1,...,k ton tai va

: ~ 0f
f'(wo)h =V f(wo)-h =" = (x0)hy
j=1 "

voi h = (hl,...,hk).

Pinh ly (Piéu kién du cia sy kha vi Frechet) Cho A C R¥, f:A—=Rva
xo la mot diém trong ciia A. Néu

a) f c6 dao ham riéng theo tdt cd cdc bién trong mét qud cdu B(xy;r) C A
va

b) cdc dao ham riéng nay lién tuc tai x
thi f khd vi Frechet tai xy.

TIET 15 Vi du va bai tap

Phuong phiap CM tinh khéng kha vi Frechet D€ chiing minh ham f khong
khd vi tai o ta c6 th€ ding cdc cdch sau

1. CM ham s& khong lién tuc tai z.

2. CM ham sd khong c6 modt dao ham riéng tai z.

3. Chtrng minh dai lugng

f(xo+h) — f(xo) = V f(zo)h
||7]]

p(h) = 7+ 0
khi h — 0.

Phuong phiap CM tinh kha vi Frechet Ta c6 thé diing



1. dinh nghia: Ching minh c6 vecto L sao cho

_ f(wo+h) — flzo) — Lh _
elh) = T 0

khi h — 0.
2. diéu kién cin: tinh cdc dao ham riéng va chifng minh

o(h) = f(%*‘h)—ﬂ(hfﬁ)—vf(fo)h 0

khi h — 0.
3. diéu kién dd: Chi'ng minh f c6 dao ham riéng trong mot 1an cin clia
xo va ching t6 cdc dao ham riéng nay lién tuc tai x.

TIET 16 Vi du va bai tap
7. Kha vi Frechet cho ham vecto

TIET 17

Pinh nghia. Cho A CR*, f;: A =R (i =1,...,m) vd ¢ 12 mdt diém trong
cia A. Cho F = (fy,..., fm), ta néi F kha vi Frechet tai xo n€u f; khd vi
Frechet tai g, 2 = 1,..., m, nghia la

filzo+h) = f—1(z0) + fi(zo)h + ||h||¢1(h)

fulwo+h) = fu(xo) + fru(wo)h + |[Allom(h)

v6i @i(h) — 0,7 =1,...,m, khi ||h|]| — 0. Ta c6 thé viét cong thic trén
duéi dang

fi(wo + h) fi(zo) V fi(wo) e1(h)
I Y e T
fm (0 + h) fm (o) V fm(o) ©m(h)
Ma trin m x k
V fi(zo) ,
Jr(20) = : = (gaj} (fo))
V fin(o) ’

9



goi 1a ma trdn Jacobi cta F tai xo.

Pinh ly. Cho F : R* — R™ va G : R™ — RP. Gid sit F khd vi Frechet tai
ro € R¥ va G khd vi Frechet tai F(xo) € R™. Ddt h(z) = G(F(x)). Khi dé
h kha vi Frechet tai xy va

Jn(xo) = Ja(F(x0))Jr(x0).
Hé qua. Cho f,g: RF - R, u; : R = R, h(t) = f(ui(t),...,ux(t)). Khi do
Vdi cdc gid thiét khd vi can thiét ta co

af

= u
8u1 !

(t)+...+ ﬁu;(t)

R (t) Bun

Tuong t cho w; : R* =R, i =1,....kva H(t,s) = g(wi(t,s), ..., wi(t, s)) thi

OH _ 9g 0w, 99 0wy
ot  Ow, Ot Ow Ot

TIET 18 Vi du va bai tap

8. Pao ham cap cao

TIET 19

DPinh nghia. Cho f : R¥ — R, x = (zy,...,2%) c6 dao ham t6i bac cin thiét,
ta dinh nghia dao ham riéng cap 2 va cip 3 lan lugt la

f o (of Pf 0 [ 0
Or0x;  Or; \Ox; ) Ordx:0x;  Oxy \Omid7;) "

Pinh Iy. Néu f : R¥ — R ¢6 cdc dao ham riéng lién tuc tdi cdp 2 trong mot
ldn cdn cia x thi ta co

0% f
&ri&zj

__of
N 81'381'1

(x (x),i,7=1,..., k.

10



Pinh nghia Do dinh 1y trén, ta ky hiéu dao ham riéng cda f v6i a; 1an theo
bi€n thit nhat,..., vd oy 1an theo bién thi k 1a

olel
Dif=—— )
/ Ozt ... 0xt
trong d6 a; € N, o = (o, ..., ), |o] = 2521 k-

TIET 20 Vi du va bai tap

TIET 21 Vi du va bai tap

9. Pinh Iy ham ngugc, ham an

TIET 22

Pinh ly. Cho f: RF — R*, 2y € Q. Gid si

a) f kha vi lién tuc tai mét ldn cdn cia xy,

b) det J¢(xo) # 0.

Khi dé ton tai cdc tdp mé V,W C R* sao cho

(i) xo €V, f(xg) € W va

(i) f : V. — W ¢6 dnh xa nguoc f~' : W — V khd vi lién tuc véi moi
yeWva

Jra(y) = U @)™

TIET 23 Vi du va bai tap
TIET 24
Pinh nghia. Cho f : RExR™ — R™. Gid st f(z,y) = (fi(2,v),..., fm(z,v))

Vi fi  RFEXR™ =R, i=1,....,m, = (z1,...,2%),y = (Y1, ..., Ym). Khi
do ta dinh nghia

O fu) o (OFi
a(yil,..,,ym)u,y)—dt(axj< ,y>).

11



Pinh lIy. Cho f : RF x R™ — R™, f(z,y) = (fi(z,y),..., fm(z,y)) vdi
fi RFExR™ =R, i=1,...,m, :):—(9:1,... xk),y:(yl,...,ym) Gid sit
(a) f khd vi lién tuc trong mot lan cdn ciia (a,b) vdi a € R, b € R™,

(b) f(a,b) =0va W(a,b) # 0.

Khi dé tén tai tdp mé A C R¥, B C R™ sao cho
(i)ae A be B,
(ii) Ton tai duy nhdt ham khd vi lién tuc g : A — B sao cho g(a) = b va

f(z, g(x)) = 0.

TIET 25 Vi du va bai tap

10. Khai trién Taylor

TIET 26
Pinh nghia. Véi h = (hy,...,h) € RE, a = (ay,...,a;) € N¥. Ta dinh

nghia
h =hi* . hpEal =al ool ol = a1 + .o+ e

Pinh Iy (khai tri€n Taylor) Cho p > 0, f : R¥ — R khd vi lién tuc téi cdp
p + 1 trong mét lan céan B(x, p) ciia v € R*. Khi dé vdi moi h € B(0, p) téon
tai 0 € (0,1) sao cho

flz+h) = flz)+ Z + > gpaf(xwh).

loe|= 0@ ! lor|=p+1

11. Cuyec tri

TIET 27

Pinh nghia. Cho D 12 mdt mién trong R", f : D — R va 29 € D. Ham f
goi 12 dat cuc dai dia phuong tai 2o néu ton tai mot 1dn cin w C D cia x

12



sao cho f(x) < f(wo) v6i moi » € w. Haim f goi la dat cuc ti€u dia phuong
tai 7o n€u ton tai modt 1an cdn w C D clia xg sao cho f(x) > f(x) v6i moi
x € w. Ham f goi 1a dat cuc tri dia phuong tai 2o néu f c6 cuc dai hay cuc
ti€u dia phuong tai .

Pinh ly. Cho f : D — R, xy la mdt diém trong ciia D va f cé dao ham
riéng tai xo. Néu f co cuc tri dia phuong tai o thi V f(z0) = 0. Diém xq goi
la mot diém ditng ciia f.

TIET 28 Vi du va bai tap

TIET 29

Pinh nghia. Cho f: D — R, f = f(z1,...,2y), 7o 12 mdt di€m trong clia
D va f ¢6 dao ham riéng t6i cdp 2 tai zp. Khi d6 ta dinh nghia ma trin Hess

cia f tai zo la
0% f
Hy(o) = (ax.ax,(xO)) o
iOL; ij

J=1n

Ta cling dinh nghia
p(h, k) = h" Hy(xo)k

v6i h = (hi,...,h)T, k= (ki,...,k,)", AT 1a chuyén vi clia ma trin A.

Pinh Iy. Cho o € D la mét diém ditng ciia f : D — R va f khd vi lién tuc
t6i cdp 2 trong mét lan cdn ciia xo.

1. Néu ¢ la dang toan phiong xdc dinh duong, nghia la
o(h,h) >0 VheR" h#0
thi f c¢6 cuc tiéu dia phiong tai x.
2. Néu o la dang toan phuong xdc dinh dm, nghia la
o(h,h) <0 VheR" h#0
thi f c¢6 cuc dai dia phuong tai xy.
3. Néu ton tai h,k € R, h,k # 0 sao cho
w(h,h) > 0,0(k, k) <0

thi f khong cé cuc tri tai x.

13



Pinh Iy. Cho D la mét mién trong R", cho f : D — R, g : D — R khad vi
lién tue. Gid st T = {x = (11,...,2,) € D : g(x) = 0}, Néu ham sé f dat
cuc tri trén T tai xg € T va néu Vg(xg) # 0 thi tén tai X € R sao cho

V f(zo) — AVg(zo) = 0.

TIET 30 Vi dy va bai tap

14



