
ÑEÀ CÖÔNG OÂN TAÄP 2019
Vi tích phaân 2

1. Chuoãi soá

TIEÁT 1

Ñònh nghóa. Cho daõy an ∈ R, n0 ∈ N, Ñaët sn =
∑n

k=n0
ak (n ≥ n0).

(a) Neáu limn→∞ sn toàn taïi thì ta kyù hieäu

∞
∑

k=n0

ak = lim
n→∞

sn

vaø ta noùi chuoãi
∑∞

k=n0
ak hoäi tuï.

(b) Neáu limn→∞ sn khoâng toàn taïi thì ta noùi chuoãi
∑∞

k=n0
ak phaân kyø (hay

khoâng hoäi tuï).

Ví duï. Xeùt chuoãi
∑∞

k=0 aqn (chuoãi cuûa caáp soá nhaân) ta coù sn =
∑n

k=0 aqk =
a(1−qn+1)

1−q
(q 6= 1).

a) Chuoãi hoäi tuï khi |q| < 1 vaø

∞
∑

k=0

aqn =
a

1 − q
.

b) Chuoãi phaân kyø khi |q| ≥ 1.

Ñònh lyù. Cho
∑∞

k=n0
ak,

∑∞
k=n0

bk hoäi tuï. Khi ñoù
a) Chuoãi

∑∞
k=n0

(αak + βbk) hoäi tuï vaø

∞
∑

k=n0

(ak + bk) = α
∞

∑

k=n0

ak + β
∞

∑

k=n0

bk.
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b) Cho n1 > n0, n0, n1 ∈ N, (cn). Khi ñoù chuoãi
∑∞

k=n0
ck hoäi tuï khi vaø chæ

khi
∑∞

k=n1
ak hoäi tu vaø

∞
∑

k=n0

ak =
n1−1
∑

k=n0

ak +
∞

∑

k=n1

ak.

Ñònh lyù (ñieàu kieän caàn cuûa söï hoäi tuï). Neáu
∑∞

k=n0
ak hoäi tuï thì limk→∞ ak =

0. Vaäy neáu limk→∞ ak 6= 0 thì chuoãi
∑∞

k=n0
ak khoâng hoäi tuï.

Ñònh lyù (ñieàu kieän caàn vaø ñuû cuûa söï hoäi tuï). Chuoãi
∑∞

k=n0
ak hoäi tuï khi vaø

chæ khi: vôùi moãi ε > 0 toàn taïi nε sao cho
∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

k=n

ak

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ε ∀m > n ≥ nε.

2. Chuoãi soá khoâng aâm

TIEÁT 2

Ñònh nghóa Neáu an ≥ 0 vôùi moïi n ∈ N thì ta noùi
∑∞

k=n0
ak laø chuoãi khoâng

aâm. Neáu an > 0 vôùi moïi n ∈ N thì ta noùi
∑∞

k=n0
ak laø chuoãi döông. Soá sn

goïi laø toång n − n0 + 1 soá haïng ñaàu tieân cuûa daõy (an).

Ñònh lyù (ñieàu kieän caàn vaø ñuû ñeå chuoãi soá khoâng aâm hoäi tuï) Cho an ≥ 0.
Chuoãi

∑∞
k=n0

ak hoäi tuï khi vaø chæ khi toàn taïi moät soá M thoûa

sn =
n

∑

k=n0

ak ≤ M ∀n > n0.

Tieâu chuaån tích phaân Cho f : [n0,∞) → R thoûa f(x) ≥ 0, f , ak = f(k) laø
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haøm giaûm. Khi ñoù
∑∞

k=n0
ak hoäi tuï khi vaø chæ khi

∫ ∞

n0
f(x)dx hoäi tuï.

Ví duï. Chuoãi
∑∞

n=1
1
np hoäi tuï ⇔

∫ ∞

1
dx
xp hoäi tuï ⇔ p > 1.

TIEÁT 3 Ví duï vaø Baøi taäp

TIEÁT 4

Tieâu chuaån so saùnh (daïng baát ñaúng thöùc). Giaû söû toàn taïi c > 0, n1 ∈ R sao
cho 0 ≤ an ≤ cbn vôùi n ≥ n1.
a) Neáu

∑∞
k=n0

bk hoäi tuï thì
∑∞

k=n0
ak hoäi tuï.

b) Neáu
∑∞

k=n0
ak phaân kyøï thì

∑∞
k=n0

ak phaân kyøï.

Tieâu chuaån so saùnh (daïng giôùi haïn). Giaû söû an, bn > 0 vôùi n ≥ n1 ∈ R thoûa
L = limn→∞ an/bn toàn taïi.
a) Neáu L > 0 thì

∑∞
k=n0

bk vaø
∑∞

k=n0
ak cuøng hoäi tu hay phaân kyøï.

b) Neáu L = 0 vaø neáu
∑∞

k=n0
bk hoäi tuï thì

∑∞
k=n0

ak hoäi tuïï.
c) Neáu L = ∞ vaø neáu

∑∞
k=n0

ak hoäi tuï thì
∑∞

k=n0
bk hoäi tuïï.

Tieâu chuaån Cauchy. Cho chuoãi khoâng aâm
∑∞

k=n0
ak. Ñaët L = lim supn→∞

n
√

an.
(a) Neáu L < 1 thì chuoãi hoäi tuï.
(b) Neáu L > 1 thì chuoãi phaân kyø.

Tieâu chuaån D'Alembert. Cho chuoãi khoâng aâm
∑∞

k=n0
ak. ÑaëtR = lim supn→∞

an+1

an
,

r = lim infn→∞
an+1

an
.

a) Neáu R < 1 thì chuoãi hoäi tuï.
b) Neáu r > 1 thì chuoãi phaân kyø.

TIEÁT 5 Ví duï vaø baøi taäp

3. Chuoãi soá coù daáu baát kyø

TIEÁT 6

Ñònh nghóa Cho chuoãi
∑∞

k=n0
ak. Ta noùi chuoãi

∑∞
k=n0

ak hoäi tuï tuyeät ñoái neáu
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∑∞
k=n0

|ak| hoäi tuï.

Ñònh lyù. Chuoãi hoäi tuï tuyeät ñoái thì hoäi tuï.

Tieâu chuaån Cauchy. Cho chuoãi
∑∞

k=n0
ak. Ñaët L = lim supn→∞

n
√

|an|.
(a) Neáu L < 1 thì chuoãi hoäi tuï (tuyeät ñoái).
(b) Neáu L > 1 thì chuoãi phaân kyø.

Tieâu chuaån D'Alembert. Cho chuoãi
∑∞

k=n0
ak. Ñaët R = lim supn→∞

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣
,

r = lim infn→∞

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣
.

a) Neáu R < 1 thì chuoãi hoäi tuï (tuyeät ñoái).
b) Neáu r > 1 thì chuoãi phaân kyø.

Tieâu chuaån Leibniz Cho (an) thoûa an ≥ 0, an+1 ≤ an, limn→∞ an = 0. Khi
ñoù chuoãi

∑∞
n=1(−1)n+1an hoäi tuï vaø coù toång naèm trong khoaûng a1 − a2 vaø a1.

Tieâu chuaån Dirichlet Cho K ∈ R, (an) thoûa an ≥ K, an+1 ≤ an,
∑

bn hoäi
tuï. Khi ñoù chuoãi

∑∞
n=1 anbn hoäi tu.

TIEÁT 7 Ví duï vaø baøi taäp

4. Khoâng gian R
k

TIEÁT 8

Ñònh nghóa. Taäp hôïp caùc phaàn töû x = (x1, . . . , xk), xj ∈ R goïi laø khoâng gian
R

k. Cho α ∈ R, x, y ∈ R
k, x = (x1, . . . , xk), y = (y1, . . . , yk), ta ñònh nghóa

caùc pheùp toaùn coäng vaø nhaân voâ höôùng

x + y = (x1 + y1, . . . , xk + yk), αx = (αx1, . . . , αxk).

Tính chaát. Khoâng gian R
k vôùi caùc pheùp toaùn coäng vaø nhaân voâ höôùng treân laø

moät khoâng gian vector.

Ñònh nghóa. (b) Treân R
k ta ñònh nghóa

x.y =

k
∑

j=1

xjyj, ||x|| =

√

√

√

√

k
∑

j=1

x2
j .
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Tính chaát. Cho α ∈ R, x, y ∈ R
k. Khi ñoù ||.|| laø moät chuaån, nghóa laø

(a) ||x|| ≥ 0, ||x|| = 0 khi vaø chæ khi x = (0, ..., 0).
(b) ||αx|| = |α|.||x||,
(c) ||x + y|| ≤ ||x||+ ||y||.

Ñònh nghóa
(a) Quaû caàu môû taâm x ∈ R

k, baùn kính r > 0 laø taäp hôïp

B(x; r) = {y ∈ R
k : ||x − y|| < r}.

(b) Cho A ⊂ R
k, x ∈ A goïi laø ñieåm trong cuûa A neáu ta tìm ñöôïc moät

rx > 0 sao cho B(x; rx) ⊂ A. Khi ñoù taäp A goïi laø moät laân caän cuûa x. Neáu
moïi phaàn töû cuûa A ñeàu laø moät ñieåm trong thì ta noùi A laø taäp môû.
(c) Ñieåm x goïi laø ñieåm dính cuûa A neáu B(x; r) ∩ A 6= ∅ vôùi moïi r > 0.
(d) Cho x(n), x ∈ R

k, ta noùi x(n) → x neáu limn→∞ ||x(n) − x|| = 0.

Tính chaát. Giaû söû x(n) = (xn1, . . . , xnk), x0 = (x01, . . . , x0k). Khi ñoù x(n) →
x0 khi vaø chæ khi limn→∞ xnj = x0j vôùi j = 1, . . . , k.

Ñònh nghóa. Cho A ⊂ R
k, x0 laø moät ñieåm dính cuûa A, f : A → R

m. Ta noùi
f(x) coù giôùi haïn laø L ∈ R

m khi x → x0 neáu: vôùi moãi ε > 0, toàn taïi δ > 0
sao cho

||f(x) − L|| ≤ ε ∀||x− x0|| < δ, x ∈ A.

Ta kyù hieäu limx→x0
f(x) = L.

Tính chaát. Cho f : A → R
m. Khi ñoù limx→x0

f(x) = L khi vaø chæ khi
limn→∞ ||f(x(n)) − L|| = 0 vôùi moïi daõy x(n) → x0, x(n) ∈ A.

Ñònh nghóa. Cho f : A → R
m vaø x0 ∈ A. Ta noùi f lieân tuïc taïi x0 neáu

limx→x0
f(x) = f(x0) vôùi x ∈ A.

Baøi taäp

1. Tìm giôùi haïn cuûa caùc daõy soá sau trong R
2:

(

1
n
, n

n+1

)

,
(

n
√

n, n2

(n+1)(n+2)

)

,
(

nqn, lnn
n

)

(|q| < 1),
(

n(n+1)2

(n+3)(n+4)(n+5)
, 1

)

,
(

(−1)n, 1
n

)

, (sin n, 1).

2. Tìm giôùi haïn

(a) lim(x,y)→(1,2)

√

x + y2,
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(b) lim(x,y)→(0,0)
sin(x2+y2)

x2+y2 ,

(c) lim(x,y)→(0,0)
x2y

x2+y2 ,

(d) lim(x,y)→(0,0)
xy

x2+y2 ,

(e) lim(x,y)→(0,0)
x3−y2

x2+y2 .

3. Khaûo saùt tính lieân tuïc cuûa haøm f(x, y) = x√
x2+y2

vôùi (x, y) 6= (0, 0) vaø

f(0, 0) = 1.

5. Ñaïo haøm rieâng

TIEÁT 9

Ñònh nghóa. Cho u ∈ R
k vaø A ⊂ R

k. Cho f : A → R vaø x0 laø moät ñieåm
trong cuûa A. Ta noùi ñaïo haøm theo höôùng u taïi x0 cuûa haøm f laø ñaïi löôïng

lim
ε→0

f(x0 + εu) − f(x0)

ε

neáu giôùi haïn toàn taïi. Ñaïi löôïng naøy kyù hieäu laø Duf(x0).

Ñònh nghóa. Cho e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0),. . . , ek = (0, . . . , 0, 1).
A ⊂ R

k. Cho f : A → R vaø x0 laø moät ñieåm trong cuûa A. Ta ñònh nghóa ñaïo
haøm rieâng theo bieán thöù j laø

∂f

∂xj

(x0) = lim
ε→0

f(x0 + εej) − f(x0)

ε
.

Ta cuõng kyù hieäu ñaïo haøm rieâng naøy laø Djf(x0). Neáu haøm soá coù taát caû caùc
ñaïo haøm rieâng theo caùc bieán (x1, . . . , xk) thì ta kyù hieäu

∇f(x0) =

(

∂f

∂x1
(x0), . . . ,

∂f

∂xk

(x0)

)

.

Veùc tô naøy goïi laø veùc tô gradient cuûa f .
Phöông phaùp tính ñaïo haøm rieâng
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1. Duøng ñònh nghóa: Tröôøng hôïp hai bieán. Cho f : R
2 → R. Khi ñoù

e1 = (1, 0), e2 = (0, 1). Cho x0 = (a, b). Khi ñoù x0 + εe1 = (a + ε, b),
x0 + εe2 = (a, b + ε). Do ñoù

∂f

∂x1
(a, b) = lim

ε→0

f(a + ε, b) − f(a, b)

ε
,

∂f

∂x2
(a, b) = lim

ε→0

f(a, b + ε) − f(a, b)

ε
.

2. Duøng coâng thöùc: Muoán ñaïo haøm theo bieán x ta coá ñònh caùc bieán khaùc
roài ñaïo haøm theo coâng thöùc cuûa haøm moät bieán.

Baøi taäp.

1. Cho u = (1, 2). Tính Duf(3, 1) vôùi f(x, y) = x3y2.

2. Tính baèng ñònh nghóa ∂f

∂x
(1, 2), ∂f

∂y
(1, 2) vôùi f(x, y) = x2y + xy2.

3. Tính baèng coâng thöùc ñaïo haøm ∂f

∂x
, ∂f

∂y
vôùi f(x, y) = xsin(xy).

TIEÁT 10 Ví duï vaø baøi taäp

TIEÁT 11 Ví duï vaø baøi taäp

6. Khaû vi Frechet cho haøm soá

TIEÁT 12

Ñònh nghóa. Cho L : R
k → R. Ta noùi L laø aùnh xaï tuyeán tính neáu L(x + y) =

L(x) + L(y) vaø L(αx) = αL(x) vôùi moïi x, y ∈ R
k, α ∈ R.

Tính chaát. Cho aùnh xaï tuyeán tính L : R
k → R. Khi ñoù toàn taïi vecto

` = (`1, . . . , `k) ∈ R
k sao cho Lh = `.h vôùi moïi h = (h1, . . . , hk) ∈ R

k, nghóa
laø Lh =

∑k

j=1 `jhj.

Ñònh nghóa. Cho A ⊂ R
k, f : A → R vaø x0 laø moät ñieåm trong cuûa A. Ta

noùi haøm f khaû vi Frechet taïi x0 neáu toàn taïi aùnh xaï tuyeán tính L : R
k → R

sao cho
f(x0 + h) = f(x0) + Lh + ||h||ϕ(h)
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vôùi limh→0 ϕ(h) = 0. AÙnh xaï tuyeán tính L goïi laø ñaïo haøm Frechet cuûa f taïi
x0 vaø kyù hieäu laø f ′(x0).

TIEÁT 13 Ví duï vaø baøi taäp

TIEÁT 14

Ñònh lyù (Ñieàu kieän caàn cuûa söï khaû vi Frechet). Cho A ⊂ R
k, f : A → R

vaø x0 laø moät ñieåm trong cuûa A. Neáu f khaû vi Frechet taïi x0 thì
a) f lieân tuïc taïi x0,
b) Caùc ñaïo haøm rieâng ∂f

∂xj
(x0), j = 1, . . . , k toàn taïi vaø

f ′(x0)h = ∇f(x0).h =
k

∑

j=1

∂f

∂xj

(x0)hj

vôùi h = (h1, . . . , hk).

Ñònh lyù (Ñieàu kieän ñuû cuûa söï khaû vi Frechet) Cho A ⊂ R
k, f : A → R vaø

x0 laø moät ñieåm trong cuûa A. Neáu
a) f coù ñaïo haøm rieâng theo taát caû caùc bieán trong moät quaû caàu B(x0; r) ⊂ A

vaø
b) caùc ñaïo haøm rieâng naøy lieân tuïc taïi x0

thì f khaû vi Frechet taïi x0.

TIEÁT 15 Ví duï vaø baøi taäp

Phöông phaùp CM tính khoâng khaû vi Frechet Ñeå chöùng minh haøm f khoâng
khaû vi taïi x0 ta coù theå duøng caùc caùch sau
1. CM haøm soá khoâng lieân tuïc taïi x0.
2. CM haøm soá khoâng coù moät ñaïo haøm rieâng taïi x0.
3. Chöùng minh ñaïi löôïng

ϕ(h) =
f(x0 + h) − f(x0) −∇f(x0)h

||h|| 6→ 0

khi h → 0.

Phöông phaùp CM tính khaû vi Frechet Ta coù theå duøng
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1. ñònh nghóa: Chöùng minh coù vecto L sao cho

ϕ(h) =
f(x0 + h) − f(x0) − Lh

||h|| → 0

khi h → 0.
2. ñieàu kieän caàn: tính caùc ñaïo haøm rieâng vaø chöùng minh

ϕ(h) =
f(x0 + h) − f(x0) −∇f(x0)h

||h|| → 0

khi h → 0.
3. ñieàu kieän ñuû: Chöùng minh f coù ñaïo haøm rieâng trong moät laân caän cuûa

x0 vaø chöùng toû caùc ñaïo haøm rieâng naøy lieân tuïc taïi x0.

TIEÁT 16 Ví duï vaø baøi taäp

7. Khaû vi Frechet cho haøm vecto

TIEÁT 17

Ñònh nghóa. Cho A ⊂ R
k, fi : A → R (i = 1, . . . , m) vaø x0 laø moät ñieåm trong

cuûa A. Cho F = (f1, . . . , fm), ta noùi F khaû vi Frechet taïi x0 neáu fi khaû vi
Frechet taïi x0, i = 1, . . . , m, nghóa laø

f1(x0 + h) = f − 1(x0) + f ′
1(x0)h + ||h||ϕ1(h)

...
...

fm(x0 + h) = fm(x0) + f ′
m(x0)h + ||h||ϕm(h)

vôùi ϕi(h) → 0, i = 1, . . . , m, khi ||h|| → 0. Ta coù theå vieát coâng thöùc treân
döôùi daïng







f1(x0 + h)
...

fm(x0 + h)






=







f1(x0)
...

fm(x0)






+







∇f1(x0)
...

∇fm(x0)






h + ||h||







ϕ1(h)
...

ϕm(h)






.

Ma traän m × k

JF (x0) =







∇f1(x0)
...

∇fm(x0)






=

(

∂fi

∂xj

(x0)

)
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goïi laø ma traän Jacobi cuûa F taïi x0.

Ñònh lyù. Cho F : R
k → R

m vaø G : R
m → R

p. Giaû söû F khaû vi Frechet taïi
x0 ∈ R

k vaø G khaû vi Frechet taïi F (x0) ∈ R
m. Ñaët h(x) = G(F (x)). Khi ñoù

h khaû vi Frechet taïi x0 vaø

Jh(x0) = JG(F (x0))JF (x0).

Heä quaû. Cho f, g : R
k → R, ui : R → R, h(t) = f(u1(t), . . . , uk(t)). Khi ñoù

vôùi caùc giaû thieát khaû vi caàn thieát ta coù

h′(t) =
∂f

∂u1
u′

1(t) + . . . +
∂f

∂uk

u′
k(t)

Töông töï cho wi : R
2 → R, i = 1, ..., k vaø H(t, s) = g(w1(t, s), ..., wk(t, s)) thì

∂H

∂t
=

∂g

∂w1

∂w1

∂t
+ . . . +

∂g

∂wk

∂wk

∂t

TIEÁT 18 Ví duï vaø baøi taäp

8. Ñaïo haøm caáp cao

TIEÁT 19

Ñònh nghóa. Cho f : R
k → R, x = (x1, ..., xk) coù ñaïo haøm tôùi baäc caàn thieát,

ta ñònh nghóa ñaïo haøm rieâng caáp 2 vaø caáp 3 laàn löôït laø

∂2f

∂xi∂xj

=
∂

∂xi

(

∂f

∂xj

)

,
∂3f

∂x`∂xi∂xj

=
∂

∂x`

(

∂2f

∂xi∂xj

)

, ...

Ñònh lyù. Neáu f : R
k → R coù caùc ñaïo haøm rieâng lieân tuïc tôùi caáp 2 trong moät

laân caän cuûa x thì ta coù

∂2f

∂xi∂xj

(x) =
∂2f

∂xj∂xi

(x), i, j = 1, ..., k.
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Ñònh nghóa Do ñònh lyù treân, ta kyù hieäu ñaïo haøm rieâng cuûa f vôùi α1 laàn theo
bieán thöù nhaát,..., vaø αk laàn theo bieán thöù k laø

Dαf =
∂ |α|f

∂xα1

1 . . . ∂xαk

k

trong ñoù αj ∈ N, α = (α1, . . . , αk), |α| =
∑k

j=1 αk.

TIEÁT 20 Ví duï vaø baøi taäp

TIEÁT 21 Ví duï vaø baøi taäp

9. Ñònh lyù haøm ngöôïc, haøm aån

TIEÁT 22

Ñònh lyù. Cho f : R
k → R

k, x0 ∈ Ω. Giaû söû
a) f khaû vi lieân tuïc taïi moät laân caän cuûa x0,
b) det Jf(x0) 6= 0.
Khi ñoù toàn taïi caùc taäp môû V, W ⊂ R

k sao cho
(i) x0 ∈ V , f(x0) ∈ W vaø
(ii) f : V → W coù aùnh xaï ngöôïc f−1 : W → V khaû vi lieän tuïc vôùi moïi

y ∈ W vaø
Jf−1(y) = [Jf(f

−1(y))]−1.

TIEÁT 23 Ví duï vaø baøi taäp

TIEÁT 24

Ñònh nghóa. Cho f : R
k×R

m → R
m. Giaû söû f(x, y) = (f1(x, y), . . . , fm(x, y))

vôùi fi : R
k × R

m → R, i = 1, . . . , m, x = (x1, . . . , xk), y = (y1, . . . , ym). Khi
ñoù ta ñònh nghóa

∂(f1, . . . , fm)

∂(y1, . . . , ym)
(x, y) = det

(

∂fi

∂xj

(x, y)

)

.

11



Ñònh lyù. Cho f : R
k × R

m → R
m, f(x, y) = (f1(x, y), . . . , fm(x, y)) vôùi

fi : R
k × R

m → R, i = 1, . . . , m, x = (x1, . . . , xk), y = (y1, . . . , ym). Giaû söû
(a) f khaû vi lieân tuïc trong moät laân caän cuûa (a, b) vôùi a ∈ R

k, b ∈ R
m.

(b) f(a, b) = 0 vaø ∂(f1,...,fm)
∂(y1,...,ym)

(a, b) 6= 0.

Khi ñoù toàn taïi taäp môû A ⊂ R
k, B ⊂ R

m sao cho
(i) a ∈ A, b ∈ B,
(ii) Toàn taïi duy nhaát haømï khaû vi lieân tuïc g : A → B sao cho g(a) = b vaø

f(x, g(x)) = 0.

TIEÁT 25 Ví duï vaø baøi taäp

10. Khai trieån Taylor

TIEÁT 26

Ñònh nghóa. Vôùi h = (h1, . . . , hk) ∈ R
k, α = (α1, . . . , αk) ∈ N

k. Ta ñònh
nghóa

hα = hα1

1 . . . hαk

k , α! = α1! . . . αk!, |α| = α1 + . . . + αk.

Ñònh lyù (khai trieån Taylor) Cho ρ > 0, f : R
k → R khaû vi lieân tuïc tôùi caáp

p + 1 trong moät laân caän B(x, ρ) cuûa x ∈ R
k. Khi ñoù vôùi moïi h ∈ B(0, ρ) toàn

taïi θ ∈ (0, 1) sao cho

f(x + h) = f(x) +

p
∑

|α|=0

hα

α!
Dαf(x) +

∑

|α|=p+1

hα

α!
Dαf(x + θh).

11. Cöïc trò

TIEÁT 27

Ñònh nghóa. Cho D laø moät mieàn trong Rn, f : D → R vaø x0 ∈ D. Haøm f
goïi laø ñaït cöïc ñaïi ñòa phöông taïi x0 neáu toàn taïi moät laân caän ω ⊂ D cuûa x0
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sao cho f(x) ≤ f(x0) vôùi moïi x ∈ ω. Haøm f goïi laø ñaït cöïc tieåu ñòa phöông
taïi x0 neáu toàn taïi moät laân caän ω ⊂ D cuûa x0 sao cho f(x) ≥ f(x0) vôùi moïi
x ∈ ω. Haøm f goïi laø ñaït cöïc trò ñòa phöông taïi x0 neáu f coù cöïc ñaïi hay cöïc
tieåu ñòa phöông taïi x0.

Ñònh lyù. Cho f : D → R , x0 laø moät ñieåm trong cuûa D vaø f coù ñaïo haøm
rieâng taïi x0. Neáu f coù cöïc trò ñòa phöông taïi x0 thì ∇f(x0) = 0. Ñieåm x0 goïi
laø moät ñieåm döøng cuûa f .

TIEÁT 28 Ví duï vaø baøi taäp

TIEÁT 29

Ñònh nghóa. Cho f : D → R , f = f(x1, . . . , xn), x0 laø moät ñieåm trong cuûa
D vaø f coù ñaïo haøm rieâng tôùi caáp 2 taïi x0. Khi ñoù ta ñònh nghóa ma traän Hess
cuûa f taïi x0 laø

Hf (x0) =

(

∂2f

∂xi∂xj

(x0)

)

i,j=1,n

.

Ta cuõng ñònh nghóa
ϕ(h, k) = hT Hf (x0)k

vôùi h = (h1, . . . , hn)T , k = (k1, . . . , kn)
T , AT laø chuyeån vò cuûa ma traän A.

Ñònh lyù. Cho x0 ∈ D laø moät ñieåm döøng cuûa f : D → R vaø f khaû vi lieân tuïc
tôùi caáp 2 trong moät laân caän cuûa x0.

1. Neáu ϕ laø daïng toaøn phöông xaùc ñònh döông, nghóa laø

ϕ(h, h) > 0 ∀h ∈ R
n, h 6= 0

thì f coù cöïc tieåu ñòa phöông taïi x0.

2. Neáu ϕ laø daïng toaøn phöông xaùc ñònh aâm, nghóa laø

ϕ(h, h) < 0 ∀h ∈ R
n, h 6= 0

thì f coù cöïc ñaïi ñòa phöông taïi x0.

3. Neáu toàn taïi h, k ∈ R
n, h, k 6= 0 sao cho

ϕ(h, h) > 0, ϕ(k, k) < 0

thì f khoâng coù cöïc trò taïi x0.
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Ñònh lyù. Cho D laø moät mieàn trong R
n, cho f : D → R, g : D → R khaû vi

lieân tuïc. Giaû söû Γ = {x = (x1, . . . , xn) ∈ D : g(x) = 0}. Neáu haøm soá f ñaït
cöïc trò treân Γ taïi x0 ∈ Γ vaø neáu ∇g(x0) 6= 0 thì toàn taïi λ ∈ R sao cho

∇f(x0) − λ∇g(x0) = 0.

TIEÁT 30 Ví duï vaø baøi taäp
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