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TOM TAT NOI DUNG. Day la tap bai giang cho mén Giai tich A3 (TTH024). bay
1a mén hoc bat budc cho tit ca céc sinh vién nganh Toan-Tin truong Dai hoc Khoa
hoc Ty nhién Thanh phé H6 Chi Minh vao hoc ki thi 3.

Tap bai gidng c6 thé duge ding kém véi cdc gido trinh chéng han nhu ctia
Stewart [Ste08]. Tap bai giang nay cung Cép tai liéu doc thém, sdu hon, nhung van
sat véi ndi dung mon hoc nham phuc vu t6t hon cho sinh vién chuyén nganh Toan
-Tin.

Nhitng phan c6 dénh dau * 1a twong d6i khé hon, khong bat buoc.

D& 1am mot sb bai tap c6 thé can ding chuong trinh mdy tinh. C6 thé ding
nhitng phan mém nhu Matlab, Maple, Mathematica, hay phAn mém tw do Maxima
hay Sage.

Day la mot ban thao, sé dugc tiép tuc stra chita. Ban méi nhat c6 trén trang
web http:/ /www.math.hcmus.edu.vn/~hqvu,

Ngay 4 thang 3 nam 2014.
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Chuong 1
Tich phan boi

Trong chuong nay chung ta sé nghién ctu tich phan Riemann trong khong
gian nhiéu chiéu.

1.1. Tich phdn trén hinh hép

Tich phan trén khong gian nhiéu chiéu la sy phat trién tuong tu cta tich phan
mét chiéu. Do d6 céc y chinh da quen thudc va khong kho. Ngudi doc c6 thé xem
lai phan tich phan mot chiéu dé dé theo doi hon.

Cho I 1a mot hinh hop, va f : I — R. Ta mudn tinh téng gid tri cGia ham f trén
hinh hop I. Ta chia nhé hinh hop I bang nhitng hinh hop con nhé hon. Ta hy vong
rang trén mdi hinh hop nhé hon dé, gia tri ctia ham f sé thay déi it hon, va ta ¢6
thé xap xi f bang mot ham hang. Ta chd doi rang néu ta chia cang nho thi xap xi
cang t6t hon, va khi qua gidi han thi ta sé dugc gia tri ding ctia tong gia tri cda f.

Sau day la mot cach giai thich hinh hoc. Gia st thém ham f la khong am, ta
mudn tim "thé tich" ctia khdi bén dudi do thi ciia ham f bén trén hinh hop I. Ta sé
xap xi khéi d6 bang nhitng hinh hop véi day 1a mot hinh hop con ctia I va chiéu
cao la mot gia tri cia f trong hinh hép con d6. Ta cho doi ré“mg khi s6 hinh hop
tang 1én vo han thi sé dugc gia tri ding cda thé tich.

Chia nhé hinh hdp. Trong mén hoc nay, khi ta néi dén khong gian R” thi ta
dung chuédn va khoang cach Euclid, cu thé néu x = (xq,xp,...,x,) € R" thi [x| =
(F+3 442212

Mot hinh hop n-chiéu 1a mot tap con ctia R” ¢6 dang [ay, by] X [a2,bo] X -+ ¥
[an, by] v&ia; < b;vdimoil <i<n.

Dinh nghia. Thé'tich (volume) ctia hinh hop I = [a,by] X [az, by] X -+ X [an, by]
duoc dinh nghia 1a s6 thuc |I| = (by —a1)(by —a) - - - (by — an).

1
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2 1. Tich phéan boi

Khi s6 chiéu n = 1 ta thudng thay tir thé tich bang tir chiéu dai (length). Khi
n = 2 ta thuong dung ttr dién tich (area).

Mot phép chia (hay phan hoach) (partition) ciia mot khoang [a, b] la mot tap con
hitu han ctia khodng [a, b] ma chita ca a va b. Ta c6 thé dat tén cac phan tir ctia mot
phép chia 1a xg,x1,...,xm v0ia = xp < x1 < xp < -+ < X = b. Mdi khoang
[xi—1, x;] 1a mot khodng con ctia khodng [a, b] tuong ting véi phép chia.

Mot phép chia ctia hinh hop I = [T}, [4;, b;] 1a mot tich Descartes ctia cac phép
chia ctia cac khoang [a;, b;]. Cu thé néu méi P; 1a mot phép chia ctia khoang [a;, b;]
thi P = [T P; la mét phép chia ctia hinh hop I.

y

d

HINH 1.1.1. Mot phép chia ctia hinh chit nhat [a,b] x [c,d] gom
nhiing diém ma cac toa do thu nhét tao thanh mot phép chia cta
[a,b] va cac toa d6 thit hai tao thanh mét phép chia cua [c, d].

Mot hinh hip con ang véi mot phép chia P cia mot hinh hop 1a mot tich céc
khoang con ctia cac canh ctia hinh hop ban dau. Cu thé mot hinh hop con ctia hinh
hop I c¢6 dang [T, T; trong d6 T; la mot khoang con ctia khoang [a;, b;] ing véi
phép chia P;.

Dinh nghia tich phdn trén hinh hép. Cho I 1a mot hinh hop, va f : [ — R. Véi
mot phép chia P ctia I, thanh lap ting Riemannﬂ

Y f(xr)IR]
R

& day téng duogc lay trén tat ca cac hinh hop con R ctia P, va xg 1a mot diém bat ki
thudc R. “Gi6i han” ctia tong Riemann khi phép chia “min hon va min hon” sé 1a
tich phan ctia ham f trén I, ki hiéu la [, f.

Vay [, f dai dién cho tong gid tri cta ham f trén mién I E|

Dé lam chinh xéac y tudng trén ta can lam ré qua trinh qua gi6i han. Chuing ta
sé diing mot cach trinh bay do Jean Gaston Darboux dé xuat ndm 1870.

1Bernard Riemann la ngudi da dé xudt mot dinh nghia chit ché cho tich phan vao khoadng nam 1854,
méc du tich phan da dugc biét trude do.
24 hiéu [ do Gottfried Leibniz dat ra. N6 dai dién cho chir cai "s" trong chir Latin "summa" (t6ng).
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1.1. Tich phén trén hinh hop 3

f(xr,YR)

R (XRYR)

/

Nh6 lai rdng ngay ca cho tich phan ctia ham mot bién, dé xét tich phan cda
ham khong bi chin can ldy gi6i han cta tich phan dé€ c6 "tich phan suy rong".
Trong sudt chuwong nay ta chi xét ham bi chin.

Goi L(f, P) = Yr(infg f)|R], trong d6 tong dugc 1ay trén tit cd cac hinh hop
con ung vdi phép chia P, 1a tong dudi hay xap xi dudi ing véi P.

Tuong tu, U(f, P) = Yr(supy f)|R| 1a tong trén hay xap xi trén ing véi P.

xap xi trén

supp | | /
upy f

flm) [ w -~
nfr f \

tong Riemann

xap xi duéi

XR R
HINH 1.1.2. Xap xi dudi < xap xi Riemann < xap xi trén.

Cho P va P’ 1a hai phép chia ctia hinh hop I. Néu P C P’ thi ta néi P’ 1a min
hon P.
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4 1. Tich phéan boi

B6 dé (Chia min hon thi xap xi tét hon). Néu phép chia P’ la min hon phép chia P thi
L(f,P") = L(f,P) a U(f, P") < U(f, P).

Dbay mot uu diém quan trong clia xap xi trén va xap xi dudi bdi vi ta c6 thé
thay vdi tong Riemann thi chia min hon khong nhét thiét dan t6i xap xi tot hon.

CHUNG MINH. Mdi hinh hop con R’ cia P’ ndm trong mot hinh hop con R ctia

P.Tacéinfg f > infg f. Vi thé
inf f)|R'| > ff)|R'| = inf R'| = (inf f)|R
sz (inf f)IR] = ,Z(mfﬂ | =inff ,2| | = (inf f)[R].
CR R'CR R'CR

Lay tong hai vé ctia bat dang thiic trén theo tat ca hinh hop con R ctia P ta dugce
L(f,P') > L(f,P). O
B6 dé (Xap xi dui < xap xi trén). Néu P va P’ la hai phép chia bit ki cia ciing mot
hinh hop thi L(f, P) < U(f, P').

CHUNG MINH. Véi hai phép chia P va P’ bat ki thi luén c6 mot phép chia P”
min ho‘n cd P1an P, chdnghannéu P = [T", P;va P’ = [T"_; P! thic6 thélay P" =

' P/'v6i P! = P;U P Khidé L(f,P) < L(f,P") < U(f,P") < U(f,P"). O

Mot hé qué 1a chan trén nho nhat ctia tap hop tat ca cac xap xi dudisupp L(f, P)
va chin dudi 16n nhat ctia ctia tap hop tat ca cac xap xi trén infp U(f, P) ton tai, va
Supp L(fr P) < lan U(fr P)
Pinh nghia (Tich phan Riemann). Cho hinh hép I. Ham f : I — R 1a kha tich
(integrable) néu f bi chan va supp L(f, P) = infp U(f, P). Néu f kha tich thi tich
phin (integral) ctia f dugc dinh nghia la sb thuc supp L(f, P) = infp U(f, P), va
dugc ki hiéula f; f.
Vi du. Néu clahang sb thi [,c = c|I|.
Ghi cha. Khi s6 chiéu n = 1 ta ¢ tich phan cia ham mot bién quen thuoc tir
trung hoc, thudng duoc viétla [, b f(x) dx. Khin = 2 ta c6 tich phan boi hai thuong
duoc viét 1a ffI x,y) dA hay [[, f(x,y) dxdy . Khi n = 3 ta c6 tich phan bji ba,
thuong dugc viétla [[[; f(x,y,z) dV hay [[[; f(x,y,z) dxdydz. Hién gios dx, dxdy,
dxdydz, dA, dV chi 1a ki hiéu dé chi loai tich phan, khong c6 y nghia doc lap.
1.1.1. Ménh dé. Cho f bi chin trén hinh hp 1. Khi d6 f 1a kha tich trén I néu va chi néu
voi moi € > 0 ¢ phép chia P ciia I sao cho U(f,P) — L(f,P) < e.

Nhu vay ham kha tich khi va chi khi xap xi trén va xap xi dudi 6 thé gan nhau
tay y.

CHUNG MINH. (=) Cho f kha tich. Cho € > 0, ¢6 phép chia P va P’ sao cho

L(f,P) > —e+/1f
va

u(f, p') <e+/1f

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

1.1. Tich phén trén hinh hop 5
Lay P” min hon ca P va P’. Khi d6
U(F,P") — L(f, P") < U(F,P') — L(f, P) < 2¢

(<) Gia st véi € > 0 cho trude bat ki ¢6 phép chia P sao cho U(f,P) —
L(f,P) < e. Bit dang thiic nay dan t&i 0 < infp U(f, P) — sup L(f,P) < e v6i
moi € > 0. Do d6 infp U(f, P) = supp L(f, P). O
Tinh chét cla tich phén. Ta cé nhitng tinh chét tuong ty trudng hop mot bién:
1.1.2. Ménh dé. Néu f va g khd tich trén hinh hép I thi:

(@) f+gkhitichoa [((f+8)= [,f+ [;&
(b) Vi moi s6 thiec c thi cf khd tichva [,cf =c [, f.
() Néuf<gthi [,f< [g.

CHUNG MINH. Ta ching minh phan (a), cac phan con lai duge dé€ & phan bai
tap.

Véi mot phép chia P cta I, trén mot hinh hop con R ta ¢6 infg f + infr g <
f(x) +g(x), Vx € R. Suy ra infg f +infrg < infr(f + g). Do d6 L(f,P) +
L(g P) < L(f +g P).

Cho € > 0, c6 phép chia P sao cho L(f, P) > [, f — € vac6 phép chia P’ sao cho
L(g,P') > [;g —e. Lay phép chia P min hon ca P va P’ thi L(f,P") > L(f,P) >
[;f—evaL(g,P")>L(gP')> [;g—e Suyra

L(f+g,P") > L(f,P")+ L(g, P") >/If+/1g—2e.

Tuong tu, c6 phép chia Q sao cho

U<f+g,Q>su<f,Q>+u<g,Q></If+/l'g+ze.

Lay phép chia Q' min hon ca P” va Q thi ta dugc

/If+/1g—2€<L(f+g,Q’) <U(f+gQ) </If+/1g+2e.

Hé thirc nay dan t6i U(f + ¢, Q') — L(f + 8, Q') < 4¢, do d6 f + g kha tich, hon
nua

/If—l—/lg—2e</l(f+g)</If+/lg+2e,Ve>0,
dods [i(f+g) = [if+ 18 O

* Poc thém. C6 thé dinh nghia tich phan Riemann nhu sau. Ta néi f 1a kha tich
trén I néu c6 mot s6 thurc, goi 1a tich phan cta f trén I, ki hiéu la [} f, ¢6 tinh chét
1a véi moi e > 0c6 § > 05sao cho néu tat ca cac canh ctia cac hinh chit nhat con ctia
P déu c6 chiéu dai nhé hon § thi véi moi cach chon diém xg thudc hinh hop con
RctaPtacd |Yg f(xr)|R|— flf‘ < €. C6 thé chiing minh rang dinh nghia nay
tuong duong véi dinh nghia ctia Darboux 6[1.1

C6 thé hoi néu ta dung nhitng cach xap xi khéc thi 6 mang t6i cting mot tich
phan hay khong? Néu ta muén tich phan c6 nhitng tinh cht nhat dinh, gdbm chang

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

6

han tinh tuyén tinh, thi thuc ra chi c6 duy nhat mot loai tich phan thoa céac tinh

chat d6. Xem [Lan97, tr. 575].

Bai tap.

1.1.3. Mot hd nude hinh chit nhat kich thude 4m x 8m cé dd siu khong déu. N guoi ta do
duge chiéu sau tai mot s6 diém trén hd nhu trong bang sau. Vi du trong bang nay do sau
tai diém cach bd tri 1m va b trén 5m 1a 4.6m. Hay ude lugng lugng nude trong ho.

1. Tich phéan boi

vitri | 1 3 5 7
3145|4640
37141 |45 |44

1.1.4. Hay cho mét vi du minh hoa rc:?mg xép xi Riemann ung vdi mét phép chia min hon

khong nhat thiét t6t hon.

1.1.5. Chiing minh céc tinh chat &

1.1.6. Hay cho mét ude lugng cho gia tri cta tich phan

/ /[0,1] x[1,2] etV ddy.

1.1.7. Piéu sau day la dung hay sai, giai thich:

1.1.8. Gia st f lién tuc trén hinh hop I va f(x) > 0 trén I. Ching minh rang néu [, f =0

thi f =0trén I.

CuuDuongThanCong.com
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1.2. Su kha tich 7

1.2. Su kha tich

Qua y cta tich phan, ta thay viéc xap xi dya trén mot gia thiét: néu bién thay
doi it thi gia tri ciia ham thay d6i it. Nhu vay sy kha tich phu thudc chat ché vao

su lién tuc.

1.2.1. Pinh 1i (lién tuc thi kha tich). Mot ham lién tuc trén mot hinh hop thi khd tich
trén do.

Day la mot diéu kién du cho sy kha tich ma ta sé duing thuong xuyén.

CHUNG MINH. Chitng minh chti yéu dua vao tinh lién tuc déu ctia ctia ham.

Ta dung cac két qua sau trong Giai tich 2 (xem chang han [Lan97, tr. 193]):

(a) Mot tap con cia R” 1a Compéc khi va chi khi né déng va bi chan.

(b) Mot ham thuc lién tuc tap con Compéc ctia R” thi lién tuc déu.

(c) Mot ham thuec lién tuc trén moét tap compéc thi bi chan.
Gia st f 1a mot ham lién tuc trén hinh hop I. Khi d6 f lién tuc déu trén I, do dé
cho trudce > 0,c65 > 0saocho |[x —y| < 6= f(x) — f(y) <e.

Lay mot phép chia P ctia I sao cho khodng cach gitra hai diém bat ki trong mot
hinh hdp con ctia P 1a nhé hon 6. Diéu nay khong khé: néu chiéu dai cac canh ctia
cac hinh hop con cta P khong qua 6 thi chiéu dai ctia mot dudng chéo ctia mot
hinh hop con khong qua /né.

Véi phép chia P, cho hai diém x,y bat ki thuoc vé mot hinh hop con R thi
f(x) — f(y) < e.Suy rasupy f — infg f < €. Vi thé

U(f,P) = L(f,P) = Z(s?{pf —inff)|R| < €§\R| = ell|

R
Theo tiéu chuan|[1.1.1]ta c6 két qua. O

Tap c6 thé tich khéng. Vi du sau cho thdy mot ham khong lién tuc van c6 thé
kha tich.

Vidu. Chof:[0,1] — R,

-
—~
Ra¥
I
——
&
=
s
M= Nl

Néu ta lay phép phan chia P cta [0, 1] sao cho chiéu dai ctia cac khoang con nho
hon § thi sai khac gita U(f, P) va L(f, P) nho hon e. Vi thé ham f kha tich. Chu y
ré“mg f khong lién tuc tai %

Vidu. Chof:[0,1] = R,
1, €0
f(x) = { '
0, x¢Q.

Véi bat ki phép chia P nao ctia khoang [0,1] tacé L(f, P) = 0and U(f, P) = 1. Do
dé f khong kha tich. Chu y rang f khong lién tuc tai bat ki diém nao.
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8 1. Tich phéan boi

1.2.2. Pinh nghia. M6t tap con C ctia R" duoc goi 1a c6 thé tich n-chiéu khong
(of content zero) néu véi moi s6 € > 0 c6 mot ho hiru han cac hinh hop n-chiéu
{th, Uy, ..., Uy} saocho U U; D Cva YL, |Uj| <e.
NG6i cach khac, mot tap con ctia R” 1a ¢6 thé tich khong néu ta c6 thé phu tap
d6 bang hiru han hinh hop ¢6 téng thé tich nhé hon sb duong cho truée bat ki.
Khi 7 = 2 ta thay tir "thé tich khong" béi tir "dién tich khong'.

Vi du. (@) Tap hop gdm mot diém trong R” c6 thé tich n-chiéu khong voi
moin > 1.
(b) Mot doan thang trong R” ¢6 thé tich n-chiéu khong véi moi n > 2.
(c) Hoi ctia hai tap c6 thé tich khong 1a mot tap c6 thé tich khong.

1.2.3. Ménh dé. D0 thi ciia mot ham khd tich trén mgt hinh hop trong R™ c6 thé' tich
khong trong R"*1,

CHUNG MINH. Cho f kha tich trén hinh hép I C R". Cho trudéc e > 0 c6
phép chia P cuaa I sao cho U(f,P) — L(f,P) = Yr(supg f —infr f)|R| < €. DO
thi cta ham f, tap {(x, f(x)) | x € I}, dugc phua béi ho tht ca cac hinh hop
R x [infg f,supg f]. Tong thé tich ctia cac hinh hop nay chinh la Y r(supg f —
infg f)|R|, nho hon €. O

1.2.4. Vi du. Dic biét, dd thi cia mot ham lién tuc trén mot khoang déng c6 dién
tich khong. Vay mot doan thing, mot dudng tron c6 dién tich khong.

1.2.5. Pinh 1i (lién tuc trir ra trén tap c6 thé tich khong thi kha tich). Mot ham
thuee bi chin trén mot hinh hdp va lién tuc trén hinh hdp trir ra mot tdp cd thé tich khong
thi kha tich trén hinh hop do.

CHUNG MINH. Gié st f 1a mot ham thuyc bi chan trén hinh hop I, do d6 c6 sd
thuc M sao cho |f(x)| < M véi moi x € I. Cho C la tap hgp cac diém thudc I ma
tai d6 ham f khong lién tuc. Gia thiét rang C c6 thé tich khong.

Y ctia chiing minh 1a diing hiru han hinh hop c6 t6ng thé tich nho hon e dé
phti C va dung tinh bi chdn cda f dbi véi phan nay. Trén phan ctia hinh hop khong
dugc pht thi f lién tuc déu, ta st dung 1ap luan nhu trong phan chitng minh ctia
L21

Cho € > 0, c6 mot ho cac hinh hop {U; }1<j<;; pht C va c6 tong thé tich nho
hon e. C6 thé gia sit m6i hinh hop U; 1a mét hinh hop con cda I, bang cach thay U;
bdi U; N I néu can. M& rong méi hinh hop U; thanh mot hinh hop U/ chia trong [
c6 thé tich khong qud hai 1an thé tich ctia U; sao cho phan trong ctia U/ chia U;.
(O day ta xét phan trong tuong ddi véi I, nghia 1a cc tap duge xét duge coi 1a tap
con ctia khong gian I.) Nhu véy ta ¢6 dugc mot ho méi {U] }1<j<,, cac hinh hop
con cuia I v6i tong thé tich nho hon 2¢, hdi cac phan trong ctia cac hinh hop nay
chtaC.PatT =1\ U?:l&,{ thi T roi khoi C do do f lién tyc trén T.

Bay gio ta lam tuong tu nhu &[1.2.1} Goi P la phép chia ctia I nhan dugc bang
cach lay toa d¢ dinh ctia cac hinh hop U/ lam cac diém chia trén cdccanhctia . Vi T
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1.2. Su kha tich 9

1a compac nén f lién tuc déu trén T, do d6 ta c6 thé 1dy dugc mot phép chia P’ min
hon P sao cho véi bat ki hinh hop con R ctia P’ chita trong T thisupy, f —infg f < €.
Khi d6 véi P’ ta c6

Y- (sup f ~inf f)IRI < Y IR| < el

RCT RCT

Néu hinh hop con R ctia P’ khong chita trong T thi R chita trong mot hinh hop
U! nao do, do do

m
Y (supf—inff)[R| < ) 2M|R| =2M ) |R| =2M)_ |U]| < 2M2e.
R¢T R R RET RET i=1
Két hop hai danh gié trén ta c6 U(f, P’') — L(f, P') < (|I| +4M)e. Tir d6 ta két
luan ham £ kha tich. g

1.2.6. Pinh li. Gid sit f va g la ham bi chin trén mgt hinh hép 1 va f(x) = g(x) trén I
trir ra mot tdp con co thé tich khong. Khi do f khd tich trén I khi va chi khi g kh tich trén
Loakhidé [, f = [;g.

Vay gid tri ciia mot ham bi chimn trén mot tdp cd thé tich khong khong dnh huéng dén
tich phdn.

CHUNG MINH. Dath = g — f thi h bi chan, va h(x) = 0 trir ra trén mét tap C
c6 thé tich khong. Ta chi can ching minh / khé tich va [, = 0, sau d6 dfmg
Ta tién hanh giéng nhu cach chimng minh[1.2.5]

Cho trude € > 0, ta ¢6 mot ho {U; }1<j<y, cac hinh hop con cua I v6i tong thé
tich nh6 hon € va héi cac phan trong (twong déi voi khong gian I) ctia cac hinh hop
nay chita C. Dat T = I'\ U, Uj thi T rdi khéi C do d6 1t = 0 trén T.

Goi P la phép chia cua I nhan duogc b::fmg cach lay toa do dinh cda cac hinh
hop U; lam cac diém chia trén cac canh ctia I. Trén T thi

Y (sup f)|R| = Y, (inf f)|R| = 0.

RCT R RCT
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10 1. Tich phéan boi

Do 1 bi chdn nén c6 s6 M > 0sao cho |h(x)| < M v6i moi x € I. Néu hinh hop
con R khéng chita trong T thi R chira trong mét hinh hop U; nao d6, do dé

Y (suph)|R| < Y MIR|=M Y [R| =M
RgT R RET RET i=1

|U1" < Me.

m
Tuong tu:

m
Y (infh)[R| > Y —M|R|=-M ) [R|=-M)|Uj|>—Me.
R¢T R¢T REZT i=1
Vay —Me < L(h,P) < U(h,P) < Me.
Tir déy ta c6 thé két luan ham # kha tich va [; 1 = 0. O

Diéu kién cdan va di cho su khd tich. Trong phan nay ching ta sé tra 10i hoan
chinh vén dé kha tich. Néu nguoi doc thly quéa khé hodc khong c6 du thai gian thi
chi cAn ndm dugc phat biéu két qua chinh la

1.2.7. Pinh nghia (d6 do khong). Mot tap con C cua R” 1a ¢6 49 do khong (of
measure zero) néu v6i moi s6 € > 0 c6 mot ho cac hinh hop {Uy, Uy, ..., Uy, ... }
saocho U2 U; D Cva Yy |Uy| < E.E|

NG6i cach khéac, mot tap con ctia R” 1a ¢6 dd do khong néu ta c6 thé phu tap dé
bang mot ho dém duoc hinh hop 6 téng thé tich nhd hon s6 duong cho trude bat
ki.

Vi du. Mot tap c6 thé tich khong thi c6 do do khong.

Mot ménh dé P(x) thudong dugc goi la ding hau khip (almost everywhere) néu
no dung véi moi x trir ra trén mot tdp cé do do khong.

Dudi déy 1a cau trd 10i hoan chinh cho van dé kha tich, thuong dugc goi 1a
Diéu kién kha tich Lebesgue:

1.2.8. Dinh 1i (kha tich=bi chan+lién tuc hau khap). Mot ham thuc bi chin trén mot
hinh hop la khd tich trén hinh hp do khi va chi khi tip hop nhiing diém tai dé ham khong
lién tuc co d¢ do khong.

Noi cich khdc, mgt ham bi chdn la kha tich trén mgt hinh hdp khi va chi khi no lién tuc

hdu khdp trén do.

1.2.9. Vi du. Sau day la mot vi du kinh dién vé mot ham kha tich c6 tap hop cac
diém khoéng lién tuc c6 d6 do khong nhung khéng c6 thé tich khong.
Cho f:[0,1] — R,

fla) = v x=bpaezq>0gd(pq =1
0, x¢0.

3Tir"do do" & day chi do do Lebesgue. Li thuyét tich phan ctia Henri Lebesgue xuat hién nam 1901, sau
1 thuyét tich phan Riemann.
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1.2. Su kha tich 11

Ro rang f khong lién tuc tai cac s6 hiru ti. Mt khac c6 thé chiing minh 1a f lién
tuc tai céc s6 v ti (Bai tap[1.2.16). Tap hop céc sb hitu ti trong khoang [0,1] ¢6 do
do khong nhung khong c6 thé tich khong (Bai tap|[1.2.17).

Hoéa ra ham f kha tich. Thuc vay, cho € > 0, goi Ce la tap hop cac s6 hiru ti x
trong [0, 1] sao cho néu x = % & dang tdi gidn thi % >eVi0<p<qg<linentip
Ce 1a hitu han. Ta phti Ce bang mot ho U gém hiru han cac khoang con rdi nhau ctia
khoang [0,1] c6 tdng chiéu dai nhé hon e. Cac diém dau mut ctia cac khodng nay
sinh ra mot phép chia P ctia khoang [0, 1]. Ta ¢6 gy (supg f)|R| < LreulR| <e.
Trong khi d6 néu s6 x = % & dang t6i gian khong thudc Ce thi % < €, do do
Yreu(supg )R] < € Lreu|R| < €. Vay U(f,P) < 2e. Tir day ta két luan f kha
tich, hon nita [y, f = 0.

* Chirng minh Cho f 1a mot ham bi chin trén mién xac dinh1a D C R". Ta
dinh nghia dao ddng (oscillation) ctia f tai x € D la sb thuc

o(f,x) =1inf [ su — inf =1lim | su — inf :
f 6>0 <B(x,5%Df B(x,o‘)me> 60 (B(x,(s)Pr)wa B(x,&)ﬂDf>
Ro rang o( f, x) dugc xdc dinh va khong am.

1.2.10. B6 dé. Ham f lién tuc tai x khi va chi khi o(f, x) = 0.

CHUNG MINH. (=) Giad stt o(f,x) = 0. Cho truéc e > 0, c6 6 > 0 sao cho
SUPp(y s f — infprs) f < € Suyra f(y) — f(x) < eva f(x) - f(y) < e vithé
|f(y) — f(x)] < evéimoiy € B(x,d) N D. Vay f lién tuc tai x.

(<) Gia st f lién tuc tai x. Choe > 0,6 6 > 0sao cho |f(y) — f(x)| < e vdi
moiy € B(x,6)ND.Vivay védimoiy, z € B(x,d) NDtacd |f(y) — f(z)| < 2e.Suy
rasupp, s f — infp(y ) f < 2. Vay o(f,x) = 0. O

CHUNG MINH PHAN BIEU KIEN DU CUA[1.2.8] Phan nay dugc phét trién tir ching
minh cta dung ki thuat trong

Gia st |f(x)| < M v6i moi x trong hinh hop 1. Goi C 1a tap cac diém trong I
tai d6 f khong lién tuc, va gia st C ¢6 d6 do khong.

Cho trudc € > 0. B4t Cc = {x € I | o(f,x) > e}. Khi d6 theo[1.2.11] C, la
mot tdp compac, chira trong C, do d6 theo Ce ¢6 thé tich khong. Nhu trong
phan ching minh cta c6 mot ho hittu han cac hinh hop {U;, Uy, ..., Un},
mdi hinh hop nay chita trong I, sao cho Ce duge phti bdi ho cac phan trong déi véi
I ctia cac U;, nghiala C C U, Loll-, vay L, U] <e.

batT =1\U", loli. Khi d6 T r6i khoi Ce. Voi méi x € T thio(f,x) < €. C6
hinh hop Ry 1a lan can cta x trong I sao cho supyg f —infg, f <e. ViT compac,
moi phti m& c6 mot phi con hiru han (xem chang han [Lan97, tr. 203]), nén ho
{Rox | x € T} phtt T ¢6 mét phii con hituhan {R; | j =1,2,...,k}.

Céac hinh hép U; va R]-, 1 <i<mval <j<ksinhramot phép chia P ctia I,
dugc tao ra tir cac toa do dinh ctia cac hinh hop.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

12 1. Tich phéan boi

Néu hinh hop con R ctia P nam trong T thi R C Rj nao do, vi thé supy f —
infr f < e. Do do

Y- (sup f ~inf )R] < ¢ ¥ IR < el

RCT RCT

Néu hinh hop con R ctia P khong chita trong T thi R C U; nao d6. Do d6

m
Y (supf—inff)|R| < Y 2M|R| =2M Y |R| =2M ) |U;| < 2Me
RgT R R RZT R¢T i=1

Tir hai danh gi trén ta c6 U(f, P) — L(f, P) < (|I| + 2M)e. Ta két luan ham f kha
tich. O

Trong ching minh trén ta da dung cac bd dé sau.
1.2.11. B6 dé. Vi moie > 0, tdp {x € D | o(f, x) > €} la tdp déng trong D.

CHUNG MINH. Ta sé ching minh rang A = {x € D | o(f,x) < €} la tap m&
trong D. Gia st x € A. C6 6 > 0sao cho supy(, 5)p f — infg(xe)np f < €. Lay
y € B(x,8) N D. Lay &' > 0 sao cho B(y,é') C B(x,6). Khi do6 supg(, )np f —
infp(, 51D f < SUPp(y5)np f — INfp(xs)np f < € Diéu nay dan téiy € A. O

1.2.12. B6 dé. Mot tip compiic c6 d do khong thi cd thé tich khong.

CHUNG MINH. Gié st C 1a compéc va c6 do do khong. Cho € > 0, c6 ho cac
hinh hop dong Uy, Uy, ... sao cho U2, U; D Cva Y2 |U;| < €/2. M rong kich
thudc tat ca céc canh ctia méi U; dé€ dugce hinh hop U/ sao cho |U/| < 2|U;]. Khi d6

o o o
U/ chira U;, do d6 U, U; O C,va Y2 |U]| < e. Vi C compac nén ho {U/}2°, ¢6
o o] o

mot ho con hiru han {U] }}_, théa Ui_,U; D C.Suyra y_, U] | < e. Vay Cc6
thé tich khong. O

CHUNG MINH PHAN BIEU KIEN CAN CUA[1.2.8] Gia st |f(x)] < M v6i moi x
trong hinh hop I va f kha tich trén I. Goi C 1a tap cac diém trong I tai d6 f lién tuc.
bat Cyypy = {x € I'|o(f,x) > 1/m}. Khi d6 C = U;,_; C1/s- Ta sé ching minh
mdi tap Cy/,, €6 thé tich khong, va do d6 theotép C c6 do do khong.

Cho € > 0. Vi f kha tich nén c6 phép chia P cta I sao cho U(f, P) — L(f,P) <
€. Tap Cy,, g0m cac diém trong (d6i véi ) ciia mot s6 hinh hop con ctia P, ho tat
ca cac hinh hop nhu vay ta goi la S, va cac diém bién ctia mot s6 hinh hop con
khéc, ho tt ca cac hinh hop nhu vay ta goila T.

Néu R € S thi R c6 diém trong x € Cy/,, . Do d6 supy f — infr f > o(f,x) >
1/m. Vay

e> Y (supf-inff)RI> ¥ |R|

Res R ReS
Vay ta duogc

Y IR| < me.

ResS
Theo [1.2.14| tap T c6 thé tich khong. C6 mot phu Q ctia T bang hitu han cac
hinh hop sao cho tong thé tich ctia cac hinh hop nay nhé hon €. Do d6 Cy /,,, dugc
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1.2. Su kha tich 13

pht bdi ho S U Q véi téng thé tich nhd hon (m + 1)e. Ta két luan Cy /, 6 thé tich
khong. g

Trong ching minh trén ta da dung cac bd dé sau.

1.2.13. Bo dé. Hoi ciia mot ho dém duoc cdc tap cd thé tich khong la mot tip cé do do
khong.

CHUNG MINH. Giast C;,i € Z™ la mot tap c6 thé tich khong. Bat C = U2, C;.

Cho € > 0. V&i moi i ¢6 mot ho hiru han cac hinh hop {Lll-,]- |1<j<mn}pha
C;va E]"’:l|u,,j| < %

Bay gio ta liét ké cac tap U;; theo thu tu

Uiy, Ui, Uy, Upy, U, oo, Uny, Us g,
bay la mot phtt dém dugce ctia C ¢6 tong dién tich nhé hon Y524 5 = €. Vay C c6
d6 do khong. O
1.2.14. B6 dé. Bién ctia mot hinh hip cd thé'tich khong.

CHUNG MINH. Do [1.2.13|ta chi can ching minh méi mét ciia mot hinh hop
n-chiéu c6 thé tich khong trong R”. Mbi mit ctia hinh hop 1a mot tap hgp D céac
diém c6 dang (x1,x2,...,%;,...,%,) v6ia; < x; < bjkhij # i,vax; = cvéic = g
hodc ¢ = b;. Cho trudc € > 0. Lay hinh hop R phti D c6 chiéu dai canh & chiéu thi
i dinho, cu thé R gom cac diém c6 dang (x1,x2, ..., Xj, ..., xn) V6i a; < xj < bj khi
j#ivac—6<x <c+06.Khid6|R] =20]]j4(bj —a;) <enéuédanho. O
Baii tap.

1.2.15. Cac ham sau c6 kha tich khong? Néu ham kha tich thi tich phan ctia né bang bao

nhiéu?

X, nggl,x;«él,
(@) f(x) = . ’

0, x=35.

0, x=0

(b) f(x) = {

sinX 0« x<1.
2 0<x<1,0<y<]1,
© flxy)=1"
00 0<x<1,y=0.
2, 0<x<1,0<y<I,
@ flxy) =
3, x=0,0<y<1.
1.2.16. Ham dugc dinh nghia trong vi du lién tuc tai cac s6 vo .
1.2.17. Tap hogp céc s6 hitu ti trong khoang [0, 1] c6 d6 do khong nhung khéng c6 thé tich
khong.
1.2.18. Ménh décé con ding khong néu thay thé tich khéng bf!mg do do khong?
1.2.19. Chitng té hoi ctia mot tap c6 do do khong voi mot tap c6 thé tich khong thi cé do do
khong.

1.2.20. Chiing t6 néu f kha tich thi |f| kha tich va ‘ 1, f’ < [Ifl.
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14 1. Tich phéan boi

1.3. Tich phan trén tap téng qudt

Chting ta chi xét cac tap con ctia R”. Dé ngan gon hon ta thudong dung tir mién
(region) dé chi mot tAp nhu vay. Chiing ta chi xét nhiing mién bi chin. Nh lai rang
trong Gidi tich 1 dé xét tich phan trén khoang khong bi chin ta da phai dung t6i
gi6i han ctia tich phan tia va c6 khai niém tich phan suy rong.

Gia st D 1a mot mién bi chanva f : D — R. Vi D bi chan nén c6 hinh hop I
chira D. M6 rong ham f 1én hinh hop I thanh ham F : I — R xac dinh boi

F(x) f(x), xeD
0, «xelI\D.

Mot cach ty nhién ta dinh nghia :

Dinh nghia. Ta néi f la kha tich trén D néu F kha tich trén I, va khi d6 tich phan
cta f trén D dugc dinh nghia la tich phan cta F trén I:

L

Dé tich phan ctia f trén D dugce dinh nghia thi F phai bi chan trén I, do d6 f
phdi bi chin trén D.

B6 dé. Tich phin Jp f khong phu thudc vao cich chon hinh hip 1.

CHUNG MINH. Gia st F; la m& rong ctia f 1én I; D D, bang khong ngoai D va
F,1am&rong cda f 1én I, O D, bang khong ngoai D. Ta can ching minh diéu sau:
néu F; kha tich trén [; thi F, kha tich trén I, va | L b= /, 5, B

bat I3 = I; N I thi I3 1a mot hinh hop con cua I, va ta chitng minh diéu sau
la da: F; kha tich trén I; khi va chi khi F; kha tich trén I3, va | L F= S 1, B3

bat ham F| xdc dinh trén I; sao cho F| trung véi Fy trir ra trén bién cta I3, noi
ma F] dugc dinh nghia la bang khong. Vi F| chi khac F; trén mot tap c6 thé tich
khong nén theo@ F| kha tich khi va chi khi F; kha tich, va || L F=] , Fi-

Mot phép chia bat ki P ctia I3 sinh ra mot phép chia P’ ctia I; bang cach thém

vao toa do cac dinh ctia I;. Néu mot hinh hop con R tng véi P’ khong chira trong
I3 thi supy F| = infg F] = 0 (& chd nay c6 dung gia thiét F| bang khong trén bién
ctia I3). Diéu nay dan t6i U(F3, P) = U(F], P') va L(F3,P) = L(F], P"). Do d6 ta két
luan néu F; kha tich thi F| kha tich va | L F =] 1, B3

Nguoc lai, mot phép chia bat ki P’ ctia I; sinh ra mot phép chia P” ctia I; min
hon P’ bang cach thém vao toa do cc dinh cta I3. Han ché P” 1én I5 ta dugc mot
phép chia P cta I. Gidong nhu doan vita rdi, U(Fs, P) = U(F], P") va L(F3, P) =
L(F{,P"). Do d6 néu F| kha tich thi F; kha tich va f13 F = fh . O

Ghi cha. Khi D 1a mét hinh hop thi dinh nghia tich phan nay trung véi dinh nghia

da co.

Thé tich. Tiry ctia tich phan ta c6 thé thiy ¥ cta thé tich. Dit mién bi chan D vao

trong mot hinh hop I va xét mot phép chia P cta I. Ta xap xi trén thé tich cda D

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

1.3. Tich phén trén tip téng quat 15

bang téng thé tich ctia cac hinh chir nhat con ctia I ma c6 phan chung khac réng
v6i D, titc 1a Y pnp o IR Ta cling xap xi dudi thé tich ctia D bang tong thé tich
ctia cac hinh chit nhat con ctia I ma ndm trong D, tic 1a Yz p |R|. Mién D c¢6 thé
tich néu nhu hai xap xi nay c6 thé gan nhau tuy y.

HINH 1.3.1. Xap xi ngoai va xp xi trong dién tich ctia mot hinh tron.

Xét ham c6 gid tri bang 1 trén D va bang 0 ngoai D. Ham nay thuong dugc goi
la goi 1a ham dic trung cta D, ki hiéu la xp:

1, xeD
xp(x) =
0, xeR"\D,
Ta c6 U(xp, P) = Lr(supg xp)|R| = Yrp.o |R| chinh la xap xi trén thé tich ctia
D, va L(xp,P) = Yr(infr xp)|R| = Ercp |R| chinh 1a x4p xi dudi thé tich ctia D.
Tir day ta thay thé tich ctia D chinh 1a tich phéan ctia xp trén I. Ma day chinh la tich
phén ctia ham 1 trén D. Vay ta dinh nghia thé tich thong qua tich phan:

DPinh nghia. Cho D 1a mét tap con bi chin ctia R™. Thé tich n-chiéu ctia D dugc
dinh nghia 1a tich phan ctia ham 1 trén D:

|D|:/1.
D

Ta thuong thay tir thé tich bang tir dién tich khi s6 chiéu n = 2 va bang tir
chiéu dai khin = 1.
1.3.1. Pinh 1i. Mgt tdp con bi chin ciia R" c6 thé tich n-chiéu khi va chi khi bién ciia né
c6 thé'tich n-chiéu khong.

Tho so ma néi, theo cach giai thich vé thé tich & doan trén, xap xi dudi va xap
Xi trén ctia thé tich c6 thé gan nhau tuy y khi cac hinh hop phti phan bién c6 téng
thé tich nhé tuy .

CHUNG MINH[L3l Cho D la mot tap con bi chin ctia R”, 1dy mot hinh hop 1
chita D va ldy ham F bang 1 trén D va bang 0 ngoai D. Tap hop cac diém khong
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16 1. Tich phéan boi

lién tuc ctia F la chinh tap bién 0D cta D. Vay F kha tich khi va chi khi 9D ¢6 d6 do
khong. Bién ctia mét tap con ctia R” ludn la mét tap dong, ngoai ra vi D bi chan
nén 90D cing bi chan, do d6 oD 1a compéc. Do ta biét 9D c6 do do khong
khi va chi khi n6 c6 thé tich khong. O
Vi du (Hinh tron c¢6 dién tich). Xét hinh tron cho béi x? + y?> < R2. Bién cta
hinh tron nay la duong tron x2 + y? = R%. Duong tron nay la hoi ctia nira duong
tron trén va nita duong tron dudi. Nita duong tron trén 1a do thi cta ham y =
VRZ —x2, —R < x < R. Theo tap nay c6 dién tich khéng. Tuong tu nia
duong tron dudi c6 dién tich khong. Vay duong tron c6 thé tich khong, do d6 theo
[1.3.1]ta két luan hinh tron ¢6 dién tich.

Vi du. Tuong tw, moét hinh da gidc thi ¢6 dién tich vi bién cua né la mét hdi cua
hitu han nhitng doan thang, 1a nhing tap c6 dién tich khong.

Vi du. Tap hop QN [0,1] c6 bién diing bang [0, 1], do d6 tap nay khong c6 chiéu
dai (xem thém[1.2.17).
Suw khd tich. Tuong tu truong hop hinh hop ta c6:

1.3.2. Pinh 1i (kha tich trén tap c6 thé tich=bi chin+lién tuc hau khap). Cho D i
tdp con cd thé'tich ciia R™. Khi d6 f khd tich trén D khi va chi khi f bi chin va lién tuc hau
khdp trén D.

CHUNG MINH. Cho I 1a mot hinh hop chia D va cho F la md rong cta f lén I,
bang khong ngoai D. Tich phan [, f ton tai néu va chi néu tich phan [; F ton tai.
Theo ta biét tich phan [; F ton tai khi va chi khi F lién tuc hau khép trén I. Tap
E cac diém tai d6 F khong lién tuc gdom tap C cac diém trén D ma tai d6 f khong
lién tuc va c6 thé nhiing diém khéc trén bién ctia D. Nhu vay C C E C (CUdD).
Do gia thiét, 9D c6 thé tich khong. Néu C c6 do do khéng thi C U 9D ¢6 do do
khong (xem([1.2.19), dan dén E c6 dd do khong, do d6 F kha tich. Nguoc lai, néu F
kha tich thi E ¢6 d¢ do khong, do d6 C c6 d6 do khong. [l

Tuong tu[1.2.3ta co:
1.3.3. Ménh dé. D0 thi ciia mét ham khd tich trén mot tdp con bi chin ciia R"™ ¢ thé tich
khéng trong R"*1,

CHUNG MINH. Giasu D C R" bichanva f : D — R. Goi I la m6t hinh hop
chtta D va F 1a mé& rong ctia f 1én I, bang khong ngoai D. Vi f kha tich nén F kha
tich trén I. Theo d6 thi ctia F c6 thé tich khong trong R™*1. D6 thi cta f 1a
mot tap con ctia do thi cda F. O

Vi du (Qua ciu c6 thé tich). Xét qua cau cho bdi x* + y? + z% < R%. Nita mat cau
trén 1a dd thi ctia ham z = \/R2 — x2 — 2 v6i (x, y) thudc vé hinh tron x2 + 32 <
R2. Vi hinh tron ¢6 dién tich va ham trén lién tuc, nén theo hélm trén kha tich,
va theo thi do thi ctia né c6 thé tich khong trong R, Tuwong tu nita mat cau
duéi ciing c6 thé tich khong, do d6 mat cau c6 thé tich khong, va do[1.3.1nén qua
cau c6 thé tich.
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1.3. Tich phén trén tip téng quat 17

Tinh chét cla tich phén. Nhing tinh chét sau 1a hé qua don gian ctia nhimg
tinh chat twong ting cho hinh hop

1.3.4. Ménh dé. Néu f va g khi tich trén D thi:
(a) f+gkhitichva [(f+8) = [pf+ [p&
(b) Vi moi s6 thuc c thi cf khd tichva [, cf =c [, f.
(c)Néu f < gthi [, f < [r&
Tuwong tu nhu két qua cho hinh hop ta co:

1.3.5. Ménh dé. Cho D la tdp con bi chin ctia R", f v g bi chin trén D, va f(x) = g(x)
trir ra mot tdp 6 thé'tich khong. Khi do f khd tich khi va chi khi g khd tich, va trong truong
hopnay [ f = Jp .

Vay gid tri ciia mot ham bi chin trén mét tdp cé thé tich khong khong dnh hudng dén
tich phén.

CHUNG MINH. Lay mot hinh hop I chita D. Goi F va G la cac md rdng cua f
va g lén I, bang khong ngoai D. Khi d6 F(x) = G(x) trén I trir ra mot tap c6 thé
tich khong. Néu f kha tich trén D thi F kha tich trén I. Tir day theo thi G kha
tich trén I, nén gkha tichtrén D,va [, f = [[F= [;G = [, &. O

1.3.6. Hé qua (Thém b&t mot tap c6 thé tich khong khong anh hudng toi tich
phan). Cho D Ia tdp con bi chin ciia R, C la tdp con ciia D ¢6 thé tich khong, va f
bi chan trén D. Khi do f khd tich trén D khi va chi khi f kha tich trén D \ C, va khi doé
Inf= fD\C f-

CHUNG MINH. Dat ham g xac dinh trén D sao cho g(x) = f(x) trén D \ C va
g(x) = 0 trén C. Do[1.3.5|g cling kha tich trén D va [, ¢ = [p, f- Mt khéc tir dinh
nghia ctia tich phan ta ¢ [ ¢ = [p\c8 = [p\c /- O
1.3.7. Hé qua. Cho D1 va D5 la hai tdp con bi chin ciia R". Gid sir Dy N Dy 6 thé tich
khong. Néu f khd tich trén Dy va trén Do thi f khd tich trén D1 U D, , va

/1:)1uD2f:/131f+ sz'

Két qua nay cho phép ta tinh tich phin trén mot mién bang cich chia mién do thanh
nhitng mien don gidn hon. Day la dang téng quat cia cong thuc quen thudc cho ham
motbién: [P f+ [ F=[°f.

CHUNG MINH. Ddt f; xac dinh trén D = D; U D; sao cho fi = f trén D va
fi = 0trén D \ D;. Tuong tu, dat f, xac dinh trén D sao cho f, = f trén D; va
fo =0trén D\ D,. Vi f kha tich trén D; nén tir dinh nghia tich phén ta ¢é ngay f;
khatichtrén D va [, fi = [, f. Tuong tu f, kha tich trén Dva [, f> = [, f.

Taco f1+ fo = ftrén D\ (D1 N Dy). Vi f1 + f» kha tich trén D va D; N D, ¢6
thé tich khong nén do f kha tich trén D va

/Df:/13(fl+f2):/nfl+/pf2:/[>1f+ b
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18 1. Tich phéan boi
U

Vi du. Trong ménh dé trén lay f = 1 ta c6 két qua: Néu Dy va D, c6 thé tich va
D1 N Dy ¢6 thé tich khong thi |[Dy U Dy| = |Dy| + | Dy

Chéng han khi tinh dién tich mot hinh ta van thuong chia hinh d6 thanh
nhitng hinh don gidn hon bang nhiing doan thang hay doan cong, rdi cong céac
dién tich lai.

Bai tap.
1.3.8. Giai thich tai sao mét hinh tam gidc thi c¢é dién tich.

1.3.9. Tai sao mién phéng bén dudi do thi y=1- x2, bén trén doan —1 < x < 1 ¢6 dién
tich?

1.3.10. Giai thich tai sao mét khéi tir dién thi c6 thé tich.

1.3.11. Chung minh

1.3.12. Gidi thich tai sao mot hinh tam giac thi c6 dién tich bang phan nita chiéu dai mot

canh nhan véi chiéu cao tng véi canh dé.
1.3.13. Gidstt A C B C R", A va B c6 thé tich. Ching to |A| < |B.
1.3.14. Giasir A C B C R", f kha tich trén Ava B,va f > 0. Ching t6 [, f < [, f.

1.3.15. Chiing t6 tich phan ctia mdt ham bi chan trén mot tap c6 thé tich khong thi bf?mg
khong.

1.3.16. * Chitng t6 mot tip con bi chdn ctia R” ¢6 thé tich khong khi va chi khi né ¢6 thé
tich va thé tich d6 bang khong. Nhu vay thé tich khong chinh 1a ¢6 thé tich bang khong!
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1.4. Binh 1i Fubini 19

1.4. Pinh li Fubini

Dinh li Fubini trong khong gian hai chiéu cho mét cong thirc c6 dang:

//[g,h]x[c,d]f(x,y) dxdy:/ab (/Cdf(x,y) dy) dx:/cd(/abf(x,y) dx) dy.

Mot tich phan cta tich phan dugc goi la mot tich phin lip (repeated integral). Cong
thitc Fubini dua bai toan tinh tich phan boi vé bai toan tinh tich phan ctia ham mot
bién.

Vé mat dinh lugng cong thirc Fubini néi rdng t6ng gia tri cia ham trén hinh
chit nhat bang téng clia cac téng gid tri trén cac doan cat song song.

Ta c6 thé giai thich bang hinh hoc cong thic trén nhu sau. Gia st f > 0. Khi
dé |, b x[cd) [ 12 "thé tich" ctia khdi bén duéi mat z = f(x,y) bén trén hinh chir
nhat [a,b] x [c,d]. Khi d6 [ Cd f(xo0,y) dy 1a “dién tich” ctia mt cat (cross-section)
ctia khéi boi mat phang x = xg. Vay cong thitc Fubini néi rang thé'tich ciia khoi bing
tong dién tich cdc mdt cit song song.

d
< Je fy)dy

x/

C6 thé gidi thich cong thiic nay bang cach xap xi thé tich ctia khéi nhu sau.
Chia khoang [a,b] thanh nhitng khoang con. Ung véi nhitng khoang con nay,
khéi dugc cat thanh nhitng manh bdi nhitng méat cat song song. Vi chiéu dai méi
khoang con 1a nhd, ta c6 thé xap xi thé tich ctia mdi manh béi dién tich mot mat
cat nhan véi chiéu dai ctia khodng con.

Chi tiét hon, ta xap xi theo tong Riemann: Gidstta =x9 < x1 < --- < Xy = b
1a mot phép chia cua khoang [a,b] vac =yp < y1 < -+ < Yy = d 1a mot phép chia
ctia khoang [c,d]. V6i x7 1a diém dai dién bat ki thudc khodng con Ax; = [x;_1, x;]
vay; la diém bat ki thudc Ay; = [yj—1,,] thi
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20 1. Tich phéan boi

/ab(/cdf(x,y) dy) dx

3

> ( /df (x7.y) dy) 6]

(%2 9 ) 18,

i=1 "j=1

= Y. Sy ax byl

1<i<im,1<j<n

~ x,y) dxdy.
//[a,b} x [c,d] f( ]/) Y
Sau day 1a mot dang tong quat ctia dinh 1i Fubinilzﬂ

1%

I\
—_

2
™=

1.4.1. Pinh li (Pinh li Fubini). Cho A la mdt hinh hdp trong R™ va B la mot hinh hop
trong R". Cho f khd tich trén hinh hip A x B trong R™". Gid sit vdi méi x € A tich
phin [ f(x,y) dy ton tai. Khi d6

/A><Bf - _/A (/Bf(x,y) dy) dx.

Chd ¥ rang cac gia thiét trong dinh li trén sé thoa néu f 1a ham lién tuc.

CHUNG MINH. Chitng minh nay don gidn 1a mét cach viét chinh xéac cach giai
thich bang xap xi véi tong Riemann & trén. Goi P 1a mot phép chia bat ki ctia hinh
hop A x B. Khi d6 P la tich ctia mét phép chia Py cia A va mét phép chia P caa
B.

Déi v6i tong dudi, ta c6:

L inf, S RB|> Ral

RZB: {Rjr;%lgf(x,y)] |RB> IRl
= RA;RB i f (x,y)IRal|R|
= ¥ inf f(x y)|Ra x Rg| = L(f, P).

RA XRB RA xR
Tuong tu, thay inf béi sup ta dugc U( [, f(x,y) dy, Pa) < U(f,P). Tix day ta
c6 ngay dinh li. O
1.4.2. Hé qua (thé tich cta mién duéi dd thi). Gid sit f la ham xdc dinh, khong

am trén mién bi chin D C R". Goi E la mién dudi do thi ciia f bén trén mién D, tic

4Guido Fubini (1979-1943) chtiing minh mot dang rat tng quat ctia dinh li, nhung nhitng két qua dang
nay da dugc biét trude do kha lau.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

1.4. Binh 1i Fubini 21

E={(x,y) e R"xR|x €D, 0<y< f(x)}. NéuE c6 thé'tich thi thé tich dé bing
tich phin cua f trén D:

El= [ f

El=[ 1

Day 1a mot cong thic ma ta da néi t6i ngay tir dau khi xay dung tich phan

nhung phai t6i gio ta méi co.

CHUNG MINH. Vi E c6 thé tich nén né bi chan, c6 mot hinh hop chira né. Ta
c6 thé lay hinh hop dé 1a I x [0, c] véi I 1a mot hinh hop n-chiéu trong R” chia D
va cdalon. Néux € I\ D thi xg(x,y) = 0Vy € [0,c], do d6 f; xe(x,y) dy = 0.
Néu x € D thi xg(x,y) = 1khivachikhi0 <y < f(x),do d6 [y xe(x,y) dy =
fof () dy = f(x). Do d6 ta c6 thé ap dung cong thirc Fubini:

= /El :~/I><[O,C]XE :/I(/OCXE(Xfy) dy) dx
- /D </OCXE("'?/ d?/) dx = /Df<x> dx.

Dinh Ii Fubini cho mién phéng. Viéc ap dung dinh li Fubini sé dé dang hon déi
v6i nhitng mién "don gian". Mot tap con ctia R? dugc goi 1a mot mién don gidn

O

theo chiéu diing (vertically simple region) néu né c6 dang {(x,y) € R?> |a < x <
b, f(x) <y < g(x)}. Day 1a mot mién gitra hai dd thi c6 cting mién xac dinh. Mot
duong thang ding néu cat mién nay thi phan giao 1a mot doan thang.

Tuong tu, mot tp con ctia R? duoc goi 1a mot mién don gidn theo chiéu ngang
(vertically simple region) néu né c¢6 dang {(x,y) € R?> |[c <y <d, f(y) < x <

g}

1.4.3. Ménh dé. Cho mién don gidn theo chiéu dimg D = {(x,y) € R? |a < x <
b, ¢(x) <y < h(x)}. Gid sit f, g va h lién tuc. Khi dé

J[ feyan= [ (/ ’:()) Fla,y) dy) d.

Cong thitc c6 thé ding dudi nhing diéu kién tong quat hon nhu & nhung
chung ta chi phét biéu & dang thuong dung trong mon hoc nay. Trudng hgp mién
don gian theo chiéu ndm ngang la tuong tu.

CHUNG MINH. Ta chi ra v6i nhitng diéu kién nay thi mién D c¢6 dién tich. Do
¢ va h bi chan nén D bi chan. Ta ching t6 bién ctia D ¢6 dién tich khong. Ta c6 thé
kiém tra la phan trong ctia D la tap {(x,y) € R* |a < x < b, g(x) <y < h(x)}.Cu
thé, gidstra < xo < bvag(xp) < yo < h(xp). Césb€ > 0saocho g(xp) < yo—€eva
h(xp) > yo + €. Do g va h lién tuc nén c6 khoang md U chua xj sao cho véi x € U
thi g(x) < yo —e va h(x) > yo + €. Suy ra hinh chit nhat mé U x (yo —€,y0 + €)
dugc chia trong D, ma d6 1a mot 1an can md ctia diém (x, yo ). Tir day c6 thé suy ra
bién ctia D 1a hoi ctia d6 thi ctia g va h va hai doan thang {(a,y) | g(a) <y < h(a)}
va {(b,y) | g(b) <y < h(b)}. Do[l.3.3|cc tap nay c6 dién tich khong.
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22 1. Tich phéan boi

Liy mot hinh chit nhat I = [a,b] x [c,d] chia D. Goi F 1a md rong ctia f lén
I bang khong ngoai D. Vi f lién tuc trén tap c6 dién tich D nén f kha tich trén D,
do d6 F kha tich trén I. Ngoai ra fcd F(x,y) dy = f;((:)) f(x,y) dy ton tai. Ap dung
cong thirc Fubini cho F:

//D flx,y)dxdy = //IF(x,y) dxdy
b d

/a (/C F(x,y) dy) dxz/ab( ;(l:)f(x,y) dy) dx.

O

Ghi chi. Trong trudng hgp mién khong don gidn ta c6 thé tim cach chia mién
thanh nhirng phan don gian dé tinh, dua trén co sé

Vidu. Tinh tich phan [, e¥’ dA, trong d6 D 1a tam gidc véi cac dinh (0,0), (4,0),
(0,2).

Do mién D 1a mét tam gidc nén no6 co dién tich . Ham ¢¥’ lién tuc trén D
do d6 kha tich trén D . Ta c6 thé miéu ta D theo hai cach

D:{(x,y)elR2|0§x§4,ggygz}:{(x,y)€R2|0§y§2,0§x§2y}.

Theo cach miéu ta thir nhét, tirc 1a xem D la mién don gidn theo chiéu ding,
thi theo cong thirc Fubini:

2 4 2 2
I://efy dA:/ (/ eV dy)dx.
D 0 \/3

Tuy nhién ngudi ta biét nguyén ham ctia ham e~V theo bién y khong phai la mét
ham so cp, do d6 khong c6 cong thite cho né.

Ta chuyén hudng dung cach miéu ta thi hai, xem D la mién don gian theo
chiéu ngang:

2/ 2 2
/ </ eV dx) dy = / xe
0o \Jo 0

= et

I

2
) .2 .2 ly=2
ﬁ:oyd}/=/0 2ye dy = eV |75

Binh Ii Fubini cho mién ba chiéu. Tuong tu trudng hop hai chiéu ta c6 thé néi
vé mién ba chiéu don gian. Mot tap con ctia R® dugc goi 1a mot mién don theo chiéu
truc z néu né c6 dang {(x,y,z) € R3| (x,y) € D, f(x,y) <z < g(x,y)}. Day la
mién nam gitra hai d6 thi c6 cting mién xac dinh. Mot duong thang ciing phuong
Vi truc z néu cat mién nay thi phan giao 1a mot doan thang. Tuong tu c6 khéi
niém mién don gian theo chiéu truc x va truc y.

Tuwong tu trudng hop hai chiéu ta c6:

1.4.4. Ménh dé. Cho mién D C R? cd di¢n tich, va mién E = {(x,y,z) € R3| (x,y) €
D, g(x,y) <z <h(x,y)}. Gidsit f, g va h bi chidn va lién tuc. Khi do

///Ef(x,y,z) dV://D (/;:Z)f(x,y,z) dz) dA.
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1.4. Binh 1i Fubini 23

CHUNG MINH. Ta chi ra v6i nhiing diéu kién nay thi E c6 thé tich. Vi g va h bi
chdn trén D nén E bi chin. Ta chiing minh bién ctia E c6 thé tich khong trong R>.
Gibng nhu trong trudng hop 2 chiéu & trén, ¢6 thé kiém bién ctia E la hoi ctia do thi
clia g va h, mién D, va mat "bén hong" ctia E, tap {(x,y,z) | (x,y) € 9D, g(x,y) <
z < h(x,y)}. Theo do thi cia ¢ va h, va mién D déu c6 thé tich khong trong
IR3.

Dét D trong mot hinh chit nhat I trong R?. C6 mét khoang [a, b] sao cho hinh
hop I x [a,b] chia E. Mdt bén hong ctia E 1a mot tap con cta tap 9D x [a, b]. VidD
c6 dién tich khong trong R? nén cho trudc € > 0 ta ¢6 thé phti 9D bang hiru han
hinh chit nhat véi tong dién tich nho hon e. LAy tich ciia méi hinh chit nhat d6 voi
khoang [a, b] ta dugc mot phui ctia 9D X [a, b] bdi cac hinh hop c6 tong thé tich nhod
hon €(b — a). Vay mat bén hong ctia E c6 thé tich khong trong R3.

Ly m& rong F ctia f 1én I x [a,b] sao cho F bang khong ngoai E. Néu (x,y) ¢
D thi F ¢6 gia tri 0 trén {(x,y)} x [a,b]. Néu (x,y) € D thi fub F(x,y,z) dz =
/. hlxy )) f(x,y,z) dz. Ap dung cong thirc Fubini cho F:

Wl av = [ ([ iz )
_/// (x,y,2) dz) dA
/1, (,/gw') f(x,y,2) dz) dA.

Bai tap.
1.4.5. Cho ham
f:0,1]x[0,1 — R
(vy) = floy) = {”y’ e
xy, x>y
Ham f c6 kha tich khong? Néu f kha tich thi tich phan ctia né bang bao nhiéu?
1.4.6. (a) Giai thich vi sao tich phan sau tdn tai, sau d6 tinh né:

Jf (vE=v?)da
2 4

trong d6 D 1a mién bao bdi cac duong cong y = x°, x = y*.
(b) Goi D la mién bao béi céac duong cong x = yz, y—x=3,y= -3,y =2Tinh

JfpxdA.

(c) Goi D 1a mién trong géc phan tu thit nhét, ndm bén trén duong hyperbola xy =1,
bén trén dudng thang y = x, bén dudi duong thing y = 2. Tinh [ [, y dA.

1.4.7. Gidi thich vi sao c6 thé déi thir ty tich phan trong céc tich phan 13p sau va hay tinh
chung:

() fol (fxlz xe ¥’ dy) dx.

®) [} ( j‘jy Vi3 12 dx) dy.
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24 1. Tich phéan boi

1.4.8. (a) Tinh tich phan [[[.y dV trong d6 E la khéi t dién véi 4 dinh (0,0,0),
(1,0,0), (2,1,0) va (0,0,1).
(b) Tinh tich phan [z dV trong d6 E la khdi dugc bao bdi ciéc matz = 0, x = 0,
y=x,y=12z=2x+3y.

1.4.9. Cho f la ham lién tuc. Hay viét lai tich phan fil f‘i‘ folfy f(x,y,2) dz dy dx theo thu
tu dx dz dy.

1.4.10. Tinh fol f02 fz42 x3z cos(y?) dy dz dx.

1.4.11. Cho g lién tuc trén hinh hép [, b] X [c,d] X [e, f], ching to

///[a,b]x[c,d]x[e,f] g(x,y,z)dV = /ab (/Cd (/efg(x,y,z) dz) dy) dx.

1.4.12. Tinh thé tich ctia khéi duge miéu ta trong hinh duéi day:

z
zZ=e

Ly l;,*ex 1 N

X

HINH 1.4.1. Bai tap[1.4.12]

1.4.13. Chuang minh nguyén li Cavalierﬂ Néu hai khéi ba chiéu c6 thé tich, va hai lat cat
bdi mot mat phéng nim ngang bat ki ¢6 cung dién tich, thi hai khéi d6 ¢ cung thé tich.
1.4.14. Cho f : R?> — R. Gia sit ;;—a@ va % lién tuc.

(a) Trén hinh chi nhat [a, b] X [c, d] bat ki, diing dinh 1i Fubini, hay chiing t6

2 2
,/./[a,b]x[c,d] Ezcgy dA = .//[u,b]x[c,d] aayafx as.

- 2
~ odyox”
Day la mot chung minh dung tich phan boi ctia mét dinh 1i quen thudc trong Giai tich 2 néi

(b) Dung phan (a), chiing té %

rang néu cac dao ham riéng cp hai déu lién tuc thi thit tu ldy dao ham khong dnh hudng
t6i két qua.

5Bonaventura Francesco Cavalieri la mot nha todn hoc Y séng vao dau thé ki 17.
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1.5. Cong thiic ddi bién 25

1.5. Céng thirc ddi bién

Nhdc lai Vvé vi phan. Ngudi doc c6 thé xem lai noi dung nay trong méon Gidi tich
2, hodc xem [Lan97].

Cho D 1a mét tap con ctua R”, x 1a mot diém trong ctia D. Dao ham riéng cta
f : D — R theo bién thi i tai x dugc dinh nghia la s6 thuc

ﬁ(x) = lim f(x+hei) _f(x)

axi h—0 h

trong dée; = (0,...,0,1,0,...,0) véi s6 1 ndm & toa do thit i. Day la ti 1é thay ddi
clia gia tri ctia ham so véi gid tri cia bién thit i tai diém da cho.

Xétham f : D — R™. Néu tat ca cac dao ham riéng ctia cac ham thanh phan
clia f ton tai va lién tuc tai x thi ta néi f khd vi lién tuc (continuously differentiable)
hay tron (smooth) tai x. Ma tran cac dao ham riéng cta f tai x dugc goi la ma trin
Jacobi cta f tai x, ki hiéu la J¢(x) = (g—ﬁ(x))

1<i<m, 1<j<n’

Vi du. Khim = 1ma trdn Jacobi J¢(x) chinh la vecto gradient

Vi) = (70 2 ).

dxq
Néu c6 mot ham tuyén tinh f'(x) : R” — R™ sao cho c6 mét qua cau B(x,€) C
D vamoét ham v : B(x,e) — R™ thda man:
f(x+h) = f(x)+ f'(x)(h) +r(h), Vh € B(x,¢€)
va

. r(h)
lim ——= =0,
n0 |h|

thi anh xa f’(x) dugc goi la dao ham (derivative) cua f tai x. Vay dao ham cho mot
xap xi tuyén tinh ctia ham:

[flx+m) = F(0) +F(x) ()|

Ta biét néu f kha vi lién tuc tai x thi f c¢6 dao ham tai x, va anh xa tuyén tinh

f'(x) c6 thé biéu dién trong co sd chudn tac ctia R" (tic 1a co s& {eq, ea,...,en})
va R bdi ma tran Jacobi J¢(x). Can nhan manh 1a bay gio ta coi dao ham tai mot
diém 1a mot anh xa tuyén tinh chit khong phai la moét s6 thuce hay mo6t ma tran. Ma

tran Jacobi chi la mot ma tran dai dién cho dao ham.

Phép déi bién. Cho A va B la hai tip mé trong R”. Mot anh xa f : A — B dugc
goi 1a mot phep vi dong phoi (diffeomorphism) hay mot phép doi bién néu f 1a song
anh, kha vi lién tuc, va dnh xa nguge f~! cling kha vi lién tuc.

Vidu. Trong R" phép tinh tién x — x + a la mot phép déi bién.

1.5.1. Ménh dé. Néu f la mot phép vi dong phoi trén mot lan cin cia x thi f'(x) la mot
dnh xa tuyén tinh khd nghich, hon nita v6i y = f(x) thi J o1 (y) = (Jr(x))~".
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26 1. Tich phéan boi

CHUNG MINH. Tir dang thite (f = o f)(x) = x v6i mai x, ldy dao ham hai vé,
theo qui tac dao ham ctia ham hop thi (f71)'(f(x)) o f'(x) = id (identity: anh
xa dong nhét), hay (f~1)'(y) o f’(x) = id. Tuong tw do (fo f~1)(y) = y nén
W) o (1) (9) = id, hay £/(x) o (F1)'(y)  id. Hai diéu nay dén i f'(x)
la mot anh xa tuyén tinh kha nghich, ma tran biéu dién ctia né 1a | £(x) khong
suy bién, va ma tran biéu dién anh xa nguoc chinh 1a ma tran nghich ddo, tic la

i (y) = (). O
Piéu nguoc lai 1a néi dung cia moét dinh Ii rat quan trong:

Pinh li (Pinh 1i ham nguoc). Cho D C R" méva f : D — R" kha vi lién tuc tai

x. Néu f'(x) khd nghich thi x cé mot lan cgn ma trén dé f la mot vi dong phdi. N6i cdch

khdc, néu det(J¢(x)) # 0 thi c6 mgt lin can mé U ciia x va mot lin cgn md 'V ciia f(x)

saocho f: U — V lasong dnhova f~1: V — U la khd vi lién tuc .

Hé qua. Gid sir U va V la cic tdp mé ciia R", va f : U — V la mgt song dnh kha vi lién
tuc. Néu det J ¢ ludn khdc khong thi f la mgt vi dong phoi.

Hé qua nay cho théy ta c6 thé kiém tra tinh vi dong phéi ma khong can phai
di tim anh xa ngugc, thuan tién trong tng dung.

Céng thirc ddi bién.

Dinh 1i (Cong thirc d6i bién). Gid sit A li tip mé trong R", ¢ la mot phép doi bién tir
Awvio ¢(A),va f: ¢(A) — R kha tich, thi

/(P(A)f:/A(qu)Ndetq)’\,

Mot cach viét hinh thitc dé nhé la: Dat u = ¢(x) thi du = | det J,(x)|dx va

[ f@tnidetsp@lar= [ flu) du

Cong thirc déi bién c6 thé duing dé 1am cho ham dudi du tich phan don gian
hon, nhu trudng hop mét nhiéu, hay lam cho mién lay tich phan don gian hon.

Vi du. Trong trudng hgp 1 chiéu cong thitc ddi bién cho phuong phap déi bién
tich phan quen thudc trong Giai tich 1. Thuc vay, cho x = ¢(t) véi t € [a,b], &
day ¢ lién tuc va ¢ : (a,b) — ¢((a,b)) 1a mot vi dong phoi. Cho f kha tich trén
@([a,b)). Theo Cong thitc d6i bién:

-/(P((u,b))f(x) dx = /(alb)f(fl’(t))\(p’(t)\ dt.

Do ¢'(t) # 0, Vt € (a,b) nén hodc ¢'(t) > 0, Vt € (a,b) hodc ¢'(t) <0, Vt €
(a,b). Vivay hodc ¢ la ham tang hoac ¢ 1a ham giam trén [a, b].
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1.5. Cong thiic ddi bién 27

Néu ¢ 1a ham ting thi ¢([a,b]) = [¢(a), ¢(b)]. Do d6, dung dé chuyén
déi gitra tich phan trén khoang md va tich phan trén khoang dong, ta dugc

[ Flow)gl ) ]f( P()g/ () dt= [ f(p(0)o/(r)d

[a,b
= )dx = x) dx
/ (a), /[<P(ﬂ),q)(b)}f()

b
N /(pw) flx)dx

Néu ¢ 1a ham giam thi ¢([a,b]) = [@(b), p(a)] va |¢'(t)| = —¢'(t). Do d6

[ remgtra=- [ ol

f(x)dx

/(sO(b),q)(a))
¢(a) ¢(b)
- x)dx = / x) dx
ol f(x) ol f(x)
Trong ca hai trudng hop ta duge cong thic di bién cho tich phan ham mot

(b)
[ remg = [ o ax

Trong Giai tich 1 néu ta gia s ham f lién tuc thi cong thic trén duge ching

bién:

minh bang cach dung Cong thiic Newton-Leibniz va Qui tic dao ham ham hop
(trong trudng hop nay ta chi can ham ¢ tron). Trude day ta thuong tién hanh déi
bién bang cach viét mot cach hinh thitc x = ¢(t) va dx = ¢/ (t)dt.

Vi du. Trong truong hgp 2 chiéu, v6i phép ddi bién (u,v) — (x,y) ngudi ta

3(x,y) & &
= det | 9 o .
a(u,v) % g%

Véi ki hiéu nay cong thitc déi bién c6 dang nhu sau. Néu phép déi bién (1, v) —
(x,y) mang tdp A thanh tap B thi

//fxy dxdy = //f u,v), uv))‘ggzy;‘dudv

Mot cach hinh thic ta c6 thé viét:

thuong dung ki hiéu

_ |9(xy)
dxdy = ‘a(u,v) ‘ dudv.

Day la méi quan hé gitra "phan tr dién tich trén mat phang xy" véi "phan tir dién
tich trén mat phang uv". Chi y rang, do

d(u,v) 1
o0
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28 1. Tich phéan boi

Vi du. Tinh [} gx__zz dA trong d6 R la hinh binh hanh bao bdi cac dudng thang

x—2y=0,x—-2y=4,3x—y=1va3x—y =28

Datu = x — 2y va v = 3x — y. Mién bao bdi cac duong thang u = 0, u = 4,
v =1,va v = 81a hinh chit nhat D = [0,4] x [1,8] trong mat phang (1, v).

% v
D

Q

Jdu  Jdu _
Ez;’; _det<g; gg) — det <; f) —540
s E -

nén anh xa (x,y) — (u,v) 1la mot phép d6i bién tir phan trong ctia D sang phan
trong ctia R. Bién ctia D va R khong anh hudng dén tich phan vi ching c6 dién
tich khong va ta dang 1y tich phan ham lién tuc (xem .

Chd y rang

QU

(x,y) 1 1

d(u,v) woy) 5

I(xy)
Cubi cting cong thirc d6i bién cho:
x =2y B ula(x,y)
//R 3y dxdy = //D o |a(w,0) dudv

1 /1 u 1 4 8u 8
- g.//D;dudv—g./O (/1 vdv) du = 2 In8.

Gidi thich Céng thirc ddi bién. Chiing ta sé khong ching minh Cong thiic déi
bién vi mét chiing minh sé kho va dai, vugt khéi pham vi mén hoc nay. Cac quyén
sach [Lan97], [Rud?76], [Spi65], [Mun91] c6 ching minh c6ng thic nay. Mot dang
tong quat hon ctia cong thitc nay sé duge chiing minh trong mén hoc Do do va
Tich phan, théng qua tich phan Lebesgue.

Dudi day chung ta dua ra mot giai thich, tuy chua phai la mét ching minh,
nhung sé gitp ta hiéu rd hon cong thirc. Xem thém [Ste08) tr. 1012-1017].

Dé cho don gian, xét truong hgp A la mot hinh chit nhat. Anh xa ¢ mang mién
A trén mat phang (u,v) sang mién ¢(A) trén mat phang (x,vy).

Xét mot phép chia A thanh nhirng hinh chit nhat con. Ta xem tac dong ctia ¢
1én mot hinh chit nhat con dai dién [ug, ug + Au| x [vg, vg + Av], c6 dién tich AuAv.
Ham tron ¢ mang moi canh ctia hinh ch nhat nay thanh mét doan cong trén mat
phéng (x,y), do d6 ta dugc mot "hinh chir nhat cong” trén mat phang (x,y) v6i
mot dinh 1a diém ¢ (ug, vp).
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1.5. Cong thiic d6i bién 29

v y

| -
’Ef.

4
ED) ﬂ

HIiNH 1.5.1. Minh hoa cong thitc d6i bién.

Bay gio ta tinh dién tich hinh chit nhat cong nay bang cach xap xi tuyén tinh.
Doan cong tir ¢(ug, vg) t6i @(up + Au, vg) sé dugc xap xi tuyén tinh bang mot doan
thang tiép tuyén tai ¢(ug, vp). Vi vecto tiép xtc chinh la g—(ﬁ (110, v9) nén doan tiép
tuyén nay cho béi vecto ?T:’i (uo, vo)Aut.

HINH 1.5.2. Xap xi tuyén tinh duong cong: r(t + At) — r(t) ~ () At.

Tuwong tu, doan cong ¢(ug, vo + Av) duge xap xi bdi vecto tiép xtic ?T(zf (g, v9) Av.
Vay hinh chit nhat cong dugc xap xi bdi hinh binh hanh sinh béi hai vecto tiép xuc
trén.
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30 1. Tich phéan boi

Giastta = (ay,a2) va b = (b1, by), dién tich cia hinh binh hanh sinh bdi a va b
la

lal b|sina = /|a2[b2(1 — cos?a) = 1/|af2[b]? — (a,b)2

= /(@ + ) (B + 12) — (arby + azby)?

=/ (a1by — azby)? = |ayby — azbs |

“ldet[ ™ )| 2 |det(a, b)),
by

ap

Ta vira dugc mot két qua dang chd y, giai thich y nghia hinh hoc cta dinh thic:
gid tri tuyét doi ciia dinh thitc ciia ma trdn chinh la dién tich ciia hinh binh hanh sinh béi
hai vecto cdt ciia ma trin. Ban than dau ctia dinh thirc cling c6 thé dugc giai thich,
nhung ta gac viéc nay lai.

Dién tich ctia hinh binh hanh sinh béi hai vecto 3—2 (ug, vo)Au va 3—(5 (ug, vo)Av
la

d d d
(uo,vo)Au,—go(uo,vo)AvM = |det(%(uo,vo),a—qs(uo,vo))MuAv

99
|det ( >
= |det Jy(ug, vo)|Aulrv.

u

Diéu nay giai thich sy xuat hién ctia dai lugng tri tuyét dbi ctia Jacobi ctia phép
déi toa do trong cong thitc déi bién.

Toa dé cuc. Mot diém P = (x,y) trén mat phang R? ¢6 thé dugc miéu ta bang
hai s6 thuc (r,0), véi r 1a khodng cach tir O t6i P, va 0 < 6 < 27 la goc tir vecto
(1,0) (tia Ox) téi vecto O? Vay x =rcosf,y =rsinf,r > 0,0 <6 < 27.

Tuy nhién tuong ung (x,y) — (r,0) nay khong la song anh va khong lién tuc
trén tia Ox. Vi vdy ta phai han ché mién xac dinh la mit phang bé di tia Ox. Khi
do anh xa nguoc la

(0,00) x (0,271) — R?\ {(x,0) | x >0}
(r,0) — (x,y) = (rcosf,rsinf).

Ta tinh duge 324 (1,0) = r > 0, vi vay day la mot phép déi bién. Mot cach hinh

o(r,0)
dxdy = r drd®.

thitc, c6 thé nhd rang

Vi du (Tich phan trén hinh tron). Goi B’>(O, R) 1a hinh tron déng tam O ban kinh
R. Dé 4p dung cong thirc ddi bién ta dung phép vi dong phdi ¢ tir hinh chir nhat
mé (0, R) x (0,27) sang mién D la B'2(O, R) bé di dudng tron bién va tia Ox. Gia
st f kha tich trén B"2(O, R). Tap bi bd di c6 dién tich khong, do d6 né khong anh
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1.5. Cong thiic ddi bién 31
hudng dén tich phan, theo nén:
‘ ,dd:// ,dd:// 6, rsin0)r drde
.//B/Z(O,R)f(x y) dxdy Df(x y) dxdy . (O,R)X(Orzn)f(rcos rsin6)r dr
= 0,rsin0)r drdb.
//[O,R]X[O,zn]f(rcos rsin6)r dr

Chang han dién tich ctia hinh tron la:

R p2m
|B”(O,R)| :// 1dxdy:/ / 1-7d6 dr = R>.
B2(O,R) o Jo

Nhu vay chd ¥ rang véi muc dich lay tich phan thi dé don gian ta thuong lay
cantrong toadd cuclar > 0va0 <60 < 2m.

Vidu. Cho E 1a khéi dugcbaobdi cacmitz = x> +y? vaz = 1. Tinh [ [ [, z dxdydz.

Xem E 1a mot khéi don gian theo chiéu truc z, ndm duéi mat z = ¥ + 32, trén
matz = 1. Nhu vay E = {(x,y,z) € R® | x? +y? < z < 1}. Chiéu khéi E xudng
mit phdng xOy ta dugc hinh tron x2 4 y? < 1. Ap dung cong thirc Fubini:

///E zdxdydz = //Jc2+y2§l <~/xz+y2 z dz) dxdy
- ./[(2+y2§1 %Zz
- /A2+y2§1 % (1 - (xz +y2)2> ey
- //0<r<l 0<6<27 % (1 - (r2)2> rdrds
1

1
z=x2+y

» dxdy

1 27
_ * 5 _r
_ 20(/0 (r r)d@)dr ~.

Trong vi du nay mot diém (x, v, z) trong R3 dugc miéu td bang cach dung toa
do cuc (r,0) dé miéu ta (x,y). Ngudi ta thuong goi hé toa do (r,0,z) 1a hé toa do
tru.

Toa dé cdu. Mot diém P = (x,y,z) trong R? ¢6 thé dugc miéu ta bang bo ba sb
thuc (p, ¢,0), v6i p 1a khoang cach tur O tdi P, ¢ la goc gitra vecto (0,0,1) (tia Oz)
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32 1. Tich phéan boi

va vecto OP, va néu goi M = (x,y,0) 1a hinh chiéu ctia diém P xudng mat phing
—
Oxy thi 6 la goc tir vecto (1,0,0) (tia Ox) t6i vectd OM.

0 = const

HINH 1.5.3. p = const ting v6i mot mat cau. Trén mbi mat cau cac
duong ¢ = const la cac duong vi tuyén, cac dudong 6 = const la
cac duong kinh tuyén, v6i 0 < p, 0 < ¢ < 7,0 < 6 < 2. BO
(p, ¢,0) dai dién cho (cao d0, vi d9, kinh do) ctia mot diém trong
khong gian.

Tuwong tu nhu trudng hgp toa do cuc, dé c6 mot phép ddi bién thuc sy ta phai
han ché mién xac dinh bang cach bé di tap {(x,y,z) € R3 |y =0, x > 0}, tic mot
nira ctia mat phzfmg xOz,tngv6ip =0, =0,¢ = 71,0 = 0,0 = 271. Khi d6 anh

xa
¢:(0,00) x (0,71) x (0,2m) — R3*\{(x,y,2) €R®|y=0, x >0}
(0, ¢,0) — (xy,z) = (psingcosh,psingsinb,pcos¢)

1a mot song anh, c6 det Jy(p, ¢,0) = p?sing > 0. Vay day la mot phép ddi bién.
Ciing nhu truong hop toa do cuc, phan bi bd di thuong khong dnh hudng t6i tich
phan nén ta thuong khong nhac téi chi tiét ki thuat nay.

Mot cach hinh thic, c6 thé nhd rang

dxdydz = p? sin ¢ dpdpd.

C6 tai liéu dung thi ty trong toa do cau la (p, 6, ¢). Thut tu toa do trong toa dd
cau lién quan t6i dinh huéng trén mét cau, tuy khong anh hudng t6i tich phan boi
nhung sé &nh hudng t6i tich phan mat & phan sau.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

1.5. Cong thiic ddi bién 33

Vi du (Thé tich qua cau). Goi B3(O, R) l1a qua cau mé tam O ban kinh R trong R3.
Thé tich cia qua cau nay la:

R T 27T 47
B3O, R :/// 1dV:/ / / 1-02sing do do dp — " R®.
B°(O,R)] BOR) oy Jy LreTsingdfdgdp =

Bai tap.

1.5.2. (a) Tinh thé tich ctia khoi bao bdi mat z = 4 — x? — y? va mat phang xOy.

(b) Tinh tich phan [ [, /%2 4 y? trong d6 R la mién bao béi hai dudng cong x2 + y? =
4and x> +y* =9.

(c) Tinhtichphan [ [, (x2 +y?)3/? dA trong d6 D 1a mién trong géc phan tu thir nhat
bao bdi duong tron x? + y? = 9, dudng thang y = 0 va y = +/3x.

(d) Tinh dién tich ctia mién dugc bao bsi duding tron tam O ban kinh 2 va dudng tron
tam (1,0) ban kinh 1.

(e) Tinh tich phan [, x? dA trong d6 D la mién bao bdi e-lip 3x> + 4y> = 8.

(f) Tinh tich phan [[ [} cos [(x2 +y2+ 22)3/2} dV trong d6 E la qua cau don vi x2 +
Y +z22 <1

(g) Tinh thé tich ctia khéi dugc bao phia trén bdi mat cau x2 + y? + z2 = 2 va dugc
bao phia dudi boi mat paraboloid z = x2 + 2.

(h) Tim thé tich ctia khdi bi chan trén béi mat cau x* + y? + z% = 9 va bi chan dudi
béi mat nén z2 = 3x2 + 3y2, z>0.

(i) Tinh thé tich ctia mién phia dudi mét ciu x? + 12 + z? = 1, phia trén mat phing
z=1/2.

() Tinh thé tich ctia khdi bén dudi mat z = 4 — x2 — y? bén trén mat x2 + y> + 22 = 6.

(k) Tinh tich phan [ [, x dV trong d6 E la khéi bao bdi hai mét z = 6 — x? — y? va
z = x> + 32

1.5.3. Tinh thé tich ctia khéi duge miéu ta boi ba diéu kién sau: x2 + y2 <2< 3(x2 + yz),
1 §x2+y2+zz <4,z>0.

1.5.4. (@) Tinh dién tich mién dugc bao béi dudng cong hinh trai tim (cardioid) r =
1+ cosé.

HINH 1.5.4. Puongr =1+ cosf.

(b) Tinh dién tich ctia mién phang dugc bao bsi dudng cong r = 4 + 3 cos(116).
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34 1. Tich phéan boi

HINH 1.5.5. Duong 4+ 3cos(116).

1.5.5. (a) Tinh tich phan [ [ (x? 4 2xy) dA trong d6 R la hinh binh hanh bao bdi cac
dudng thangy =2x+3,y=2x+1,y=5-x,y =2 —x.
(b) Tinh tich phan [ [ (x + y)? dA trong d6 R 1a hinh binh hanh bao bdi cac duong
thingy = —x,y = —x+ 1,y = 2x,y = 2x — 3.
(c) Tinh dién tich ctia mién phfmg dugc bao bdi cac duong cong y2 = x, y2 = 2x,
y=1/x,y=2/x.

1.5.6. Goi D la mién phang duoc bao béi dudng /x + /7 = 1 trong géc phan tu thi nhét.
Béng cach d6i bién u = \/x, v = ,/y, hay tinh dién tich mién nay.
1.5.7. Goi D la mién phang duoc xac dinh bdi x* + y* < 1. Hay tinh tich phan [ [, x dxdy.

1.5.8. V& mat cau méap mo cho bdi phuong trinh trong toa d6 cau p = 1+ sin?(36) sin*(5¢).
Tinh thé tich ctia khdi bao bdi mat nay.

1.5.9 (Mat tron xoay). Cho f 1a ham lién tuc trén khoang [a, b] va f(x) > 0 trén [a, b]. Ching
t6 thé tich ctia khdi tron xoay nhan dugc bang cach xoay mién duéi do thi cta f quanh truc
xlaVv = 7Ifab[f(x)]2 dx.

1.5.10. Chting té rang thé tich ctia khdi bao bdi mat x? + (y —z —3)2 = 1,0 < z < 1 bang
v6i thé tich ctia khdi bao bdi mat x> +y> =1,0 <z < 1.

0.8
0.6 -3
0.4
0.2 0

HINH 1.5.6. Matx2 4 y? = 1 (trdi) va mat x2 4 (y — z — 3)% = 1 (phai).

(a) Béng cach dung cong thitc Fubini.
(b) Bang cach dung cong thirc déi bién.
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1.5. Cong thiic d6i bién 35

1.5.11. Mt xuyén (torus) c6 thé dugc miéu ta nhu 1a mit tron xoay nhan dugc béng cach

xoay quanh truc z mot dudng tron trén mat phang Oyz khong cét truc z. C6 thé tim duge

, 9055 oooo
IR=CSN I E=1=0

HiNH 1.5.7. Mat xuyén.

phuong trinh dang &4n ctia mat xuyén:

2
<y/x2+y2—b> +z22=a%0<a<b,

va § dang tham sb:
((b+acosB)cos¢, (b+acos)sing,asinf), 0 < ¢, 6 < 271.

Hay tinh thé tich cta khéi bao bdi mat xuyén.

1.5.12 (Thé tich qua cau). Toa db cau trong R" , n > 2, dugc cho boi:

X1 =rCos @1, r>00<g<m
Xy =7 sin ¢q cos ¢y, 0<pr<m
X; =rsin @i sing, - - -sin@;_1 cos ¢;, O<pi<m
Xy—1 =rsing@singy - --sing,_pcos ¢,_1, 0< @1 <21

Xp =rsin@qsingy - - - sin @, _o sin @, _1.
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36 1. Tich phéan boi

Hay diing toa do cau dé kiém cong thiic sau cho thé tich ctia qua cu B"(R) = {(x1,x2,..., %) €
R" | x2 4+ x5+ +x3 < R%}:

(n—1)/2 .
22m) ™0 R", neunlé

|B"(R)| = "

@i
mR”, néu n chin.
1.5.13. Sau day la mot cach khac dé tinh thé tich qua cau (xem Chéng han [Ang97], [Lan97,
tr. 598]).

(a) Dung cong thitc déi bién, chiing t6 |B"(R)| = |B"(1)|R".

(b) Chung to

- :// </ 1>dxdx.
|B"(1)] 2a2<1 \J2 442 <1—x2—x3 b
(c) Suyra |B"(1)] = 277T|Bn72(1)|~

1.5.14. Sau day 1a mét cach nita d€ tinh thé tich qua cau.
(a) Dung cong thitc déi bién, chiing t6 |B"(R)| = |B"(1)|R".
(b) Dung cong thirc Fubini, chiing té

IB"(1)| = /;11 g1 (\/1 - x%) | dxp.

(c) Dua bai toan vé viéc tinh tich phan fon/ 2(cos )" dt.

1.5.15. Trong mat phang R? mot phép quay quanh gbc toa dd mot goc a c6 thé dugc miéu
ta bang 2 cach: Trong toa d9 cuc, d6 la anh xa (r,60) — (7,0 + «). Trong toa d6 Euclid, d6 1a

(x) <Cosoc —sinrx) (x)
— ) . .
y sine  cosw y

Hay ching t6 mot phép quay quanh gde toa d mang mot hinh ¢6 dién tich thanh mot hinh

anh xa

6 cung dién tich.

1.5.16 (Phép doi hinh béao toan thé tich). Mot phép doi hinh, con goi 1a mét phép dang cau
hinh hoc (isometry) trong R” dugc dinh nghia la mét song anh ¢ tit R” vao chinh né bao
toan khoang cach, tuc |¢(x) — ¢(y)| = |x —y| véimoi x,y € R".

Vi duy, trong mat phéng moét phép doi hinh bat ki 1a mot hop cua cac phép tinh tién,
phép quay, va phép lay dbi xiing qua mot duong thang ([Sti92, tr. 13]).

C6 thé chiing minh rﬁng ([Rat94] tr. 13]) bat ki mot phép doi hinh nao ciing c6 dang
¢(x) = A-x+ b trong d6 A la mét ma trdn n X n truc giao (orthogonal), va b € R". Mot
ma trdn n x 7 1a trire giao néu cc vecto cot ctia né tao thanh mot co sd truc chudn ctia R™.
N6i cach khac ma tran A la truc giao néu ATA =1 trong do AT 1a ma tran chuyén vi ctia A.

Duing cong thitc déi bién, hay chiing té thé tich ctia mot hinh khong thay déi qua mot
phép dai hinh.
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1.6. Ung dung cta tich phan boi 37

1.6. Ung dung cla tich phdn bdi

Tich phan la tong, d6 1a y nghia chinh cta tich phan. Vi vay moéi khi c6 nhu
cau tinh tong ctia vo han gia tri thi tich phan c6 thé xuét hién.

Tich phan con ¢6 vai trd nhu phép bién déi ngugc cta vi phan, cho phép
chuyén mot bai toan vi phan vé mot bai toan tich phan (vi du xem [3.4.1).

Vé co ban, néu tai mbi diém x;, 1 < i < n ¢ twong ing cac gia tri f(x;) cla
mot dai lugng thi téng gia tri cua dai lugng d6 dinhiénla Y7, f(x;). Néu tap hop
D céac diém dang xét 1a v6 han thi ham f : D — R c6 khi dugc goi la ham mat do
ctia dai luong, va tong gid tri ctia dai luong la [, f.

Gia fri trung binh. Néu tai cac diém x;, 1 < i < n c6 tuong tng cac gia tri f(x;)
thi gid tri trung binh tai cdc diém nay nhu ta da biét1a 1 Y | f(x;). Trong truong
hgp mién xéac dinh c6 vo han phan t, gid st f : D — R, thi gia tri trung binh ctia
f dugc cho bang cong thirc tuong tu, chi thay tong bang tich phan: ‘%‘ Ipf-

Tam khéi lvong. Ta gi6i thiéu khai niém tam khi lugng (center of mass). Trong
truong hop hai chat diém c6 khéi lugng my tai diém p; va c6 khdi lugng m; tai
diém p; thi tam khéi lugng ctia hé hai diém nay, theo nguyén tac don bay cta Vat
1i, ndm tai diém
mip1 + mapa

my + mp
Déi v6i hé gdom 1 chat diém, bang qui nap ta tim dugc vi tri ctia tam khéi lugng 1a

Yisy Mipi

=1 M

7

Vi tong khéi luong la m = Y1, m;.

Xét truong hop khoi lugng lién tuc, gia st ta c6 mot khoi vat chat chiém phan
khong gian E trong R®. Tai méi diém p = (x,y,z) € R3 goi p(p) la mat do khéi
luong ctia khéi tai p, d6 1a gi6i han ctia khéi lugng trung binh quanh p, 6 thé hiéu
1a khéi lugng tai diém p. Khéi lugng ctia khdi chinh la tich phan cua mat do khoi

m:/Ep.

Tir cong thitc ctia trudng hop roi rac & trén ta suy ra vi tri cia tim khéi lugng trong

luong;:

truong hop lién tuc sé la
Jeep _ Jeep
Jep m.
Cu thé hon, néu p = (x,y,z) thi tim khéi luong nam & L ( [ px, [1 py, [; p2).

Vi du. Ta tim tdm khéi lugng ctia nira hinh tron dong chat. Goi D 1a nia trén cta
hinh tron tdim O béan kinh R va goi hiang s p 1a mat do khdi luong ctia né. Khéi
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38 1. Tich phéan boi

luong ctia khdinay lam = [ [, p dA = pR?/2. Toa do cia tam khoi luong 1a

1
x = %//Dpxdxdy—o,

_ 1 / dxd —B/R/n(rsine)rdedr—iR
yo= ey =201 J =37

Xdc sudt cla sy kién ngdu nhién. Mot bién ngau nhién X 1a mot anh xa tir mot
tap hop céc su kién vao R. Trong truong hgp roi rac, tap gia tri D cta X la httu
han. V&i méi gia tri x € D ¢6 mot s6 thuc 0 < f(x) < 11a xac suat dé X c6 gia tri
x, ki hiéu 1a P(X = x). Ham f dugc goi la ham phéan bd xac suét ctia bién ngiu
nhién X. Xac suat dé X c6 gia tri trong tap C C D dugc cho béi
P(XeC)=) f(x
xeC

Mothé quala )y, cp f(x) = P(X € D) = 1. Gid tri trung binh (mean) hay ky vong
(expected value) theo xéac suat ctia X dugc cho boi:

E(X)= ) xf(x).

xeD

Vi du. Xét mot trd choi véi con xtic sic nhur sau: Ngudi choi phai trd 20 dong cho
modi 1an tung xtc sdc. Néu mat ngwra la mat 6 nut thi nguoi choi dugc nhan 60
déng, néu 1a cac mat con lai thi chi dugc nhan 10 déng. Hoi trong tro choi nay ai
dugc 1gi, ngudi choi hay ngudi t6 chic tro choi?

Goi X 1a bién xac suat nhu sau: Mét 6 nit ctia xtc sac ung vdi sb thuc 60, cac
mat con lai ing véi s6 thuc 10. Ham phan bd xac suét trong trudng hop nay la
f(10) = 5/6 va f(60) = 1/6. Cau tra 1di cho cau hoi trén duge quyét dinh béi gia
tri trung binh ctia bién xac suat X. Ta ¢6 E(X) = 110/6 < 20, nhu vay néu choi
nhiéu lan thi ngudi choi sé bi thiét, con ngudi t6 chuc tro choi sé hudng loi.

Trong truong hop bién ngau nhién lién tuc, tap gia tri ctia bién ngdu nhién X
la mét tap con vo han D ctia R. Tuong tu véi truong hgp roi rac, c6 mét ham phan
bb xdc suat, hay mat do xac suat (probability density function) f : D — R sao cho
f(x) > 0 va xac sudt dé X c6 gid tri trong tap C C D dugc cho bsi

P(XeC):/f.

Mot hé qua 1a ham mat d6 xac suat phai théa P(X € D) = [, f = 1.
Trung binh hay ky vong ctia bién ngau nhién X dugc cho béi:

E(X) :/Dxf.

Chu ¥ sy tuong tu cda cong thitc nay véi cong thitc ctia tam khéi luong.
Vi du. Mot nha san xuat bao hanh mot san phdm 2 ndm. Goi T 1a bién xac suat ing

thoi diém hu héng ctia sdn phadm véi s6 thuc + > 0 la thoi gian tir khi sdn phdm
duogc san xut theo ndm. Gia st ham mat do xac suat dugc cho bdi f(t) = 0.1e~ 01,
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1.6. Ung dung cta tich phan boi 39
Xdc suét sdn pham bi hu trong thoi gian bao hanh sé 1a

2
PO<T<2) = / 0.1e 01 g ~ 18%.
0

Trong trudng hop c6 n bién ngdu nhién thi tap gia tri cia bién ngau nhién la
mot tap con ctia R”, ham phan bd xéc suat sé 1a mot ham n bién, va cic tich phan

trén sé la tich phan boi.

Vi du. Xét tinh huéng mot chuyén xe buyt thudng téi tram tré, nhung khong qua
10 phdit, va doi & tram 5 phit. Ham mat do xdc suét ctia gio xe t6i tram, goi 1a X,
dugc cho béi f1(x) = —0.02x + 0.2, 0 < x < 10. Mot nguoi thuong di xe buyt vao
gi nay nhung hay bi tré, c6 khi t6i 20 phut. Him mat do xac suat cda gio ngudi
nay tdi tram, goi la Y, dugc cho bdi f,(y) = —0.005y 4+ 0.1, 0 < y < 20. Hoi xac
suat dé nguoi nay dén dugc chuyén xe buyt nay la bao nhiéu?

O day c6 hai bién xac sut doc 1ap nén ham phan b xéc suat chung 1a f(x,y) =
f1(x) f2(y). Xéc sudt can tim dugc cho boi

P(Y<X+5) = f(x,y) dxdy

//{(x,y)e]R2 | 0<x<10, y<x+5}
10 ,x+5

= / / f(x,y) dy dx = 65%.
0 0

Tinh [ ¢~ dx. Goi B'(R) 1a hinh tron déng tam 0 ban kinh R, tic B/(R) =
{(x,y) | ¥* + y*> < R?}. Goi I(R) 1a hinh vudng tdm 0 véi chiéu dai canh 2R, tic
I(R) = [-R,R] X [-R,R].

Vi B/(R) C I(R) C B'(Rv/2) nén

//B,(R) (P+y?) dA<// —(+y?) dA<//B/Rf o) gA.

Vi

// e~ (PH2) A = // re " dA = (1 — e_RZ),
'(R) [0,R] x [0,277]

nén tir bat dang thuc trén, lay gidi han ta dugc

lim// ~(2) gA = .
R—o0

Mat khac theo cong thirc Fubini:

//I(R) () gA — (/j2 o dx) _ (/j2 — dy) _ (/71; i dx)z,
nén
i [ e aa s g ([f et = ([T
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40 1. Tich phéan boi

Vay ta dugc cong thite néi tiéng:

/ e dx = V.

Cong thirc nay dugc sit dung nhiéu trong moén Xac suét.

Bai tap.

1.6.1. Tim tam khéi lugng ctia mot khdi ddng chat c6 dang hinh chép nhon can chiéu cao
la i va véi day la hinh tron ban kinh R.

1.6.2. Nhiét d6 tai diém (x,y) trén mat phang la 100e=*~¥* (d6 Celcius). Hay tim nhiét d6

trung binh trén dia tron don vi tdm tai g6c toa do.

1.6.3. Khu trung tdm thanh phé dugc miéu td nhu mot hinh chi nhat [0, 1] x [0,2] véi don
vi chiéu dai 1a km. Gid dat trong khu vyc nay trong dugc mo hinh héa bang ham p, & vi tri
(x,y) € [0,1] x [0,2] thi p(x,y) =200 — 10(x — %)2 —15(y — 1) (triéu ddng/m?). Hay tinh
gia dat trung binh & khu vuc nay.

1.6.4. Hai cong ty san xut hai sdn phdm canh tranh véi nhau. Goi X, Y 1a bién xac suat ing
thoi diém hu héng cta hai sén pham tinh theo thoi gian tir khi san phdm dugc san xuét
(theo ndm), va gia s hai bién nay 1a doc 1ap v6i nhau. Gid stt cdc ham mat do xac suat dugce
cho béi f(x) = 0.2e79%% va g(y) = 0.1e~%1. Hay tinh xdc suat sdn phdm ctia cong ty thu
nhéat bi hur truée sdn phdm cda cong ty thit hai trong thai gian bao hanh 3 nam.

1.6.5. Chiing t6 ham dugc dung trong md hinh phan bb chuan (normal distribution) ctia

mon Xac suit
1 —(x=p)?

fl)= e

théa man tinh chat can c6 ctia ham phan bd xac suat: [ f(x) dx=1.

1.6.6 (Ham Gamma). Ham Gamma la mot m& rong ctia ham giai thira 1én tap hop cac sb
thuc. Ta dinh nghia
(o)
I'(z) = / 2ot g, ze€R, z>0.
0

(a) Chung t6 I'(z) dugc xéc dinh.
(b) Kiém trarang I'(z+ 1) = zI'(z). Suy ra véi s6 nguyén duong n thi ['(n + 1) = n!.
(c) Kiém tra cong thic T'(3) = /7.
(d) Ching t6 thé tich ctia qua cau n-chiéu ban kinh R (xem c6 thé dugce viét
ngan gon 1a .
n s n
|B"(R)| = mR :
1.6.7 (Céng thitc Pappus). Hay tim lai cong thic ctua Pappusﬁ Thé tich ctia khéi tron xoay
nhan dugc bf?mg céch xoay mot mién phéng quanh moét truc bén ngoai béng dién tich ctia
mién nhan véi chiéu dai ctia duong di cda tim khéi lugng ctia mién.
Cu thé hon, goi D 1a mién bao bdi hai d6 thi ctia hai ham f va g trén doan [a,b], vé6i
0 < g(x) < f(x) trén [a,b]. Goi (x0,yo) 1a tdm khéi lugng ctia D. Khi d6 thé tich ctia khéi
tron xoay nhan dugc bang cach xoay mién D quanh truc x bang 27tyg| D).
Ung dung, hay tim lai cong thiic thé tich ctia khéi xuyén.

6Pappus xtt Alexandria, mét nha hinh hoc séng vao thé ki thit 4 sau Céng nguyén.
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Chuong 2
Tich phén duong

Trong chuong trudc chung ta da khao sat thé tich cia mién trong khong gian
n-chiéu va tich phan trén nhiing mién d6. Tuy nhién nhiing cau hoi chdng han nhu
vé chu vi ctia dudng tron, dién tich cia mat cau, hay néi chung 1a do do cua tap
con "k-chiéu" trong khong gian n-chiéu vé6i k < n va tich phan trén dé thi chiing ta
chua xét.

Chuong tich phan duong va chuong tich phan mat sé tra 16i nhitng cau hoéi
nay cho truong hgp duong (k = 1) va mat (k = 2).

2.1. Tich phdn duong

Buong. Khinéi toi mot "dudng' ta thuong nghi t6i mot "con duong”, tic 1a mot
tap hop diém, vi du mot dudng thang hay mot duong tron. Muc dich cta chiing ta
trong chuong nay la thyc hién cac do dac trén duong, chang han nhu do chiéu dai
ctia duong. Céc do dac d6 sé dugce thuc hién qua mot chuyén di trén con duong.
Tuy nhién ta 6 thé di trén mot con dudng theo nhiéu cach khac nhau, va ta chua
6 cdn ctt dé cho rang cac do dac bang cac cach di khac nhau trén cing mot con
duong sé cho ra cting mot két qua. Do d6 trudc mat chuing ta sé 1am viéc véi ting
cach di cu thé trén con duong.

Mot duong di (path) 1a mot anh xa tir mot khoang dong [a, b] vao R" (mét tuong
ung moi thoi diém vdi mot vi tri).

Tap hgp cac diém ma duong di da di qua duoc goi 1a vét cila duong di (trace)
(day la "con dudng" nhu da ban & trén). Vdi duong dir : [a,b] — R” thi vét cta r
tap anh r([a, b]) = {r(t) | t € [a,b]}.

Puong dir : [a,b] — R" dugc goi la:

e dong (closed) hay kin néu r(a) = r(b), tirc la diém dau va diém cubi trung
nhau.

e don (simple) néu n6 khong di qua diém nao hai 1an (khéng c6 diém tu
cat). Chinh xac hon, néu r khong phéi 1a dudong déng thi né duoc goi 1a
don néu r 1a don anh trén [a, b]; néu r 1a dudng dong thi né dugc goi la
don néu r 1a don anh trén [a,b).

e lién tuc néu r 1a ham lién tuc trén [a, b].

Puong dir : [a,b] — R" dugc goi la tron (smooth) néu r 1a ham tron trén [a, b].
titc 1a néu r m& rong duge thanh mot ham tron trén mot khoang (c,d) chia [a, b].
Piéu nay d6ng nghia vdi viéc r ¢6 dao ham phai tai a va dao ham trdi tai b.

41
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42 2. Tich phan duong

Néu r 1a mot dudng di tron thi dao ham 7/ (t) ¢6 y nghia vat 1i 1a vin tic chuyén
dong (velocity) tai thdi diém t. Do 16n ctia van toc |r/(t)| 1a toc do (speed) tai thoi
diém t.

Chiéu dai clia dudng di. Cho dudng di 7 : [a,b] — R”. Xét mot phép chia
a=ty<t <-+ <ty =Dbcaha [ab]. Trén m6i khodng con [t; 1,t],1 <i < m,
ta xap xi tuyén tinh duong di: r(t) — r(t;_1) ~ #'(t;_1)(t — t;_1). N6i cach khac,
ta xap xi chuyén dong bang mot chuyén dong déu véi van toc khong déi /(¢ q).
Quang duong di dugc trong khoang thai gian tir t; 1 téi t; duge xap xi bdi vecto
' (t;i_1)At;, v6i chiéu dai 1a |/ (t;_1) At;].

r(ti—1)

HINH 2.1.1. Xap xi tuyén tinh: r(t;) — r(t;_1) ~ r'(t;_1)At;.

Nhu vay "chiéu dai" cia dudng di dugc xap xi béi Y1, |1/ (t;_1)|At;. Day chinh
1a tong Riemann ctia ham |r/(t)| trén khoang [a, b].

Vay ta dua ra dinh nghia sau:

Dinh nghia. Chiéu dai cia dudong dir : [a,b] — R" duogc dinh nghia la

/ah|r’(t)| dt.

Dinh nghia nay chita cong thitc da quen biét: quang duong di dugc = toe do
x thoi gian.

Vi du. Gid stt mot vat di chuyén trén mot dudng véi toc do hang v, trong khoang
thoi gian tit 4 t6i b. Khi d6 quang dudng vat da di dugc ¢6 chiéu dai la | ab vdt =
v(b —a), dung nhu ta cho doi.

Tich phdn duong loai mét. Cho duong dir : [a,b] — R™. Gia st f la mot ham
thuc xdc dinh trén vét ctia duong, tic f : r([a,b]) — R. Ta mudn tinh t6ng gid tri
ctia ham trén duong.

Ta tién hanh mot cach twong ty nhu da 1am khi dinh nghia chiéu dai duong
di. Xét mot phép chiaa = tg < t; < - -+ < ty, = b. Trén khodng con [t;_1,t;] ta xap
xi tuyén tinh duong di r(t) — r(t;_1) ~ r'(t;_1)(t — t;_1). Khi d6 phan duong tir
r(ti_1) dén r(t;) dugc xap xi bang r/(t;_1)At;. Trén phan dudng nay ta xap xi ham
f bdi ham hang véi gid tri f(r(t;_1)). Do d6 tong gid tri ctia f trén phan duong
tu r(t;_1) dén r(t;) dugc xap xi bang f(r(t;_1))|r'(t;i_1)|At;. Tong gia tri cta f trén
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2.1. Tich phan duong 43

duong r dugc xap xi bang

fr(ti))|r' (tio1) | Aty

M

Il
-

Vay ta dinh nghia:

Dinh nghia. Cho f 1a mdt ham xéc dinh trén vét ctia dudng r : [a,b] — R". Tich
phan cta f trén r duge ki hiéu la [ f ds va duge dinh nghia la:

b
lf*:AfWOW%Mﬁ

Néu r chi khd vi tirng khiic, tic1a cé cdcsba =ty < t; <ty < --+ < ty; = bsao
cho trén méi khoang [t; 1, ;] anh xa r 1a kha vi, thi goi ; 1a han ché cta duong r
lén khoang [t;_1,t;], ta dinh nghia.

. m .
/f%:Z/fM
JTr i=1" ri
Vidu. Néu f=1thi [ 1ds = fﬂb|r’(t)| dt 1a chiéu dai cta duong di r.
Vi du. Xét trudng hop hai chiéu, n = 2. Viét r(t) = (x(t),y(t)), khi d6

b
[ s = [ A0 2 (02 +y (12 ar

Mot cach hinh thic c6 thé nhé rang

ds = \/x'(£)2 + y/(t)? dt.

Tich phan duong loai hai. Cho duong dir : [a,b] — R” va cho F 1a mét truong
vectd xdc dinh trén vét cda r. Ta mudn tinh t6ng thanh phan ciia truong cing chiéu
duong di .

Vi du. Trong Vat li, néu mot vat di chuyén theo mot duong dudi tic dong cua
mot trudng luc thi tdng tac dong ctia luc, tic tong thanh phan cda lyc cting chiéu
chuyén dong, dugc goi 1a cong (work) ctia truong luc. Trong truong hgp don gian,
néu lyc 1a hing F va vat chuyén chuyén déu trén mot duong thing theo mot vecto
d thi cong ctia luc bing |F| cos(E,d)|d| = F - d.

Xét mot phép chiaa =ty < t; < -+ < t,, = b ctia [a, b]. Trén moi khoang con
[tiq,t], 1 < i < m, ta xap xi dudong bang xdp xi tuyén tinh: r(t) ~ ' (t;_1)(t —
ti_1). Khi d6 phan duong tir r(t;_q) dén r(t;) duge xap xi bang 7’ (t;_1)At;. Trén
phan dudng nay trudng F c6 thé duge xap xi bang truong hang, dai dién bdi vecto
F(r(ti_1)). Téng cta thanh phan cung chiéu duong di cta truong F trén phan
duong tur r(t;_q) dén r(t;) duge xap xi bang (F(r(t;_1)),7'(ti_1)At;). Tong thanh
phan tiép tuyén ctia F doc theo r dugc xap xi bang Y | (F(r(ti_1)), 7' (t;i_1)) Aty

Vay ta dinh nghia:
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Dinh nghia. Cho F 1a mt trudng vectd trén vét cia mot duong di 7 : [a,b] — R™.
Tich phéan cua F trén r dugc ki hiéu 1a f . F - dr va dugc dinh nghia la:

/rp-dr: /ubP(r(t)) (8 dt.

Dinh nghia nay dugc mé rong cho duong kha vi tirng khic theo cach nhu tich

phan duong loai mét.

Ghi chia. C6 mot s6 cach ki hiéu khéc cho tich phan duong loai hai, chéng han
[ F-df, [ F-ds, [ F-dl.

Vi du. Xét truong hgp hai chiéu, n = 2. Viét F(x,y) = (P(x,y), Q(x,y)) var(t) =
(x(t),y(1)). Khi d6

JFdr= [ TG0, 50X 0) + QL) y(1))y (0] .

Ta dua ra hai tich phan méi:

. b
/rP(x,y) dx:/a P(x(t), y(£)x'(t) dt.

b
/rQ(x'W dy:/g Q(x(t),y(1)y'(t) dt.

Nguoi ta thuong viét

/rF~dr = /rP(x,y) dx + Q(x,y) dy.

Mot cach hinh thiic ¢6 thé nhé rang

‘dr =7 (t)dt, dx=x'(t)dt, dy=y'(t) dt.‘

D&i bién va su phu thuéc vao dudng di. Nhu da ban & diu chuong, ta rat
quan tam tdi viéc cac két qua do dac c6 thay d6i hay khong néu ta di theo nhiing
duong di khac nhau trén cung mét con duong.

Cho ¢ : [c,d] — [a, b] 1a mot phép vi dong phoi, tirc mot phép déi bién.

Néu ¢'(t) > 0 véi moi t € [c,d] ta néi ¢ bdo toan dinh hudng (orientation-
preserving) . Néu ¢'(t) < 0 véi moi t € [c,d] ta néi ¢ dio nguge dinh huong
(orientation-reversing)

Néu r : [a,b] — R" 1a mot dudng di thi r o @ 1a mot dudng di ciing vét véi r.
Ta néi r o ¢ va r sai khac mot phép déi bién. Ta c6 két qua don gidn sau day vé su
bat bién cua tich phan dudng qua mot phép ddi bién.

2.1.1. Pinh li (D6i bién trong tich phan duong). (a) Tich phin duong loai mét
khong thay d6i qua phép déi bién.
(b) Tich phin duong logi hai khong thay d6i qua phép déi bién bdo toan dinh hudng.
(c) Tich phén duwong logi hai d6i ddu qua phép doi bién ddo ngugc dinh hudng.

CHUNG MINH. Cho f la mét ham thuc va F 1a mot trudng vectd xac dinh trén

vét ctia duong r : [a,b] — R™. Cho ¢ : [c,d] — [a,b] 1a mot phép d6i bién. Ta xét
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2.1. Tich phan duong 45

truong hop ¢ dao nguoc dinh hudng, truong hop con lai la tuong tu. Theo Cong
thutc d6i bién cta tich phan ham boi, véi phép déi bién u = ¢(t) thi

b d
[£ds= [ sl du= [ f(e@)Ir(ot)]lg'0)] dr
d

= | flrle®)I(g(t) ¢’ (t)] dt
= | flrog(®)|(rog) (1) dt

Trong khi do
d

[E-ar= [ " B(r(u)) () du = [ IEC(o)) - (po)le (1) dt

c

Vi du. Ca hai loai tich phan dudng khong thay ddi dudi mot phép tinh tién cta
bién thoi gian t — t + c vdic € R.
Vi du. Véi duong di r(t), t € [a,b] thi duong r(a+b—t), t € [a,b], khéi dau &
r(b) va két thiic & r(a), dugc goi la duong nguoc ctia dudng r, ki hiéu 1a —r. Ta néi
dudng —r trai chiéu véi duong r. Dinh i néi néu ddo ngugc dinh hudng ciia
duong thi tich phan duong loai mot khong thay doi trong khi do tich phan duong loai hai
bi d6i déu.

Puong di r : [a,b] — R" dugc goi la chinh qui (regular) néu r tron trén [a, b]
va van toc 7/ (t) ludn khéac khong.
Ghi chid. Trong quyén sach ctia Stewart [Ste08, tr. 1034] thuat ngtt dudng tron
chinh la thuat ngtr duong chinh qui & day.
2.1.2.B6 dé. Gidsira : [a,b] — R" va B : [c,d] — R" la hai dwong di don chinh qui
vdi cing vét.

(a) Néu a va B khong dong thi B~ oa : (a,b) — (c,d) la mot vi dong phoi.

(b) Néu a va B do'ngﬂ dat B(t1) = a(a) va a(s;) = B(c), thi p~Loa : (a,b)\
{s1} = (c,d) \ {t1} la mot vi dong phoi.

Chu y rang a = Bo (87! oa), ménh dé trén néi rang hai duong di don chinh
qui v6i cting vét khac biét bdi mot phép doi bién. Ménh dé nay sé duoc ching
minh & phan sau. Tit ménh dé nay ta dua ra dinh nghia vé dinh huéng:

1Khéng con khé nang khac, vi néu & déng thi B ciing phai dong. Diéu nay dua vé viéc mot dudng tron
thi khong thé dong phéi v6i mot doan théng, mot két qua trong mon Topo.
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,Bflooc

Dinh nghia (dinh hudng). Ta néi hai dudng di don chinh qui c¢6 cing vét a va B 1a
cd citng dinh huéng néu phép vi dong phoi B! o & ¢6 dao ham luén duong. Nguge
lai néu B! o & c6 dao ham ludn am thi ta néi a va B 1a trdi dinh hidng.

Tir b6 dé va dinh Ii ta ¢6 két qua chinh ctia phan nay:

Dinh li (tich phan trén duong cong). (a) Tich phin dwong loai mot doc theo hai
duong di don chinh qui cé cing vét thi bang nhau.
(b) Tich phan duong loai hai doc theo hai duong di don chinh qui cé ciing vét va
ciing dinh hudng thi bang nhau.
(c) Tich phin duong logi hai doc theo hai duong di don chinh qui ¢ cing vét nhung
trdi dinh hudng thi doi nhau.

Nhu vay ta c6 thé néi dén tich phan duong loai mot (chang han chiéu dai) trén
mot tdp diém, vi du nhu mot duong tron, mot do thi, ... néu tap diém Ay la vét cua
mot dudng di don chinh qui nao d6. Trong trudong hop nay ta néi vét d6 1a mot
duong cong (curve).

D& tinh tich phan trén mot duong cong ta c6 thé chon mot duong di don chinh
qui bat ki dé thuc hién tinh toan. Ddi v6i tich phan duong loai hai thi ta duge cho
thém mot "dinh hudng" trén dudng cong va ta c6 thé chon mot dudng di don chinh
qui c6 cting dinh huéng bat ki dé tinh.

Vi du. Gia st ham thuc f xac dinh trén khoang [a, b]. Goi 7 1la mét dudng chinh
qui bat ki di ti a t6i b. Vi khoang [a, b] ciing la vét cia duong don chinh qui a(t) = ¢
véit € [a,b] nén

[ ras=[ras=] ey ar= [ pieyar

Day chinh 1a tich phan cta ham f trén khoang [a, b]. Vay tich phan ctia ham thuc
trén khoang la mét truong hop riéng caa tich phan duong loai mét.

Vi du (chiéu dai cta duong tron). Xét duong di r(t) = (Rcost, Rsint), 0 < t <
271, mot duong di véi téc do hang quanh dudng tron tdm O béan kinh R. Chiéu
dai cia duong nay 1a [T R dt = 27R. Néu ta lay mot duong di khéc a(t) =
(R cos(27t), Rsin(27t)), 0 < t < 1, thi chiéu dai ctia dudng nay la fol 2R dt =
27R.
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2.1. Tich phan duong 47

Bay gid ta c6 thé néi chiéu dai ctia duong tron bang 27R, khong phu thuodce
vao cach chon mot tham sb héa don chinh qui dé tinh.

Lién hé gitra hai logi tich phan duong. Néu a va B 1a hai duong di don chinh
qui cung dinh hudng tng véi duong cong C thi theo ta cé a(t) = B(e(t))
trong d6 ¢'(t) > 0véia < t < b (trong truong hop dudng dong ta gia st hai
duong c6 cuing diém dau va diém cubi). Vi &'(t) = B'(¢(t))¢’(t) nén hai vecto
o (t) va B/ (¢(t)) ludn cung phuong cung hudng.

Tir d6 ta dua ra dinh nghia hudng tiép tuyén ciia dudng cong dugc dinh hudng
C, vét ctia mot duong di don chinh quir(t),a < t < b, tai diém p = r(t),a <t < b,
1a hudng cta vecto van toc /(). Hudng tiép tuyén tai mot diém trén duong cong
duogc dinh huéng khong phu thudc vao cach chon duong di don chinh qui trén do.

Tai diém p = r(t) vecto tiép tuyén cing chiéu don vi dugc dinh nghia, d6 la
T(p) = ‘:jg—g‘, khong phu thudc vao cach chon duong di r theo dinh hudng cua C.

Néu F 1a mot truong vecto trén C thi

/CF.dr — /abF(r(t)).r’(t) dt:/ab {F(r(t)). |:;8|} ()] dt
= [ e Ty Pl = [ FoTas

Vay trong trudng hop nay tich phan duong loai hai c6 thé duge biéu dién qua

tich phan duong loai mét. Biéu thiic trén cling khang dinh lai ¥ nghia cta tich
phan loai hai, d6 1a t6ng thanh phan tiép tuyén cta truong doc theo duong.

* Chirng minh b3 dé Chiing minh nay chita nhing ki thuét hitu ich ma
ta sé str dung lai sau nay. Trudc hét ta sé can mot b6 dé nhé:

2.1.3. Bé dé. Gidsir vy : [a,b] — R™ la mot duomg don lién tuc va goi C = ([a, b]) la
vét ciia nd. Khi dé -y mang mot tdp mo trén khodng (a,b) thanh mot tdp mé trén C.

CHUNG MINH. Gia st V 1a mot tap con mé cua (a,b). Khi d6 V cing md trén
[a,b]. Vi [a,b] \ V 1a mot tp con déng cta khong gian compac [a, b] nén né ciing
compac. Do 7 lién tuc nén tap anh y([a,b] \ V) cling compac. Vi thé 7 ([a,b] \ V)
déng trong R”, va do d6 déng trong C. Mat khac vi dudng 7 1a don nén « han ché
lai trén (a,b) 1a mot song anh, nén c6 thé kiém duoc 1a ([a,b] \ V) = C\ y(V).
Suy ra (V) la tap con md cua C. O

Ghi chd. Néu thém gia thiét -y khong dong thi ta thiy ngay ching minh trén van
ding cho moi tdp md trén [a,b]. Khi d6 két qua trén c6 thé duge hiéu theo cach

1

1a anh xa ngugc v~ ! cling lién tuc, tic y 1a mot phep dong phoi (homeomorphism).

Néu 1y 1a dong thi |, ) 1a dong phoi lén vét C \ {y(a),v(b)}.

CHUNG MINH[2.1.2l Trong ca hai truong hgp ctia ménh dé ! o a da 1a mot
song anh (xem thém . Vi vai tro ctia hai duong di 1a nhu nhau, nén van dé
chinh la can chiing minh B! o & 1a ham tron. Goi C la vét ctia a va B. Ta sé chiing
minh B4 1a mot vi dong phoi lén vét C' = C\ {B(c), B(d)} ctia né, tic la ham
nguge B! : C' — (c,d) 1a tron. Diéu nay sé cho ngay két qua.
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48 2. Tich phan duong

Viét B(t) = (x1(t),...,xn(t)). Xét diém B(ty) v6i tg € (c,d). Do B'(tg) =
(x}(to), ..., x},(tg)) # O nén c6 chi sd i sao cho x/(ty) # 0. Ap dung Dinh Ii ham
ngugc cho ham x;, c6 mét 1an can mé V' C (c,d) caa fy trén d6 ham x; 1a moét vi
doéng phdi. Do d6 x; c6 ham ngugc tron ¢ : x;(V) — V, ¢(x;) = t.Suyravéit € V
thi

Bt) = (61 (@(x), - xi-1(9(x)), %0 %111 (@(5), - 59 (x1)).

Nhu vay B(V) 1a d6 thi cia mot ham theo bién x;. Trén (V) thi &nh xa ngugc
/3_1 trung véi hgp cta dnh xa chiéu xuéng toa do thu i va anh xa ¢:

V) B xi(v) SHv
(x1,%2,...,%p) X; —

Theo b6 dé B(V) la mot tap mo trén C/, do d6 ¢6 mot tap md U cta R” sao
cho B(V) = UNC'. Do anh xa chiéu p; xac dinh va tron trén U, nén c6 thé dugc
md rong thanh ham ¢ o p; xac dinh va tron trén U. Vay ! 1a tron tai (o). O

Bai 1p.
2.1.4. Tinh chiéu dai ctia duong r(t) = (2v/2t,e72%,e?),0 <t < 1.

2.1.5. (a) Mot vat di chuyén trong trudng trong luc ciia Qua dat tir mét diém c6 cao
d6 100 mét dén mot diém c6 cao d6 200 mét. Hoi cong ctia trong luc 1a am, bang
khong, hay duong?

(b) Cho C la mét dudng va n la vecto phap tuyén. Hoi [ - d7 1a &m, bang khong,
hay duong?

2.1.6. Mot soi day véi hai dau b dinh dudi tac dong cta trong truong sé ¢6 hinh dang mét
duong xich (catenary) voi phuong trinh y = acosh <§> , v6i cosh la ham hyperbolic cosine
cho bdi coshx = (e¥ +e7%)/2.

Dai tudng niém Gateway Arch & Saint Louis nudc My c6 dang mét duong xich dao
nguge. Vi trf diém tdm hinh hoc (centroid) ctia cdng dugc thiét ké theo cong thic y =
693.8597 — 68.7672 cosh 0.0100333x vdi y 1a khodng cach t6i mat dat va —299.2239 < x <
299.2239, don vi do la feet.

(a) Hay tinh chiéu dai ctia dudng tam hinh hoc.
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2.1. Tich phan duong 49

HINH 2.1.2. Gateway Arch.

(b)* Mbi mét cat vuong goc véi duong tam hinh hoc 1a mot tam gidc déu chi xudng dat.
Dién tich ctia mat cat nay la 125.1406 cosh 0.0100333x. Hay tinh thé tich ctiia Gateway Arch.

2.1.7. Cau Akashi-Kaikyo & Nhat Ban hién 1a cdy cau treo dai nhat thé gidi. Hai thap cao

HINH 2.1.3. Cau Akashi-Kaikyo.

297m tinh tir mat bién. Chiéu dai nhip chinh (khoang cach gitra hai thap) 1a 1991m. Mdi s¢i
cap chinh cé dang mot dudng parabola. Diém thdp nhét ctia sgi cap chinh cadch mat bién
khoang 97m. Hay tinh chiéu dai ctia mot sgi cap chinh, bang tinh chinh xac hoac tinh xap
xi.

2.1.8. Cho duong di chinh quir : [4,b] — R". Dt

s(t) = /at I (u)| du.
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Ham s duoc goi 1a ham chiéu dai (arc-length function) cta r. Dat chiéu dai caa r1al = s(b).
(a) Chung t6 ham s(t) ¢6 ham ngugc tron. Goi ham dé1a #(s), 0 <s < I.
(b) Kiém tra rang dudng a(s) = r(t(s)) c6 cing vét v6i duong r. Ching t6 tbc do cta
a ludn la 1.
Viéc thay r boi & duoc goi 1a tham s6 hoa lai theo chiéu dai (reparametrization by arc-length).
Chu y rang % (t) = |'(t)|. Diéu nay thuong duoc viét duéi dang ki hiéu la ds = |/ (t)|dt.
2.1.9. Lién quan t6i phan chiing minh cﬁa Chiing minh rang néu ¢ : [a,b] — [c,d] 1a
mdt song anh lién tuc thi ¢(a) = ¢ va (b) = d, hodc p(a) = d va p(b) = c. Suy ranéu a va
B 1a hai dudng di lién tuc, don, khong déng, c6 cling vét, thi ching c6 cung tap diém dau
va diém cudi, tic 1a {a(a), a(b)} = {B(c), B(d)}.
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2.2. Trudong bdo todn

Dinh nghia. M6t truong vecto F dugc goi 1a bio toan (conservative) néu c6 ham
thuc f, goi la ham thé (potential function) cta F, sao cho Vf = F.

Vecto V f(x) dai dién cho dao ham f(x), vi thé ta c6 thé hiéu la f' = F: ham
thé f chinh la mot "'nguyén ham" (antiderivative) ctia truong F.

Truong hiang Gia stt ¢ € R” va F 1a truong trén R cho bdi F(x) = c.
Dinh 1i (cong thitc Newton-Leibniz). Gid sit r la mgt duong di tron bat diu & A va
két thiic & B. Cho f la mgt ham thuc tron trén mot tip mo chita vét ciia r. Khi do:

Vs -ar = r(B) - £(4).

Dinh Ii trén c6 mét hé qua la tich phan f . Vf - dr khong phu thudc vao su lua
chon duong di r tir diém A t6i diém B. Ta noi tich phan nay 1a doc lip vdi duong di.
Cong thuc trén c6 thé dugc hiéu nhu:

B
[, =1B) - f(a).

Day 1a dang tong quat héa cta cong thirc Newton-Leibniz cia ham mot bién.

CHUNG MINH. Giasur: [a,b] - R", r(a) = Avar(b) = B. Khi d6 theo cong
thitc Newton-Leibniz ctia ham mot bién:

/er-dr:/abe(r(t))-r’(t) dt:/ub;t(for)(t) dt = for(b) — for(a).
O

Hé qua (tich phan caa truong bao toan chi phu thudc vao diém dau va diém cudi
ctia duong di). Néu F la mot truong bio toan lién tuc trén mién D thi tich phdn ciia F
trén mot duong di tron trong D chi phu thudc vao diém dau va diém cudi ciia duong di.

Hé qua (tich phan clia truong bao toan trén duong di déng thi bang khong).
Néu F Ia mot truong bdo toan lién tuc trén mién D thi tich phan ciia F trén mot duong di
tron déng trong D biang khong.

Nhing két qua trong phan trén c6 thé duge md rong cho cac dudng tron ting
khuc.

Y nghia vét I cGa khdi niém trudng bdo todn.

Vi du. Xét vat c6 khdi lugng m & trong khong gian gan bé mit qua dat. Ta gid st
trong truong khong ddi trong phan khong gian nay. Néu ta dat truc z vudng goc
véi mat dat, chi ra ngoai, va géc toa do trén mat dat thi trong luc tac dong lén vat
1a F = —mgk = (0,0, —mg) trong d6 g ~ 9,8 m/s? la hing sb trong trudng gan
mat dat. Ta tim duge ham thé ctia trudng nay c6 dang f(z) = —mgz + C. Trong
Vat i ta thuong cho thé nang ctia vat & trén mat dat 1a duong, con thé ning tai mat
dat bang 0, do d6 thé nang ctia vat duge cho bdi ham U(z) = mgz. Nhu vay ham
thé trong Vat li 1a d6i ciia ham thé trong Toan.
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52 2. Tich phan duong

Vi du (truong trong luc). Gid st mot vat c6 khdi lugng M nam & goc toa do trong
IR3, va mot vat c6 khéi lugng m nam & diém 7 = (x,y,z). Theo co hoc Newton, vat
c6 khéi lugng m sé chiu tac dong ctia luc hdp dan tir vat c6 khéi lugng M bang

mMG

F(7) = BT 7.

Ta tim mot nguyén ham cho F bang cach giai hé phuong trinh

)
%(x,y,z) = —mMG (x2+y2):—z2)3/2
9
%(xr%z) = —mMG (x2+yzy+zz)3/z
)
%(x,ylz) = —mMG (x2+yzz+zz)3/2-

Tir phuong trinh thir nhét, 14y tich phan theo x ta duoc

mMG
fxy,z) = /_mMG(x2+y2+22)3/2 dx = (x2 + 12 + 22)172 T

Thay vao hai phuong trinh con lai, ta dugc C(y,z) thuc sy chi 1a mot hang s6 C.
Vay truong trong luc 1a mot trudng bao toan véi mot ham thé 1a f(7) = mﬁff .

=2

C(y,z).

Gia st mot vat di chuyén dudi tac dung cua tong lic F. Gid st truong F 1a
bao toan véi f 1a mot ham thé. Gia st vi tri ca vat & thai diém ¢ 1a r(t). Gia sk
r(tp) = xg var(t;) = x1. Ta dinh nghia:

Dong ning (kinetic energy) (nang lugng tir chuyén dong) ctia vat la K(t) =
Tm|r' (1))

Thé niing (potential energy) (nang lugng tir vi tri) ctia vat1a U(x) = —f(x).

Theo dinh li co ban ctia tich phan duong:

[ dr = fa) = flx0) = ~(U) - Ulx),

Vay cong ctia truong bang déi ctia bién thién thé nang.
Mit khéc theo co hoc Newton: F = ma = mr”. Do d6:
x1 31 51
/ F-dr= / F(r(1)) -7 (¢) dt = / mr" (1) -7 (t) dt.
b)) to to
Bay gios chii y hé thire (/- #/) = ¢ -/ +7 -+ = 2" ¥ hay ' - ¥ = %(|7’/|2)I1
ta bién déi

X t
[TEdr = [T (r Ry
X0 7 2

=m0~ gl (1) P = K(t2) ~ K(to).

Vay cong ctia truong bang bién thién dong nang.
Ta két luan K(t) + U(r(t)) khong ddi, vay tong dong ning va thé ning, tirc ning
lugng co hoc, dugc bdo toan trong qud trinh chuyén dong trong truong bdo toan.

Bai tap.

2.2.1. Dudi day la hinh vé ctia trudng vecto F quanh diém (0, 0):
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2.2. Truong bao toan
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(a) Udc dodn trudng F ¢ bao toan khong?
(b) Udc doan tich phan cta truong F doc theo dudng C la am, duong hay béng 0?

2.2.2. Udc doan truong sau day c6 bao toan khong?

ﬁllill¢w¢rr11x
iw&TTTTTT
AEEEE NSRS
BEREENNEEE
Jffjibt,TTTTIT
lllll¢¢*TTTTT%
RN R RN
"¢*"¢V¢¢TT\\\
BEREEEINEEE
IR
R RN RN
EERESNISEEERE
lllll*”’TTTTT{¥
lllli‘*ﬂT?TT

2.2.3. Tim mét ham f(x,y,z) sao cho f(0,0,0) = 6 va Vf(x,y,z) = (2y,2x,¢%).
2.2.4. Cho Cla dudng y = x3 tir diém (0,0) t6i diém (1,1).

(a) Tinh [ 3y dx + 2x dy.

(b) Dung cau (a), tinh [~(3y + ye*) dx 4+ (2x +e* +¢¥) dy.

53

2.2.5. Tinh cong ctia truong luc F(x,y,z) = (2,3y,42z%) khi mang diém (1,1,1) téi diém

(1,0,0).

2.2.6 (dién truong). Dinh luat Coulom‘tﬂ la moét dinh luat ctia vat 1i 6 duogc tir thue nghiém
dugc phat biéu nhu sau: Néu trong R3 ¢6 hai dién tich g1 va g thi dién tich g7 sé tac dong

2Dinh luat nay duge phét biéu 1an dau tién bdi Charles Coulomb nadm 1785.
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54 2. Tich phan duong

lén dién tich g, moét luc bé”mg
o 192
F@) = dmey |73

trong d6 7 1a vecto tir diém mang dién tich q; sang diém mang dién tich g,, va ey la mot
hang s6. Dé don gian ta gia st dién tich g1 ndm & gbc toa do, khi d6 7 = (x,v,z) 1a vi tri cda
dién tich gp. Ching t6 dién truong 1a mét truong bao toan.

2.2.7. Ching t6 hai ham thé bat ki ctia cling mot trudng xac dinh trén mot mién mé lién
thong sai khdc nhau mot hang sb. Diéu nay ¢ ciing ding khong néu bo gia thiét mién lién

thong?
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2.3. Binh li Green 55

2.3. Dinh li Green
Trong phan nay ta chi lam viéc trén trén mat phang Euclid hai chiéu R?.

Dinh Ii Green cho mién don gidn. Gia st D 1a mot mién don gian c6 bién tron
ting khuc trén R2. Cu thé, nhu 1a mot mién don gian theo chiéu thang ding, D ¢6
dang D = {(x,y) |a <x <D, f(x) <y < g(x)} trong d6 f(x) va g(x) 1a ham tron,
trong khi d6 theo chiéu ndm ngang thi D = {(x,y) | c <y < d, h(y) < x < k(y)}
trong d6 h(y) va k(y) la ham tron.

YA
d y=g(x)

=y

a b

Bién ctia mién D dugc dinh huéng duong nhu sau. Mot cach truc quan, bién
dugce dinh hudng sao cho theo mot duomg di trén bién theo hudng di chon thi mién nam bén
tay trdi ciia duong di. Mot cach chinh xac, 9D dugc dinh hudng ciing chiéu véi dinh
hudng cta cac duong di y1(x) = (x, f(x)),a < x < bva —yy véiy(x) = (x,8(x)),
a<x<bh.

2.3.1. Dinh nghia (tron). Néu x la mét diéim bién cia thudc mién xac dinh ctia ham
f thi ta néi f la tron tai x néu c6 mot lan can md cda x trong R” trén d6 f c6 thé
dugc mo rong thanh mot ham tron theo nghia da biét 6 tuc la ¢ cac dao ham
riéng lién tuc.

Theo dinh nghia & cac dao ham riéng ctia ham tron khong nhét thiét dugce
xac dinh tai cac diém bién, vi c6 thé c6 nhiéu cdch mé rong ham. Tuy nhién chang
han trong trudong hgp mién xdc dinh D la bao déng ctia mét tap md c6 thé thay
rf“mg néu f tron trén D thi cdc dao ham riéng cta f dugc xac dinh va lién tuc trén
D.

Pinh 1i (Pinh 1i Green cho mién don gian). Cho D la mgt mién don gidn vdi bién
tron ting khiic diroc dinh huong dicong. Gid sir (P, Q) la mgt truong vecto tron trén D.

Khi d6:
B 90 op
/aDde—i—Qdy—//D [ax_ay] dA.

CHUNG MINH. Ta cé:
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56 2. Tich phan duong

/de: Piax+ [ Pdx— [ Pdx— [ Pdx
oD %1 72 73 Ya

= / ) dx — /ﬂb P(x,g(x)) dx

Xem D la mién don gidn theo chiéu thang ding, do cac dao ham riéng cta
truong la lién tuc trén D nén ta c6

//D_*d - /</f<x> ay )dx

= [1PCe £3)) ~ Pl ()]

- fl g

Tuong ty, xem D 1a mién ddn gian theo chleu nam ngang, ta dugc

0= [

Cong lai ta dugc két qua. O

Vay

Ddi voi mot mién khong don gian nhung c6 thé dugc phan chia thanh mét hoi
ctia hitu han nhitng mién don gién véi nhiing phan chung chi ndm trén bién, ta c6
thé &p dung cong thitc Green cho tirng mién don gian roi cong lai.

Vi du. Céng thirc Green van ding chomién D = {(x,y) |1 < x> +y? <2, y > 0},
méc dit mién nay khong phai 1a mot mién don gian.

D
Gy . ¢
D, D,
3 R
3 Cs

Chia D thanh hdi ctia hai mién don gian Dy va D, dugc miéu ta trong hinh
vé. Chu y rang khi dugc dinh huéng duong ting vé6i D, thi duong C; duge dinh
hudng ngugc lai, trd thanh —C;. Ap dung Céng thitic Green cho D va D, ta dugc:
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2.3. Binh li Green 57

o -5 2 = L 5 - ear S, 5n - 3 o

</C1F~dr+/(:7F~dr+/CSF-dr+/CéF-dr>+

+</CF-dr—i—/CF-dr—i—/CP-dr+/CF-dr>.
2 3 4 —L7

/F~dr+/ P-dr+/ F~dr+/ F.dr+
Cq C C3 Cy

+/ F-dr+ F-dr
Cs Ce

F-dr.
oD

Mot khé khan khi mudn phét biéu cong thitc Green cho nhiing mién tong quat
hon la viéc dinh nghia mét cach chinh xdc nhitng khai niém xuat hién trong cong
thitc, nhu thé nao 1a dinh huéng duong ctia bién, khi nao thi bién ctia mét mién
1a mot duong, khi ndo thi mot dudng bao mot mién, ... Mot phét biéu va ching
minh so cAp ctia cong thitc Green cho mién téng quat hon c6 trong quyén sach cta
Kellogg [Kel29, tr. 119] xuét ban nam 1929, & d6 cong thuc duge chiing minh cho
mdt mién khong don gidn bang cach xap xi mién dé bang nhirng mién 1a hoi cta
hiru han mién don gian, sau d6 qua gi¢i han. Ngay nay cong thitc Green thuong
dugc xét nhu 1a mot truong hop riéng ctia cong thirc Stokes tong quét cho khong
gian nhiéu chiéu ma ta sé nghién ctru & phan sau.

Piéu kién dé trudng vecto phéng 1& bdo todan.

Dinh li. Néu truong F = (P, Q) tron va bdo toan trén mét tip mé chita tip D C R? thi
trén D ta co
P 30
ay  ox’
CHUNG MINH. Gia st f 1a ham thé ctia F. Khi d6 &£ = P va % = Q. Vsi gia
thiét vé tinh tron nhu trén thi cac dao ham riéng ctia P va Q ton tai va lién tuc trén

. 9P _ 9 f . 02Q _ 9f 2f « Pf ,a A .
D, hon ntra = apox VA 3 = vy Vi axay VA ayax ton tai va lién tuc nén ching

bf?mg nhau, do do 3—5 = %—8. O

2.3.2. Vi du (diéu kién P, = Qy chi 1a diéu kién can, khong phai 1 diéu kién
du). Xét truong

F(xy) = (P(xy), Qx.y)) = (;yyzw)

0Q

Ta co op =
ady  ox

tinh toan tryc tiép cho thdy néu C la dudng tron ban kinh don vi tdm tai (0,0)
ngugc chiéu kim déng hd thi f c E.d7f = 27 khac 0. Vay E khong phai la mét
trudng vecto bdo toan trén mién xac dinh ctia né. Xem thém &[2.3.11

trén trén mién xac dinh la mat phang bé di diém (0,0). Mat khac,
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58 2. Tich phan duong

Mot tap D C R" duoc goi la mét mién hinh sao (star-shaped region) néu c6 mot
diém py € D sao cho v6i moi diém p € D thi doan thang ndi pg va p dugc chia
trong D.

Vi du. R” la mot mién hinh sao.

Mot tap con 16i ctia R” 1a mdt mién hinh sao.

R" trir di mot diém khong 1a mién hinh sao.

Duéi day 1a mot diéu kién da dé truong 1a bao toan:
2.3.3. Dinh 1i (B6 dé Poincaré). Gid sit F = (P, Q) la mgt truomg vecto tron trén mién
md hinh sao D C R?. Néu %’ = ?TS trén D thi F la bio toan trén D.

e ~ s s 2 A N , oA p . ~ ? 47 A 2

CHUNG |7\/IINH. Dé goiy, 6 day ta dung k,1 hiéu fPO F - dr dé chi tich phan cua F

trén doan thang po + t(p — po), 0 < t < 1, n6i diém pg voi diém p. Dat

fp) = [ F-ar.
Po

HiNH 2.3.1. Mién hinh sao.

thi day chinh 1a mot ham thé cta F. Ta sé kiém tra rang % = P, chiing minh
% = Q la tuong tu. Theo dinh nghia cia dao ham, véi i=(1,0), ta cé:

p+h? P
%(p)zliml / F~dr—/ Fdr|.
ax h—0 h Po Po

Chd y do D md nén néu i da nhé thi diém p + hi sé nam trong D. Néu ba
diém po, p va p + hi khéng ciing nim trén mot dudng thing thi chiing tao thanh
mot tam gidc. Tam gidc nay 1a mot mién don gian do d6 ta c6 thé dp dung dinh li
Green cho mién nay, dung gia thiét %—I; = %9 ta duoc tich phan dudng trén bién
ctia tam giadc bang 0, tuc 1a

phi p p+hi
/ F.-dr— F-dr:/ F-dr.
p p

0 Po
Cong thitc nay cling ding néu ba diém la thang hang.
Vit p = (x,y), va lay duong di thing tir p t6i p + hi la r(t) = (x +t,y) véi

0 <t <h,tadugc
p+hi x+h
/ F-dr= / P(t,y) dt.
[4 X
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2.3. Binh li Green 59

Do d6

af . 1 x+h -
S(p) =lim & [ P(ty) at = P,y

Dang thitc cudi cting 1a mot két qua quen thudce trong Giai tich 1, c6 thé duge kiém

dé dang st dung viéc ham P lién tuc theo x, xem [2.3.15 (|
Néu c6 mét truong (P, Q) ma %Iy? = % nhung lai khong béo toan thi bs dé

Poincaré cho biét mién xac dinh cta trudng khong phai 1a mot mién hinh sao.
Nhu vdy mot gia thiét gidi tich da dua dén mot két luan hinh hoc.

Két luan ctia b6 dé Poincaré van ding néu thay mién hinh sao béi mién téng
quat hon goi 1a mién don lién (simply connected), dai khéi 1a mién chi gdom mot
manh khong c6 16 thiing. D€ trinh bay chinh xac can vuot ra ngoai pham vi moén
hoc nay, xem [Sja06].

Ta thay chirng minh ctia bd dé Poincaré van diing néu ludn ton tai duong di tir
diém po t6i diém p, khong nhét thiét phai la dudng thang, va tich phan [} F - dr

chi phu thudc vao diém dau pg va diém cudi p. Tir d6 ta c6 mot tiéu chuén nita:

Dinh li. Gid sit F = (P, Q) la mot truong vecto tron trén mién md lién thong duong
D C R%. Néu tich phin duong ciia F trén D chi phu thudc vao diém dau va diém cudi ciia
duwong di thi F la bdo toan trén D.

Bdi tap.
2.3.4. Cho C la bién ctia hinh vuéng [0,1]> C R? dinh hudng theo chiéu kim dong hé. Tinh
tich phan [ x® dx + (x +sin(2y)) dy.

2.3.5. Cho F(x,y) = 2xyi + x2j. Goi T la tam gidc véi cac dinh (0,0), (0,1), (1,1), dinh
hudng nguge chiéu kim dong ho. Giai thich tai sao [;. F - d7 = 0 bang 3 cach.

2.3.6. Cho F(x,y) = (x® +y,x + /y* + 32 + 1). Trudng nay c6 bao toan khong? Goi C(t) =
(1 —cos®t,sin2t), 0 < t < 7. Tinh Jc F-dr.

2.3.7. Cho F(x,y) = (y —2xye *",e~*" + y). Tinh tich phén cta truong nay trén nira duong
tron don vi di tu (1,0) t6i (0,1).

2.3.8. Goi D 1a mot mién trén d6 cong thitc Green c6 thé 4p dung dugc. Chiing té dién tich
ctia D c6 thé dugc tinh theo cong thirc

|D|:—(/aDydx:/andy:;/E)Dxdy—ydx.

2.3.9. Cho duong cong trong mat phﬁmg (x,y) viét bf?mg phuong trinh dung toa dé cuc
r =4+3cos(116), v6i 0 < 8 < 277 (xem hinh[1.5.5). Ding hay tinh dién tich ctia mién
dugc bao bdi duong cong nay.

2.3.10. Cho duong cong hinh sao (astroid) x5 4 y% =23,
(a) Vé duong nay.
(b) Tinh dién tich ctia mién bao béi dudng cong trén bang cch dung tich phan boi.
(c) Tinh dién tich mién nay bang cach ding tich phan dudng, dung tham s6 héa cia
duong astroid: x = 2cos’ 6, y = 25sin’ .
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60 2. Tich phan duong

2.3.11 (tiép tuc[2.3.2). Trén mat phang Oxy, xét truong

Fxy) =" ——— |
2 <x2 Tyl +y2>
(a) Kiém tra rang néu x # 0 thi F c6 mot ham thé 1a 6 = arctan %, véi 0 chinh 12 bién

goc trong toa do cuc. Nguoi ta thuong viét mot cach hinh thic

__Y x
ae = x2+y2dx+ PR

dy.

(b) C6 thé md rong 6 thanh mot ham tron trén toan mién xac dinh cta F khong?

(c) Tich phan 5 [ d6 duoc goi s0 vong (winding number), tinh theo chiéu nguoc
chiéu kim déng ho, ctia duong di C quanh diém O.
Ching t6 sb6 vong ctia dudng di (cost,sint), 0 < t < 2n7 dung bﬁmg n.

(d) Taisao F khong c6 ham thé trén mién xac dinh?

2.3.12. Trén mat phang Oxy, xét truong

x Y
F 7 = P 7 7 7 = 5 . . »Hr T H o |-
(xy) = (P(x,y), Q(x,)) <x2 TR +y2>
(a) Kiém tra ré‘mg Py = Qy trén mién xac dinh cta F.
(b) Chiing td F bao toan trén mién xac dinh. Diéu nay c6 gi mau thuan véi hoac

hay khéng?

2.3.13. Cho F(x,y) = (J(;Tyyz ijz) .Cho Cy la duong e-lip 9x2 + 4y = 36 va C; la duong
tron x2 + y2 = 1, déu dugc dinh hudng cting chiéu kim dong hd. Ching t6 tich phan ctia F

trén C; va trén C, la bang nhau va tinh ching.

2.3.14. Cho F = (P, Q) la trudng vecto xac dinh trén mat phing trir diém O, khong xoay
(nghia la 3—5 = %—8 tai moi diém).

Namnars~

Giastt [, F-d7 =1va [, F - d7 = 2 (xem hinh). Hay tinh tich phan ctia F trén ¢, d, vae.

2.3.15. Lién quan t6i phan chitng minh ctia hay kiém tra: Néu f : [a,b] — R lién tuc
va x € [a,b] thi limy,_,g % fxx+hf(t) dt = f(x). Hay chi ra rang dinh I co ban cta Vi Tich
phan ham mot bién néi rang [ f(t) dt 1a mot nguyén ham ctia f trén [a,b] 1a mot hé qua

ctia két qua trén.

2.3.16. * Ching minh vét cia mot duong di tron trén mat phang c6 dién tich khong. Dinh
1i duong cong Jordan trong Topo néi rang mot dudng lién tuc, don, dong trong mat phang
bao mot mién lién thong bi chan. Do d6 mét duong di tron, don, déng thi bao mot mién cé
dién tich.
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Chuong 3
Tich phén mat

3.1. Tich phan mat

Mat. Giéng nhu duong, d6i véi ching ta mot mit (surface) 1a mot anh xa r tir mot
tap con D ctia R? vao IR3. Tap anh r(D) dugc goi 1a vét ctia mat.

Vidu. Ntra trén ctia mat cau la vét ciamat (x,y,z = /1 — x2 — y2) véix? + 4> < 1
(toa do Euclid). D6 cling 1a vét ctia mt (sin ¢ cos 6, sin ¢sin6,cosp) v6i 0 < 6 <
2rva 0 < ¢ < 7 (toa do cau).

Mitr: D — R3 duoc goi la tron (smooth) néu r 1a anh xa tron.

Vidu. Choham thuc f tron trén mét tap md chwaa D thimatr(x,y) = (x,y, f(x,y))
v6i (x,y) € D la tron, véi vét1a do thiz = f(x,y).

Dién tich mdt. Chomatr : D — R3. Vi mot phép chia ctia D ta c6 mot phép chia
ctia mat thanh nhitng manh nhé. Mot hinh chit nhat con véi kich thudc Au x Av
sé dugc mang thanh mot manh trén mat dugc xap xi tuyén tinh bang hinh binh
hanh xac dinh bdi cac vecto r,, (1, v) Au va r, (1, v) Av. Dién tich cta hinh binh hanh
nay dugc cho bdi do 16n cua tich ¢6 hudng cta hai vecto nay, tuc la |ry, (1, v) X
o (1, 0)|Aulv.

z
v
D
o
AY
(i)
Au
U x
Tir d6 ta dua ra dinh nghia:

Pinh nghia. Dién tich cia matr: D — R31a

// |ty X 1y] dA.
D

Ghi cha. Trong tinh toan ta c6 thé dung cong thitc

ju x o] = /|l — (1, 0)2 = /(1) (0,0) = (,0)2

61
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62 3. Tich phan mat

Vidu. Giast f : D — R la mot ham tron trén mot tdp mé chia D. Xét mat
r(x,y) = (x,y, f(x,y)) c6 vét 1a d6 thi ctia ham f. Dién tich cia mat nay la

//D,/1+f,%+fy2dA.

Tich phén mat logi mét. Cho matr : D — R3 v6i vét S = r(D). Cho f la mot
ham thyc trén S.Ta muén tinh tong gid tri ciia ham trén mit. Li ludn nhu trong phan
dién tich mat, trén mbi manh con trén mat ta xap xi tuyén tinh dién tich cia manh
con bang dién tich ctia mot hinh binh hanh, bang |r, (1, v) x r,(u,v)|Aulv, va xap
xi gid tri cia ham f bang gid tri ctia n6 tai mot diém r(u, v). Tir d6 ta dua ra dinh
nghia:

Dinh nghia. Cho métr : D — R> v6i vét S = r(D). Cho f : S — R. Tich phan
mat loai mot cua f trén r la

//rde = //Df(r(u,v))|ru(u,v) X ro(u,0)| dA.

Vidu. Néu f = 1thi [ 14dS chinh la dién tich ctia mét r dugc dinh nghia & trén.

Vidu. Giast f : D — R la mot ham tron trén mot tdp md chira D. Xét mat
r(x,y) = (x,y, f(x,y)) c6 vét1a d6 thi S ctia ham f. Gid st ¢ : S — R. Khi d6 tich

phéan ctia g trén r la

J[gas =[] st sy i+ 2+ aa

Ghi chii. Trong cac tai liéu khéc tich phan mat loai 1 con dugc ki hiéu bang /. ¢ fdo,
J. g fdx.

Tich phén mat logi hai. Cho matr : D — R3 véi vét S = r(D). Cho F 1a mot
trudng vecto trén S, tic F : S — R3. Ta mudn tinh t6ng ciia thanh phan phdp tuyén
cua truong trén mat.
Nhu trong tich phan mat loai moét, dién tich cia mot manh con ctia mat duogc
xép xi béi dién tich hinh binh hanh |r, (1, v) X r, (1, v)|Aulv.
Trén manh con trudng F dugc xap xi bang gid tri ctia n6 tai diém r(u, v). Vecto
phép tuyén don vi cia mt tai diém r(u, v) 1a
ru (1, v) X 1r4(u,v)
|7 (u,0) X ro(u,0)|’

Thanh phan phap tuyén cta vecto F(r(u,v)) 1a s thuc

F(r(u,0))

_ (1, 0) X 15(u,v)
|7 (u,0) X ro(u,0)|

Tong thanh phan phép tuyén cta F trén manh con dé duge xap xi bang

F(r(u,0))

' ru(1,v) X 15(u,v)
[ry (1, 0) X (1, 0)|

[ru(u,0) X ry(u,0)|Aulo = [F(r(u,v)) - ry(u, v) X ro (1, v)|Aulro.

Cht y rang sb thuc trén ciing 1a thé tich ¢6 hudng ctia khdi binh hanh sinh béi ba
vecto F(r(u,v)), ry (1, v)Au, ry (1, v) Av.
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3.1. Tich phan mat 63

T day ta dua ra dinh nghia:

Dinh nghia. Cho matr : D — R3 v6i vét S = r(D). Cho F 1a mot truong vecto
trén S, titc F : S — R3. Tich phan mat loai hai ctia ctia F trén r la

J[Fed5 = [[ Fortn o) (o) % rofu,0)) da,

Ghi chi. Trong tinh toan ta c6 thé dung cong thirc a - (b x ¢) = det(a, b, ¢).

Ghi chu. Ta tinh dugc ngay

a(%z);Jr

d(z,x)~» a(x,y)i{»
o(u,v)  I(u,v '

) 3w, 0)

Tir d6, viét F = Pi+ Qj + Rk , trong mét s tai liéu nguoi ta ding thém céc

ru(1,0) X 15(u,0)) =

tich phan mat:

//rP(x,y,z) dydz = //rP?~d§= //rP(r(u,y))géi/l:‘Z; dA,
//rQ(x,y/Z) dzdx = //r Q]_"~ ds = //rQ(r(u,v))géi’,z; dA,
)

//rR(x,]/,Z) dxdy = //rRE-dgz //YR(r(u,U))aEu,v) dA.

Véi cac ki hiéu nay thi
//F-d§: //(dedz+dedx+Rdxdy).
r r

Mat nhu 16 tap diém. Binh hudng. Tuong tu nhu da xdy ra véi duong, trong
nhiéu tng dung ta mudn xem mat nhu 1a mot tap diém chit khong phai 1a mot

Y
8
<

anh xa. Bay gid ta xady dung quan diém nay.

Cho D va D' 1a hai tap con mé ctia R? va gia st ¢c6 mot vi dong phdi ¢ tir D
lén D’. Mot vi dong phoi nhu vay con dugc goi la mot phép doi bién. Nhing phép
d6i bién nhu vay chiing ta da nghién ctru trong phan cong thic déi bién cta tich
phén boi. Néu detde(p) luoén duong trén D thi ¢ duoc goi 1a mot vi dong phoi
bio toan dinh hudng (orientation-preserving diffeomorphism). Néu detdg(p) luén
am thi ¢ dugc goi la mot vi dong phoi dio nguoc dinh hudng (orientation-reversing

diffeomorphism).

3.1.1. Pinh li (Bat bién ctia tich phan mit qua phép déi bién). Gid sit D va D’
la hai tdp con méd bi chin ciia R? va ¢ : D' — D la mot phép ddi bién. Cho mat tron
r: D — R3. Khi do:

(@) Tich phdn mdt logi mét khong d6i qua phép déi bién:

o= ff s

(b) Tich phin mt logi hai khong d6i qua phép doi bién bdo toan dinh huong:

//F~d§:// F.ds.
r TOqD
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64 3. Tich phan mat

(c) Tich phan mdt logi hai d6i diu qua phép d6i bién ddo nguoc dinh hudng:

//P-d§:—// F.dS.
r 1’0¢

CHUNG MINH. Theo qui tac dao ham ctia ham hop:

Jrog(s, t) = Jr(,0) ]y (s, t).

Cu thé hon:
d(rop) or du dr v
3 ou 9 90 9
d(rop) or ou  dr v
ot ou ot v ot
Nhan hai vecto nay, va don gian héa, ta dugc

Arog) Arog) (arxar)(au v ou 87})

X = | = — — =

ds ot ds ot ds ot ot 0s
(o) o)
 \os at) s t)’
Viét cach khac:
(3.1.1) (ro@)s X (rog@)y = (ryu xry) det]q,(s,t).

Bay gity dung cong thitc ddi bién ctia tich phan boi ta duge diéu phai ching
minh. O

3.1.2. Ménh dé. Cho D va D' Ia tdp con dong, bi chin ciia R?> va chor : D — R
va v’ : D' — R®1a hai mdt don chinh qui c6 ciing vét. Khi dé r(dD) = r'(dD’), va

r'“Yor: D — D' la mét vi dong phoi.

Ta goi tap r(0D) = r'(9D’) 1a bién ctia mat cong S = r(D) = '(D’), ki hiéu la
08S.

Tanéi r va r' c6 cing dinh huing néu ¥'~! o r béo toan dinh hudng va trdi dinh
hidng néu r'~! o r ddo nguge dinh hudng. Tap hgp cac tham s6 héa don chinh qui
ctia S dugce chia thanh cac 16p tuong duong, mai 16p duoc goi la mot dinh huding
ctia mit cong S.

Vi du. Xét phan mat cdu x> +y? + 22 = 1, x,y,z > 0. Tap diém nay c6 thé dugc
tham s6 héa nhu la mot mat d6 thi (x,y,z = /1 — x2 — y2). Mot cach khac dé
tham s6 hoa tap nay la dung toa do cu: x = sin¢ cosf, y = sin¢gsinf, z = cos ¢,
voi0 < ¢ < /2,0 < 0 < 7r/2. Véi thu tu (¢,0) cta toa do cau, phép bién déi
(¢,0) — (x,y) co Axy) sing cos¢ > 0, do d6 bao toan dinh huéng. Nhu vay

9(¢.0)
hai tham s6 héa nay c6 cuing dinh huéng.

Matr: D — R3 duge goi la
e don (simple) néu r 1a don anh,
e chinh qui (regular) néu hai vecto r,, (1, v) va r, (1, v) xac dinh va luén khong
cung phuong trén D; ndi cach khac vecto r, (1, v) X 14(u,v) ludn khac 0
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3.1. Tich phan mat 65

trén D. Mot cach truc quan, mat 1a chinh qui néu phép tuyén c6 thé duge
xac dinh.
Vidu. Choham thuc f tron trén mét tdp md chua D. Xétmatr(x,y) = (x,y, f(x,y))
véi (x,y) € D. Vét cta r 1a mat do thi z = f(x,y). Tacéd ry = (1,0, fy) va
ry = (0,1, fy), do d6 ry x 1y = (—fx,—fy,1) # 0. Vay r la mot mat don, chinh
qui.
Két qua chinh ctia phan nay 1a mot hé qua caa(3.1.2)3.1.1) va[1.3.5

3.1.3. Dinh li (Tich phan trén mat cong). Trén nhitng mdt don, chinh qui véi cung
vét, xdc dinh trén tdp con dong bi chin cd dién tich ctia R? thi:
(a) Tich phan mit logi mgt la nhu nhau.
(b) Tich phdn mdt logi hai la nhu nhau néu hai mdt cung dinh huong va d6i nhau
néu hai mdt trdi dinh huong.

Nhu vay ta c6 thé ndi ti tich phan mat loai mot trén mot tap diém (mot mat
cong) néu tap diém do la vét cia mot mat don chinh qui xac dinh trén moét tap
déng c6 dién tich. Dé tinh tich phan ta c6 thé 1dy mot tham s6 héa don chinh qui
xéac dinh trén mot tap dong bat ki. D6i vdi tich phan mét loai hai ta can lay tham
s6 héa c6 ciing dinh hudng voi mat cong. Véi y nghia d6 ta ¢6 thé dung ki hiéu

[fsfdSva [[sF-dS.

Vi du (Dién tich mit cau). Xét nira mat cau trén x> + > +z2 = R%, z > 0. Tap

diém nay c6 thé duge tham s6 héa nhu 1a mot mat do thi: r(x,y) = (x,y,z =
RZ — x2 —y2), x> + y*> < R2. Dién tich cta tap nay dugc hiéu 1a dién tich cta

mot tham s6 héa don chinh qui ctia n6 nhu tham s hoa vita cho. Véi tham s6 hoa

trén ta dugc dién tich nay bang

/ /x2+y2§R2

drd6

dxdy

21 rR Rr
/o /0 VR? — 2

= 27R%

X X 1
VRZ =52 _yz’ VRZ =2 _yz’

Néu ta xem dién tich mat cau 1a téng dién tich hai nita mat cau thi tir day ta néi
dién tich ctia mat cau ban kinh R 1a 47R?.

C6 thé dit van dé la néu mat cau dugc chia theo nhitng cach khac nhau thi
diéu gi sé xdy ra. Chu y rdng mit cau khong thé c6 mot tham sé héa don lién tuc
xéac dinh trén tap dong (mot két qua ctia mon Topo). Pay 1a mot khuyét diém cia
cach tiép can ctia ching ta trong mén hoc nay (c6 thé doc thém & . Trong nhiing
truong hop cu thé ta sé néi t6i tich phan trén hgp ctia nhiing mat, hay "tich phan
trén mat tron ting khic", theo nghia la tong cta cdc tich phan trén tirng mat. Ta
sé khong dua ra dinh nghia tong quat.

* Chirng minh Tuong tu két qua cho dudng ta co:

B6 dé. Néu D C R? dong va bi chin, r : D — R3 la mot mét don lién tuc véi vét
S = r(D) thi r la mgt dong phéi lén S.
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66 3. Tich phan mat

CHUNG MINH. Ta chiing minh r~11a lién tuc. Gia st U 1a mot tdp md trén D.
Vi D\ U 1a tap con déng bi chan ctia R? nén né compac. Do dé anh ctiané (D \ U)
1a tap compadc, do d6 dong trong S. Do d6 S\ r(D \ U) = r(U) mé trong S. Nhu
vay v6i moi U mé trong D thi (r—1)~1(U) = r(U) 1a md trong S. Vay r ! 1a anh xa
lién tuc. O

CHUNG MINH . Cho D va D' la tap con ddng, bi chin cta R? v6i bién c6
dién tich khong; r : D — Rvar' : D' — R3 la hai mat don chinh qui ¢ ciing vét
S.Dobé dé trén, tacé r'~Lor: D — D’ la mot dong phéi. Suy ra ' ~1 o r han ché
lai trén 5 1a mot dong phdi 1én anh ctia né. Theo mot dinh 1i trong mon Topo goi
1a dinh 1i bat bién mién ([Mun00, tr. 381]), thi mot tap con cta R2 ma déng phoi
v6i mot tap md ctia IR? thi phai la mot tap mé. Do dé6 (r'~1or) (IOD) la mot tap m&
ctia R2. Nhu vay r'~! o r mang diém trong ctia D thanh diém trong ctia D'. Tuong
tu r~! o7 mang diém trong ctia D’ thanh diém trong cta D, do d6 7(5) = r’(DO’).
Tir d6 ta ctng ¢6 r(aD) = ¥ (oD’) = 9S.

Tiép theo ta tién hanh tuong tu chiing minh ctia két qua cho tich phan duong

2.1.2} Ta sé chitng minh 7 : D — S\ 9S 1a vi dong phoi, tic 1a r—! 1a tron. Tuong

tur’~1: S5\ 9S — D’ la tron, nén r'~! orla tron.
Viét r(u,0) = (x,y,z). Xét diém r(ug,vg) v6i (uo,v9) € D. Vi ry(ug,vg) X
r5(10,v0) # 0 nén mot trong cac sb

QU
—~
N

N
~—

Q

(1, 0) (uo,v0), 3, 0) (10,v0), agillz; (u9,v9)

e L . 0(xy)
phai khac 0. Gia st 3, 0)

md V C D cua (up,vg) sao cho trén V anh xa (u,v) — (x,y) 1la mot vi dong phoi

(up,v09) # 0. Theo dinh li ham ngugc, ¢ mot lan can

v6i anh xa ngugc tron ¢. Khi d6 nhitng diém trén r(V) c6 dang (x,y,z(¢(x,v))),
n6i cach khac r(V) 1a d6 thi cia mot ham theo hai bién x va y.
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3.1. Tich phan mat 67
Trén (V) thi anh xa r~! 1a hgp ctia dnh xa chiéu r(V) LA ¢ (V) va anh xa ¢:

(x,y,2) — (x,y) — (u,0).

Vir(V)1a mot tap md trén S \ 9S nén c6 tap mé U ctia R3 sao cho (V) = U N (S\
0S). Anh xa chiéu p la tron trén U, do d6 r ! ¢6 thé dugec ma rong thanh ham tron
@ o p trén U. Vay r~! 1a tron tai diém r(ug, vg)- O

Lién hé gitra hai logi tich phdn mét. Dudi cac gia thiét ctia dinh 1i[3.1.2} gia st

p = r(u,v) =1'(s,t) v6i (u,0) € D va (s,t) € D'. Theo phuong trinh 3.1.1|tai p
hai vecto r, X 1, var, x rj c6 cung phuong cung chiéu. Vay tai p vecto phap tuyén
don vi

_ ru(u,0) x1ry(u,0)
") = e ]

duogc dinh nghia khong phu thudc vao cach chon tham s6 héa (nhung phu thudc
vao dinh hudng cua S). Ta ¢

//SF-ndS://DF(r(u,v)) ru(u'v)er(u'v)||ru(u,v)xrv(u,v)|dA

ru(u,0) X ro(u,0)

- //D F(r(u,0)) - (ru(u,0) x ro(u,0)) dA

://SF~d§.
//E;F-d_?://sl-"-nds.

Diéu nay khang dinh lai rang tich phan mét loai hai la t6ng thanh phan phép tuyén

Vay

cta truong trén mat.
Bai tap.
3.1.4. Tinh dién tich phﬁn mat nén 22 =x2 4 _1/2, 3<z<5h.

3.1.5. Cho ﬁ(x, ¥,z) = (—x,y,z). Cho S la méat tu dién bao bdi cac mat phéng x=0,y=0,
z =0, x + 2y + z = 2, dinh huéng ra ngoai. Tinh tich phan ffs E.ds.

3.1.6. Cho khéi E xéac dinh bai diéu kién x2 + 42 < 1,1 < z < 2. Goi S la mat bién ctia E,
dinh hudng ra ngoai. Cho F(x,y,z) = (2x,3y,4z). Tinh thong lugng cua F qua S.

3.1.7. Cho miat elliptic paraboloid z = (%)2 + (%)2 , z<5.

(a) Bang cach d6ibién § = rcosf, § = rsin6 dua ra mot phuong trinh tham s ctia
mat.

(b) Tinh xap xi dién tich cia mit nay.

3.1.8. ChoSlamatz =xyv6i0 < x <2va0 <y < 3. Tinh tich phan mat

das
//s xyz

ra s6 thap phan.
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68 3. Tich phan mat

3.1.9. Trén bé mit Qua dat, toa do kinh tuyén va vi tuyén c6 lién hé chit ché véi toa do cau.
Dit hé truc toa do Oxyz v6i O & tim Qua dét, truc Oz di qua Cuc Béc, va phan tu dudong
tron tir tia Oz sang tia Ox di qua Greenwich, nudc Anh. Gia st mot diém c6 toa do la ¢° vi
do6 Bac va A° kinh do Dong, khi d6 toa do cau ctia diém d61a ¢ = (90 — ¢)° va 6 = A° (tuy
nhién nhd la trong toa do cau goc can duoc do bf“mg radian).

Thanh ph6 H6 Chi Minh ndm trong viing tir 10°10” t&i 10°38’ vi d¢ Bac va 106°22' t6i
106°54 kinh do DPong (1’ = 1/60°). Tinh dién tich cta viing nay. Ban kinh ctia Qua dat 1a
6378 km.

3.1.10 (Dién tich mat tron xoay). Gia st f(x) duong, tron trén [a, b]. Hay tinh dién tich cta
mat tron xoay nhan dugc bang cach xoay do thiy = f(x) quanh truc x. Ung dung, tinh dién
tich mat ellipsoid ;‘—; + Z—z =1
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3.2. PBinh 1i Stokes 69
3.2. Pinh li Stokes
Todn t curl.

Dinh nghia. Cho F = (P, Q, R) la trudng theo ba bién (x,v,z) trén R thi

curl F = <8R8Q ob _9R E)QBP)

Duéi dang ki hiéu hinh thic, véi V = (% a% a%) thi curl F = V x F.
Truong curl F con dugc goi la truong xoay cua truong F. Toan tir curl con duge
ki hiéu la rot (rotation — xoay).

Cong thirc Stokes. Cong thic Stokes & dang toa d6 la

/aSde—f—Qdy—f—Rdz = //S(Ry — Q. P.— Ry, Qy — P,) - dS.
g dang khong toa d¢:

F.dr= // curl F - dS.
aS S

oD

Trong cong thitc nay bién 9S can dugc dinh hudng tuong thich vé6i dinh hudng
cta S. Mot cach miéu ta truc quan cho dinh hudng trén bién 95 la khi di doc theo
bién theo chiéu da dinh, than ngudi hudng theo chiéu phap tuyén da chon caa S
thi mat S phai ndm bén tay trai.

Cong thic Stokes 1a dang téng quat hda ctia cong thitc Green 1én khong gian
ba chiéu. Thuc vay, néu S la mién phang va F la mét truong phang trén S thi
F(x,y,z) = (P(x,y),Q(x,y),0). Vecto phap tuyén ctia S chinh la k = (0,0,1).
Coéng thuc Stokes trd thanh

| pax+oiy = [[0,00:~p)-a5= [[(0,00:=P) kds

= J[@—-ryas= [[(@—p)da

Dinh li (Dinh 1i Stokes). Goi S la vét ciia mét r(u,v) vdi (u,v) € D, trong dé D la
mot mién phang trén dé cong thirc Green cd thé dp dung durgc va bién 9D dugc dinh hudng
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70 3. Tich phan mat

twong thich. Goi 0S = r(9dD) la bién ciia S véi dinh hudng cam sinh tir dinh huong ciia
oD. Cho truong F tron trén mot tdp md chita S. Khi do:

F~dr://curlF~d§.
aS S

CHUNG MINH. Chung minh dudi day tuy chia nhing biéu thie dai dong
nhung chi gdm nhiing tinh toan truc tiép va viéc ap dung cong thitc Green.

Viét F = (P,Q,R) va (x,y,z) = r(u,v). Giad st (u(t),o(t)),a <t < bla
mot tham s6 héa theo dinh huéng duong ctia dD. Khi d6 9S c¢6 tham sb héa
r(u(t),o(t)). Tinh [,¢ F - dr ta dugc (trong vai biéu thite dudi day bién dugce luge
bo cho gon hon):

F-dr = /ﬂb F(r(u(t),o(t)) - %r(u(t),v(t)) dt

S

/ﬂb F(r(u(t),o(t)) - (ryu’ +ry0") dt

b
[ PGy )+ ) + QU 2) i + o) +
+R(x,y,2)(zyu’ + z,0')] dt

b

/ [(P(x,y,2)xu + Q(x, ¥, 2)yu + R(x,y,2)zu )’ + (P(x,,2)x0 +
+Q(x,y,2)y0 + R(x,y,2)z0)0'] dt

= /ap(Px” + Quu + Rzy) du + (Pxy + Qyo + Rzy) do.

Bay gid ap dung cong thitc Green ta dugc tich phan trén bang

J d
//D {814 (Pxy + Qyo + Rzy) — 3% (Pxy + Quyu + Rzy)| dudo.

Tinh cdc dao ham ham hgp va don gidn héa, ta dugc tich phan trén bang

//D[(Ry — Q2)(Vuzo — zulYo) + (Pr — Ry) (zuXo — Xuzo)+
+ (Qx - Py)(xu]/v — xvyu” dudv

:// [curl(P,Q,R) - (ry X 1y)] dudv = // curl F - dS.
D S
O

Vidu. Cho F(x,y,z) = (x?,13,2z*%). Cho C 1a dudng tam giac véi cac dinh (1,2,3),
(2,0,—1), (4,3,1), dinh hudng theo thu tu d6. Tinh fc F-dr.

C6 thé tinh tryc tiép hodc duing phuong phap trudng bao toan, nhung bay gid
ta c6 thém mét cong cu la cong thitc Stokes. Puong tam giac C bao hinh tam gidc
S v6i dinh huéng sinh béi C. Ap dung cong thitc Stokes:

/F-d?://curlF-dg.
C S

O day curl F = 0. Vay tich phan trén bang 0.
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3.2. PBinh 1i Stokes 71
Diéu kién dé trudng ba chiéu la bdo todan. Tuong tu nhu truong hop 2 chiéy,
bang tinh toan truc tiép ta co:
Ménh deé (curl V = 0). Néu f la ham thuc c6 cdc dao ham riéng cdp hai lién tuc trén
mot tdp md thi curl V f = 0 trén do.

Hé qua (Diéu kién can dé truong ba chiéu 1a bao toan). Néu F la truong tron bdo
toan trén mot tdp mo thi curl F = 0 trén d6. Noi cdch khdc trén dé diéu kién sau phdi duoc
théa:

Ry = Q
P, = Ry
Qr = P Y-

Ta c6 thé dung két qua nay dé ching t6 mot trudng la khong bao toan bang
céch chi ra rang curl ctia n6 khéc 0.

Bang chiing minh tuong tu & nhumg thay cong thirc Green bdi cong thitc
Stokes ta co:

Ménh dé (B6 dé Poincaré). Néu F tron trén mot mién md hinh sao trong R va
curl F = 0 thi F la bdo toan trén do.

BAi tap.

3.2.1. Truong sau c6 bao toan hay khong?

(@) F(x,y,2) = (y,%y)
(b) F(x,y,z) = (erxz,zsiny2,z3).

3.2.2. Cho Slamatz = x> + y? v6i z < 1, dinh huéng lén trén. Tinh luu lugng ctia trudng
F(x,y,2z) = (3y, —xz,yz?) trén S (tic la [Js curlF - d5) bing hai cach:
(a) Tinh truc tiép.
(b) Dung dinh 1i Stokes.
3.23. ChoSlamatz =9 — X2 — y2 véiz > 0, dinh huéng lén trén.
(a) Cho truong F(x,y,z) = (2z — y,x + z,3x — 2y). Tinh tryc tiép luu lugng ctia F
trén S, tic [ [y curl F - ds.
(b) Dung dinh i Stokes tinh [ [ curlF - S.

3.2.4. Néu hai mit d6 thi S; va S c6 cing bién va cing dugc dinh hudng 1én trén thi
ffs1 curl F-dS = ffsz curl F - dS.

3.2.5. Néu S la mat cau thi [ [, curl F - dS = 0.

3.2.6. Cho 7 € R 1a moét vecto ¢b dinh. Cho S 1a mot mit ma trén d6 cong thic Stokes co
thé 4p dung dugc. Hay chitng minh:

/ (5><?)-d?:2//z7~ﬁd5,
aS S

trong d6 7 la vecto vi tri, tiuc 7(x,y,z) = (x,y,z).
3.2.7. (@) Chiing minh dang thitc

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c.
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72 3. Tich phan mat
(b) Tir d6 ching minh
curl(curl F) = V(div F) — AF.

O day AF dugc hiéu 1a toan ti Laplace A = V- V = % + aa—;z + aa—zzz tac dong vao
ting thanh phan ctia F.
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3.3. Dinh i Gauss-Ostrogradsky 73
3.3. Pinh li Gauss-Ostrogradsky
Todn t div.

Dinh nghia. Cho F = (P, Q, R) la trudng theo ba bién (x,v,z) trén R thi

. 9P 02Q  oR
leF—a—F@—i‘g

Duéi dang ki hiéu hinh thic thi div F = V - F. Ham div F con duoc goi la ham
phin tan (divergence) cua truong F.

Ménh dé (div curl = 0). Néu F la trudng cd cdc dao ham riéng cdp hai lién tuc trén mot
tdp md thi div curl F = 0 trén do.

Dinh Ii Gauss-Ostrogradsky. Dinh li Gauss-Ostrogradsky con dugc goi la dinh
li Divergence. Pay la tong quat hoa cua dang thong lugng cta dinh 1i Green, cho
mot cong thirc c6 dang

J[[ Pz Quzdx+Raxdy = [[[ (P+Qy+R:) ddyiz.

Pinh li (Pinh li Gauss-Ostrogradsky). Cho tricong F tron trén mét tdp mo chira mot
khéi don 3 chiéu E vdi bién dugc dinh hudng ra ngoai. Khi do:

/ F-ndsz/ F-d§:// div F dV.
oE oE E

CHUNG MINH. Viét F = Pi + Qj + Rk. Viét E nhu 1a khéi don theo chiéu Oz
nhu 1a tdp hop nhing diém (x,y,z) voi f(x,y) < z < g(x,y) trong d6 f, ¢ 1a ham

lién tuc xac dinh trén mién phang D. Ta sé ching t6

//SRE-d§:///IS%RdV.

Tuwong tu ta chiing minh hai biéu thitc tuong ting cho hai chiéu con lai, cong lai va
dugc dang thiic phéi dugc ching minh.

Bién S gom cac mat saw: mat trén 1a {(x,y,z = f(x,y) | (x,y) € D}, mat dudi
1 {(x,y,z = g(x,9)) | (x,y) € D}, vamathéng1a {(x,,2) | (x,y) € 3D, f(x,y) <
z <g(xy)}. )

Trudc hét tich phan cta Rk bang khong trén mat hong. Li do nhu sau. Mt
hong chita duong (xo, yo,z) v6i (x0,y0) € D cb dinh va f(xo,y0) < z < g(x0,y0)-
Dudng nay c6 vecto tiép xtic 1a k. Nhu vay k 1a mot vecto tiép tuyén ctia mit hong,
do d6 k vuodng goc voi vectd phap tuyén ctia mét hong.

Téng tich phan ctia Rk trén mét trén va mat dudi bang:

J[ R 8Gy)F (~gu—g001) dA+
+ ([ RGow, £ )R- (o f—1) dA
- //D [R(x,y,8(x,y)) — R(x,y, f(x,y))] dA.
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74 3. Tich phan mat

Theo Dinh li Fubini

J[frav =[], </in:};)de2> dA
= | RGx.8(xy) ~ Rixp, f(xy) dA

Vay ta duge dang thirc phai chiing minh. O

Dang théng lrong cta dinh Ii Green. Cho D la mién phang va F 1a mot truong
trén D sao cho ta c6 thé ap dung cong thitc Green. MG rong F thanh mot truong
vecto ba chiéu bang cach cho thanh phan thit ba luén bang 0. Gia sit 9D dugc tham
s6 hoa theo chiéu duong bdi C(t) = (x(t),y(t)).

Vecto van toc 1a C'(t) = (x'(t),/(t)). Ta xac dinh vecto phap tuyén ngoai n tai
diém (x(t),y(t)). Vecto (—y'(t),x'(t)) vudng goc (x'(t,y'(t)), vay n cing phuong
véi (—y'(t),x'(t)). Chiéu ctia n dugc xac dinh theo nguyén tac chiéu tir phap tuyén
ngoai sang tiép tuyén phai ciing chiéu véi chiéu duong chuédn tac ciia mat phang,
tic 1a chiéu tir (1,0) sang (0,1). Do d6 dinh thitc ctia ma trdn gom hai vecto n va
C'(t) phai duong. N6i cach khac n x C'(t) phdi ciing chiéu véi k = (0,0,1). Suy ra

1 ! !
|C’(t)| (]/ (t)/ —X (t))

n =

Theo Céng thuc Green:

b 1 / / U
JFemds = [ (PC(), QUC)), ¥ (0, ~x O)IC' )]

- - P 30
_/(j—deJrde_//D <ax+ay> dA.
/ F-nds:/] divE dA.
oD JJD

Tich phan [ F - n ds 1a tong thanh phan phéap tuyén ngoai ctia F doc theo bién

Vay

9D. Néu F la mot trudong vecto van toc thi tich phan nay thé hién thing luong (flux)
qua dD.

Y nghia vét Ii clia div. Trude hét ta c6 bd dé sau day.

3.3.1. B6 de. Cho f la mot ham thuc khd tich trén mot lan can cia diém p € R" va lién
tuc tai p. Goi B'(p, ) la mgt qud cau dong tdm tai p vdi ban kinh r. Khi do:
1
lim ——— = .
RGN Sy~
Vay gid tri trung binh ctia mot ham lién tuc quanh mot diém tién vé giGi han

la gia tri ciia ham tai diém do.
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3.3. Dinh i Gauss-Ostrogradsky 75

CHUNG MINH. Vi f lién tuc tai p nén cho € > 0, véi r da nho thi v6i moi
q€B'(pr)tacd |f(q) — f(p)| < e Tirds

‘(|B/(;, Il B,(,,,)f>‘f(P)' = ‘|B,(1p,,)| o [@ — ()
1

B Jvpn
1
B 0] S

Ap dung b6 dé trén cho div ta dugc

div F(p) —}IE(HB/ (p,7) |///B’pr leFdA_}IBMB’(P, \//aB/,,r

Tich phan [ pr) F -1 dS 1a thong luong cta trudng F ra khoi mat cau
oB'(p,r). Vay div F(p) chi dg phdt tin ciia truong F trén don vi thé tich quanh p.

Y nghia vét If clia curl. Xét mot diém p. LAy mot mit phéng qua p véi phuong
dinh béi phap tuyén n. Xét hinh tron B/(p,r) trén mat phang nay véi tam tai p va
ban kinh r. Ta c6:

1
curl F(p) - n = lim |//B/pr)curlF ndA_}ILI}HB’(p, I aB/W)F.alr.

Vay curl F(p) - nthé hién luu lugng nguogc chiéu kim dong ho (do xoay) ctia
trudng F trén phan ti dién tich quanh p trong mat phang qua p vuéng goc n.

Ta c6 curl F(p) - n dat gia tri 16n nhat khi n cing phuong cing chiéu véi
curl F(p). Vay curl F(p) cho phuong ctia mat phang ma trén d6 d6 xoay ctia truong
quanh p 1a 16n nhét, chiéu ctia n6 duge xac dinh bdi chiéu xoay cda truong theo
qui téc ban tay phai. Hon nita c6 thé chiing t6 1a d¢ 16n cta curl F(p) ti 1é véi toc
do xoay theo géc ctia truong quanh p. N6i van tat, curl F(p) chi su xoay cila triong
F tai diém p. Tur day tich phan [ [scurl F - dS dugc goi 1a luu lirong (circulation) ctia
truong F trén mat S.

Ta c6 mot miéu ta truc quan cho curl F(p): Tudng tugng rang ta tha mot
cdi chong chéng vao truong, c6 dinh né tai diém p nhung dé cho né ty do déi
hudng va tu do xoay. Khi d6 hudng 6n dinh ctia chong chéng chinh 1a hudng ctia
curl F(p), chiéu xoay ctia n6 chinh 1a chiéu xoay ctia trudng, con véan toc xoay ctia
chong chéng chi do xoay cta truong quanh p.

Bai tap.

3.3.2. Tiép tuc bai tap Vé xem F nhu la truong phémg trong khéng gian ba chiéu.
U6c doan divF tai diém gbc toa do la am, duong hay bang khong? Hay miéu ta curlF tai

diém gbc toa do.

3.3.3. Vé truong vecto (sin (2x + 3y) , cos (2x — 3y)) trong moét 1an cén ctia P = (2,3). Tinh
div F(x,y) va curl F(x,y) tai P (xem thanh phan thi 3 ctia trudng la 0). Trudng nay c6 bao
toan trong 1an can nay khong? Két qua c6 phu hop véi hinh vé khong?
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76 3. Tich phan mat

3.3.4. Ton tai hay khong mot truong F kha vi lién tuc cdp hai thda curl F(x,y, z) = (e¥?,sin(xz2),2%)?

3.3.5. Tiép tuc bai tap Tinh tich phan [, F - dS béng cach ding cong thirc Gauss-
Ostrogradsky.
3.3.6. Tiép tucbai tap Tinh thong lugng ctia F qua S bang cach duing cong thitc Gauss-
Ostrogradski.
3.3.7. Tinh thong lugng cta truong F(x,y,z) = (3x,y2,2%) qua mat cdu don vi x* + 2 +
22 =1, dinh huéng ra ngoai.
3.3.8. Tinh thong luong ctia truong F(x,y,z) = (y,2z %) qua mat x2 + y* + 20 = 2, dinh
huéng ra ngoai.
3.3.9. Cho Slamitz =9 —x? —y? v6iz > 0, dinh hudng lén trén.

(a) Cho G(x,y,z) = (e¥cosz,x%z,y> +z). Cho Sy la dia x> + y*> < 9,z = 0, dinh

hudng xudng dudi. Tinh thong lugng ctia G qua Sy, jﬁc [fs, G- ds.

(b) Dung dinh li Gauss-Ostrogradsky tinh [ g s G- dS.

(c) Tinh [[s G- dS.
3.3.10. Hay tinh thong lugng ctia truong F(x,y,z) = (x,y,2 —2z) quamitz = 1 — x% — 2,
z > 0, dinh huéng 1én trén, béng hai cach:

(a) Tinh tryc tiép.

(b) Tinh thong lugng ctia F qua mét mat khac va dung cong thie Gauss-Ostrogradski.
3.3.11. Cho f(x,y) la ham thuc trén mién D C R? bao béi duong cong C. Ki hiéu toan ti

2 2
Laplace tac dong vao flaAf = % + % Ki hiéu dao ham theo huéng 7 cua f 1a Dy f. Ki

hiéu 7 1a véctd phap tuyén don vi ngoai cda C. Ching minh:

‘//DAfdA:/CDﬁfds.

Chéng han néu f miéu ta nhiét do thi Af miéu ta su mat nhiét.
3.3.12. Cho f va g la hai ham thuc tron cap hai trén R3.

(a) Chung té curl(fVg) = Vf x Vg.
(b) Tinh tich phan [ fVf - dr trong d6 C(t) = (cost,sint,sint), 0 <t < 27.

3.3.13. Hay chung minh cdc cong thic sau, cing dugc goi la cac cong thiic Green, voi gia
thiét E 12 mién ma cong thitc Gauss-Ostrogradsky c6 thé &p dung dugc.

(a)
//ag(fvg) ndS = ///E(ng‘i‘Vf-Vg) av.

J Vs -gv)-nas = [[[ (rag—gnf)av.

3.3.14. Mit cyclide nhan dugc tit mot mit xuyén qua phép nghich ddo qua mot mét cau.

(b)

Mat xuyén dugc cho bdi tham s6 héa
r(u,v) = ((5+cosu)cosv, (5+ cosu)sinv,sinu), 0<u,v <2

Pua mat xuyén nay ra ngoai mat cau don vi tdm O ban kinh 1 béng mot phép tinh tién,

chéng han theo vecto (9,0,0), dugc mot mit xuyén méi véi tham sb héa

rtorus(u,v) = (9+ (5 + cosu) cosv, (5 + cosu) sinv,sinu), 0<u,v<27m.
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3.3. Dinh i Gauss-Ostrogradsky 77

Thuc hién phép 14y nghich ddo qua mit cau tdm O bén kinh 1, titc 1a phép bién déi
mang méi diém p # 0 thanh diém W Khi d6 mat xuyén trd thanh mat cyclide S v6i tham
s6 hoa

. rtorus(u, v)
lide(u,0) = 77— <75
reyclide(u, v) ||rtorus(u, v)||?

(a) Vé mat cyclide S.

(b) Tinh dién tich mat cyclide S ra s thap phan.

(c) Cho trudng F(x,y,z) = (y,x,3z). Tinh thong lugng ctia F qua mét cyclide S ra s6
thap phan.

(d) Tinh thé tich ctia khéi bao bdi mit cyclide S ra s6 thap phan.
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78 3. Tich phan mat

3.4. Ung dung cua dinh Ii Stokes

Dinh ludt Gauss cho dién trrong. Gia st c6 mot dién tich g tai mot diém O. Do
Dinh luat Coulomb (2.2.6), ta dua ra dinh nghia dién truong ung véi dién tich g
nay tai mot diém bat ki trong khong gian c6 vi tri cho béi vecto 7 di tir diém mang
dién tich g t6i diém dang xét la:

. 9 =
E P S
(7) = 47Teo\r|3

Ddi voi mon hoc cia chung ta, diéu dang chi y nhét cda dinh luat Coulomb do6 1a
dién truong c6 d6 16n ti 1é nghich véi |7|2, thuong dugc goi 1a mot luat nghich dao
binh phuong (inverse-square law). Nhu ta da thay , trong truong ciing cang
dugc cho bdi mot luat nhu vay. Tinh toan truc tiép, ta thay rang div E = 0, va diéu
nay chi ding cho mét truong cé dang 7/ |F|" (truong xuyén tam, radial) khi m = 3.

Gia st S 1a mot mat dong, 1a mat bién ctia khoi D. Gid stt cong thitc Stokes cd
thé 4p dung dugc cho D. Néu D khong chita diém O thi ta ¢6

//E~d§:// divE dV = 0.
S D

Mat khdc néu S bao diém O, néi cach khac D chita diém O & phan trong thi lay mot
qua cau tdm O véi ban kinh R di nhé sao cho né khong cét S, va cho bién 9B(O, R)
dinh hudng ra ngoai B(O, R). Khi d6 S cung 0B(O, R) véi dinh huéng nguoc lai
tao thanh bién ctia mot khédi D’ khong chita O. Ap dung cong thiic Stokes cho D’

ta duoc
//E-d§—// E-d§:// divE dV = 0.
s 9B(O,R) D

Suyra [[ E- ds = ffaB(o,R) E - dS. Tinh tryc tiép, ta dugc

E-d§:// E-d§ = // i 9B(O, R
//s 9B(O,R) aB(OR 7| ~ 4re R2| ( )

- anR2 =1

47T€0R2 60

lCac thi nghiém sau nay kiém chiing héng s6 m trong dinh luat Coulomb béng 3 sai khac khong qua
3x 10716,
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3.4. Ung dung ctia dinh 1i Stokes 79

Nhu vay thong lwong cuia dién truong qua mot mat dong bao dién tich khong phu
thudc vao mdt va ti 1¢ voi dign tich dugc bao. Pay 1a n6éi dung ctia dinh luat dugc phét
biéu bdi Johann Carl Friedrich Gauss. ]

J trén ta vira trinh bay dinh luat Coulomb va dinh luat Gauss cho mot dién
tich. Trong trudng hgp moi truong chita dién tich tai moi diém thi ta co:

’ Dinh luat Coulomb ‘ Dinh luat Gauss ‘
divE = £, véi p la ham mat do | [[sE-dS =21 [[[,pdV = £, vsi
dién tich D 1a khéi duoc bao béi mat S va Q

la tong dién tich trén D

R6 rang dinh luat Gauss c6 thé nhan dugce tir dinh luat Coulomb bf“ing cach ap
dung dinh li Gauss-Ostrogradski.

Nguoc lai dinh luat Gauss cling suy ra dinh luat Coulomb. Xét mot diém p
bat ki va xét qua cau déng B/(p, r) tdm tai diém d6 véi ban kinh 7. Theo dinh luat
Gauss va dinh li Gauss-Ostrogradski:

6170 ///B’(p,r) pdV = //BB’(p,r) E-dS = ///B'(W) dvEdv.

Chia hai vé cho thé tich ctia qua cau B'(p, r) va lay gi6i han khi r — 0, dung tinh
chét vé gi6i han ctia gid tri trung binh ctia ham lién tuc ta dugc
elp) _ div E(p).
€0

Tuy nhién dinh luat Gauss c6 thé dugc kiém chiing bang thi nghiém dé hon
dinh luat Coulomb, vi dinh luat Gauss c6 tinh vi mo6 trong khi dinh luat Coulomb
¢6 tinh vi mo.

Dinh luat Coulomb cho méi trudng mang dién lién tuc c6 thé nhan duge mot
céch thuan iy toan hoc tir dinh luat Coulomb cho mot dién tich bang cach 14y tich
phan va dung ham Dirac, m6t ham suy rong.

Cdc phuong trinh Maxwell vé dién tir. Khong lau sau hai dinh luat Coulomb

va Gauss, trong thap ki 1820, André Marie Ampére phét hién ra rang mot dong
dién tao ra quanh n6 mot tir truong theo dinh luat:

B-d7 = upl,
/c r'=Ho

trong do6 C la mot duong cong kin bao quanh mét dong dién c6 cuong do khong
d6i I, B1a tur trudng, va pg 1a mot hang sb.

Nam 1831 Michael Faraday phat hién rang mot tir truong thay déi theo thoi
gian t6i lugt no lai tao ra mot dién truong. Dinh ludt Faraday cho cong thitc:

/ E.d?:—i//B.di
aS dt JJs

Nam 1864, James Clerk Maxwell phét trién dinh ludt Ampeére va thong nhét
dién truong vdi tir truong:

2Trong céc tai liéu V4t Ii dinh luat Gauss thuong dugc phét biéu ma khong kém theo diéu kién gi vé
tinh tron ctia mat va cta cadc ham trong cong thirc.
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80 3. Tich phan mat

| Céc phuong trinh Maxwell
Dang vi phéan Dang tich phan
(1) (Coulomb) div E = % (Gauss) [[{E-dS = %, v6i S la
mot mat dong
(2) curl E = —%—If (Faraday)
— d c
Jas E- drﬂ: —ii JJsB-dS
(3)divB =0 [[sB-dS =0, v6i S lamot mat
doéng
\ 1 oF 1 g_ 1 , d g
(4) (Ampere) - curl B = % + 5 | am JosB-dS= &+ & [[sE-dS,
vdi | 1a mat do dong dién véi I 1a cuong d6 dong dién qua
mat S

Giéng nhu su tuong duong cta dinh luat Coulomb va dinh luat Gauss, céc
dang vi phédn va dang tich phan ctia cac phuong trinh Maxwell la tuong duong
v6i nhau, thong qua dinh 1i Stokes va dinh li Gauss-Ostrogradski.

Bang thi nghiém, Maxwell phét hién rang

—L_ = 2, chinh la binh phuong ctia
) 0Ho
van toc ctia anh sang trong chan khong.

Cac phuong trinh Maxwell ciing véi cac dinh luat ctia Newton tdng két toan
b6 Vat 1i c6 dién. Chang bao lau li thuyét ctia Maxwell da dugc ing dung trong

thuc té v6i viéc phat minh ra song dién tir ciia Heinrich Hertz ndm 1887.

Gidi hé phuong trinh Maxwell. Dé don gidn & day ta xét hé phuong trinh Maxwell
trong truong hop dac biét dién truong va tir truong khong déi theo thoi gian. Vay
%—f = %—? = 0. Ta dugc chop va J.

Tix phuong trinh (2), vi curl E = 0 trén R? nén E = V¢ vé6i ¢ 1a mot ham thue
duoc xdc dinh sai khac mot hing s6 (day la BS dé Poincaré[2.3.3|cho khong gian 3
chiéu).

Phuong trinh (1) trd thanh div(Vy) = % Vi div(V) chinh 14 toan tir Laplace
A, nén ta c6 phuong trinh Ay = é% Day la mét phuong trinh dao ham riéng cap
hai, dugc goi 1a phuong trinh Poisson. C6 thé doc thém & [Fey64, Chuong 18].

Nhitng phuong trinh nhu vay la déi tugng nghién ctru ctia nganh Phuong

trinh dao ham riéng, mét nganh 16n cta Toan hoc.

Bai tap.

3.4.1. Dung dinh li Stokes va dinh li Gauss-Ostrogradski, ching t6 cac dang vi phan va
dang tich phan ctia cac phuong trinh Maxwell la tuong duong véi nhau.
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3.5.* Dinh Ii Stokes tong quat 81

3.5. * Pinh li Stokes tdng quadt

Pinh li Stokes cho mat (1 — 1)-chiéu trong khéng gian R”. Sau day la mét
truong hop cta Dinh li Stokes duge ding phd bién trong nghién ctitu cac phuong
trinh vat li toan va phuong trinh dao ham riéng ([Eva97, tr. 627], [GT01, tr. 13]).

3.5.1. Pinh li. Cho Q) la mét tdp con md bi chin cuia khong gian Euclid R". Gid sir bién
0Q) thugc 16p C. Gid sir v la vecto phdp tuyén don vi ngoai ciia 9Q). Gid sir truomg vecto
F ¢6 cdc thanh phan thudc 16p C*(QY). Khi do:

/didex:/ F.vds.
O 200

Trong cong thiic trén, ta néi bién 9Q) thuodc 16p C! c6 nghia 1a méi diém trén
9Q) c6 mot 1an can vi dong phoi véi mot tap md cia R”. Diéu nay ciing 6 nghia la
moi diém trén 9Q) c6 mot 1an can ma trén d6 0Q) 1a do thi cia mot ham tron theo
(n — 1) bién. Nhu ta da thay & phan chitng minh cta va khai niém nay
1a tdng quat hoa cta khéi niém dudng chinh qui va mat chinh qui.

Mot ham thuc f 1a thudc 16p C1(Q) néu né c6 cac dao ham riéng cAp mot lién
tuc trén Q) va cac dao ham d6 c6 méd rong lién tuc 1én Q. N6i cach khéc, theo
ham f 1a ham tron trén Q.

Tich phan theo phén tu dién tich mat dS c6 thé duge dinh nghia mot cach
tuong tu tich phan duong loai moét va tich phan mat loai mét. Tuy nhién c6 mot
kho khan 1a ¢6 thé can t6i nhiéu hon mot phép tham s héa dé phu duge hoan
toan mat. D& vuot qua khé khan nay ngudi ta dung mot cong cu cao cap hon goi
la "phan hoach don vi".

Su théng nhét gilra cdc cong thirc Newton-Leibniz, Green, Stokes va Gauss-
Ostrogradsky. Xem lai cac cong thiic ta da co:

[Vf-dr=£(B) = f(4).

B 3Q 9P
/aDde—i—Qdyf//D [ax ay] dA.
F'dr://(curlF)%dS://CurlF-dg.

aS S S
/ P-nds:/] div F dA.
oD D
/ F-ndS:/ F-d§:// divF dV.
JoE JoE E

Ta c6 thé nhan thay mot sy thong nhét ctia cac cong thitc nay: tich phan cta
mot d6i tugng ham w trén bién M ctia mot ddi tugng hinh hoc M thi bang véi tich
phén ctia mot ddi twong ham mai dw lién quan t6i dao ham ctia d6i tugng ham w
ban dau trén dbi tuong hinh hoc M ban dau:
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82 3. Tich phan mat

w :/ dw.
oM M

bay chinh la dang ctia cong thiic Stokes tong quat.

Pinh li Stokes cho mat k-chiéu trong khdng gian R”. Cong thirc Stokes tong
quat sé ding trong trudng hgp sau day. Vé mat hinh hoc, M 1a mét mat k-chiéu,
theo nghia méi diém trén M c¢6 mot 1an can vi dong phdi véi mot tap md ctia Rk
hodc mot tap md ctia mét nira ctia RF, nhitng diém khong thudc loai dau tao thanh
bién dM. Day 1a khai niém da tap tron (smooth manifold) k-chiéu.

Déi tugng ham w thi phic tap hon. D6 1a mot dang vi phin (differential form)
bac (k —1). Khi d6 dw la dao ham ctia dang w va la mét dang bac k.

Thé nao la tich phan ctia mot dang vi phan trén mot mit? Vi méi diém trén
mét c6 mot 1an can vi ddng phéi véi véi mot tap con ctia RF nén thong qua phép
vi déng phoi ta mang tich phan trén mét vé tich phan trén RF bang mot cong thiic
lién quan t6i cong thirc d6i bién ctia tich phan.

Tat nhién nhitng miéu ta trén chua da dé ngudi doc c6 thé hiéu dugce cu thé.
O day nguoi viét khong c6 tham vong dé ma chi mubn gi6i thiéu vai y niém, hy
vong ngudi doc sé tim hiéu thém sau nay.

Vai nét vé dang vi phan. Nhing ki hiéu dx, dy, dA, dV, dxdy, ds, dS, dr, dS, ...
ma ta thdy xuat hién trong mon hoc cho tdi nay chua dugc gidi thich y nghia ro
rang. Chung la phan tr cta tdp hop nao? Quan hé gitra chiing ra sao?

Dang vi phin bdc 1

Xét khong gian R". Gid st x = (xq,x2,...,x,) € R". Lam dung ki hiéu ta chi
x; 1a ham cho ra toa d¢ thi i caa x, tic la ham (x1 xp, ..., x,) — x;. Khi d6 ta dinh
nghia dang vi phin dx; chinh la dao ham ctia ham x;. Tic la dx; = dx;!

Vay dx; 1a mot ham trén R”. Tai méi diém x € R”, gia tri dx;(x) 1a mot anh xa
tuyén tinh tir R” vao R, dugc dai dién béi vecto (0,0,...,0,1,0,...,0) trong d6 sb
1 nam & toa do thit i.

Tong quét hon, néu f : R" — R la mot ham tron thi dao ham df cua f la mot
dang vi phan trén R". Tai mbi diém x thi d f (x) 1a mot 4nh xa tuyén tinh tir R” vao
R, dugce dai dién bdi vecto (%(x) i(x), LY (x)) Tir d6 ta c6 dang thuc:

7 dxp *70xy

df(x) = 2L (any(x) + 2L (0@ + -+ 2L (0)dxa(x)

o d0x1 dxs oxy
hay ngén gon hon:
_ O g+ O of
df = 1 dx1 + 9 dx; + + o, dxy.

Trong trudong hop mot chiéu cong thic trén la:

df = f'dx.
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3.5.* Dinh Ii Stokes tong quat 83

Khéc véi sy mo ho khi ta thiy cong thite nay 1an dau khi hoc vé vi phan trong cac
gido trinh todn giai tich trung hoc hay ndm dau dai hoc, bay gio moi thut trong
cong thitc déu c6 nghia chinh xac.

Ta dinh nghia moét dang vi phin bic 1 trén R” 1a mot ham cho tuong tng moi
diém vé&i mot anh xa tuyén tinh tir R” vao R, cho bdi cong thiic

frdxy + fadxg + - - + fudxy

trong do fi, ..., fu la cic ham tron.

Vi du. Trén R?, dang béc 1 dugc cho béi cong thic Pdx + Qdy trong d6 P, Q la
ham tron trén R2.

Tich ciia dang vi phdn

Nguoi ta dinh nghia dugc mét phép nhan trén cac dang vi phén, thuong duoc
ki hiéu béi A (wedge - tich chén), nhung & day ta bd qua ki hiéu d6 cho don gian.
Phép nhan ctia dang vi phan c6 tinh phan phéi v6i phép cong. N6 con c6 mot tinh
chat dic biét, 1a tinh phan ddi xing:

dxdy = —dydx.
Mot hé qua la dxdx = 0.
Vi du. Khin = 2: Ta sé c6 dxdy 1a mét dang vi phan bac 2. Tai mdi diém p € R?,
gia tri dxdy(p) 1a mot 4nh xa ma tac dong vao cdp vecto u, v € R? cho ra det(u, v),

chinh la dién tich ¢6 hudng cta hinh binh hanh sinh béi u va v. Vi vay c6 1€ khong
qua ngac nhién khi ta biét ki hiéu dA chinh la dxdy:

Vidu. Khin = 3: Ta sé c6 dxdydz la mot dang vi phan bac 3. Tai mdi diém p € R?,
gia tri dxdydz(p) 1a mot anh xa ma tac dong vao bo 3 vecto u,v,w € R3 cho ra
det(u,v,w), chinh 14 dién tich ¢6 hudng cta hinh binh hanh sinh bdi u, v va w. Ki

hiéu dV chinh la dxdydz:
dV = dxdydz.

Tong quat hon, tai méi p € R” thidxydx; - - - dx,(p) = det, va d6 chinh la dang
thé tich dV trén R”.

]dv = dxydxy - - - dxy.

Voi 1 < iy, ip,..., 4 < nthidx;dx;, ---dx; 1a mét dang bac k. Tong ctia hai
dang bac k 1a mét dang bac k. Tich cua mot ham tron véi mét dang béc k ciing la
mot dang bac k. Ta dinh nghia mt dang vi phin bic k bat ki trén R™ la mot tong hiru

han ciia nhiing dang fdx; dx;, - - - dx; .

Vi du. Mot dang bac 2 trén R3 ¢6 cong thic Pdydz + Qdzdx + Rdxdy, trong d6 P,
Q, R 1a cac ham tron trén R3.
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84 3. Tich phan mat

O day chiing ta chua ban t6i dang vi phan trén cac duong, mat, hay téng quat
hon nhiing tap con "k-chiéu" trong IR". Vi vy ta chua c6 co héi giai thich cac dang
ds, ds, ...

Tich phdn cua dang vi phin

Theo dinh nghia & trén mot dang vi phan bac n trén R” 1a mot tong ctia hiru
han nhiing dang fdxydx; - - - dx,. Rat don gian, ta dinh nghia tich phan cta dang
fdxqdxy - - - dxy, trén tap con D ctia R” chinh 1a tich phan bi ciia ham f trén D.

Dinh nghia trén dugc duing cho nhitng tap con D "n-chiéu" trong IR". Néu tap
con D nay c6 s6 chiéu k < n (vi du nhu duong, mat trong IR") thi can c6 mot dinh
nghia khac danh riéng cho s chiéu k. Nhu ta da thiy qua tich phan duong va tich
phan mat, mét dinh nghia nhu vay sé dung t6i viéc "kéo lui" mét dang trén D vé
mot dang k-chiéu trén R¥, r6i lay tich phan. Chi tiét kha phtic tap, nén ta ding lai
o day.

Dao ham ctia dang vi phin

Ngudi ta dinh nghia dugec mot phép dao ham trén cac dang. Phép tinh nay co
tinh tuyén tinh, nén né dugc xac dinh bdi cong thiic:

d(fdxl-ldxl-z .. -dxl-k) = (df)dxildx,-z s dxl-k

f of L of
(8 1clx1 + o3 ——dxy + - axn dxp | dxjdx;, - - - dx; .
Nhu véay dao ham cia mét dang bac k 1a mot dang bac (k + 1).

Vidu. Trén R? xét dang w = Pdx + Qdy. Ta ¢6

(P, 0P 90, , % 90 _ap
dw-(a dx +aydy>dx+<axdx+aydy)dy (8x ay)dxdy.

Vi du. Trén R® xét dang w = Pdx + Qdy + Rdz. Ta ¢6

dw = (gpd +apdy+ad)dx+<aQ Qdy+de)dy+

_ (OR 9Q oP dR 0Q 0P
= (ay az)dydz—i-(az ax)dzdx—i-(a ay)dxdy.

Chu ¥ cac thanh phan ctia dw chinh 1a cac thanh phan ctaa curl(P, Q, R).

Vidu. Trén R® xét dang w = Pdydz + Qdzdx + Rdxdy. Ta c6

(P 2P, P 90, 20, 29
dw = (a dx+aydy+azdz>dydz+(axdx+aydy—i— azdz>dzdx+
oR oR oR
(a dx —i—aydy—i- azdz> dxdy
(9P  0Q
= <ax+ay 5 )dxdydz

Thanh phan ctia dang dw chinh 1a div(P, Q, R).
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3.5.* Dinh Ii Stokes tong quat 85

’ Tuong ting gitta ham va dang

ham thuc f dang bac khong f

truong (P, Q,R) dang bac mot Pdx + Qdy + Rdz

truong bao toan dang bac mot ma la dao ham ctia mét dang
bac khong

truong curl(P, Q, R) | dang bac hai (—y - —) dydz +
(% - %) dzax + (@ — %) dxdy
ham div(P, Q,R) dang bac ba (gi + 55 + %5) dxdydz

Vidu. Tinhd(df) ta dugc:
ddf) = d (afdx+ gdy%— Zdz)

ox
2f  9f Rf f 2f  Rf
= (ayaz azay> aydz + (azax axaz> dzdx + <a %3y ayax> axdy.

Vay néu f tron cap hai thi d(df) = 0. Day khong gi khac hon chinh 1a hé thic
curl(V(f)) = 0.

Vi du. Néutaliy w = Pdx + Qdy + Rdz thi nhu & trén da tinh dw = (345 - y) dydz +
(%IZ? - —) dzdx + (a—Q — B—P> dxdy, tuong ung véi truong curl(P, Q, R), va

?R  9°Q 9*P 9*R  9*Q 0P
A(dw) = (axay T owoz dydz  Jyox *azax azay> dxdydz.
Néu truong (P, Q,R) la tron cap hai thi d(dw) = 0. Day chinh 1a hé thic
div(curl(F)) = 0.

Téng quét, tich ctia hai 4nh xa dao ham d néi tiép bang khong:
d> =0.

B6 dé Poincaré tong qudt

Ta da thdy néu w = du thi dw = 0. Diéu nguoc lai 1a noi dung cua B3 dé
Poincaré tong quat: Trén mot mién md hinh sao ctia R”, néu w la mot dang bac k
va dw = 0 thi ton tai mot dang u bac k — 1 sao cho du = w.

Dinh li Stokes tong qudt

Dinh li Stokes tong quét cho cong thitc trén R™:

w:/ dw.
oM JM

e Dinh li Newton-Leibniz ung véi truong hop w la dang bac khong f va M

1a mot tap con 1-chiéu ctia R (doan thang).

e Dinh li Green tng vdi truong hop w la dang bac mot Pdx + Qdy va M la
mot tap con 2-chiéu cta R?.

e Dinh li Stokes ung véi truong hop w la dang bac moét Pdx + Qdy + Rdz

va M 1a mot tap con 2-chiéu ctia R® (mat).
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86 3. Tich phan mat

o Dinh li Gauss-Ostrogradski tng véi truong hop w la dang bac hai Pdydz +
Qdzdx + Rdxdy va M 1a mot tap con 3-chiéu ctia R? (khdi).

Hudng dan doc thém. Dé trinh bay chat ché néi dung ctia mén hoc nay va téng
quat héa 1én cac khong gian c6 s6 chiéu cao hon can nghién cttu hai lanh vyc: da
tap vi phan (differential manifolds) (tong quat héa cia dudng va mat), va dang vi
phén (differential forms) (t6ng quat héa cta truong vectd). Quyén sach nho cua
Spivak [Spi65] 1a gido trinh kinh dién. Quyén sach ciia Munkres [Mun91] xuét
hién sau, ¢6 ndi dung tuong ti nhung c6 nhiéu chi tiét hon. Mot tai liéu hay gan
day la tap bai giang [Sja06]. Ngoai ra c6 thé doc quyén sach nang cao hon cua
Guillemin va Pollack [[GPZ4].

Mot tiép can khéc ctia van dé tich phén trén cac tap con ctia khong gian Euclid
duogc trinh bay trong Li thuyét do do hinh hoc (Geometric Measure Theory). C6
thé doc quyén sach nhap mén ctia Morgan [Mor00].

Bai tap.
3.5.2. Day la moét hé qua cha V6i ciing cac gia thiét vé Q, ta viét v = (vq,09,...,0y).
Gié st ham thuc f thudc 16p C!(Q)). Khi dé:

/an, x—/ fv; dS.

3.5.3 (tich phan tirng phan). Day la mot hé qua cta Véi cling céc gia thiét vé Q, gia
str cac ham thyc f va g thudce 16p C1(Q). Khi do:

/ang x_/ feoids = /fagdx

3.5.4 (cong thitc Green). Day 1a nhitng hé qua ctia[3.5.1|va n 3.5.2] V6i cling cac gia thiét vé
Q, gia st cac ham thuc f va g thuoc 16p C%(Q)). Ta viét % = Vf v, dao ham cua f theo

2f Khi do:

huéng v. Nhic lai toan tit Laplace A dugc cho bdi Af = Y1, Fres

(a)
/ Afdx—/ afd

/Vf ngx—/ fggds /Qngdx.

/Q(ng—gAf) dx = /aQ (fg% —ggi)

3.5.5 (dién tich mat cau). Goi S"(R) la mat cAu n-chiéu tdm tai 0 véi ban kinh R, bién ctia
qua cau B/("*1)(R) tam 0 ban kinh R. Hay ding dé tinh dién tich (n6i cach khac, thé
tich n-chiéu) ctia S"(R).

(b)

(©
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Goiy cho mét s6 bai tap

Gid st x € [0,1] 1a mot s6 vO t va {pn/qn }nez+ 12 mot day cac sb hiru ti hoi
tu vé x. Néu day {g, },cz+ khong tién ra v6 cling thi sé c6 mot s6 thuc M va mot
day con {qn, }rez+ sao cho gn, < M véimoik € Z*. Day {pn,/qn, }xez+ chi gobm
htru han gia tri.

M2T% Tap hop cac sb hiu i 1a dém duge.

Dua bai todn vé trudng hop tam gidc vuong. Dt tam giac vao hinh chit nhat
1bi lay mot phép chia déu ctia hinh chi@ nhat d6. Xét tong trén va tong dudi.

[LZITt Dung dinh li Fubini hai lan.

M412% (b) Diungy &bai[l.1.8

M5Z Chu y rang mién D dbi xing qua truc Oy. C6 thé c6 két qua ma khong can tinh
truc tiép tich phan. DE gidi thich chinh xac c6 thé dung phép déi bién x — —x.

63t C6 thé viét ngay gia trung binh la m S f[o,l]x[o,z] p(x,y) dxdy. Co thé
giai thich chi tiét hon nhu sau. Chia doan [0,1] thanh 10% doan dai bang nhau
va chia doan [0,2] thanh 2 x 10% doan dai bang nhau. Nhu vay hinh chit nhat
kich thuéc 1km x 2km dugc chia thanh nhitng hinh chir nhét con c6 kich thudc
Imx1m. S6 hinh chit nhat con nhu vay la 103 x (2 x 103). Gia cia m6i manh
dat Imx1m nay dugc dai dién boi p(x;, ;) voi mot diém (x;,y;) trong d6. Vay
gid trung binh 1a S = (Zi,]- p(x,-,y]-)) /(103 x 2 x 10%) (triéu dong/m?). Bay gio
viét S = %Z,-,]- p(xi,yj) % (1073 x 1073) thi Y p(xi,y) x (1073 x 1073) chinh la
mot t6ng Riemann ctia ham p tng vdi phép chia néi trén caa [0,1] x [0,2]. Gia tri
nay dugc xap xi bang mot t6ng vo han la tich phan [ 01)x[02) P(X,y) dxdy. Vay
S=3 ff[o,l]x[o,z] p(x,y) dxdy.

87
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