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Chương 6

DẠNG CHÍNH TẮC JORDAN

6.1 Sự tam giác hóa

Nếu một ma trận vuông A chéo hóa được thì, như chúng ta đã thấy ở Chương

5, nó có thể có khá nhiều ứng dụng thú vị. Tuy nhiên, không phải ma trận

vuông nào cũng chéo hóa được. Vậy, chúng ta phải làm gì nếu A không chéo

hóa được? Tồn tại những dạng rút gọn khác của ma trận vuông (hay của

toán tử tuyến tính) mà những ứng dụng của chúng cũng rất đáng được quan

tâm. Trong mục này chúng ta sẽ xem xét một sự rút gọn như vậy, được gọi

là sự tam giác hóa.

Mệnh đề 6.1.1. Mọi ma trận tam giác trên đều đồng dạng với một ma trận

tam giác dưới nào đó.

Chứng minh. Giả sử A là ma trận tam giác trên cấp n với các hệ sô trên

trường K. Ta chọn f ∈ EndK(Kn) sao cho ma trận biểu diễn f theo cơ sở

chính tắc B0 = (e1, . . . , en) là A. Xét cơ sở B = (en, . . . , e1), ta có

[f ]B = (B0 → B)−1[f ]B0(B0 → B).

Đặt A′ := [f ]B và P := (B0 → B), ta thấy ma trận A′ là ma trận tam giác

dưới và A′ = P−1AP. Suy ra A′ đồng dạng với A.

Bài toán đặt ra là khi nào thì ma trận A ∈ Mn(K) đồng dạng với một

ma trận tam giác? Do Mệnh đề 6.1.1 nên ta chỉ cần xét khi nào ma trận A

đồng dạng với một ma trận tam giác trên (hay A được gọi là tam giác hóa

được). Theo ngôn ngữ của các toán tử tuyến tính thì vấn đề đặt ra là khi
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nào một toán tử tuyến tính được biểu diễn bằng một ma trận tam giác trên

theo một cơ sở nào đó.

Định lý 6.1.2. Toán tử f ∈ EndK(V ) tam giác hóa được khi và chỉ khi đa

thức đặc trưng của f phân rã trên K.

Chứng minh. Giả sử f tam giác hóa được và B = (u1, . . . , un) là một cơ sở

của V sao cho

[f ]B =

 λ1 ∗
. . .

0 λn

.
Từ đó ta có

Pf (λ) = det

 λ1 − λ ∗
. . .

0 λn − λ

= (λ1 − λ) . . . (λn − λ),

nghĩa là Pf (λ) phân rã trên K.

Ngược lại, giả sử Pf (λ) phân rã trên K. Ta chứng minh bằng qui nạp

rằng toán tử f tam giác hóa được.

Nếu n = 1 thì không có gì để chứng minh. Vậy, giả sử n > 1 và khẳng

định đúng với n − 1. Gọi λ1 ∈ K là một nghiệm nào đó của Pf (λ) và u1 là

một vectơ riêng ứng với trị riêng λ1. Ta bổ túc thêm n− 1 vectơ vào (u1) để

có một cơ sở C = (u1, u2, . . . , un) của V. Khi đó

A = [f ]C =

(
λ1 b2 . . . bn

0 B

)
,

với B là ma trận vuông cấp n − 1. Xét không gian con W = 〈u2, . . . , un〉
và toán tử tuyến tính g ∈ Endκ(W ) sao cho ma trận biểu diễn g theo cơ sở

(u2, . . . , un) là B. Ta có

Pf (λ) = det(A− λIn) = (λ1 − λ)det(B − λIn−1) = (λ1 − λ)Pg(λ).

Vì Pf (λ) phân rã trên K nên Pg(λ) cũng phân rã trên K, do đó theo giả thiết

qui nạp ma trận B tam giác hóa được. Vậy tồn tại một cơ sở (v2, . . . , vn)

của W sao cho ma trận biểu diễn g theo cơ sở này là ma trận tam giác trên.

Khi đó ma trận biểu diễn f theo cơ sở (u1, v2, . . . , vn) cũng có dạng tam giác

trên.
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Hệ quả 6.1.3. Mọi ma trận A ∈Mn(C) đều tam giác hóa được.

Nhận xét 6.1.4. 1) Nếu ma trận A đồng dạng với ma trận tam giác A′ thì

trên đường chéo chính của A′ chỉ toàn là các trị riêng của A.

2) Mọi ma trận A ∈Mn(R) đều tam giác hóa được trên C.

Hệ quả 6.1.5. Cho ma trận A ∈ Mn(R) và phổ của A là SpC(A) =

{λ1, . . . , λn}. Khi đó ta có

tr(A) = λ1 + · · ·+ λn và detA = λ1 . . . λn.

Chứng minh. Do các ma trận đồng dạng đều có cùng vết và cùng định thức

nên những điều cần chứng minh là hiển nhiên.

Ví dụ 6.1.6. Ma trận A =

 −4 0 −2

0 1 0

5 1 3

có đa thức đặc trưng PA(λ) =

−(λ + 2)(λ − 1)2 nên theo Định lý 6.1.2, A tam giác hóa được trên R. Ta
xem A như ma trận biểu diễn toán tử tuyến tính f theo cơ sở chính tắc. Khi

đó tồn tại một cơ sở B = (u1, u2, u3) sao cho ma trận biểu diễn f theo B có

dạng tam giác trên

[f ]B =

 1 a b

0 1 c

0 0 −2

.
Ta sẽ tính các vectơ u1, u2 và u3. Nhận xét rằng u1 chính là vectơ riêng ứng

với trị riêng λ1 = 1. Xét hệ phương trình (A− I3)X = 0, ta có

A− I3 =

 −5 0 −2

0 0 0

5 1 2

 d3+d1−−−−→
d2↔d3

 −5 0 −2

0 1 0

0 0 0

.
Cho x3 = 5 suy ra x1 = −2. Vậy ta có thể lấy u1 = (−2, 0, 5).

Tính u2: Ta có f(u2) = au1 + u2 ⇒ (f − Id)(u2) = au1. Do đó −5 0 −2

0 0 0

5 1 2

 x1

x2

x3

= a

 −2

0

5

.
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Giải hệ phương trình trên −5 0 −2 −2a

0 0 0 0

5 1 2 5a

 d3+d1−−−−→
d2↔d3

 −5 0 −2 −2a

0 1 0 3a

0 0 0 0

.
Cho a = −1, x3 = 4. Ta có x1 = −2, x2 = −3. Vậy ta có thể lấy u2 =

(−2,−3, 4).

Tính u3: Ta biết rằng tồn tại vectơ riêng v ứng với trị riêng λ2 = −2,

nghĩa là f(v) = −2v. Ta có thể chọn u3 = v, b = c = 0. Ta có

A+ 2I3 =

 −2 0 −2

0 3 0

5 1 5

 − 1
2
d1−−−−→

d3−5d1

 1 0 1

0 3 0

0 1 0

 1
3
d2−−−−→

d3−d2

 1 0 1

0 1 0

0 0 0

.
Do đó có thể lấy u3 = (−1, 0, 1). Kiểm tra dễ dàng u1, u2, u3 độc lập tuyến

tính, do đó chúng tạo thành một cơ sở của R3. Ma trận biểu diễn f theo cơ

sở B là

A′ =

 1 −1 0

0 1 0

0 0 −2

.
Ma trận chuyển từ cơ sở chính tắc sang cơ sở B là

P =

 −2 −2 −1

0 −3 0

5 4 1

.
Cuối cùng ta có A′ = P−1AP.

6.2 Đa thức triệt tiêu. Định lý Hamilton -

Calley

Cho V là một không gian vectơ trên trường K và Q ∈ K[t]:

Q(t) = amt
m + am−1t

m−1 + · · ·+ a1t+ a0.

Nếu f ∈ EndK(V ) thì ta ký hiệu Q(f) là một toán tử tuyến tính trên V xác

định bởi

Q(f) = amf
m + am−1f

m−1 + · · ·+ a1f + a0IdV .
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Nhận xét 6.2.1. Nếu P,Q ∈ K[t] thì

P (f)Q(f) = Q(f)P (f), ∀f ∈ EndK(V ).

Định nghĩa 6.2.2. Cho f ∈ EndK(V ) và Q(t) ∈ K[t]. Ta nói Q(t) là đa thức

triệt tiêu toán tử f nếu Q(f) = 0.

Mệnh đề 6.2.3. Giả sử Q(t) là đa thức triệt tiêu toán tử f và λ là một trị

riêng của f. Khi đó λ là nghiệm của Q(t).

Chứng minh. Gọi v là một vectơ riêng của f ứng với trị riêng λ. Khi đó

fk(v) = λkv,∀k ∈ N. Giả sử

Q(t) = amt
m + am−1t

m−1 + · · ·+ a1t+ a0

là đa thức triệt tiêu f. Khi đó ta có

amf
m + am−1f

m−1 + · · ·+ a1f + a0IdV = 0

⇒ (amf
m + am−1f

m−1 + · · ·+ a1f + a0IdV )(v) = 0

⇒ amf
m(v) + am−1f

m−1(v) + · · ·+ a1f(v) + a0IdV (v) = 0

⇒ amλ
mv + am−1λ

m−1v + · · ·+ a1λv + a0v = 0

⇒ (amλ
m + am−1λ

m−1 + · · ·+ a1λ+ a0)v = 0.

Do v 6= 0 nên từ đó suy ra

amλ
m + am−1λ

m−1 + · · ·+ a1λ+ a0 = 0 hay Q(λ) = 0.

Áp dụng mệnh đề vừa chứng minh ta thấy rằng nếu toán tử f thỏa f 2 = f

thì các giá trị riêng của f chỉ có thể là 0 hoặc 1. Nếu f 3 = f thì các trị riêng

của f chỉ có thể là 0, 1 hoặc −1.

Tuy nhiên, cũng cần thiết lưu ý rằng không phải tất cả các nghiệm của

Q(t) đều là trị riêng của f. Ví dụ, nếu f = IdV thì đa thức Q(t) = t2 − t
triệt tiêu f nhưng 0 không phải là trị riêng của f.

Câu hỏi đầu tiên mà ta có thể đặt ra là: Phải chăng đối với mọi toán

tử tuyến tính f ∈ EndK(V ) đều tồn tại một đa thức 0 6= Q(t) ∈ K[t]

triệt tiêu f? Câu trả lời là khẳng định. Thật vậy, nếu dim K(V ) = n thì

EndK(V ) ∼= Mn(K), suy ra dim K(EndK(V )) = n2. Do đó các phần tử

IdV , f, f
2, . . . , fn

2
phụ thuộc tuyến tính trong EndK(V ), suy ra tồn tại các

phần tử a0, a1, a2, . . . , an2 ∈ K, không phải tất cả đều bằng 0 sao cho

a0IdV + a1f + a2f
2 + · · ·+ an2fn

2

= 0.

7



Vậy Q(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + · · ·+ an2tn

2
là đa thức triệt tiêu f.

Định lý Hamilton - Calley mà ta sẽ chứng minh dưới đây cho thấy đa

thức đặc trưng của f là đa thức triệt tiêu đa thức triệt tiêu f.

Định lý 6.2.4 (Hamilton - Calley). Cho f là một toán tử tuyến tính trên

không gian hữu hạn chiều V. Khi đó đa thức đặc trưng Pf (λ) triệt tiêu f ,

nghĩa là Pf (f) = 0.

Gọi B = {u1, u2, . . . , un} là một cơ sở của V và A là ma trận biểu diễn f

theo cơ sở B. Như vậy,

f(ui) =
n∑
j=1

ajiuj, 1 ≤ i ≤ n.

Hơn nữa ui =
n∑
j=1

δijuj với δij =

{
1 nếu i = j

0 nếu i 6= j
nên ta có

n∑
j=1

(ajiIdV − δijf)(uj) = 0, 1 ≤ i ≤ n

Gọi B = (bij) là ma trận vuông với các hệ số là các toán tử tuyến tính được

xác định bởi

bij = ajiIdV − δijf.

Do Pf (x) = det(A− xIn) = det(A− xIn)>, mà ma trận này có các hệ số là

những đa thức

[(A− xIn)>]ij = aijIdV − δijx,

nên ta có Pf (f) = detB. Như vậy để chứng minh Pf (f) = 0, ta cần chứng

minh

(detB)(uk) = 0, ∀k = 1, . . . , n.

Thật vậy, do định nghĩa của B, các vectơ u1, u2, . . . un thỏa phương trình
n∑
j=1

bij(uj) = 0, 1 ≤ i ≤ n.

Gọi B = adj (B) là ma trận phó của B. Khi đó

(detB)In = BB.
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Suy ra, với mỗi 1 ≤ k ≤ n ta có

δkjdetB =
n∑
i=1

Bkibij.

Lấy ảnh của uj theo hai vế, rồi lấy tổng theo j,

n∑
j=1

δkjdetB(uj) =
n∑
j=1

(
n∑
i=1

Bkibij(uj)

)
.

Suy ra

detB(uk) =
n∑
i=1

Bki

(
n∑
j=1

bij(uj)

)
= 0.

Dưới đây ta sẽ chứng minh một kết quả rất quan trọng về các đa thức

triệt tiêu.

Bổ đề 6.2.5 (Bổ đề căn bản). Cho f ∈ EndK(V ) và Q(t) = Q1(t) . . . Qp(t),

trong đó Q1, . . . , Qp là những đa thức nguyên tố cùng nhau. Khi đó, nếu Q(t)

triệt tiêu f thì

V = KerQ1(f)⊕ · · · ⊕KerQp(f).

Chứng minh. Ta sẽ chứng minh bằng qui nạp theo p.

Nếu p = 1 thì Q(t) = Q1(t), do đó nếu Q(f) = 0 thì Q1(f) = 0 và

V = KerQ1(f).

Trường hợp p = 2: Giả sử Q(t) = Q1(t)Q2(t), trong đó Q1 và Q2 là những

đa thức nguyên tố cùng nhau. Khi đó, tồn tại những đa thức U1 và U2 sao

cho

U1Q1 + U2Q2 = 1.

Từ đó suy ra

U1(f)Q1(f) + U2(f)Q2(f) = IdV .

Do đó ∀u ∈ V , ta có

u = U1(f)Q1(f)(u) + U2(f)Q2(f)(u), (1)

kéo theo

V = Im (U1(f)Q1(f)) + Im (U2(f)Q2(f)). (2)
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Vì Q1(f)Q0(f) = 0 nên Q2(f)U1(f)Q1(f) = 0, suy ra

Im (U1(f)Q1(f)) ⊆ KerQ2(f).

Hoàn toàn tương tự, ta có

Im (U2(f)Q2(f)) ⊆ KerQ1(f).

Do đó, từ (2) ta có V = KerQ1(f) + KerQ2(f). Giả sử u ∈ KerQ1(f) ∩
KerQ2(f). Từ (1) suy ra ngay u = 0. Vậy

V = KerQ1(f)⊕KerQ2(f).

Trường hợp p > 2: Ta có

Q(t) = (Q1(t) . . . Qp−1(t))Qp(t).

Đặt Q̃(t) = Q1(t) . . . Qp−1(t), ta có Q̃(t) và Qp(t) là những đa thức nguyên

tố cùng nhau. Theo trường hợp p = 2 ta có

V = Ker Q̃(f)⊕KerQp(f).

ĐặtW = Ker Q̃(f) và f = f |W . Ta chứng minh f ∈ EndK(W ). Thật vậy,

∀u ∈ W , ta có f(u) = f(u). Do u ∈ W nên Q̃(f)(u) = 0, suy ra Q̃(f)f(u) =

fQ̃(f)(u) = 0. Hơn nữa Q̃(f)f(u) = Q̃(f)(f(u)), do đó f(u) ∈ Ker Q̃(f).

Ngoài ra, do f = f |W nên Q̃(f) = 0. Vậy, áp dụng giả thiết qui nạp, ta

nhận được

W = KerQ1(f)⊕ · · · ⊕KerQp−1(f).

∀i ∈ 1, p− 1, ta có

KerQi(f) = {u ∈ W |Qi(f)(u) = 0}
= {u ∈ W |Qi(f)(u) = 0} ⊆ KerQi(f).

Ngược lại, giả sử u ∈ KerQi(f). Khi đó,

Q̃(f)(u) = Q1(f) . . . Qi−1(f)Qi+1(f) . . . Qp−1(f)Qi(f)(u) = 0,

suy ra u ∈ W. Điều này chứng tỏ u ∈ KerQi(f). Do đó

KerQi(f) = KerQi(f), ∀i ∈ 1, p− 1.

Vậy

V = KerQ1(f)⊕ · · · ⊕KerQp−1(f)⊕KerQp(f).
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Hệ quả 6.2.6. Cho f là một toán tử tuyến tính trong không gian vectơ n

chiều V trên K và giả sử đa thức đặc trưng Pf (λ) phân rã trên K:

Pf (λ) = (−1)n(λ− λ1)α1 . . . (λ− λp)αp .

Khi đó

V = Ker (f − λ1Id)α1 ⊕ · · · ⊕Ker (f − λpId)αp .

Định nghĩa 6.2.7. Cho f là một toán tử tuyến tính trong không gian vectơ

n chiều V trên K và giả sử đa thức đặc trưng Pf (λ) phân rã trên K:

Pf (λ) = (−1)n(λ− λ1)α1 . . . (λ− λp)αp .

Ta gọi

N(λi) := Ker (f − λiId)αi

là không gian đặc trưng, ứng với trị riêng λi.

Theo Hệ quả 6.2.6, không gian V được phân tích thành tổng trực tiếp

của các không gian đặc trưng.

Nhận xét 6.2.8.

1) Không gian riêng luôn nằm trong không gian đặc trưng (ứng với cùng

một trị riêng)

E(λ) ⊆ N(λ).

Thật vậy, nếu u ∈ E(λ) thì (f − λId)(u) = 0, suy ra (f − λId)α(u) = 0

(α là số bội của λ) hay u ∈ N(λ).

2) Không gian đặc trưng là bất biến đối với f , nghĩa là

f(N(λ)) ⊆ N(λ).

Thật vậy, giả sử u ∈ N(λ). Khi đó

(f − λId)α(u) = 0⇒ f(f − λId)α(u) = 0

⇒ (f − λId)αf(u) = 0⇒ f(u) ∈ N(λ).

Để kết thúc mục này, dưới đây ta sẽ xét một ứng dụng của Bổ đề căn

bản.

Giả sử f ∈ EndK(V ) sao cho f 2 = f. Khi đó Q(t) = t(t − 1) là đa thức

triệt tiêu f. Vậy, theo Bổ đề 6.2.5, V = Ker f ⊕ Ker (f − Id). Ta thấy V là

tổng trực tiếp của các không gian riêng của f suy ra f chéo hóa được.
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Dưới đây là một kết quả tổng quát hơn ví dụ chúng ta vừa xét.

Định lý 6.2.9. Toán tử tuyến tính f chéo hóa được khi và chỉ khi tồn tại

một đa thức phân rã trên K, có toàn nghiệm đơn và triệt tiêu f.

Chứng minh. Giả sử f chéo hóa được. Khi đó tồn tại một cơ sở B =

(u1, . . . , un) gồm toàn các vectơ riêng của f. Gọi λ1, . . . , λp là các trị riêng

đôi một khác nhau của f. Khi đó, ∀u ∈ B tồn tại một λi, 1 ≤ i ≤ p sao cho

(f − λiId)(u) = 0. Từ đó suy ra

(f − λ1Id) . . . (f − λpId)(u) = 0, ∀u ∈ B.

Vậy đa thức Q(t) = (t− λ1) . . . (t− λp) phân rã trên K, chỉ có toàn nghiệm

đơn và triệt tiêu f.

Ngược lại, giả sử

Q(t) = (t− λ1) . . . (t− λp), λi 6= λj, ∀i 6= j

và Q(t) triệt tiêu f. Khi đó theo Bổ đề 6.2.5, ta có

V = Ker (f − λ1Id)⊕ · · · ⊕Ker (f − λpId)

= E(λ1)⊕ · · · ⊕ E(λp).

Suy ra f chéo hóa được.

6.3 Đa thức tối tiểu

Định nghĩa 6.3.1. Đa thức đơn khởi bậc nhỏ nhất triệt tiêu toán tử tuyến

tính f được gọi là đa thức tối tiểu của f và ký hiệu là mf .

Mệnh đề 6.3.2. Đa thức Q(t) ∈ K[t] triệt tiêu f khi và chỉ khi Q(t) chia

hết cho mf (t) trong K[t].

Chứng minh. Giả sử Q(f) = 0, ta chia Q(t) cho mf (t):

Q(t) = P (t)mf (t) +R(t), deg(R) < deg(mf )

(theo qui ước, đa thức 0 có bậc −∞). Vì Q(f) = 0 nên suy ra R(f) = 0, kéo

theo R(t) = 0 do định nghĩa đa thức tối tiểu. Do đó Q(t) = P (t)mf (t).

Ngược lại, nếu Q(t) = P (t)mf (t) thì Q(f) = P (f)mf (f) = 0, nghĩa là

Q(t) triệt tiêu f.

Hệ quả 6.3.3. mf là ước của Pf .
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Chứng minh. Áp dụng Định lý Hamilton-Calley và Mệnh đề 6.3.2

Hệ quả 6.3.4. Đa thức tối tiểu là duy nhất.

Chứng minh. Giả sử m1 và m2 là hai đa thức tối tiểu của toán tử f. Khi

đó, theo Mệnh đề 6.3.2, m1 là ước của m2 và m2 là ước của m1. Do m1 và

m2 đều là các đa thức đơn khởi nên từ đó suy ra m1 = m2.

Mệnh đề 6.3.5. Tập nghiệm của mf trùng với tập nghiệm của Pf .

Chứng minh. Từ Hệ quả 6.3.3 suy ra mỗi nghiệm của mf đều là nghiệm

của Pf . Từ Mệnh đề 6.2.3 suy ra mỗi nghiệm của Pf đều là nghiệm của mf .

Ví dụ 6.3.6. a) Cho A =

 0 1 2

1 0 2

1 2 0

. Ta có PA(t) = −(t+1)(t+2)(t−3).

Áp dụng Mệnh đề 6.3.5 suy ra mA(t) = (t+ 1)(t+ 2)(t− 3).

b) Cho A =

 −1 1 1

1 −1 1

1 1 −1

. Ta có PA(t) = −(t − 1)(t + 2)2. Áp dụng

Mệnh đề 6.3.5 suy ra

mA(t) =

[
(t− 1)(t+ 2),

(t− 1)(t+ 2)2.

Ta có (A− I3)(A+ 2I3) = 0. Vậy mA(t) = (t− 1)(t+ 2).

Định lý 6.3.7. Toán tử tuyến tính f chéo hóa được khi và chỉ khi đa thức

tối tiểu của nó phân rã trên K và có toàn nghiệm đơn.

Chứng minh. Điều kiện đủ là đúng do Định lý 6.2.9. Ngược lại, giả sử f

chéo hóa được. Khi đó

Pf (t) = (−1)n(t− λ1)α1 . . . (t− λp)αp , λi 6= λj,∀i 6= j.

Theo chứng minh Định lý 6.2.9 đa thức Q(t) = (t− λ1) . . . (t− λp) triệt tiêu

f. Áp dụng Mệnh đề 6.3.5 suy ra mf (t) = Q(t).

Ví dụ 6.3.8. a) Xét ma trận A =

 −1 1 1

1 −1 1

1 1 −1

. Đa thức tối tiểu của

A là mA(t) = (t− 1)(t− 2). Theo Định lý 6.3.7, A chéo hóa được.
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b) Ma trận A =

 3 2 −2

−1 0 1

1 1 0

có đa thức đặc trưng PA(t) = −(t−1)3 nên

mA(t) =

 t− 1

(t− 1)2,

(t− 1)3.

Theo Định lý 6.3.7, A chéo hóa được ⇔ mA(t) = t− 1⇔ A− I3 = 0. Do

A 6= I3 nên từ đó suy ra A không chéo hóa được.

c) Ma trận A =

 3 −1 1

2 0 1

1 −1 2

có đa thức đặc trưng là PA(t) = −(t− 1)(t−

2)2, do đó

mA(t) =

[
(t− 1)(t− 2),

(t− 1)(t− 2)2.

Theo Định lý 6.3.7, ta có

A chéo hóa được⇔ mA(t) = (t− 1)(t− 2)⇔ (A− I3)(A− 2I3) = 0.

Nhưng bằng cách tính toán trực tiếp ta thấy rằng

(A− I3)(A− 2I3) 6= 0,

do đó A không chéo hóa được.

6.4 Dạng tam giác khối

Trong mục 6.1 ta đã biết nếu đa thức đặc trưng của toán tử f trên không

gian vectơ hữu hạn chiều phân rã trên trường cơ sở K thì f tam giác hóa

được, nghĩa là tồn tại một cơ sở B của V sao cho trong đó ma trận biểu diễn

f theo B có dạng tam giác (trên hoặc dưới). Nói chung, điều này cũng đã

cho chúng ta những ứng dụng khá tốt. Trong mục này chúng ta tiếp tục việc

rút gọn toán tử f sao cho có thể “tốt” hơn nữa. Chính xác hơn, nếu đa thức

đặc trưng của f phân rã trên K thì ta có thể đưa f về dạng tam giác khối.

Bổ đề 6.4.1. Cho V = V1 ⊕ . . .⊕ Vp, trong đó Vi là các không gian con bất

biến đối với f. Khi đó, nếu B1, . . . ,Bp tương ứng là các cơ sở của V1, . . . , Vp
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thì ma trận của f theo cơ sở B = (B1, . . . ,Bp) là

[f ]B =

 M1 0
. . .

0 Mp

=: diag(M1, . . . ,Mn),

trong đó Mi là ma trận biểu diễn của hạn chế của f lên Vi theo cơ sở Bi.

Chứng minh. Giả sử B1 = (u1, . . . , un1), . . . ,Bp = (u1, . . . , unp). Vì f(Vi) ⊆
Vi,∀i = 1, p nên ta có

f(u1) = a11u1 + . . .+ an11un1 ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f(un1) = a1n1u1 + . . .+ an1n1un1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f(u1) = b11u1 + . . .+ bnp1unp ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f(unp) = b1npu1 + . . .+ bnpnpunp .

Do đó

[f ]B = diag(M1, . . . ,Mp).

Định lý 6.4.2 (Rút gọn theo dạng tam giác khối). Cho f là một toán

tử tuyến tính trên không gian vectơ n chiều trên trường K. Giả sử đa thức

đặc trưng của f phân rã trên K:

Pf (λ) = (−1)n(λ− λ1)α1 . . . (λ− λp)αp , λi 6= λj,∀i 6= j.

Khi đó tồn tại một cơ sở B = (B1, . . . ,Bp) của V , trong đó Bi là một cơ sở

của N(λi) sao cho

[f ]B = diag(M1, . . . ,Mp),

với Mi là ma trận biểu diễn của hạn chế của f lên không gian đặc trưng

N(λi) theo cơ sở Bi và Mi có dạng tam giác trên.

Chứng minh. Vì N(λi) bất biến đối với f nên theo Hệ quả 6.2.6 và Định

lý 6.4.2, tồn tại một cơ sở B = (B1, . . . ,Bp) của V sao cho

[f ]B = diag(M1, . . . ,Mp),

trong đó Bi là một cơ sở của N(λi),Mi = [fi]Bi , với fi là hạn chế của f

lên N(λi). Do đó ta chỉ còn cần chứng minh rằng Mi tam giác hóa được và

SpK(Mi) = {λi, . . . , λi} là đủ.
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Theo định nghĩa, N(λi) = Ker (f −λiId)αi nên (f −λiId)αi(u) = 0,∀u ∈
N(λi). Vậy (λ − λi)αi là đa thức triệt tiêu fi, do đó đa thức tối tiểu của fi
có dạng

mfi(λ) = (λ− λi)γi , với 1 ≤ γi ≤ αi.

Áp dụng Mệnh đề 6.3.2, suy ra đa thức đặc trưng của fi có dạng

Pfi(λ) = (−1)δi(λ− λi)δi , với γi ≤ δi.

Vậy Pfi(λ) phân rã trên K và SpK(fi) = {λi, . . . , λi}, kéo theo Mi tam giác

hóa được. Ta còn cần phải chứng minh δi = αi,∀i ∈ 1, p. Thực vậy, ta có

Pf (λ) = |M1 − λIδ1| . . . |Mp − λIδp |
= Pf1(λ) . . . Pfp(λ) = (−1)δ1+...+δp(λ− λ1)δ1 . . . (λ− λp)δp

= (−1)n(λ− λ1)α1 . . . (λ− λp)αp .

Từ đó suy ra δi = αi,∀i ∈ 1, p.

Để thuận tiện, ta giữ nguyên các ký hiệu về cơ sở và ma trận biểu diễn

các toán tử khi ta đưa về dạng tam giác trên trong quá trình như trên. Như

vậy ta có điều cần chứng minh.

Ví dụ 6.4.3. Cho ma trận A =


1 −1 2 2

0 0 1 −1

1 −1 1 0

1 −1 1 0

. Xem A như ma trận

của toán tử tuyến tính f : R4 → R4 theo cơ sở chính tắc B0 = (e1, e2, e3, e4).

Vì Pf (λ) = λ2(λ + 1)(λ − 3) nên tồn tại cơ sở B = (u1, u2, u3, u4) sao cho

theo cơ sở này ma trận của f có dạng tam giác khối

[f ]B =


−1 0 0 0

0 3 0 0

0 0 0 a

0 0 0 0

.
Điều này có nghĩa 

f(u1) = −u1,

f(u2) = 3u2,

f(u3) = 0,

f(u4) = au3.
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Ta có vectơ u1 là vectơ riêng của f ứng với trị riêng λ = −1. Có thể lấy

u1 = (−2, 0, 1, 1). Vectơ u2 là vectơ riêng ứng với trị riêng λ = 3. Có thể

lấy u2 = (2, 0, 1, 1). Vectơ u3 là vectơ riêng ứng với trị riêng λ = 0. Có thể

lấy u3 = (1, 1, 0, 0). Cuối cùng cho a = 1 ta tính được u4 = (0, 1, 1, 0). Dễ

dàng kiểm tra rằng các vectơ u1, u2, u3, u4 độc lập tuyến tính, do đó chúng

tạo thành một cơ sở của R4 mà ta cần tìm. Ma trận chuyển cơ sở từ B0 sang

B là

P =


−2 2 1 0

0 0 1 1

1 1 0 1

1 1 0 0

.
Như vậy chúng ta đã thấy rằng nếu một ma trận tam giác hóa được thì

ta có thể làm được nhiều hơn thế nữa bằng cách đưa ma trận biểu diễn nó về

dạng tam giác khối. Điều này có lợi hơn trong các ứng dụng. Thực vậy, nếu

đối với một ma trận tam giác việc nâng lên lũy thừa nói chung là không thể

được. Tuy nhiên, nếu chúng ta đưa nó về dạng tam giác khối thì việc nâng

lên lũy thừa sẽ đưa về tính lũy thừa của các khối trên đường chéo chính. Về

phần mình, mỗi khối như vậy đều là một ma trận tam giác mà tất cả các

phần tử nằm trên đường chéo chính đều bằng nhau. Vậy bài toán thực chất

đưa về việc nâng lên lũy thừa của ma trận tam giác dạng

A =

 λ ∗
. . .

0 λ

.

Phân tích A = λI +N , trong đó N =

 0 ∗
. . .

0 0

. Ta chứng minh tồn tại

p ≤ n sao cho Np = 0. Thực vậy, ta có PN(t) = (−1)ntn, nên mN(t) = tp,

với p ≤ n. Do mN(N) = 0 nên Np = 0. Bây giờ nhận xét rằng λI và N giao

hoán với nhau nên ta dễ dàng tính được Ak = (λI + N)k bằng cách khai

triển nhị thức Newton.

6.5 Toán tử lũy linh

Trong mục này V luôn luôn là không gian vectơ n chiều trên trường K.
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Định nghĩa 6.5.1. Giả sử λ ∈ K và n ≥ 2, ta gọi ma trận vuông cấp n

dạng sau đây là một khối Jordan:

J(λ) =


λ 1 0

. . . . . .
. . . 1

0 λ

.
Nếu cấp của khối bằng 1 thì ta qui ước J(λ) = (λ).

Bổ đề 6.5.2. Giả sử J = J(λ) là một khối Jordan cấp n. Khi đó ta có những

điều khẳng định sau đây:

(i) PJ(t) = (−1)n(t− λ)n.

(ii) mJ(t) = (t− λ)n.

(iii) dimE(λ) = 1.

Chứng minh. Bằng cách tính toán trực tiếp ta thấy ngay những điều cần

chứng minh.

Định nghĩa 6.5.3. Ta nói toán tử tuyến tính u trong không gian V là một

toán tử lũy linh nếu tồn tại một số nguyên m ≥ 1 sao cho um = 0. Số nguyên

dương β nhỏ nhất thỏa uβ = 0 được gọi là bậc lũy linh của u.

Mệnh đề 6.5.4. Toán tử tuyến tính u là lũy linh nếu và chỉ nếu tồn tại một

cơ sở của V sao cho trong đó ma trận biểu diễn u có dạng tam giác trên mà

trên đường chéo chính chỉ toàn là 0.

Chứng minh. Giả sử u là toán tử lũy linh bậc β. Khi đó đa thức tối tiểu

mu(t) = tβ, kéo theo đa thức đặc trưng Pu(t) = (−1)ntn. Do đó u tam giác

hóa được, nghĩa là tồn tại một cơ sở của V mà trong đó ma trận biểu diễn

u có dạng tam giác trên với các phần tử 0 nằm trên đường chéo chính. Điều

ngược lại là hiển nhiên.

Định nghĩa 6.5.5. Cho u là toán tử tuyến tính trong không gian vectơ V.

Nếu tồn tại một vectơ x trong V sao cho các vectơ x, u(x), . . . , un−1(x) tạo

thành một cơ sở của V thì ta nói u là toán tử xyclic và B = (x, u(x), . . . , un−1(x))

là cơ sở xyclic.

Bổ đề 6.5.6. Cho u là toán tử lũy linh với bậc lũy linh β > 1. Khi đó, các
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điều kiện dưới đây tương đương:

(i) β = n, nghĩa là Pu(t) = (−1)ntn và mu(t) = tn.

(ii) u là toán tử xyclic.

(iii) Tồn tại một cơ sở B của V sao cho [u]B = J(0).

Chứng minh. (i)⇒ (ii). Giả sử điều kiện (i) được thỏa mãn. Khi đó un−1 6=
0. Do đó tồn tại 0 6= x ∈ V sao cho un−1(x) 6= 0. Giả sử

a1x+ a2u(x) + · · ·+ anu
n−1(x) = 0, với a1, a2, . . . , an ∈ K.

Tác động un−1 lên hai vế, nhận được a1u
n−1(x) = 0. Từ đó suy ra a1 = 0.

Bây giờ tác động un−2 lên hai vế, nhận được a2 = 0. Cứ tiếp tục như thế,

cuối cùng nhận được a1 = a2 = · · · = an = 0. Vậy, (x, u(x), . . . , un−1(x)) là

cơ sở xyclic của V.

(ii) ⇒ (iii). Giả sử (x, u(x), . . . , un−1(x)) là cơ sở xyclic của V. Đặt B =

(un−1(x), . . . , u2(x), u(x), x). Khi đó ta có

[u]B = J(0).

(iii) ⇒ (i). Nếu có (iii) thì theo Bổ đề 6.5.2 ta có β = n.

Trong các bổ đề tiếp theo ta luôn giả thiết u là toán tử lũy linh với bậc

lũy linh β > 1.

Bổ đề 6.5.7. Với mọi p ∈ 0, β, ký hiệu Kp := Ker (up). Khi đó ta có dãy

tăng ngặt sau đây:

0 = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kβ−1 ⊂ Kβ = V.

Chứng minh. Vì up(x) = 0⇒ up+1(x) = 0, nên Kp ⊆ Kp+1. Mặt khác, nếu

tồn tại p ∈ 1, β − 1 sao cho Kp = Kp+1 thì ta có

Kp = Kp+1 = . . . = Kβ = V.

Điều này dẫn đến p là bậc lũy linh của u, là điều mâu thuẫn vì p < β.

Bổ đề 6.5.8. Tồn tại các không gian con M1, . . . ,Mβ không tầm thường thỏa

mãn các điều kiện:

(i) Kp = Kp−1 ⊕Mp, p ∈ 1, β;

(ii) u(Mp) ⊆Mp−1, p ∈ 2, β.
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Chứng minh. Với p = β, chọn Mβ là một phần bù nào đó của Kβ−1 trong

Kβ = V. Giả sử đã xây dựng được các không gian con Mβ,Mβ−1, . . . ,Mp

thỏa mãn các điều kiện (i) và (ii). Ta sẽ xây dựng không gian con Mp−1 sao

cho nó cũng thỏa mãn (i) và (ii). Trước hết ta kiểm tra các điều kiện sau

đây:

a) u(Mp) ⊆ Kp−1;

b) u(Mp) ∩Kp−2 = 0.

Giả sử x ∈ Mp. Vì Mp ⊆ Kp nên up(x) = 0, hay up−1(u(x)) = 0, nghĩa là

u(x) ∈ Kp−1. Ta đã chứng minh (a).

Bây giờ, giả sử y ∈ u(Mp) ∩ Kp−2. Khi đó, ta có y = u(x), x ∈ Mp và

up−2(y) = 0, kéo theo up−1(x) = 0, nghĩa là x ∈ Kp−1. Vậy, x ∈ Kp−1 ∩Mp =

0, suy ra x = 0, kéo theo y = u(x) = 0. Ta đã chứng minh (b). Kết hợp (a)

và (b) ta có

Kp−2 ⊕ u(Mp) ⊆ Kp−1.

Do đó tồn tại Gp−1 là phần bù của Kp−2 ⊕ u(Mp) trong Kp−1, nghĩa là

Kp−1 = Kp−2 ⊕ u(Mp)⊕Gp−1.

Bây giờ nếu đặt

Mp−1 = u(Mp)⊕Gp−1

thì ta thấy Mp−1 thỏa các điều kiện (i) và (ii).

Bổ đề 6.5.9. Với các ký hiệu M1,M2, . . . ,Mβ như trên, ta có

V = M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mβ.

Chứng minh. Ta có

V = Kβ = Kβ−1 ⊕Mβ

= Kβ−2 ⊕Mβ−1 ⊕Mβ

= · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
= M1 +⊕M2 ⊕ . . .⊕Mβ.

Tiếp theo, ta sẽ xây dựng một cơ sở của V bằng cách xây dựng cơ sở

cho mỗi không gian con Mp, sau đó sắp xếp lại các vectơ cơ sở bằng cách

phân hoạch nó thành các cơ sở xyclic của các không gian con của V. Theo
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cơ sở cuối cùng này ma trận biểu diễn f sẽ có dạng khối đường chéo mà trên

đường chéo chính là các khối Jordan.

Bổ đề 6.5.10. Ảnh của một cơ sở của Mp là một họ độc lập tuyến tính trong

Mp−1.

Chứng minh. Giả sử (u1, . . . , ur) là một cơ sở của Mp và λ1, . . . , λr ∈ K
sao cho

λ1u(u1) + · · ·+ λru(ur) = 0.

Khi đó, u(λ1u1 + · · · + λrur) = 0, hay λ1u1 + · · · + λrur ∈ Keru =

K1 ⊆ Kp−1. Từ đó suy ra λ1u1 + · · · + λrur ∈ Mp ∩ Kp−1 = 0, kéo theo

λ1 = · · · = λr = 0.

Bây giờ ta sẽ lần lượt xây dựng cơ sở cho Mi bắt đầu từ i = β. Trong Mβ

(mà ta còn ký hiệu là Gβ), lấy một cơ sở bất kỳ nào đó. Tiếp theo, bằng qui

nạp lùi ta sẽ xây dựng cơ sở trong Mp−1 như sau:

Ta có Mp−1 = u(Mp)⊕Gp−1. Lấy ảnh qua u của cơ sở đã xây dựng trong

Mp hợp với một cơ sở của Gp−1 ta sẽ có một cơ sở của Mp−1. Bằng cách này

ta xây dựng được các cơ sở Bβ,Bβ−1 . . . ,B1 tương ứng củaMβ,Mβ−1 . . . ,M1:

Bβ = (u1, . . . , unβ)︸ ︷︷ ︸
Gβ

,

Bβ−1 = (u(u1), . . . , u(unβ), ω1, . . . , ωnβ−1︸ ︷︷ ︸
Gβ−1

),

Bβ−2 = (u2(u1), . . . , u2(unβ), u(ω1), . . . , u(ωnβ−1
), z1, . . . , znβ−2︸ ︷︷ ︸

Gβ−2

),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

B1 = (uβ−1(u1), . . . , uβ−1(unβ), uβ−2(ω1), . . . , uβ−2(ωnβ−1
),

uβ−3(z1), . . . , uβ−3(znβ−2
), . . . , x1, . . . , xn1︸ ︷︷ ︸

G1

).

Với p ∈ 1, β và 0 6= x ∈ Gp, đặt

Ip(x) := 〈x, u(x), . . . , up−1(x)〉.

Khi đó những khẳng định trong bổ đề dưới đây là hiển nhiên.
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Bổ đề 6.5.11. Với mọi p ∈ 1, β, ta có

(i) dimHp(x) = p.

(ii) Hp(x) là không gian con bất biến đối với u.

(iii) u|Hp(x) là toán tử xyclic.

Bây giờ ta đã có đủ điều kiện để nhận được định lý chính dưới đây.

Định lý 6.5.12. Cho u là một toán tử lũy linh trong không gian vectơ V.

Khi đó V phân tích thành tổng trực tiếp các không gian con bất biến đối với

u, sao cho hạn chế của u lên mỗi không gian con này là một toán tử xyclic.

Chứng minh. Qua cách xây dựng các không gian con Hp(x) ta nhận thấy

rằng V là tổng trực tiếp của các không gian con

Hβ(u1), . . . , Hβ(unβ), Hβ−1(ω1), . . . , Hβ−1(ωnβ−1
),

. . . , H1(x1), . . . , H1(xn1).

Hơn nữa, mọi không gian con nói trên đều bất biến đối với u và hạn chế

của u lên mỗi không gian con đó là một toán tử xyclic.

6.6 Dạng chính tắc Jordan

Dạng tam giác khối nói chung đã có thể dùng khá tốt cho những ứng dụng.

Tuy nhiên, ta có thể tiến hành rút gọn trong từng khối cho đến khi nhận

được một dạng mà theo một nghĩa nào đó là đơn giản nhất. Đó chính là dạng

chính tắc Jordan mà ta sẽ đề cập tới trong định lý dưới đây.

Định lý 6.6.1 (Jordan). Cho f ∈ EndK(V ) sao cho Pf (t) phân rã trên K.

1) Giả sử f chỉ có một trị riêng và

Pf (t) = (−1)n(t− λ)n,mf (t) = (t− λ)β, dimE(λ) = γ.

Khi đó, tồn tại một cơ sở B của V sao cho

[f ]B =


J1(λ) 0

J2(λ)
. . .

0 Jγ(λ)

=: J̃(λ),
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trong đó:

a) Jk(λ) là khối Jordan;

b) cấp của khối lớn nhất là β;

c) số các khối Jordan là γ.

2) Nếu f có các trị riêng khác nhau α1, . . . , αp và

Pf (t) = (−1)n(t− λ1)α1 . . . (t− λp)αp

thì tồn tại một cơ sở B của V sao cho

[f ]B =


J̃(λ1) 0

J̃(λ2)
. . .

0 J̃(λp)

.

Chứng minh. 1) Giả sử Pf (t) = (−1)n(t − λ)n. Vì Pf (t) phân rã trên K
nên f tam giác hóa được. Do đó tồn tại một cơ sở B′ sao cho

[f ]B′ =

 λ ∗
. . .

0 λ

=: A.

Phân tích A = λIn + N , với N =

 0 ∗
. . .

0 0

= [u]B′ . Lưu ý rằng

f = λIdV + u. Theo Mệnh đề 6.5.4, u là toán tử lũy linh. Gọi β là bậc lũy

linh của u. Vì ma trận biểu diễn toán tử λIdV trong mọi cơ sở đều là λIn nên

áp dụng Định lý 6.5.12, ta tìm được một cơ sở sao cho trong đó ma trận biểu

diễn f có dạng khối đường chéo mà trên đường chéo chính là các khối Jordan

dạng J(λ). Theo cách xây dựng các không gian con Hp(x) trong chứng minh

Định lý 6.5.12 thì không gian con có số chiều lớn nhất chính là Hβ(x). Do đó

cấp của khối Jordan lớn nhất là β. Vì mỗi khối Jordan chỉ chứa đúng một

vectơ riêng nên số các khối Jordan đúng bằng số chiều của không gian riêng

E(λ).

2) Trước hết phân tích V thành tổng trực tiếp của các không gian đặc

trưng, sau đó áp dụng Phần 1) đối với mỗi không gian đặc trưng. Như vậy
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định lý đã được chứng minh hoàn toàn.

Đối với toán tử tuyến tính f , việc tìm cơ sở và ma trận biểu diễn f theo

cơ sở ấy như đã làm trong Định lý Jordan được gọi là việc đưa f về dạng

chính tắc Jordan. Rõ ràng bằng ngôn ngữ ma trận ta cũng có thể nói tới việc

đưa ma trận về dạng chính tắc Jordan.

Ví dụ 6.6.2. Cho ma trận

A =


1 0 0 0

0 1 0 0

1 2 3 1

−2 −4 −4 −1

.
Xem A như ma trận biểu diễn toán tử tuyến tính f ∈ EndR(R4). Ta sẽ

tìm cơ sở của R4 trong đó f có dạng chính tắc Jordan.

Ta có PA(λ) = (λ − 1)4. Do A − I4 6= 0 và (A − I4)2 = 0 nên mA(λ) =

(λ− 1)2. Ta tính được dimE(1) = 3. Theo 1) của Định lý 6.6.1, dạng chính

tắc Jordan A′ của A gồm 3 khối Jordan, trong đó khối lớn nhất có cấp 2.

Vậy

A′ =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

.
Gọi (u1, u2, u3, u4) là cơ sở trong đó f có dạng chính tắc nói trên. Ta thấy

các vectơ u1, u2 và u3 cần phải chọn sao cho chúng tạo thành cơ sở của không

gian riêng E(1). Hơn nữa u3 cần phải được chọn sao cho ta có thể tìm được

u4 thỏa f(u3) = u3 + u4 và các vectơ u1, u2, u3, u4 độc lập tuyến tính với

nhau. Bằng cách tính toán trực tiếp ta có thể lấy các vectơ sau:

u1 = (0, 1, 0,−2), u2 = (1, 0, 0,−1), u3 = (0, 0, 1,−2), u4 = (1, 0, 0, 0).

Ví dụ 6.6.3. A =


1 0 0 2

0 2 0 0

0 0 2 3

0 0 0 2

.
Xem A là ma trận biểu diễn toán tử tuyến tính f ∈ EndR(R4). Ta có

Pf (λ) = (λ−1)(λ−2)3. Theo Hệ quả 6.2.6, R4 phân tích thành tổng trực tiếp
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của các không gian đặc trưng N(1) = Ker (f−Id) và N(2) = Ker (f−2Id)3,

nghĩa là

R4 = N(1)⊕N(2).

Theo Định lý 6.4.2, nếu f1 là hạn chế của f lên không gian đặc trưng

N(1) thì Pf1(λ) = λ− 1. Tương tự, nếu f2 là hạn chế của f lên không gian

đặc trưng N(2) thì Pf2(λ) = (λ − 2)3. Theo Định lý 6.6.1, Phần 2), tồn tại

cơ sở trong đó dạng chính tắc Jordan của f là ma trận khối đường chéo gồm

hai khối: khối thứ nhất là dạng chính tắc Jordan của f1 và khối thứ hai là

dạng chính tắc Jordan của f2, mà các dạng chính tắc này được xác định bởi

Định lý 6.6.1, Phần 1). Do dimE(2) = 2, nên ma trận biểu diễn f2 có hai

khối Jordan. Do dimN(2) = 3 nên ma trận biểu diễn f2 có một khối Jordan

cấp 1 và một khối Jordan cấp 2. Vậy dạng chính tắc Jordan của A là

A′ =


1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 1

0 0 0 2

.
Cơ sở cần tìm sẽ bao gồm một vectơ riêng u1 ứng với trị riêng λ1 = 1,

hai vectơ riêng u2, u3 là các vectơ cơ sở của không gian riêng E(2) ứng với trị

riêng λ2 = 2 và cuối cùng là vectơ u4 được tính từ công thức f(u4) = u3+2u4.

BÀI TẬP

Bài 6.1. Đối với mỗi ma trận dưới đây hãy đưa về dạng tam giác và chỉ rõ

ma trận khả nghịch P làm tam giác hóa nó:

(a) A =

 3 −1 1

2 0 1

1 −1 2

; (b) A =

 3 2 −2

−1 0 1

1 1 0

.
Bài 6.2. Giải hệ phương trình vi phân

dX

dt
= AX, với A là ma trận trong

Bài 6.1.

Bài 6.3. Tìm đa thức tối tiểu của các ma trận trong Bài 6.1.

Bài 6.4. Giả sử toán tử tuyến tính f : R3 −→ R3 có ma trận biểu diễn theo
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cơ sở chính tắc là

A =

 1 0 0

1 2 1

−1 0 1

.
Hãy tìm đa thức tối tiểu của f và phân tích R3 thành tổng trực tiếp của

các không gian đặc trưng.

Bài 6.5. Tìm dạng chính tắc Jordan của các ma trận

a)A =


1 1 0 0

0 1 0 0

1 2 3 1

−2 −5 −4 −1

; b)


1 −3 0 3

−2 −6 0 13

0 −3 1 3

−1 −4 0 8

;

c)A =


3 −1 1 −7

9 −3 −7 −1

0 0 4 −8

0 0 2 −4

; d)A =


1 1 1 . . . 1

0 1 1 . . . 1

0 0 1 . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1

.

Bài 6.6. Cho V là không gian vectơ n chiều trên K và f là toán tử tuyến

tính trên V. Giả sử có k ∈ N sao cho fk = 0. Chứng minhfn = 0.

Bài 6.7. Tìm một ma trận vuông A cấp 3 có đa thức tối tiểu PA(t) = t2.

Bài 6.8. Giả sử toán tử f : R3 −→ R3 có ma trận biểu diễn theo cơ sở chính

tắc là

A =

 3 0 1

2 1 1

−1 1 1

.
a) Tính đa thức tối tiểu của f. Từ đó rút ra kết luận gì về tính chéo hóa của

toán tử f?

b) Tìm cơ sở của R3 sao cho trong đó ma trận biểu diễn của f có dạng chính

tắc Jordan. Từ đó hãy chỉ ra một cơ sở cho mỗi không gian đặc trưng của

f.
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Bài 6.9. Tìm đa thức tối tiểu của ma trận A =

 3 1 0

−4 −1 0

4 −8 −2

. Ma trận

A có chéo hóa được trên trường số thực R hay không?

Bài 6.10. Cho A =

 1 3 0

3 −2 −1

0 −1 1

. Hãy tính An đối với mọi số nguyên

dương n.

Bài 6.11. Tìm ma trận B sao cho B chéo hóa được trên R và B2 = 1 0 0

−1 3 0

−8 2 4

.
Bài 6.12. Cùng một câu hỏi như trong Bài 6.9 cho các trường hợp sau:

a) A =

 3 1 −1

1 3 −1

0 2 2

. b) A =

 6 −6 5

−4 −1 10

7 −6 4

.
Bài 6.13. Cho ma trận 

−1 1 1 0

−1 2 1 −1

5 −3 −2 5

4 −2 −2 3

.
a) Tìm đa thức đặc trưng của A.

b) Hãy tìm một ma trận Jordan A′ đồng dạng với A và chỉ rõ ma trận khả

nghịch P thỏa mãn A′ = P−1AP.

c) Áp dụng Câu b) để tính An, với n là một số nguyên dương bất kỳ.
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Chương 7

KHÔNG GIAN EUCLID

Trong chương này ngoại trừ những trường hợp riêng sẽ được nói rõ, ta chỉ

xét các không gian vectơ trên trường số thực R.

7.1 Tích vô hướng và không gian Euclid

Trong các chương trước chúng ta đã khảo sát các không gian vectơ tổng quát.

Tuy nhiên, khái niệm không gian vectơ chưa mở rộng một cách đầy đủ các

không gian 2 hoặc 3 chiều của hình học giải tích. Chẳng hạn, cho đến nay

chúng ta vẫn chưa đề cập đến tích vô hướng, độ dài vectơ hay góc giữa hai

vectơ ,. . . và vì vậy chúng ta chưa phát triển được lý thuyết hình học metric

phong phú đã biết trong trường hợp 2 hoặc 3 chiều. Trong chương này chúng

ta sẽ bổ sung cho những khiếm khuyết đó.

Định nghĩa 7.1.1. Cho V là không gian vectơ . Ánh xạ

〈, 〉 : V × V −→ R
(u, v) 7−→ 〈u, v〉

được gọi là một tích vô hướng trong V nếu ∀u, v, w ∈ V, ∀α, β ∈ R, ta có

(i) 〈αu+ βv, w〉 = α〈u,w〉+ β〈v, w〉;

(ii) 〈u, αv + βw〉 = α〈u, v〉+ β〈u,w〉;

(iii) 〈u, v〉 = 〈v, u〉;

(iv) 〈u, u〉 ≥ 0, trong đó 〈u, u〉 = 0 nếu và chỉ nếu u = 0.
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Định nghĩa 7.1.2. Ta gọi một không gian vectơ hữu hạn chiều với tích vô

hướng là một không gian Euclid.

Sau đây là một số ví dụ về các không gian Euclid.

Ví dụ 7.1.3. Tập hợp tất cả các vectơ trong không gian thực 3 chiều với

tích vô hướng quen thuộc đã được định nghĩa trong các sách giáo khoa về

toán sơ cấp là một không gian Euclid.

Ví dụ 7.1.4. Cho không gian vectơ V = Rn, với u = (x1, . . . , xn) và v =

(y1, . . . , yn) ta định nghĩa

〈u, v〉 := x1y1 + · · ·+ xnyn.

Khi đó V là không gian Euclid. Tích vô hướng vừa định nghĩa được gọi là

tích vô hướng chính tắc trong Rn.

Ví dụ 7.1.5. Với u = (x1, x2, x3), v = (y1, y2, y3) ∈ R3 ta định nghĩa

〈u, v〉 := x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3 + x1y2 + x2y1.

Dễ dàng thấy rằng các tính chất (i)-(iii) trong Định nghĩa 7.1.1 được thỏa

mãn. Hơn nữa, những tính toán dưới đây cho thấy tính chất (iv) cũng được

thỏa mãn.

〈u, u〉 = x2
1 + 2x2

2 + 3x2
3 + 2x1x2

= x2
1 + 2x1x2 + x2

2 + x2
2 + 3x2

3

= (x1 + x2)2 + x2
2 + 3x2

3 ≥ 0.

Từ đó suy ra

〈u, u〉 = 0⇔ x1 + x2 = x2 = x3 = 0

⇔ x1 = x2 = x3 = 0.

Ví dụ 7.1.6. Xét không gian vectơ M2(R) gồm các ma trận vuông cấp 2

trên trường số thực R. Khi đó 〈A,B〉 := Tr(A>B) là một tích vô hướng

trong M2(R).

Ví dụ 7.1.7. Với các đa thức P,Q ∈ R[x], ta định nghĩa

〈P,Q〉 :=

∫ 1

0

P (x)Q(x)dx.

Hiển nhiên các tính chất (i)-(iii) trong Định nghĩa 7.1.1 được thỏa mãn.
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Ta sẽ chứng tỏ tính chất (iv) cũng được thỏa mãn. Thật vậy, ta có 〈P, P 〉 =∫ 1

0
P (x)2dx ≥ 0. Giả sử 〈P, P 〉 = 0. Vì P (x) là một hàm liên tục và P (x)2 ≥ 0

nên từ điều kiện
∫ 1

0
P (x)2dx = 0 suy ra P (x) = 0 với x ∈ [0, 1]. Do đa thức

P (x) chỉ có thể có một số hữu hạn nghiệm nên từ đó suy ra P (x) = 0.

Ví dụ 7.1.8. Cho W là một không gian con của không gian vectơ V. Giả sử

trong V có tích vô hướng 〈, 〉V . Với mọi u, v ∈ W , định nghĩa

〈u, v〉W := 〈u, v〉V .

Dễ thấy đây là một tích vô hướng trong W.

Định nghĩa 7.1.9. Xét không gian Euclid V, ta nói chuẩn hay độ dài của

vectơ u, ký hiệu ||u||, là số thực
√
〈u, u〉, nghĩa là ||u|| =

√
〈u, u〉. Nếu một

vectơ có độ dài bằng 1 thì ta sẽ nói nó là một vectơ đơn vị.

Nhận xét 7.1.10. Cho u ∈ V và λ ∈ R, ta có

i) ||u|| ≥ 0. Hơn nữa ||u|| = 0⇔ u = 0.

ii) ||λu|| = |λ|.||u||.

Ví dụ 7.1.11. a) Trong không gian Euclid ở Ví dụ 7.1.3 độ dài của các vectơ

xác định như trong Định nghĩa 7.1.9 chính là độ dài quen thuộc mà ta đã

biết trong Hình học sơ cấp.

b) Độ dài của vectơ u = (x1, . . . , xn) trong không gian ở Ví dụ 7.1.4 được

xác định như sau:

||u|| =
√
x2

1 + · · ·+ x2
n.

c) Độ dài của vectơ P (t) trong không gian ở Ví dụ 7.1.7 là

||P (x)|| =

√∫ b

a

P (x)2dx.

Bổ đề 7.1.12 (Bất đẳng thức Cauchy-Schwarz). Với mọi u, v ∈ V ta

có

〈u, v〉2 ≤ ||u||2 ||v||2.

Hơn nữa, dấu “ = ” xảy ra khi và chỉ khi u và v phụ thuộc tuyến tính.

Chứng minh. Nếu ||u|| = ||v|| = 0 thì u = v = 0 và bất đẳng thức hiển

30



nhiên được thỏa mãn.

Giả sử ||v|| 6= 0 và λ ∈ R là một số thực bất kỳ. Ta có

||u+ λv||2 ≥ 0

⇒||u||2 + ||λv||2 + 2〈u, λv〉 ≥ 0

⇒λ2||v||2 + 2λ〈u, v〉+ ||u||2 ≥ 0.

Vế trái của bất đẳng thức sau cùng là một tam thức bậc hai theo λ. Để

tam thức này luôn nhận giá trị không âm đối với mọi λ thì điều kiện cần và

đủ là biệt số ∆′ ≤ 0, nghĩa là

〈u, v〉2 − ||u||2 ||v||2 ≤ 0

hay

〈u, v〉2 ≤ ||u||2 ||v||2.

Bây giờ, giả sử dấu “ = ” xảy ra, nghĩa là 〈u, v〉2 = ||u||2 ||v||2. Khi đó

tam thức bậc hai nói trên có nghiệm kép, nghĩa là tồn tại λ ∈ R sao cho

λ2||v||2 + 2λ〈u, v〉+ ||u||2 = 0

hay ||u + λv||2 = 0. Từ đó suy ra u + λv = 0 hay u và v là các vectơ phụ

thuộc tuyến tính.

Mệnh đề 7.1.13 (Bất đẳng thức tam giác). Với mọi u, v ∈ V ta có

||u+ v|| ≤ ||u||+ ||v||.

Hơn nữa, khi u 6= 0, dấu = xảy ra khi và chỉ khi tồn tại λ ≥ 0 sao cho v = λu

hoặc u = λv.

Chứng minh. Ta có

||u+ v||2 = ||u||2 + ||v||2 + 2〈u, v〉
≤ ||u||2 + ||v||2 + 2|〈u, v〉|
≤ ||u||2 + ||v||2 + 2||u|| ||v|| (bất đẳng thức C-S)

= (||u||+ ||v||)2.

Suy ra ||u+ v|| ≤ ||u||+ ||v||.

Nếu v = λu, với λ ≥ 0 thì ta có

||u+ v|| = ||u+ λu|| = ||(1 + λu)u||
= (1 + λ)||u|| = ||u||+ λ||u||
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= ||u||+ ||λu|| = ||u||+ ||v||.

Ngược lại, giả sử

||u+ v|| = ||u||+ ||v||.

Khi đó

||u+ v||2 = ||u||2 + ||v||2 + 2〈u, v〉
= ||u||2 + ||v||2 + 2||u|| ||v||

Từ đó suy ra 〈u, v〉 = ||u|| ||v||, kéo theo 〈u, v〉2 = ||u||2 ||v||2. Theo Bổ đề

7.1.12, u và v phụ thuộc tuyến tính. Giả sử, chẳng hạn u 6= 0 và v = λu. Khi

đó từ bất đẳng thức C-S ta còn có |〈u, v〉| = ||u|| ||v||, suy ra 〈u, v〉 = |〈u, v〉|.
Thay v = λu vào đẳng thức cuối cùng, nhận được λ ||u|| = |λ| ||u||. Từ đó

suy ra λ ≥ 0.

Giả sử u và v là hai vectơ khác không của V. Áp dụng bất đẳng thức C-S,

ta có

|〈u, v〉|
||u|| ||v||

≤ 1.

Từ đó suy ra tồn tại duy nhất một góc θ ∈ [0, π] sao cho

cos θ =
〈u, v〉
||u|| ||v||

≤ 1.

Ta gọi θ là góc (không định hướng) giữa các vectơ u và v. Góc giữa vectơ 0

và một vectơ u bất kỳ được xem là tùy ý.

Cuối cùng, để kết thúc tiết này, lưu ý rằng tích vô hướng có thể được

biểu diễn qua chuẩn bởi công thức dưới đây:

〈u, v〉 =
1

2
(||u+ v||2 − ||u||2 − ||v||2).

7.2 Sự trực giao

Định nghĩa 7.2.1. Cho V là một không gian Euclid với tích vô hướng 〈, 〉.

(i) Ta nói các vectơ u, v ∈ V trực giao với nhau, và viết u ⊥ v, nếu

〈u, v〉 = 0.

(ii) Nếu A ⊆ V là một tập con khác ∅ của V thì ta đặt

A⊥ := {u ∈ V | 〈u, a〉 = 0, ∀a ∈ A}.
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Khi đó A⊥ là một không gian con của V và ta gọi A⊥ là không gian con

trực giao với A.

Dễ dàng nhận thấy 0⊥ = V và V ⊥ = 0.

Bây giờ giả sử V là không gian vectơ trên trường K và V ∗ là không gian

đối ngẫu của nó. Nếu W là không gian con của V thì đặt

W 0 := {f ∈ V ∗ | f(v) = 0, ∀v ∈ W}.

Dễ thấy W 0 là không gian con của V ∗ và ta gọi nó là linh hóa tử của W.

Hiển nhiên, nếu {v1, . . . , vp} là một cơ sở của W thì

W 0 = {f ∈ V ∗ | f(v1) = · · · = f(vp) = 0}.

Mệnh đề 7.2.2. Nếu V là không gian vectơ hữu hạn chiều trên K và W là

không gian con của V thì

dimV = dimW + dimW 0.

Chứng minh. Giả sử dimV = n và {v1, . . . , vp} là một cơ sở của W. Bổ túc

thêm các vectơ của V vào tập hợp nói trên để nhận được một cơ sở của V :

B = {v1, . . . , vp, vp+1, . . . , vn}.

Gọi B∗ = {ρ1, . . . , ρp, ρp+1, . . . , ρn} là cơ sở đối ngẫu của B. Ta sẽ chứng

minh {ρp+1, . . . , ρn} là cơ sở của W 0.

Với mọi k ∈ p+ 1, n ta có ρk(v1) = · · · = ρk(vp) = 0, suy ra ρk ∈ W 0.

Do ρp+1, . . . , ρn} là các vectơ độc lập tuyến tính nên ta chỉ cần chứng minh

chúng sinh ra W 0 là đủ. Vậy, xét ∀f ∈ W 0 và ∀u ∈ V. Ta có

u = x1v1 + · · ·+ xpvp + xp+1vp+1 + · · ·+ xnvn.

Khi đó f(u) = xp+1f(vp+1) + · · · + xnf(vn). Đặt λk = f(vk), với mọi k ∈
p+ 1, n, ta có

f(u) = λp+1ρp+1(u) + · · ·+ λnρn(u).

Từ đó suy ra f = λp+1ρ1 + · · ·+ λnρn.

Trở lại với không gian Euclid n chiều V. Như trên đã nhận xét, V ∗ ' V.

Dưới đây ta sẽ xây dựng một đẳng cấu tự nhiên giữa V và V ∗.
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Mệnh đề 7.2.3. Cho V là không gian Euclid với tích vô hướng 〈, 〉. Ánh xạ

σ : V −→ V ∗

v 7−→ σ(v),

trong đó

σ(v) : V −→ R∗

u 7−→ 〈u, v〉

là một đẳng cấu giữa V và V ∗. Hơn nữa, nếu W là một không gian con của

V thì σ(W⊥) = W 0.

Chứng minh. Dễ dàng kiểm tra σ là một ánh xạ tuyến tính. Do dim (V ) =

dim (V ∗) nên để chứng minh σ là đẳng cấu ta chỉ cần chứng minh σ là

đơn cấu là đủ. Vậy, giả sử v ∈ V sao cho σ(v) = 0. Điều này có nghĩa là

〈u, v〉 = 0,∀u ∈ V. Nói riêng, lấy u = v ta có 〈v, v〉 = 0, kéo theo v = 0. Vậy

σ là đơn cấu, kéo theo σ là đẳng cấu.

Tiếp theo ta có

σ−1(W 0) = {v ∈ V |σ(v) ∈ W 0}
= {v ∈ V |σ(v)(u) = 0,∀u ∈ W}
= {v ∈ V | 〈u, v〉 = 0,∀u ∈ W} = W⊥.

Do σ là đẳng cấu nên từ đó suy ra σ(W⊥) = W 0.

Hệ quả 7.2.4. Nếu W là không gian con của không gian Euclid V thì

dim (W⊥) = dim (V )− dim (W ).

Mệnh đề 7.2.5. Nếu W là không gian con của không gian Euclid V thì

(i) V = W ⊕W⊥.

(ii) W⊥⊥ := (W⊥)⊥ = W.

Chứng minh. (i) Từ nhận xét rằng W ∩W⊥ = 0 và từ Hệ quả 7.2.4 suy ra

ngay V = W ⊕W⊥.

(ii) ∀u ∈ W,∀v ∈ W⊥ ta có 〈u, v〉 = 0, suy ra u ∈ W⊥⊥. Vậy W ⊆ W⊥⊥.

Áp dụng Hệ quả 7.2.4, ta có

dim (W⊥⊥) = dim (V )− dim (W⊥)

= dim (V )− (dim (V )− dim )(W ) = dim (W ).
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Từ đó suy ra dim (W⊥⊥) = dim (W ), kéo theo W⊥⊥ = W.

7.3 Cơ sở trực giao và cơ sở trực chuẩn. Quá

trình trực giao hóa Gram-Schmidt

Định nghĩa 7.3.1. Cho V là không gian Euclid n chiều và B = (e1, . . . , en)

là một cơ sở của V.

(i) Ta nói B là cơ sở trực giao nếu 〈ei, ej〉 = 0,∀i 6= j.

(ii) Ta nói B là cơ sở trực chuẩn nếu 〈ei, ej〉 = δij,∀i 6= j, trong đó δij là số

Kronecker.

Hiển nhiên nếu (e1, . . . , en) là cơ sở trực giao thì ( e1
||e1|| , . . . ,

en
||en||) là cơ sở

trực chuẩn.

Mệnh đề 7.3.2. Cho B = (e1, . . . , en) là một cơ sở trực chuẩn và u là một

vectơ bất kỳ của không gian Euclid V. Khi đó ta có

u = 〈u, e1〉e1 + · · ·+ 〈u, en〉en.

Chứng minh. Giả sử u = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen. Khi đó

〈u, ei〉 = x1〈e1, ei〉+ x2〈e2, ei〉+ · · ·+ xn〈en, ei〉.

Vì B là cơ sở trực chuẩn nên 〈ei, ej〉 = δij Suy ra 〈u, ei〉 = xi.

Định lý 7.3.3. Trong một không gian Euclid bất kỳ luôn tồn tại các cơ sở

trực chuẩn.

Chứng minh. Do nhận xét phía trên nên ta chỉ cần chứng minh sự tồn tại

cơ sở trực giao là đủ. Điều này sẽ được chứng minh bằng qui nạp theo n.

Nếu n = 1 thì không có điều gì để chứng minh. Giả sử điều khẳng định là

đúng cho những không gian số chiều bé hơn n. Xét một vectơ 0 6= v ∈ V và

đặt W = 〈v〉⊥. Khi đó V = 〈v〉 ⊕W và dim (W ) = n − 1. Theo giả thiết

qui nạp trong W ta tìm được cơ sở trực giao, chẳng hạn (u1, . . . , un−1). Đặt

un = v, hiển nhiên ta có một cơ sở trực giao của V là (u1, . . . , un−1, un).

Mệnh đề dưới đây cho ta một điều kiện cần và đủ để một cơ sở là trực

chuẩn.
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Mệnh đề 7.3.4. Cho B = (e1, . . . , en) là một cơ sở của không gian Euclid

V. Khi đó, B là cơ sở trực chuẩn nếu và chỉ nếu đối với mọi vectơ u, v của

V ta có

〈u, v〉 =
n∑
i=1

xiyi,

trong đó [u]B =

 x1

...

xn

, [v]B =

 y1

...

yn

là tọa độ của u và v theo cơ sở B.

Chứng minh. Giả sử B là cơ sở trực chuẩn, ta có

〈u, v〉 = 〈
n∑
i=1

xiei,

n∑
j=1

yjej〉 =
n∑
i=1

n∑
j=1

xiyj〈ei, ej〉 =
n∑
i=1

xiyi.

Để đơn giản hóa, trong trường hợp này, ta có thể viết lại

〈u, v〉 = [u]>B [v]B.

Điều ngược lại là hiển nhiên.

Từ mệnh đề vừa chứng minh ta suy ra ngay hệ quả sau:

Hệ quả 7.3.5. Cho B = (e1, . . . , en) là cơ sở trực chuẩn trong không gian

Euclid V. Khi đó ta có phép đẳng cấu sau đây giữa V và không gian Euclid

Rn với tích vô hướng chính tắc:

ϕB : V −→ Rn

u =
∑n

i=1 xiei 7−→ (x1, . . . , xn).

Từ công thức V = W ⊕W⊥ trong Mệnh đề 7.2.5 suy ra mỗi vectơ u ∈ V
đều viết được một cách duy nhất dưới dạng u = x0 + v, trong đó x0 ∈ W
và v ∈ W⊥. Ta gọi x0 là hình chiếu trực giao của u lên W và ký hiệu là

x0 = prW (u). Mệnh đề sau đây cho ta một cách tính hình chiếu trực giao

của một vectơ u lên không gian con W của V.

Mệnh đề 7.3.6. Cho V là không gian Euclid và W là một không gian con

của V. Giả sử (e1, . . . , em) là một cơ sở trực chuẩn của W và u là một vectơ

bất kỳ của V. Khi đó ta có công thức

prW (u) = 〈u, e1〉e1 + · · ·+ 〈u, em〉em.
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Chứng minh. Gọi (em+1, . . . , en) là một cơ sở trực chuẩn của phần bù trực

giao W⊥. Khi đó, theo Mệnh đề 7.2.5 ta có (e1, . . . , em, em+1, . . . , en) là một

cơ sở trực chuẩn của V. Áp dụng Hệ quả 7.3.2, nhận được

u = (〈u, e1〉e1 + · · ·+ 〈u, em〉em) + (〈u, em+1〉em+1 + · · ·+ 〈u, en〉en).

Lưu ý rằng 〈u, e1〉e1 + · · ·+ 〈u, em〉em ∈ W và

〈u, em+1〉em+1 + · · ·+ 〈u, en〉en ∈ W⊥.

Do đó áp dụng Mệnh đề 7.3.2, suy ra

prW (u) = 〈u, e1〉e1 + · · ·+ 〈u, em〉em.

Quá trình trực giao hóa Gram-Schmidt

Qua Hệ quả 7.3.5 ta thấy rằng có thể đồng nhất một không gian Euclid

n chiều V với không gian Rn cùng tích vô hướng chính tắc. Tuy nhiên khi đó

cần phải xây dựng được trong V một cơ sở trực chuẩn. Dưới đây ta sẽ mô tả

một thuật toán cho phép nhận được một cơ sở trực giao từ một cơ sở bất kỳ

của V (như đã nói phía trên, từ một cơ sở trực giao ta dễ dàng nhận được

cơ sở trực chuẩn). Một thuật toán như vậy thường được gọi là quá trình trực

giao hóa Gram-Schmidt.

Định lý 7.3.7. Cho (v1, . . . , vp) là một họ các vectơ độc lập tuyến tính của

không gian Euclid V và W = 〈v1, . . . , vp〉 là không gian con của V sinh bởi

các vectơ nói trên. Khi đó, từ các vectơ v1, . . . , vp ta có thể xây dựng một cơ

sở trực chuẩn cho W.

Nói riêng, từ một cơ sở bất kỳ của V ta có thể xây dựng được một cơ sở

trực chuẩn của V.

Chứng minh. Như đã nhận xét ở trên, ta chỉ cần xây dựng một cơ sở trực

giao (u1, . . . , up) cho W là đủ.

Đặt u1 := v1

u2 := v2 + λ1u1, với λ1 ∈ R sao cho u2 ⊥ u1.

Với điều kiện này ta có

0 = 〈u2, u1〉 = 〈v2 + u1, u1〉 = 〈v2, u1〉+ λ1〈u1, u1〉.
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Do u1 6= 0 nên từ đó suy ra

λ1 = −〈v2, u1〉
||u1||2

.

Tiếp theo, tìm u3 dưới dạng

u3 := v3 + λ1u1 + λ2u2, với λ1, λ2 ∈ R sao cho u3 ⊥ u1 và u3 ⊥ u2.

Tìm λ1 như sau:

0 = 〈u3, u1〉 = 〈v3 + λ1u1 + λ2u2, u1〉
= 〈v3, u1〉+ λ1||u1||2 (do 〈u2, u1〉 = 0).

Từ đó suy ra λ1 = − 〈v3,u1〉||u1||2 . Hoàn toàn tương tự, nhận được λ2 = − 〈v3,u2〉||u2||2 .

Giả sử đã tìm được các vectơ trực giao u1, . . . , up−1. Ta sẽ tìm vectơ up
dưới dạng sau

up = vp + λ1u1 + · · ·+ λp−1up−1.

Từ điều kiện up ⊥ ui ta tìm được λi = − 〈vp,ui〉||ui||2 . Như vậy ta đã xây dựng

được một họ các vectơ trực giao (u1, . . . , up). Bây giờ ta chỉ cần chứng minh

〈u1, . . . , up〉 = 〈v1, . . . , vp〉.

Ta có 〈u1〉 = 〈v1〉. Giả sử 1 < i ≤ p − 1 và 〈u1, . . . , ui〉 = 〈v1, . . . , vi〉.
Khi đó mỗi một vectơ uk(1 ≤ k ≤ i) đều là tổ hợp tuyến tính của các

vectơ v1, . . . , vi. Theo cách xây dựng thì ui+1 là tổ hợp tuyến tính của các

vectơ vi+1, u1, . . . , ui, do đó ui+1 cũng là tổ hợp tuyến tính của các vectơ

vi+1, v1, . . . , vi. Ta đã chứng minh

〈u1, . . . , ui+1〉 ⊆ 〈v1, . . . , vi+1〉.

Hoàn toàn tương tự ta cũng có

〈v1, . . . , vi+1〉 ⊆ 〈u1, . . . , ui+1〉.

Ví dụ 7.3.8. Trong không gian Euclid R4 với tích vô hướng chính tắc cho

vectơ u = (1, 2, 0, 3) và cho không gian con W được sinh ra bởi các vectơ

v1 = (1, 1, 0, 0), v2 = (1, 0,−1, 1), v3 = (0, 1, 1, 1).

Hãy tìm hình chiếu trực giao của u lên W.

Giải. Trước hết ta sẽ dùng quá trình trực giao hóa Gram-Schmidt để xây
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dựng một cơ sở trực chuẩn cho W , sau đó áp dụng công thức trong Mệnh

đề 7.3.6 để tính hình chiếu trực giao của u lên W. Nhận xét rằng các vectơ

v1, v2, v3 độc lập tuyến tính nên chúng tạo thành một cơ sở của W.

Đặt u1 := v1

u2 := v2 + λ1u1, với λ1 = − 〈v2,u1〉||u1||2 = −1
2
. Từ đó

u2 = (1, 0,−1, 1) + (−1

2
)(1, 1, 0, 0) =

1

2
(1,−1,−2, 2).

Nhận xét rằng nếu ta thay u2 bởi u′2 = αu2, α ∈ R thì các vectơ u1 và u′2 vẫn

trực giao với nhau. Do đó ta có thể lấy u2 = (1,−1,−2, 2). Bây giờ tìm u3

dưới dạng

u3 = v3 + λ1u1 + λ2u2,

với λ1 = − 〈v2,u1〉||u1||2 = −1
2
và λ2 = − 〈v3,u2〉||u2||2 = − 1

10
. Do đó u3 = 2

5
(−1, 1, 2, 3).

Tuy nhiên ta có thể lấy u3 = (−1, 1, 2, 3). Trực chuẩn hóa cơ sở (u1, u2, u3)

ta nhận được cơ sở trực chuẩn của W như sau

(e1 =
1√
2

(1, 1, 0, 0), e2 =
1√
10

(1,−1,−2, 2), e3 =
1√
15

(−1, 1, 2, 3)).

Ta có

• 〈u, e1〉e1 = 1√
2
(1, 2, 0, 0) 1√

2
(1, 1, 0, 0) = 1

2
(1, 2, 0, 0),

• 〈u, e2〉e2 = 1√
10

(1,−2, 0, 6) 1√
10

(1,−1,−2, 2) = 1
10

(1, 2, 0, 12),

• 〈u, e2〉e2 = 1√
15

(−1, 2, 0, 9) 1√
15

(−1, 1, 2, 3) = 1
15

(1, 2, 0, 27).

Vậy hình chiếu trực giao của u lên W là

prW (u) = 〈u, e1〉e1 + 〈u, e2〉e2 + 〈u, e3〉e3 =
1

30
(20, 40, 0, 90).

7.4 Khoảng cách trong không gian Euclid

Định nghĩa 7.4.1. Cho u và v là hai vectơ trong không gian Euclid V. Số

thực không âm ||u − v|| được gọi là khoảng cách giữa các vectơ u và v và

được ký hiệu là d(u, v). Vậy

d(u, v) = ||u− v||.

Bổ đề 7.4.2. Đối với mọi vectơ u, v trong không gian Euclid V ta có những
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khẳng định sau đây:

(i) d(u, v) = 0 khi và chỉ khi u = v.

(ii) d(u, v) = d(v, u).

(iii) d(u,w) ≤ d(u, v) + d(v, w).

Chứng minh. (i) và (ii) được suy ra ngay từ định nghĩa khoảng cách và

chuẩn.

(iii) Áp dụng bất đẳng thức tam giác ta có

||u− w|| = ||(u− v) + (v − w)|| ≤ ||u− v||+ ||v − w||.

Từ đó suy ra điều cần chứng minh.

Định nghĩa 7.4.3. Cho W là một không gian con của không gian Euclid V

và u là một vectơ của V. Ta gọi khoảng cách giữa u và hình chiếu trực giao

của nó lên W là khoảng cách từ u đến W và ký hiệu là d(u,W ). Vậy

d(u,W ) = ||u− prW (u)||.

Mệnh đề 7.4.4. Khoảng cách từ một vectơ đến một không gian con là khoảng

cách ngắn nhất (nhỏ nhất) từ vectơ ấy đến các vectơ của không gian con đã

cho.

Chứng minh. Giả sử u là một vectơ vàW là một không gian con của không

gian Euclid V. Đặt w = prW (u), ta cần chứng minh ||u−v|| ≥ ||u−w||,∀v ∈
W. Ta có

||u− v|| ≥ ||u− w||
⇔ ||u− v||2 ≥ ||u− w||2

⇔ ||u||2 + ||v||2 − 2〈u, v〉 ≥ ||u||2 + ||w||2 − 2〈u,w〉
⇔ ||v||2 − 2〈w, v〉 ≥ ||w||2 − 2〈w,w〉
⇔ ||v||2 − (||w + v||2 − ||w||2 − ||v||2) ≥ −||w||2

⇔ 2||v||2 + 2||w||2 − ||w + v||2 ≥ 0.

Theo bất đẳng thức tam giác ta có

||w + v|| ≤ ||w||+ ||v||

hay

||w + v||2 ≤ ||w||2 + ||v||2 + 2||w|| ||v||.
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Từ đó suy ra

2||v||2 + 2||w||2 − ||v + w||2 ≥ 2||v||2 + 2||w||2

− (||v||2 + ||w||2 + 2||v|| ||w||)
= (||v|| − ||w||)2 ≥ 0.

7.5 Ma trận biểu diễn của tích vô hướng

Giả sử V là không gian Euclid với tích vô hướng 〈, 〉 và B = (e1, . . . , en) là

một cơ sở của V. Với các vectơ u =
∑n

i=1 xiei và v =
∑n

i=1 yiei bất kỳ trong

V , ta có

〈u, v〉 =
n∑

i,j=1

xiyj〈ei, ej〉.

Đặt aij = 〈ei, ej〉 và gọi ma trận vuông A = (aij) cấp n là ma trận biểu

diễn tích vô hướng 〈, 〉 theo cơ sở B. Ta dùng ký hiệu 〈, 〉B để chỉ ma trận

nói trên.

Ví dụ 7.5.1. Xét tích vô hướng trong Ví dụ 7.1.5. Với u = (x1, x2, x3), v =

(y1, y2, y3) ∈ R3 ta đã định nghĩa tích vô hướng

〈u, v〉 := x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3 + x1y2 + x2y1.

Khi đó ma trận biểu diễn tích vô hướng này theo cơ sở chính tắc là

〈, 〉B =

 1 1 0

1 2 0

0 0 3

.
Mệnh đề 7.5.2. Cho V là một không gian Euclid với tích vô hướng 〈, 〉 và
B là một cơ sở của V. Khi đó, với mọi u, v ∈ V ta có

〈u, v〉 = [u]>B 〈, 〉B [v]B.

Chứng minh. Dễ dàng kiểm tra trực tiếp.

Mệnh đề 7.5.3. Trong không gian Euclid V, cơ sở B = (e1, . . . , en) là trực

chuẩn nếu và chỉ nếu 〈, 〉B = In.

Chứng minh. B là cơ sở trực chuẩn ⇔ 〈ui, uj〉 = δij ⇔ 〈, 〉B = In.
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Trong Mệnh đề 7.5.2 biểu thức của tích vô hướng được viết thông qua

việc chọn cơ sở B. Khi đó công thức tính 〈u, v〉 là

〈u, v〉 = [u]>B 〈, 〉B [v]B.

Nếu ta chọn một cơ sở B′ nào khác thì ma trận 〈, 〉B′ biểu diễn tích vô hướng

〈, 〉 theo cơ sở B′ tất nhiên sẽ thay đổi. Tuy nhiên các ma trận 〈, 〉B và 〈, 〉B′
có mối liên hệ mật thiết với nhau.

Mệnh đề 7.5.4. Cho V là một không gian Euclid với tích vô hướng 〈, 〉 và
B,B′ là hai cơ sở của V. Khi đó

〈, 〉B′ = (B → B′)> 〈, 〉B (B → B′),

trong đó (B → B′) là ma trận chuyển cơ sở từ B sang B′.

Chứng minh. Với mọi u, v ∈ V, ta có

[u]B = (B → B′)[u]B′ và [v]B = (B → B′)[v]B′ .

Hơn nữa theo Mệnh đề 7.5.2 ta có

〈u, v〉 = [u]>B 〈, 〉B [v]B.

Do đó

〈u, v〉 = ((B → B′)[u]B′)
> 〈, 〉B (B → B′)[v]B′

= [u]>B′ (B → B′)> 〈, 〉B (B → B′) [v]B′ .

Mặt khác

〈u, v〉 = [u]>B′ 〈, 〉B′ [v]B′

Suy ra

[u]>B′ 〈, 〉B′ [v]B′ = [u]>B′ (B → B′)> 〈, 〉B (B → B′) [v]B′ .

Bằng cách chọn u và v lần lượt là các vectơ của cơ sở B′, ta suy ra được

〈, 〉B′ = (B → B′)> 〈, 〉B (B → B′).

7.6 Toán tử đối xứng

Trong các chương 4, 5 và 6 ta đã nghiên cứu tính chất của các toán tử tuyến

tính trong không gian vectơ trên trường K, với K là trường số thực R hoặc

trường số phức C. Vì không gian Euclid trước hết cũng là một không gian
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vectơ nên nó thỏa mãn tất cả những tính chất đã đề cập đến trong các chương

kể trên. Ngoài ra, không gian Euclid còn được trang bị tích vô hướng nên

nó còn có thêm những tính chất khác nữa mà những không gian vectơ bình

thường không có. Trong mục này và mục tiếp theo ta sẽ đề cập đến những

tính chất như vậy.

Định nghĩa 7.6.1. Ta nói toán tử f trong không gian Euclid V là một toán

tử đối xứng (hay toán tử tự liên hợp) nếu

〈f(u), v〉 = 〈u, f(v)〉,∀u, v ∈ V.

Để thấy ý nghĩa của khái niệm toán tử đối xứng, ta hãy xét một cơ sở

trực chuẩn B = (e1, . . . , en) của V. Khi đó, theo Mệnh đề 7.3.4, công thức

trong Định nghĩa 7.6.1 được viết lại dưới dạng ma trận sau:

([f ]B [u]B)> [v]B = [u]>B ([f ]B [v]B)

hay

[u]>B [f ]>B [v]B = [u]>B [f ]B [v]B

Lần lượt cho u và v là các vectơ của cơ sở B, ta có [f ]>B = [f ]B. Vậy f

là toán tử đối xứng khi và chi khi ma trận biểu diễn f theo một cơ sở trực

chuẩn (do đó trong mọi cơ sở trực chuẩn) là ma trận đối xứng.

Định lý 7.6.2. Cho f là toán tử đối xứng trong không gian Euclid. Khi đó

ta có:

(i) Mọi trị riêng của f đều là số thực.

(ii) f chéo hóa được.

(iii) Các không gian con riêng của f đôi một trực giao với nhau.

Chứng minh. (i) Gọi A là ma trận biểu diễn toán tử f theo một cơ sở trực

chuẩn. Khi đó, theo nhận xét phía trên thì A là ma trận đối xứng thực. Xét

đa thức đặc trưng PA(t) và gọi λ là một nghiệm bất kỳ trong C của nó. Khi

đó hệ phương trình tuyến tính thuần nhất

(A− λIn)X = 0 (1)
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với X =


x1

x2

...

xn

∈Mn×1(C) có nghiệm không tầm thường. Đặt X =


x1

x2

...

xn

,
trong đó xi là số phức liên hợp của xi. Khi đó

X>X =
n∑
i=1

xixi =
n∑
i=1

|xi|2 > 0.

Ta có

AX = λX ⇒ AX = λX ⇒ AX = λX. (2)

Vì A> = A nên ta có

(AX)>X = X>A>X = X>(AX). (3)

Kết hợp (1), (2) và (3), nhận được

(λX)>X = X>(λX).

Từ đó suy ra

λ(X>X) = λ(X>X).

Nhưng như ta đã thấy X>X là một số thực dương nên từ đẳng thức cuối

cùng suy ra λ = λ, nghĩa là λ ∈ R.

(ii) Ta sẽ chứng minh điều khẳng định bằng qui nạp theo số chiều n của

V rằng tồn tại trong V một cơ sở gồm toàn các vectơ riêng. Nếu n = 1 thì

không có gì để chứng minh. Vậy, giả sử n > 1 và điều khẳng định đúng đối

với những không gian có số chiều bằng n−1. Xét một trị riêng λ của f và u là

một vectơ riêng ứng với trị riêng λ. Đặt H := 〈u〉⊥. Khi đó dim (H) = n− 1.

Trước hết ta chứng minh H là không gian con bất biến đối với f. Thật vậy,

với mọi v ∈ H, ta có

〈u, f(v)〉 = 〈f(u), v〉 = 〈λu, v〉 = λ〈u, v〉 = 0,

nghĩa là f(v) ∈ H. Do f là không gian con bất biến đối với f nên f̃ := f |H là

toán tử tuyến tính trong không gian Euclid H. Hơn nữa, hiển nhiên f̃ cũng

là toán tử đối xứng. Vậy, theo giả thiết qui nạp, toán tử f̃ chéo hoá được.

Suy ra tồn tại một cơ sở B của H gồm toàn các vectơ riêng của f̃ (cũng là

của f). Khi đó {u} ∪ B là một cơ sở của V gồm toàn các vectơ riêng của f.

Vậy f chéo hóa được.
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(iii) Giả sử µ 6= λ là hai trị riêng khác nhau của f, u là vectơ riêng ứng

với λ, v là vectơ riêng ứng với µ. Khi đó

〈f(u), v〉 = 〈u, f(v)〉
⇒ 〈λu, v〉 = 〈u, µv〉
⇒ λ〈u, v〉 = µ〈u, v〉
⇒ (λ− µ)〈u, v〉 = 0

⇒ 〈u, v〉 = 0.

Cuối cùng lưu ý rằng một ma trận phức đối xứng không nhất thiết chéo hóa

được trên R hoặc thậm chí trên C. Sau đây là một ví dụ minh họa.

Ví dụ 7.6.3. Cho A =

(
0 α

α β

)
, với α, β ∈ C. Ta có

PA(λ) = |A− λI2| =
∣∣∣∣ −λ λ

λ β − λ

∣∣∣∣ = λ2 − βλ− α2.

Nếu ∆ = β2 + 4α2 = 0 (là điều có thể xảy ra đối với các số phức α và β)

thì PA(λ) có một nghiệm kép λ = β
2
. Khi đó PA(λ) =

(
λ− β

2

)2

. Vậy A chéo

hóa được khi và chỉ khi mA(λ) = λ− β
2
. Nghĩa là mA(A) = A− β

2
I2 = 0 hay

A = β
2
I2, nhưng điều này mâu thuẫn. Vậy A không chéo hóa được.

7.7 Toán tử trực giao

Trong mục này ta sẽ nghiên cứu những toán tử tuyến tính của một không

gian Euclid bảo toàn chuẩn của các vectơ, nghĩa là nghiên cứu những toán

tử f thỏa mãn tính chất ||f(u)|| = ||u||.

Định nghĩa 7.7.1. Cho V là một không gian Euclid và f là một toán tử

tuyến tính trên V. Ta nói f là một toán tử trực giao nếu

〈f(u), f(v)〉 = 〈u, v〉,∀u, v ∈ V.

Mệnh đề 7.7.2. Cho f là toán tử tuyến tính trên không gian Euclid V. Khi

đó những điều sau tương đương:

(i) 〈f(u), f(v)〉 = 〈u, v〉,∀u, v ∈ V.
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(ii) ||f(u)|| = ||u||,∀u ∈ V.

(iii) Nếu B là một cơ sở trực chuẩn của V. Đặt A = [f ]B thì A>A = In =

AA>. Nói riêng, A là ma trận khả nghịch và detA = ±1.

Chứng minh. (i) ⇒ (ii). Chỉ việc cho u = v.

(ii) ⇒ (i). Ta có

〈f(u), f(v)〉 =
1

2
(||f(u) + f(v)||2 − ||f(u)||2 − ||f(v)||2)

=
1

2
(||f(u+ v)||2 − ||f(u)||2 − ||f(v)||2)

=
1

2
(||u+ v||2 − ||u||2 − ||v||2) = 〈u, v〉.

(i) ⇔ (iii). Vì B là cơ sở trực chuẩn nên với mọi u, v ∈ V ta có

〈f(u), f(v)〉 = 〈u, v〉
⇔ [f(u)]>B [f(v)]B = [u]>B [v]B

⇔ ([f ]B [u]B)> ([f ]B [v]B) = [u]>B [v]B

⇔ [u]>B ([f ]>B [f ]B) [v]B = [u]>B [v]B

⇔ [f ]>B [f ]B = In hayA>A = In.

Phần khẳng định còn lại của (iii) là hiển nhiên.

Hệ quả 7.7.3. Nếu f là một toán tử trực giao thì detf = ±1. Nói riêng, f

là một tự đẳng cấu.

Mệnh đề 7.7.4. Cho f là toán tử tuyến tính trên V. Khi đó f là một toán

tử trực giao khi và chỉ khi nó biến một cơ sở trực chuẩn thành một cơ sở trực

chuẩn. Để f thỏa tính chất nói trên thì điều kiện đủ là tồn tại một cơ sở trực

chuẩn sao cho f biến nó thành một cơ sở trực chuẩn.

Chứng minh. Giả sử f là một toán tử trực giao. Theo Hệ quả 7.7.3, f là

một tự đẳng cấu, do đó f biến cơ sở thành cơ sở. Nếu B = (e1, . . . , en) là cơ

sở trực chuẩn thì

〈f(ei), f(ej)〉 = 〈ei, ej)〉 = δij.

Vậy (f(e1), . . . , f(en)) cũng là cơ sở trực chuẩn.

Ngược lại, giả sử tồn tại cơ sở trực chuẩn B = (e1, . . . , en) sao cho

46



(f(e1), . . . , f(en)) cũng là cơ sở trực chuẩn. Xét các vectơ u, v ∈ V :

u =
n∑
i=1

xiei và v =
n∑
j=1

yjej.

Do (e1, . . . , en) và (f(e1), . . . , f(en)) là các cơ sở trực chuẩn nên ta có

〈f(u), f(v)〉 = 〈
n∑
i=1

xiei,

n∑
j=1

yjej〉

=
n∑

i,j=1

xiyj〈f(ei), f(ej)〉

=
n∑

i,j=1

xiyjδij =
n∑
i=1

xiyi = 〈u, v〉.

Vậy f là toán tử trực giao.

Định nghĩa 7.7.5. Tập hợp

O(n,R) := {A ∈Mn(R)‖A>A = In}

là một nhóm đối với phép nhân và được gọi là nhóm trực giao.

Mỗi ma trận A ∈ O(n,R) được gọi là một ma trận trực giao. Mỗi ma

trận trực giao đều biểu diễn một toán tử trực giao theo một cơ sở trực chuẩn

của một không gian Euclid.

Ví dụ 7.7.6. Ma trận

A =
1

3

 2 −1 2

2 2 −1

−1 2 2


là ma trận trực giao. Ta có thể kiểm tra điều này bằng cách thực hiện phép

nhân ma trận

A>A = I3.

Nhưng ta cũng có thể kiểm tra bằng cách khác như sau:

Xét không gian Euclid R3 với tích vô hướng chính tắc. Đặt u1 =
1

3
(2, 2,−1),

u2 =
1

3
(−1, 2, 2), u3 =

1

3
(2,−1, 2). Gọi f là toán tử tuyến tính trên R3 thỏa

f(ei) = ui, i ∈ {1, 2, 3}. Vì f biến cơ sở trực chuẩn thành cơ sở trực chuẩn
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nên theo Mệnh đề 7.7.4, f là toán tử trực giao. Mà A là ma trận biểu diễn f

theo cơ sở trực chuẩn nên A là ma trận trực giao.

Mệnh đề 7.7.7. Ma trận chuyển cơ sở từ một cơ sở trực chuẩn sang một

cơ sở trực chuẩn là một ma trận trực giao.

Chứng minh. Giả sử B = (e1, . . . , en) và B′ = (e′1, . . . , e
′
n) là hai cơ sở

trực chuẩn. Gọi f là toán tử thỏa f(ei) = e′i,∀i ∈ 1, n. Theo Mệnh đề 7.7.4,

ta có f là toán tử trực giao. Suy ra [f ]B là ma trận trực giao. Hơn nữa

[f ]B = (B → B′). Như vậy (B → B′) ma trận trực giao.

BÀI TẬP

Bài 7.1. Với giá trị nào của λ ∈ R các ánh xạ dưới đây xác định tích vô

hướng trong không gian R3:

a) 〈u, v〉 = x1y1 + 10x2y2 + 6x1y2 + λx3y3 − x2y3 − x3y2.

b) 〈u, v〉 = 2x1y1 + 7x1y2 + 7x2y1 + 8x2y2 − 3x3y3 + λx2y3 + λx3y2.

Bài 7.2. Xét không gian Euclid Rn với tích vô hướng chính tắc. Chứng minh

rằng với mọi u = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, ta có( n∑
i=1

xi

)2

≤ n
( n∑
i=1

x2
i

)
.

Bài 7.3. Cho không gian vectơ Mn(R) gồm các ma trận vuông cấp n trên

trường số thực R.

a) Với A = (aij) ∈ Mn(R), hãy tính vết Tr(AA>) theo aij. Qua đó hãy

chứng minh rằng |Tr(A)| ≤
√
nTr(AA>).

b) Chứng minh rằng ánh xạ (A,B) 7→ Tr(AB>) xác định một tích vô hướng

trong không gian Mn(R).

Bài 7.4. Xét không gian Euclid R3 với tích vô hướng chính tắc.

a) Cho P là mặt phẳng trong R3 được xác định bởi phương trình x1− 2x2 +

x3 = 0 và π là phép chiếu trực giao từ R3 xuống P. Hãy viết ma trận biểu

diễn π theo cơ sở chính tắc.

b) Cho các vectơ u1 = (1, 0, 1), u2 = (2, 1, 0) và u3 = (1, 1, 1). Chứng minh

rằng B = (u1, u2, u3) là một cơ sở của R3. Xét xem B có phải là cơ sở
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trực chuẩn không. Nếu B không phải là cơ sở trực chuẩn thì hãy sử dụng

quá trình trực chuẩn hóa Gram-Schmidt để xây dựng từ B một cơ sở trực

chuẩn B′ = (e1, e2, e3).

c) Cho các vectơ v1 = (1, 0, 1), v2 = (2, 1, 2) và v3 = (1, 1, 1). Hãy tìm số

chiều và một cơ sở trực chuẩn cho không gian con sinh bởi các vectơ

v1, v2, v3.

Bài 7.5. Với n ≥ 0, xét tích phân suy rộng

In =
1√
2π

∫ ∞
−∞

une
−
u2

2 dx.

a) Chứng minh rằng tích phân này luôn hội tụ và I2k+1 = 0,∀k ≥ 0.

b) Chứng minh công thức truy hồi

In = (n− 1)In−2,∀n ≥ 2.

Áp dụng để tính I2k.

c) Định nghĩa ánh xạ

〈, 〉 : R[u]× R[u] −→ R

như sau:

∀P,Q ∈ R[u], 〈P,Q〉 =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e
−
u2

2 P (u)Q(u)dx.

Chứng minh rằng ánh xạ nói trên là một tích vô hướng.

d) Xét không gian con R2[u] của R[u]. Hãy tính khoảng cách từ u3 đến R2[u].

Bài 7.6. Xét ánh xạ 〈, 〉 : R4 × R4 −→ R cho bởi:

〈u, v〉 = x1y1 + 2x2y2 + 4x3y3 + 18x4y4 + x1y3 + x3y1 + 2x2y4

+2x4y2 + 6x3y4 + 6x4y3.

a) Chứng minh rằng ánh xạ này là một tích vô hướng trong R4.

b) Viết ma trận biểu diễn tích vô hướng này theo cơ sở chính tắc.

c) ChoW là không gian con của R4 xác định bởi hệ phương trình tuyến tính
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thuần nhất {
x1 − x2 + x3 − x4 = 0;

x2 − 2x4 = 0.

Hãy tìm một cơ sở của W⊥.

Bài 7.7. Trong không gian Euclide với tích vô hướng chính tắc cho các

vectơ u1 = (2, 1,−2, 4), u2 = (−2, 1,−1,−6), u3 = (−2, 3,−4,−8). Gọi W =

〈u1, u2, u3〉 là không gian con của R4 sinh ra bởi các vectơ u1, u2, u3 và W⊥

là không gian con của R4 trực giao với W.

a) Tìm một cơ sở cho mỗi không gian con W và W⊥.

b) Cho u = (5, 5,−3, 1) ∈ R4. Tìm hình chiếu trực giao prW (u) của u xuống

W và khoảng cách d(u,W ) từ u đến W.

Bài 7.8. Cho A ∈ O(n,R). Chứng minh rằng, nếu detA = 1 thì mỗi phần

tử aij của A đều bằng phần bù đại số của nó.

Bài 7.9. Cho f là một phép biến đổi trực giao trong không gian Euclid V.

a) Chứng minh rằng Ker(f − IdV ) = Im(f − IdV )⊥.

b) Chứng minh rằng, nếu (f − IdV )2 = 0 thì f = IdV .

Bài 7.10. Xây dựng một cơ sở trực chuẩn của R3 từ các vectơ riêng của

toán tử f : R3 −→ R3 có ma trận biểu diễn theo cơ sở chính tắc là

A =

 5 −1 2

−1 5 2

2 2 2

.
Bài 7.11. Toán tử f : R3 −→ R3 có ma trận theo cơ sở chính tắc là

A =
1

3

 1 −2 −2

−2 1 −2

−2 −2 1

.
Hãy chứng minh rằng f là toán tử trực giao trong không gian Euclid R3 với

tích vô hướng chính tắc.
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Chương 8

DẠNG SONG TUYẾN TÍNH

Trong chương này ký hiệu K để chỉ trường số thực R hay trường số phức C
và V để chỉ không gian vectơ hữu hạn chiều trên trường K.

8.1 Dạng song tuyến tính

Định nghĩa 8.1.1. Một dạng song tuyến tính trên V là một ánh xạ có tính

chất tuyến tính theo từng biến u, v, nghĩa là với mọi u, u1, u2, v, v1, v2 ∈ V
và α, β ∈ K ta có

(i) f(αu1 + u2, v) = αf(u1, v) + f(u2, v);

(ii) f(u, βv1 + v2) = βf(u, v1) + f(u, v2).

Dạng song tuyến tính f được gọi là dạng song tuyến tính nếu f(u, v) = f(v, u)

với mọi u, v ∈ V.

Ví dụ 8.1.2. 1) Với mỗi u = (x1, . . . , xn), v = (y1, . . . , yn) ∈ Rn, đặt

f(u, v) = x1y1 + · · ·+ xnyn.

Khi đó f là một dạng song tuyến tính trên Rn.

2) Một tích vô hướng trên không gian Euclide V là một dạng song tuyến

tính trên V.

Định nghĩa 8.1.3. Giả sử B = (u1, . . . , un) là một cơ sở của V. Ma trận của

dạng song tuyến tính f theo cơ sở B, ký hiệu [f ]B, là ma trận A = (aij)n×n,

trong đó aij = f(ui, uj) với mọi 1 ≤ i, j ≤ n.
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Với mọi u = x1u1 + · · ·+ xnun và v = y1u1 + · · ·+ ynun thuộc V ta có

f(u, v) = f(
n∑
i=1

xiui,

n∑
j=1

yjuj)

=
n∑
i=1

n∑
j=1

f(ui, uj)xiyj

=
n∑
i=1

n∑
j=1

aijxiyj (1)

Đảo lại, (1) xác định dạng song tuyến tính f trên V có ma trận theo cơ

sở B là A = (aij)n×n. Chú ý rằng (1) còn được viết dưới dạng

f(u, v) =
(
x1 · · · xn

) a11 · · · a1n

. . . . . . . . . . . . .

an1 · · · ann


 y1

...

yn


= [u]>B [f ]B [v]B.

Vậy với mọi u, v ∈ V,

f(u, v) = [u]>B [f ]B [v]B. (1′)

Ta gọi (1) và (1′) là biểu thức toạ độ của dạng song tuyến tính f theo cơ sở

B.

Nhận xét 8.1.4. 1) Với cơ sở B = (u1, . . . , un) cho trước, dạng song tuyến

tính f được hoàn toàn xác định bởi ma trận [f ]B.

2) Dạng song tuyến tính f trên V là đối xứng khi và chỉ khi [f ]B là ma

trận đối xứng.

Xét V = Kn với cơ sở chính tắc B0 = (e1, . . . , en). Đặt A = [f ]B0 =

(aij)n×n. Khi đó với mọi u = (x1, . . . , xn), v = (y1, . . . , yn) thuộc Kn ta có

f(u, v) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijxiyj (2)

Đảo lại, (2) xác định dạng song tuyến tính f trên Kn có ma trận theo cơ sở

chính tắc là A = (aij)n×n. Để đơn giản, trong trường hợp này ta gọi A là ma

trận của f và (2) là biểu thức của f.

Ví dụ 8.1.5. Xét dạng song tuyến tính f trên R3 định bởi: Với mọi u =
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(x1, x2, x3), v = (y1, y2, y3),

f(u, v) = x1y1 + 2x1y2 − 4x1y3 − x2y2 + 3x2y3 + x3y1 + 9x3y2.

Ma trận của f là

A =

 1 2 −4

0 −1 3

1 9 0

.
8.2 Dạng toàn phương

Định nghĩa 8.2.1. Cho f là một dạng song tuyến tính đối xứng trên V. Khi

đó ánh xạ

Q : V −→ K
u 7−→ f(u, u)

được gọi là dạng toàn phương trên V ứng với dạng song tuyến tính đối xứng

f. Ta cũng nói f là dạng cực của dạng toàn phương Q. Để đơn giản, ta gọi

một dạng toàn phương trên không gian vectơ thực (t.ư. phức) là một dạng

toàn phương thực (t.ư. phức). Một dạng toàn phương trên Kn (t.ư. Rn,Cn)

còn được gọi là một dạng toàn phương n biến trên K (t.ư. n biến thực, n biến

phức).

Nhận xét 8.2.2. Dạng cực f của dạng toàn phương Q được hoàn toàn xác

định bởi Q. Thật vậy,

f(u+ v, u+ v) = f(u, u) + f(u, v) + f(v, u) + f(v, v)

= f(u, u) + 2f(u, v) + f(v, v).

Suy ra

f(u, v) =
1

2
[Q(u+ v)−Q(u)−Q(v)].

Định nghĩa 8.2.3. Giả sử Q là một dạng toàn phương trên V ứng với dạng

song tuyến tính đối xứng f. Với B là một cơ sở bất kỳ của V, ma trận [f ]B
được gọi là ma trận của dạng toàn phương Q theo cơ sở B, ký hiệu [Q]B.

Nhận xét rằng vì f đối xứng nên ma trận của dạng toàn phương Q

trong một cơ sở bất kỳ luôn luôn là một ma trận đối xứng. Hơn nữa, với
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B = (u1, . . . , un) là một cơ sở của V và u = x1u1 + · · ·+ xnun thuộc V ta có

Q(u) = [u]>B [Q]B [u]B =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj. (3)

trong đó aij = aji.

Đảo lại, (3) xác định dạng toàn phương Q trên V có ma trận theo cơ sở

B là A = (aij)n×n. Ta cũng thường viết (3) dưới dạng

Q(u) = [u]>B [Q]B [u]B =
n∑
i=1

aiix
2
i +

∑
1≤i<j≤n

2aijxixj (3′)

Ta gọi (3) và (3′) là biểu thức toạ độ của dạng toàn phương Q theo cơ

sở B. Đặc biệt, xét V = Kn với cơ sở chính tắc B0 = (e1, . . . , en). Ma trận

[Q]B0 = (aij)n×n được gọi là ma trận của Q. Với mọi u = (x1, . . . , xn) thuộc

Kn ta có

Q(u) = X>AX =
n∑
i=1

aiix
2
i +

∑
1≤i<j≤n

2aijxixj (4)

trong đó X =

 x1

...

xn

, là một đa thức thuần nhất bậc 2 theo biến x1, . . . , xn.

Đảo lại, một đa thức thuần nhất bậc 2 theo n biến x1, . . . , xn như trong (4)

luôn luôn xác định dạng toàn phương n biến trên K có ma trận theo cơ sở

chính tắc là ma trận đối xứng A = (aij)n×n. Ta gọi (4) là biểu thức của dạng

toàn phương Q.

Ví dụ 8.2.4. Xét dạng toàn phương Q trên R3 có biểu thức định bởi

Q(x1, x2, x3) = x2
1 − 3x2

2 + 2x1x2 − 4x1x3 + 8x2x3.

Khi đó ma trận của Q là

A =

 1 1 −2

1 −3 4

−2 4 0



và Q(x1, x2, x3) = X>AX, trong đó X =

 x1

x2

xn

.
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2) Giả sử dạng toàn phương Q trên R3 có ma trận là

A =

 2 3 −1

3 0 5

−1 5 −4

.
Khi đó biểu thức của Q là Q(x1, x2, x3) = X>AX, trong đó X =

 x1

x2

x3

,
hay

Q(x1, x2, x3) = 2x2
1 − 4x2

3 + 6x1x2 − 2x1x3 + 10x2x3.

Định lý 8.2.5. Cho f là một dạng song tuyến tính trên V. Khi đó với B1,B2

là hai cơ sở bất kỳ của V, ta có

[f ]B2 = (B1 → B2)> [f ]B1 (B1 → B2).

Chứng minh. Đặt B1 = (u1, . . . , un),B2 = (v1, . . . , vn). Khi đó với mọi u, v

thuộc V ta có

f(u, v) = [u]>B1 [f ]B1 [v]B1

= ((B1 → B2)[u]B2)
>[f ]B1(B1 → B2)[v]B2

= [u]>B2(B1 → B2)>[f ]B1(B1 → B2)[v]B2 .

Từ đó suy ra

[f ]B2 = (B1 → B2)>[f ]B1(B1 → B2).

Hệ quả 8.2.6. Cho Q là một dạng toàn phương trên V. Khi đó với B1,B2 là

hai cơ sở bất kỳ của V, ta có

[Q]B2 = (B1 → B2)>[Q]B1(B1 → B2).

Nhận xét 8.2.7. Cho biểu thức tọa độ của dạng toàn phương Q theo cơ sở

B1 là

Q(u) =
n∑
i=1

aiix
2
i +

∑
1≤i<j≤n

2aijxixj (∗)

với u = x1u1 + · · ·+ xnun. Giả sử B2 = (v1, . . . , vn) là một cơ sở khác của V

55



và biểu thức tọa độ của Q theo cơ sở B2 là

Q(u) =
n∑
i=1

biiy
2
i +

∑
1≤i<j≤n

2bijyiyj (∗∗)

với u = y1u1 + · · · + ynun. Khi đó ma trận (B1 → B2) khả nghịch và phép

biến đổi tọa độ không suy biến x1

...

xn

= (B1 → B2)

 y1

...

yn


đưa biểu thức của dạng toàn phương Q từ (∗) về (∗∗). Đảo lại, ứng với mỗi

phép biến đổi tọa độ không suy biến x1

...

xn

= P

 y1

...

yn


(P là một ma trận vuông cấp n khả nghịch), gọi B2 là cơ sở của V sao cho

(B1 → B2) = P. Khi đó biểu thức tọa độ của Q theo cơ sở B2 có dạng (∗∗),
trong đó

(bij)n×n = P>(aij)n×nP.

Định nghĩa 8.2.8. Cho Q là một dạng toàn phương trên không gian vectơ

n chiều V và B là một cơ sở bất kỳ của V. Hạng của ma trận [Q]B được gọi

là hạng của Q, ký hiệu rank (Q) (hay r(Q)).

Từ Hệ quả 8.2.6 cho thấy hạng của Q không phụ thuộc vào cách chọn

cơ sở B. Hiển nhiên rank (Q) ≤ n = dimV. Nếu rank (Q) = n thì ta nói Q

không suy biến. Ngược lại, nếu rank(Q) < n thì Q suy biến.

Ví dụ 8.2.9. Xét Q là dạng toàn phương 3 biến thực định bởi:

Q(x1, x2, x3) = x2
1 − 3x2

2+2x1x2 − 4x1x3+8x2x3.

a) Tìm hạng và khảo sát tính không suy biến của Q.

b) Tìm biểu thức toạ độ của Q theo cơ sở B = (u1, u2, u3) của R3, trong

đó u1 = (1,−1, 0);u2 = (−1, 2, 1);u3 = (2, 0, 3) và chỉ ra phép biến đổi

toạ độ không suy biến tương ứng.
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Giải. Ma trận của Q là

[Q]B0 =

 1 1 −2

1 −3 4

−2 4 0

= A.

a) Ta có detA = −20 nên rank (Q) = rank (A) = 3, do đó Q không suy

biến.

b) Ma trận chuyển từ cơ sở chính tắc B0 sang cơ sở B là

(B0 → B) =

 1 −1 2

−1 2 0

0 1 3

.
Do đó ma trận của Q theo cơ sở B là

[Q]B = (B0 → B)>[Q]B0(B0 → B)

=

 1 −1 2

−1 2 0

0 1 3

> 1 1 −2

1 −3 4

−2 4 0

 1 −1 2

−1 2 0

0 1 3


=

 1 −1 0

−1 2 1

2 0 3

 1 1 −2

1 −3 4

−2 4 0

 1 −1 2

−1 2 0

0 1 3


=

 −4 2 −18

2 5 28

−18 28 −20

.
Vậy biểu thức tọa độ của Q theo cơ sở B định bởi: Với mọi u = y1u1 +y2u2 +

y3u3 thuộc R3,

Q(u) = [u]>B [Q]B [u]B

=
(
y1 y2 y3

) −4 2 −18

2 5 28

−18 28 −20

 y1

y2

y3


= −4y2

1 + 5y2
2 − 20y2

3 + 4y1y2 − 36y1y3 + 56y2y3
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Phép biến đổi tọa độ không suy biến tương ứng là x1

x2

x3

= (B0 → B)

 y1

y2

y3

=

 1 −1 2

−1 2 0

0 1 3

 y1

y2

y3


hay 

x1 = y1 − y2 + 2y3

x2 = −y1 + 2y2

x3 = y2 + 3y3

Ví dụ 8.2.10. Xét không gian R3 với cơ sở B = (u1, u2, u3), trong đó u1 =

(1,−1, 0);u2 = (−1, 2, 1);u3 = (2, 0, 3). Cho Q là dạng toàn phương 3 biến

thực có biểu thức toạ độ theo cơ sở B như sau:

Q(u) = x2
1 − 3x2

2 + 2x1x2 − 4x1x3 + 8x2x3

với mọi u = x1u1 + x2u2 + x3u3 thuộc R3.

a) Tìm hạng và khảo sát tính không suy biến của Q.

b) Tìm biểu thức của Q và chỉ ra phép biến đổi toạ độ không suy biến

tương ứng.

Giải. Ma trận của Q theo cơ sở B là

[Q]B = A =

 1 1 −2

1 −3 4

−2 4 0

.
a) Ta có detA = −20 nên rank (Q) = rank (A) = 3, do đó Q không suy

biến.

b) Ma trận chuyển từ cơ sở chính tắc B0 sang cơ sở B là

(B0 → B) =

 1 −1 2

−1 2 0

0 1 3

.
Suy ra ma trận chuyển từ cơ sở B sang cơ sở chính tắc B0 là

(B → B0) = (B0 → B)−1 =

 6 5 −4

3 3 −2

−1 −1 1

.
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Do đó ma trận của Q (theo cơ sở chính tắc B0) là

[Q]B0 = (B → B0)>[Q]B(B → B0)

=

 6 5 −4

3 3 −2

−1 −1 1

> 1 1 −2

1 −3 4

−2 4 0

 6 5 −4

3 3 −2

−1 −1 1


=

 6 3 −1

5 3 −1

−4 −2 1

 1 1 −2

1 −3 4

−2 4 0

 6 5 −4

3 3 −2

−1 −1 1


=

 45 34 −30

34 24 −22

−30 −22 20


Suy ra biểu thức của Q là

Q(y1, y2, y3) = 45y2
1 + 24y2

2 + 20y2
3+68y1y2 − 60y1y3 − 44y2y3.

Phép biến đổi tọa độ không suy biến tương ứng là x1

x2

x3

= (B → B0)

 y1

y2

y3

=

 6 5 −4

3 3 −2

−1 −1 1

 y1

y2

y3


hay 

x1 = 6y1 + 5y2 − 4y3

x2 = 3y1 + 3y2 − 2y3

x3 = −y1 − y2 + y3

8.3 Dạng chính tắc của dạng toàn phương

Định nghĩa 8.3.1. Cho Q là một dạng toàn phương trên V có dạng cực là

f. Cơ sở B = (u1, . . . , un) của V được gọi là một cơ sở Q-chính tắc nếu

f(ui, uj) = 0 với mọi 1 ≤ i 6= j ≤ n.

Điều này tương đương với tính chất ma trận [Q]B là một ma trận đường chéo,

hay cũng vậy, biểu thức toạ độ của Q theo cơ sở B có dạng

Q(u) =
n∑
i=1

aiix
2
i . (1)
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với mọi u = x1u1 + · · · + xnun thuộc V. Khi đó ta nói (1) là dạng chính tắc

của Q.

Định lý 8.3.2. Cho Q là một dạng toàn phương trên V. Khi đó trong V tồn

tại một cơ sở Q-chính tắc.

Chứng minh. Việc xây dựng một cơ sở Q-chính tắc được thực hiện thông

qua thuật toán sau:

Thuật toán Lagrange đưa dạng toàn phương về dạng chính tắc

Giả sử biểu thức của dạng toàn phương Q theo cơ sở B = (u1, . . . , un)

định bởi

Q(u) =
n∑
i=1

aiix
2
i +

∑
1≤i<j≤n

2aijxixj (∗)

Để đưa Q về dạng chính tắc ta chia bài toán thành 3 trường hợp:

Trường hợp 1. aii 6= 0 với một i nào đó. Sau khi đánh số lại các phần tử

của cơ sở B nếu cần, ta có thể giả sử a11 6= 0. Khi đó

Q(u) = a11(x2
1 + 2x1

n∑
i=2

a1i

a11

xi) + (những số hạng không chứa x1)

= a11(x1 +
n∑
i=2

a1i

a11

xi)
2 + (một dạng toàn phương của x2, . . . , xn)

= a11y
2
1 +

n∑
i,j=2

bijyiyj

trong đó  y1 = x1 +
n∑
i=2

a1i

a11

xi

yj = xj (j ≥ 2)

là một phép biến đổi tọa độ không suy biến. Việc đưa Q về dạng chính tắc

được qui về việc đưa dạng toàn phương (n−1) biến Q1 =
n∑

i,j=2

bijyiyj về dạng

chính tắc. Điều này có thể thực hiện bằng qui nạp.

Trường hợp 2. aii = 0 với mọi i nhưng có aij 6= 0 với i 6= j nào đó. Sau khi

đánh số lại các phần tử của cơ sở B nếu cần, ta có thể giả sử a12 6= 0. Thực
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hiện phép biến đổi tọa độ không suy biến
x1 = y1 + y2

x2 = y1 − y2

xj = yj (j ≥ 3)

ta có

2a12x1x2 = 2a12(y2
1 − y2

2).

Từ đó

Q(u) =
n∑

i,j=1

aijxixj =
n∑

i,j=1

bijyiyj

có hệ số của y2
1 là 2a12 6= 0. Ta trở về trường hợp 1 đã xét.

Trường hợp 3. aij = 0 với mọi i, j. Khi đó Q(u) = 0 với mọi u nên Q có

dạng chính tắc trong bất kỳ cơ sở nào của V.

Ví dụ 8.3.3. Đưa dạng toàn phương thực sau đây về dạng chính tắc:

Q(u) = x2
1 + x2

2 + x2
3 − 2x2

4 − 2x1x2+2x1x3 − 2x1x4 + x2x3 − 4x2x4

với u = (x1, x2, x3, x4). Chỉ ra cơ sở Q-chính tắc và phép biến đổi tọa độ

không suy biến tương ứng.

Giải. Ta có

Q(u) = x2
1 + 2x1(−x2 + x3 − x4) + x2

2 + x2
3 − 2x2

4 + x2x3 − 4x2x4

= (x1 − x2 + x3 − x4)2 − (−x2 + x3 − x4)2 + x2
2 + x2

3 − 2x2
4 + x2x3 − 4x2x4

= (x1 − x2 + x3 − x4)2 − 3x2
4 + 3x2x3 − 6x2x4 + 2x3x4

= (x1 − x2 + x3 − x4)2 − 3[x2
4 + 2x4(x2 −

1

3
x3)] + 3x2x3

= (x1 − x2 + x3 − x4)2 − 3(x4 + x2 −
1

3
x3)2 + 3(x2 −

1

3
x3)2 + 3x2x3

= (x1 − x2 + x3 − x4)2 − 3(x4 + x2 −
1

3
x3)2 + 3(x2

2 + 2x2
1

6
x3) +

1

3
x2

3

= (x1 − x2 + x3 − x4)2 − 3(x4 + x2 −
1

3
x3)2 + 3(x2 +

1

6
x3)2 +

1

4
x2

3
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Thực hiện phép biến đổi tọa độ không suy biến
y1 = x1 − x2 + x3 − x4

y2 = x4 + x2 − 1
3
x3

y3 = x2 + 1
6
x3

y4 = x3

⇔


x1 = y1 − y2 + 2

3
y4

x2 = y3 − 1
6
y4

x3 = y4

x4 = y2 − y3 + 1
2
y4

⇔


x1

x4

x3

x4

=


1 −1 0 2/3

0 0 1 −1/6

0 0 0 1

0 1 −1 1/2




y1

y4

y3

y4

.
Ta đưa được Q về dạng chính tắc

Q(u) = y2
1 − 3y2

2 + 3y2
3 +

1

4
y2

4

với u = y1u1+y2u2+y3u3+y4u4, trong đó cơ sởQ-chính tắc B = (u1, u2, u3, u4)

của R4 thoả

(B0 → B) =


1 −1 0 2/3

0 0 1 −1/6

0 0 0 1

0 1 −1 1/2


(B0 là cơ sở chính tắc của R4) nghĩa là

u1 = (1, 0, 0, 0);u2 = (−1, 0, 0, 1);u3 = (0, 1, 0,−1);u4 = (2/3,−1

6
, 1,

1

2
).

Ví dụ 8.3.4. Đưa dạng toàn phương thực sau đây về dạng chính tắc:

Q(x1, x2, x3) = x1x2+2x1x3 − 2x2x3.

Chỉ ra cơ sở Q-chính tắc và phép biến đổi tọa độ không suy biến tương ứng.

Giải. Đổi biến 
x1 = y1 + y2

x2 = y1 − y2

x3 = y3.

Ta có

Q(u) = y2
1 − y2

2 + 2(y1 + y2)y3 − 2(y1 − y2)y3

= y2
1 − y2

2 + 4y2y3.
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Ta biến đổi

Q(u) = y2
1 − [y2

2 − 2y2(2y3)]

= y2
1 − (y2 − 2y3)2 + 4y2

3.

Đặt 
z1 = y1

z2 = y2 − 2y3

z3 = y3

⇔


y1 = z1

y2 = z2 + 2z3

y3 = z3

ta đưa được Q về dạng chính tắc

Q(u) = z2
1 − z2

2 + 4z2
3 .

Phép biến đổi toạ độ không suy biến tương ứng là
x1 = z1 + z2 + 2z3

x2 = z1 − z2 − 2z3

x3 = z3

Cơ sở Q-chính tắc tương ứng là B = (u1, u2, u3) của R3 thoả

(B0 → B) =

 1 1 2

1 −1 −2

0 0 1


(B0 là cơ sở chính tắc của R3) nghĩa là

u1 = (1, 1, 0);u2 = (1,−1, 0);u3 = (2,−2, 1).

8.4 Dạng chính tắc trực giao của dạng toàn

phương trên không gian Euclid

Định nghĩa 8.4.1. Cho Q là một dạng toàn phương trên không gian Euclid

V. Cơ sở B được gọi là một cơ sở Q-chính tắc trực giao nếu B là một cơ sở

trực chuẩn đồng thời cũng là một cơ sở Q-chính tắc của V. Khi đó biểu thức

tọa độ của Q theo cơ sở B được gọi là dạng chính tắc trực giao của Q.

Định lý 8.4.2. Cho Q là một dạng toàn phương trên không gian Euclid V.

Khi đó trong V tồn tại một cơ sở Q-chính tắc trực giao.

Chứng minh. Xét B0 là một cơ sở trực chuẩn nào đó của V. Khi đó ma

trận [Q]B0 là ma trận đối xứng thực nên chéo hoá trực giao được, nghĩa là
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tồn tại ma trận trực giao P sao cho P−1[Q]B0P là ma trận đường chéo. Gọi

B là cơ sở của V sao cho (B0 → B) = P. Khi đó

[Q]B = (B0 → B)> [Q]B0 (B0 → B) = P> [Q]B0 P = P−1 [Q]B0 P

là ma trận đường chéo. Vì [Q]B là ma trận đường chéo nên B là cơ sở Q-chính

tắc. Mặt khác, do (B0 → B) = P là ma trận trực giao nên B là một cơ sở

trực chuẩn. Suy ra B là một cơ sở Q-chính tắc trực giao của V.

Nhận xét 8.4.3. 1) Giả sử Q có dạng chính tắc trực giao

Q(u) =
n∑
i=1

aix
2
i (1)

với u = x1u1 + · · · + xnun, trong đó B = (u1, . . . , un) là cơ sở Q- chính tắc

trực giao tương ứng. Khi đó dãy a1, . . . , an gồm tất cả các trị riêng của [Q]B
(kể cả số bội) và không phụ thuộc vào việc chọn cơ sở Q-chính tắc trực giao

B. Thật vậy, từ (1) ta suy ra

[Q]B =

 a1 0
. . .

0 an


nên hiển nhiên a1, . . . , an là tất cả các trị riêng của [Q]B. Bây giờ cho B′ =

(u′1, . . . , u
′
n) là một cơ sở Q-chính tắc trực giao khác của V. Khi đó

Q(u) =
n∑
i=1

a′iy
2
i (1′)

với u = y1u
′
1 + · · · + ynu

′
n. Theo chứng minh trên a′1, . . . , a

′
n là các trị riêng

của [Q]′B (kể cả số bội). Theo Hệ quả 8.2.6 ta có

[Q]B′ = (B → B′)> [Q]B (B → B′).

Chú ý rằng do B,B′ là hai cơ sở trực chuẩn của V nên ma trận chuyển cơ sở

(B → B′) là một ma trận trực giao, nghĩa là (B → B′)> = (B → B′)−1. Do

đó

[Q]B′ = (B → B′)−1 [Q]B (B → B′).

Vậy hai ma trận [Q]B và [Q]′B đồng dạng nên cúng có cùng trị riêng (kể cả số

bội), nghĩa là hai dãy a1, . . . , an và a′1, . . . , a
′
n trùng nhau. Điều này chứng tỏ

a1, . . . , an không phụ thuộc vào việc chọn cơ sở trực chuẩn Q-chính tắc trực

giao B.
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2) Từ chứng minh Định lý 8.3.2 ta thấy để đưa Q về dạng chính tắc trực

giao ta dùng phép biến đổi tọa độ X = (B0 → B)Y với mọi X = [u]B0 , Y =

[u]B. Vì (B0 → B) là ma trận trực giao nên ta nói phép biến đổi trên là một

phép biến đổi tọa độ trực giao.

Thuật toán đưa dạng toàn phương trên không gian Euclide về

dạng chính tắc trực giao

Cho Q là một dạng toàn phương trên không gian Euclide n chiều V. Khi

đó ta đưa được Q về dạng chính tắc trực giao và chỉ ra cơ sở Q-chính tắc

trực giao và phép biến đổi tọa độ trực giao tương ứng thông qua các bước

sau:

Bước 1: Xác định [Q]B0 với B0 là một cơ sở trực chuẩn nào đó của V.

Bước 2: Chéo hoá trực giao ma trận [Q]B0 tìm ma trận trực giao P sao cho

P−1[Q]B0P = diag(a1, . . . , an).

Bước 3: Cơ sởQ-chính tắc trực giao B = (u1, . . . , un) định bởi (B0 → B) = P

và phép biến đổi tọa độ trực giao là X = PY. Dạng chính tắc trực giao của

Q là

Q(u) =
n∑
i=1

aix
2
i

với u = x1u1 + · · ·+ xnun.

Ví dụ 8.4.4. Đưa dạng toàn phương thực sau đây về dạng chính tắc trực

giao:

Q(x1, x2, x3) = 2x1x2 + 2x1x3+2x2x3.

Chỉ ra cơ sở Q-chính tắc trực giao và phép biến đổi tọa độ trực giao tương

ứng.

Giải. Bước 1: Ma trận của Q (theo cơ sở chính tắc B0) là

A =

 0 1 1

1 0 1

1 1 0


Bước 2: Chéo hoá trực giao ma trận A.
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a) Đa thức đặc trưng của A là

PA(λ) = |A− λI3| =

∣∣∣∣∣∣
−λ 1 1

1 −λ 1

1 1 −λ

∣∣∣∣∣∣ = (λ+ 1)2(λ− 2).

b) Trị riêng: A có 2 trị riêng là λ1 = −1 (bội 2), λ2 = 2 (bội 1)

c) Không gian riêng E(λ1) ứng với trị riêng λ1 = −1 là không gian nghiệm

của hệ

(A− λ1I3)X = 0 (1)

Ta có

A− λ1I3 = A+ I3 =

 1 1 1

1 1 1

1 1 1

→
 1 1 1

0 0 0

0 0 0

.
Như vậy

(1)⇔ x1 + x2 + x3 = 0⇔


x2 = α

x3 = β

x1 = −α− β
.

Suy ra (1) có vô số nghiệm

(x1, x2, x3) = (−α− β, α, β).

Do đó

E(λ1) = {(−α− β, α, β) |α, β ∈ R}
= {α(−1, 1, 0) + β(−1, 0, 1) |α, β ∈ R}
= 〈(−1, 1, 0); (−1, 0, 1)〉.

Như vậy E(λ1) có dimE(λ1) = 2 với cơ sở (u1, u2) với u1 = (−1, 1, 0);u2 =

(−1, 0, 1). Ta xây dựng cơ sở trực chuẩn của E(λ1) qua quá trình trực chuẩn

Gram–Schmidt:

v1 := u1 = (−1, 1, 0);

v2 = u2 −
〈u1, v1〉
〈v1, v1〉

v1 = (
1

2
,−1

2
, 1).

Ta đặt

w1 :=
v1

||v1||
= (− 1√

2
,

1√
2
, 0);
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w2 :=
v2

||v2||
= (− 1√

6
,− 1√

6
,

2√
6

).

Khi đó (w1, w2) là cơ sơ trực chuẩn của E(λ1).

d) Không gian riêng E(λ2) ứng với trị riêng λ2 = 2 là không gian nghiệm

của hệ

(A− λ2I3)X = 0. (2)

Ta có

A− λ2I3 = A− 2I3 =

 −2 1 1

1 −2 1

1 1 −2

→
 1 −2 1

0 1 −1

0 0 0

.
Như vậy

(2)⇔
{
x1 − 2x2 + x3 = 0

x2 − x3 = 0
⇔ x1 = x2 = x3 = α.

Suy ra (2) có vô số nghiệm (x1, x2, x3) = (α, α, α). Do đó

E(λ2) = {(α, α, α) |α ∈ R}
= {α(1, 1, 1) |α ∈ R}
= 〈(1, 1, 1)〉

Như vậy E(λ2) có dimE(λ2) = 1 với cơ sở (u3) với u3 = (1, 1, 1). Ta xây

dựng cơ sở trực chuẩn (w3) của E(λ2) với

w3 =
u3

||u3||
= (

1√
3
,

1√
3
,

1√
3

).

e) Đặt B = (w1, w2, w3). Ta có B là một cơ sở trực chuẩn của R3 và

P = (B0 → B) =

 −
1√
2
− 1√

6
1√
3

1√
2
− 1√

6
1√
3

0 2√
6

1√
3

.
Bước 3: Từ kết quả tìm được ở bước 2, ta suy ra dạng chính tắc trực giao

của Q là

Q(u) = −y2
1 − y2

2 + 2y2
3

với u = y1w1 + y2w2 + y3w3. Cơ sở chính tắc trực giao tương ứng là B =
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(w1, w2, w3). Phép biến đổi tọa độ trực giao tương ứng X = PY, nghĩa là
x1 = − 1√

2
y1 − 1√

6
y2 + 1√

3
y3

x2 = 1√
2
y1 − 1√

6
y2 + 1√

3
y3

x3 = 2√
6
y2 + 1√

3
y3

8.5 Dạng chính tắc - Luật quán tính của dạng

toàn phương thực

Định nghĩa 8.5.1. Cho Q là một dạng toàn phương trên không gian vectơ

thực n chiều V và B là một cơ sở của V. Giả sử biểu thức tọa độ của Q theo

cơ sở B có dạng

Q(u) = x2
1 + · · ·+ x2

s − x2
s+1 − · · · − x2

r (1)

với u = x1u1 + · · ·+xnun, trong đó r, s là các số nguyên thỏa 0 ≤ s ≤ r ≤ n.

Khi đó ta nói B là một cơ sở Q-chuẩn tắc và (1) là dạng chuẩn tắc của Q.

Định lý 8.5.2. Cho V là một không gian vectơ thực hữu hạn chiều và Q là

một dạng toàn phương trên V. Khi đó trong V tồn tại một cơ sở Q-chuẩn

tắc.

Chứng minh. Theo Định lý 8.3.2 tồn tại một cơ sở Q-chính tắc của V. Đặt

r = rank (Q). Bằng cách đánh số lại nếu cần ta có thể giả sử biểu thức tọa

độ của Q theo cơ sở trên có dạng

Q(u) = a1x
2
1 + · · ·+ arx

2
r

và tồn tại số nguyên 0 ≤ s ≤ r sao cho ai > 0 (i ∈ 1, s); ai < 0 (i ∈ s+ 1, r).

Dùng phép biến đổi toạ độ không suy biến

xj =


1√
aj
yj nếu ≤ j ≤ s

1√
−aj

yj nếu s+ 1 ≤ j ≤ r

yj nếu r + 1 ≤ j ≤ n

ta thu được dạng chuẩn tắc của Q

Q(u) = y2
1 + · · ·+y2

s − y2
s+1 − · · · − y2

r .

Cơ sở tương ứng chính là cơ sở Q-chuẩn tắc cần tìm.

Định lý 8.5.3. Cho Q là một dạng toàn phương trên V và B là một cơ sở
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Q-chuẩn tắc của V. Khi đó biểu thức tọa độ của Q theo cơ sở B có dạng

Q(u) = x2
1 + · · ·+x2

s − x2
s+1 − · · · − x2

r.

trong đó r = rank (Q) và 0 ≤ s ≤ r không phụ thuộc vào cách chọn cơ sở B.

Chứng minh. Hiển nhiên r = rank (Q) không phụ thuộc vào cơ sở B. Giả

sử dimV = n và B1 = (u1, . . . , un),B2 = (v1, . . . , vn) là hai cơ sở Q-chuẩn

tắc của V sao cho biểu thức tọa độ của Q trong B1,B2 lần lượt là

Q(u) = x2
1 + · · ·+x2

s − x2
s+1 − · · · − x2

r (1)

Q(u) = y2
1 + · · ·+y2

t − y2
t+1 − · · · − y2

r (2)

Ta chứng minh s = t. Đặt

V1 = 〈u1, . . . , us〉 và V2 = 〈vt+1, . . . , vn〉.

Trước hết ta chỉ ra rằng V1 ∩ V2 = {0}. Thật vậy,

Với u ∈ V1 ∩ V2 ⇒
{
u = α1u1 + · · ·+ αsus
u = βt+1vt+1 + · · ·+ βnvn

⇒
{
Q(u) = α2

1 + · · ·+ α2
s ≥ 0

Q(u) = −β2
t+1 − · · · − β2

r ≤ 0

⇒ Q(u) = α2
1 + · · ·+ α2

s = 0

⇒ α1 = · · · = αs = 0 hay u = 0.

nghĩa là V1 ∩ V2 = {0}. Kết quả trên cho thấy

n ≥ dim (V1 + V2) = dimV1 + dimV2 = s+ (n− t).

Suy ra s ≤ t. Tương tự ta cũng có t ≤ s. Vậy s = t.

Dựa vào định lý trên, ta thấy hệ số s và r không phụ thuộc vào cách chọn

cơ sở của V , nên ta có định nghĩa sau

Định nghĩa 8.5.4. Ta gọi

• s là chỉ số dương quán tính của Q;

• r − s là chỉ số âm quán tính của Q;

• (s, r − s) là cặp chỉ số quán tính của Q;

• s− (r − s) = 2s− r là ký số của Q.
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Nhận xét 8.5.5. Giả sử Q là dạng toàn phương thực có dạng chính tắc

Q(u) = a1x
2
1 + · · ·+ anx

2
n.

Xét dãy a1, . . . , an (∗). Ta có

(i) Chỉ số dương quán tính của Q bằng số các số hạng dương của (∗).

(ii) Chỉ số âm quán tính của Q bằng số các số hạng âm của (∗).

Ví dụ 8.5.6. Xét lại Ví dụ trong 8.3.3, ta thấy dạng toàn phương Q có dạng

chính tắc là

Q(u) = y2
1 − 3y2

2 + 3y2
3 +

1

4
y2

4

Do đó Q có

• Chỉ số dương quán tính là 3.

• Chỉ số âm quán tính là 1.

• Cặp chỉ số quán tính là (3, 1).

• Ký số là 2.

8.6 Dạng toàn phương xác định

Định nghĩa 8.6.1. Cho Q là một dạng toàn phương trên không gian vectơ

thực hữu hạn chiều V. Ta nói

(i) Q xác định dương nếu Q(u) > 0 với mọi u ∈ V \ {0}.

(ii) Q xác định âm nếu Q(u) < 0 với mọi u ∈ V \ {0}.

Nhận xét 8.6.2. Q xác định dương khi và chỉ khi dạng cực của Q là một

tích vô hướng trên V.

Nhận xét 8.6.3. Cho Q là một dạng toàn phương trên không gian vectơ

thực n chiều. Khi đó

(i) Q xác định dương ⇔ Q có chỉ số dương quán tính bằng n.

(ii) Q xác định âm ⇔ Q có chỉ số âm quán tính bằng n.

Chứng minh. (i) (⇐) Giả sử Q có chỉ số dương quán tính bằng n. Khi đó

tồn tại cơ sở Q-chuẩn tắc B của V sao cho biểu thức tọa độ của Q theo cơ
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sở B như sau:

Q(u) = x2
1 + · · ·+x2

n

với u = x1u1 + · · · + xnun. Nếu u 6= 0 thì tồn tại i sao cho xi 6= 0, đưa đến

Q(u) > 0. Vậy Q xác định dương.

(⇒) Giả sử Q xác định dương nhưng chỉ số dương quán tính của Q khác

n. Gọi B = (u1, . . . , un) là một cơ sở Q-chính tắc của V. Khi đó biểu thức

tọa độ của Q trong B có dạng

Q(u) = a1x
2
1 + · · ·+ anx

2
n,

trong đó có ai ≤ 0 với một i nào đó. Đặt u = ui. Ta có u 6= 0 vàQ(u) = ai ≤ 0.

Mâu thuẫn với tính xác định dương của Q.

(ii) suy ra (i) cùng với nhận xét: Q xác định âm ⇔ −Q xác định dương.

Hệ quả 8.6.4. Mọi dạng toàn phương xác định dương hay xác định âm đều

không suy biến.

Định nghĩa 8.6.5. Cho A = (aij)n×n là một ma trận vuông cấp n. Định

thức con chính cấp k (1 ≤ k ≤ n) của A là định thức con sinh bởi các dòng

1, . . . , k và các cột 1, . . . , k :

∆k =

∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1k

· · · · · · · · ·
ak1 · · · akk

∣∣∣∣∣∣ .
Định lý 8.6.6 (Tiêu chuẩn Syster). Cho Q là một dạng toàn phương trên

không gian vectơ thực hữu hạn chiều V và A là ma trận biễu diễn của Q theo

một cơ sở nào đó của V. Khi đó

(i) Q xác định dương khi và chỉ khi mọi định thức con chính của A đều

dương.

(ii) Q xác định âm khi và chỉ khi mọi định thức con chính cấp chẵn của A

đều dương và mọi định thức con chính cấp lẻ của A đều âm.

Chứng minh. (i) Ta chỉ cần xét trường hợp Q không suy biến. Gọi f là

dạng cực của Q. Giả sử B = (u1, . . . , un) là cơ sở V và [Q]B = A. Chú ý

rằng với giả thiết Q xác định dương hoặc mọi định thức con chính của A

đều dương, tương tự như quá trình trực chuẩn hoá Gram–Schmidt ta xây

dựng được cơ sở f -trực giao B′ = (v1, . . . , vn). Điều này hiển nhiên nếu Q
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xác định dương vì khi đó f xác định một tích vô hướng trên V. Vậy ta chỉ

cần xét trường hợp mọi định thức con chính của A đều dương. Ta chọn các

hệ số αij ∈ R thỏa hệ sau sao cho (v1, . . . , vn) là một cơ sở của V :

v1 = α11u1

v2 = α21u1 + α22u2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

vn = αn1u1 + αn2u2 + · · ·+ αnnun
∀1 ≤ k ≤ n, ∀1 ≤ j ≤ k − 1, f(uj, vk) = 0, f(uk, vk) = 1

(∗)

Với k = 1 : 1 = f(u1, v1) = f(u1, α11u1) = α11f(u1, u1) = α11a11 =

α11∆1. Suy ra α11 = 1
∆1
.

Xét 1 < k ≤ n. Giả sử đã xác định được các hệ số αij, 1 ≤ i ≤ k− 1, 1 ≤
j ≤ i. Khi đó

(∗)⇔


a11αk1 + a12αk2 + . . . .+ a1kαkk = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a(k−1)1αk1 + a(k−1)2αk2 + . . . .+ a(k−1)kαkk = 0

ak1αk1 + ak2αk2 + . . . .+ akkαkk = 1

(∗∗)

Ma trận hệ số của hệ (∗∗) có định thức bằng ∆k 6= 0 nên các hệ số αkj, 1 ≤
j ≤ k được xác định duy nhất, trong đó

αkk =
1

∆k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1(k−1) 0

· · · · · · · · · .

a(k−1)1 · · · a(k−1)(k−1) 0

ak1 · · · ak(k−1) 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∆k−1

∆k

6= 0.

Vì ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α11 0 · · · 0

α21 α22 · · · 0

· · · · · · · · · 0

αn1 αn2 · · · αnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = α11α22 . . . αnn

=
1

∆1

∆1

∆2

. . .
∆n−1

∆n

=
1

∆n

6= 0

nên (v1, . . . , vn) là một cơ sở của V. Mặt khác, từ (∗) ta suy ra

∀1 ≤ i ≤ n,∀1 ≤ j ≤ n, f(vi, vj) = δijαij

nên (v1, . . . , vn) là một cơ sở f -trực giao của V. Khẳng định trên được chứng
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minh. Trong cơ sở B′ = (v1, . . . , vn), ma trận của Q có dạng chéo

[Q]B′ = B =

 Q(v1) 0
. . .

0 Q(vn)

.
Với mỗi 1 ≤ k ≤ n, gọi Ak, Bk lần lượt là các ma trận có từ A,B bằng cách

xoá đi n − k dòng cuối và n − k cột cuối. Khi đó Ak, Bk lần lượt là các ma

trận của dạng toàn phương Q thu hẹp lên không gian sinh bởi {u1, . . . , uk}
trong các cơ sở (u1, . . . , uk) và (v1, . . . , vk). Gọi Pk là ma trận chuyển từ cơ

sở trước sang cơ sở sau, ta có

Bk = (Pk)
>AkPk.

Chú ý rằng tương tự quá trình trực chuẩn hoá Gram–Schmidt ta có Pk là

ma trận tam giác trên có các hệ số trên đường chéo đều khác 0. Do đó

det(Pk) = det(P>k ) 6= 0. Suy ra

det(Ak) = αdet(Bk) = αQ(v1) . . . Q(vk) (α > 0).

Ta có Q xác định dương ⇔ Q(vk) > 0 với mọi k = 1, . . . , n ⇔ ∆k =

det(Ak) > 0 với mọi k = 1, . . . , n. (ii) suy từ (i) cùng với nhận xét: Q xác

định âm ⇔ −Q xác định dương.

Ví dụ 8.6.7. Đưa dạng toàn phương thực sau về dạng chuẩn tắc

Q(x, y, z) = 2x2 + 9y2 + 9z2 + 8xy + 4xz + 12yz.

Chỉ ra cơ sở Q-chuẩn tắc và phép biến đổi toạ độ tương ứng. Từ đó xác định

các chỉ số quán tính của Q. Xét xem Q có xác định dương hay xác định âm

không.

Giải. Trước hết ta đưa Q về dạng chính tắc bằng thuật toán Lagrange:

Q(x, y, z) = 2[x2 + 2x(2y + z)] + 9y2 + 9z2 + 12yz

= 2(x+ 2y + z)2 − 2(2y + z)2 + 9y2 + 9z2 + 12yz

= 2(x+ 2y + z)2 + y2 + 4yz + 7z2

= 2(x+ 2y + z)2 + (y + 2z)2 + 3z2

= [(x+ 2y + z)
√

2]2 + (y + 2z)2 + (z
√

3)2
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Thực hiện phép biến đổi tọa độ không suy biến
x′ = (x+ 2y + z)

√
2

y′ = y + 2z

z′ = z
√

3

⇔


x = 1√

2
x′ − 2y′+

√
3z′

y = y′ − 2√
3
z′

z = 1√
3
z′

⇔

 x

y

z

=


1√
2
−2

√
3

0 1 − 2√
3

0 0 1√
3


 x′

y′

z′

.
Ta đưa Q về dạng chuẩn tắc

Q(u) = x′2 + y′2 + z′2 (1)

với u = x′u1 + y′u2 + z′u3, trong đó cơ sở Q-chuẩn tắc B = (u1, u2, u3) định

bởi

(B0 → B) =


1√
2
−2

√
3

0 1 − 2√
3

0 0 1√
3


(B3 là cơ sở chính tắc của R3) nghĩa là

u1 = (
1√
2
, 0, 0);u2 = (−2, 1, 0);u3 = (

√
3,− 2√

3
,

1√
3

).

Từ (1) ta suy ra:

• Chỉ số dương quán tính của Q là 3.

• Chỉ số âm quán tính của Q là 0.

• Q xác định dương.

Ví dụ 8.6.8. Đưa dạng toàn phương sau về dạng chính tắc

Q(x, y, z) = 2x2 + 9y2 + λz2 + 8xy + 4xz + 12yz.

Xác định tham số λ ∈ R để Q không suy biến; Q xác định dương.

Giải. Biến đổi tương tự như trong Ví dụ 8.6.7 ta được

Q(x, y, z) = 2(x+ 2y + z)2 + (y + 2z)2 + (λ− 6)z2.

Thực hiện phép biến đổi tọa độ không suy biến
x′ = x+ 2y + z

y′ = y + 2z

z′ = z

⇔


x = x′ − 2y′ + 3z′

y = y′ − 2z′

z = z′
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⇔

 x

y

z

=

 1 −2 3

0 1 −2

0 0 1

 x′

y′

z′

.
ta đưa Q về dạng chuẩn tắc

Q(u) = 2x′2 + y′2 + (λ− 6)z′2 (2)

Từ (2) ta suy ra:

• Q không suy biến ⇔ λ− 6 6= 0⇔ λ 6= 6.

• Q xác định dương ⇔ λ− 6 > 0⇔ λ > 6.

Ví dụ 8.6.9. Xác định tham số λ ∈ R để dạng toàn phương sau xác định

dương

Q(x, y, z) = x2 + λy2 + (λ+ 3)z2 − 2xy + 4xz − 6yz.

Giải. Ma trận của dạng toàn phương Q là

A =

 1 −1 2

−1 λ −3

2 −3 λ+ 3

.
Các định thức con chính của A là

∆1 = 1;

∆2 =

∣∣∣∣ 1 −1

−1 λ

∣∣∣∣ = λ− 1;

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 2

−1 λ −3

2 −3 λ+ 3

∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)2 − 1.

Theo tiêu chuẩn Sylvester ta có

Q xác định dương⇔


∆1 > 0

∆2 > 0

∆3 > 0

⇔


1 > 0

λ− 1 > 0

(λ− 1)2 − 1 > 0

⇔ λ > 2.

Từ chứng minh Định lý 8.6.6 ta có thuật toán tìm cơ sở Q-chính tắc

Thuật toán Jacobi đưa dạng toàn phương về dạng chính tắc

Giả sử dạng toàn phương Q có biểu thức của theo cơ sở B = (u1, . . . , un)
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định bởi

Q(u) =
n∑
i=1

aiix
2
i +

∑
1≤i<j≤n

2aijxixj

sao cho ma trận A = (aij) có các định thức con chính ∆k 6= 0,∀ 1 ≤ k ≤ n.

Khi đó ta có thể xây dựng cơ sở Q-chính tắc B′ = (v1, . . . , vn) và xác định

biểu thức của Q theo cơ sở B′ như sau:

Bước 1: Tính các định thức con chính ∆k (1 ≤ k ≤ n) và kiểm chứng

∆k 6= 0, ∀ 1 ≤ k ≤ n.

Bước 2: Q có biểu thức của theo cơ sở B′ = (v1, . . . , vn) như sau:

Q(u) =
n∑
i=1

∆k−1

∆k

y2
i ,

với u = y1v1 + y2v2 + · · ·+ ynvn,∆0 = 1.

Bước 3: Xây dựng cơ sở Q-chính tắc B′ = (v1, . . . , vn) như sau:
v1 = α11u1

v2 = α21u1 + α22u2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

vn = αn1u1 + αn2u2 + · · ·+ αnnun

Trong đó αkk =
∆k−1

∆k

và Ak

 αk1

...

αkk

=

 0
...

1

 (1 ≤ k ≤ n).,

Ví dụ 8.6.10. Đưa dạng toàn phương thực sau về dạng chính tắc bằng thuật

toán Jacobi:

Q(x, y, z) = 2x2 + 9y2 + 9z2 + 8xy + 4xz + 12yz.

BÀI TẬP

Bài 8.1. Đưa các dạng toàn phương thực Q sau đây về dạng chính tắc. Chỉ

ra cơ sở Q-chính tắc và phép biến đổi toạ độ không suy biến tương ứng. Xác

định tập hợp Q(R3) :

a) Q(u) = x2
1 + 5x2

2 − 4x2
3 + 2x1x2 − 4x1x3

b) Q(u) = 4x2
1 + x2

2 + x2
3 − 4x1x2 + 4x1x3 − 3x2x3
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c) Q(u) = 2x2
1 + 18x2

2 + 8x2
3 − 12x1x2 + 8x1x3 − 27x2x3

d) Q(u) = 2x1x2 − 3x1x3 − 6x2x3

e) Q(u) = 3x1x2 + 4x1x3 + 12x2x3

trong đó u = (x1, x2, x3) ∈ R3

Bài 8.2. Đưa các dạng toàn phương thực Q sau đây về dạng chính tắc trực

giao. Chỉ ra cơ sở Q-chính tắc trực giao và phép biến đổi toạ độ trực giao

tương ứng. Xác định tập hợp Q(R3) :

a) Q(u) = 3x2
1 + 2x2

2 + x2
3 + 4x1x2 + 4x2x3

b) Q(u) = 3x2
1 + 3x2

3 + 4x1x2 + 4x1x3 − 2x2x3

c) Q(u) = x2
1 + x2

2 + 5x2
3 − 6x1x2 − 2x1x3 + 2x2x3

d) Q(u) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + 4x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3

e) Q(u) = 6x2
1 + 5x2

2 + 7x2
3 + 4x1x2 + 4x1x3

trong đó u = (x1, x2, x3) ∈ R3.

Bài 8.3. Xác định tham số thực m để dạng toàn phương thực Q sau đây

xác định dương:

a) Q(u) = 2x2
1 + x2

2 + 3x2
3 + 2mx1x2 + 2x1x3

b) Q(u) = x2
1 + x2

2 + 5x2
3 + 2mx1x2 − 2x1x3 + 4x2x3

c) Q(u) = 5x2
1 + x2

2 +mx2
3 + 4x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3

d) Q(u) = 2x2
1 + 2x2

2 + x2
3 + 2mx1x2 + 6x1x3 + 2x2x3

e) Q(u) = x2
1 + 4x2

2 + x2
3 + 2mx1x2 + 10x1x3 + 6x2x3

trong đó u = (x1, x2, x3) ∈ R3.

Bài 8.4. Cho Q là một dạng toàn phương trên không gian vectơ thực hữu

hạn chiều V.

a) Giả sử Q(u) 6= 0 với mọi u ∈ V \ {0}. Chứng minh rằng Q hoặc xác định

dương hoặc xác định âm.

b) Giả sử Q không suy biến và tồn tại u ∈ V \ {0} sao cho Q(u) = 0. Chứng

minh Q(V \ {0}) = R.

c) Giả sử Q suy biến. Chứng minh rằng tồn tại u ∈ V \{0} sao cho Q(u) = 0.
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Cho ví dụ để thấy rằng trong trường hợp này Q(V \ {0}) có thể bằng R,
có thể khác R.

Bài 8.5. Cho Q là dạng toàn phương thực định bởi

Q(x, y, z) = x2 + 3y2 − 4xy + 2xz + 2yz.

Tìm tất cả các không gian con W của R3 có dimW = 2 và Q(u) > 0 với mọi

u ∈ W \ {0}.

Bài 8.6. Cho Q là một dạng toàn phương xác định dương trên không gian

vectơ thực hữu hạn chiều V và f là dạng cực của Q. Chứng minh rằng với

mọi u, v ∈ V ta có

a) |f(u, v)| ≤
√
Q(u)Q(v);

b)
√
Q(u+ v) ≤

√
Q(u) +

√
Q(v).

Bài 8.7. Chứng minh rằng một dạng toàn phương thực là xác định dương

khi và chỉ khi ma trận A của nó (trong một cơ sở nào đó) được biểu diễn

dưới dạng A = C>C với C là một ma trận thực khả nghịch.

Bài 8.8. Cho Q1 và Q2 là hai dạng toàn phương thực, trong đó một trong

hai dạng là xác định dương. Chứng minh rằng có thể đưa đồng thời Q1 và

Q2 về dạng chính tắc (tức là tồn tại một cơ sở B sao cho các ma trận của Q1

và Q2 theo cơ sở này đều là ma trận chéo). Chỉ ra rằng giả thiết xác định

dương không thể bỏ được.

Bài 8.9. Cho Q là một dạng toàn phương thực có biểu thức toạ độ theo cơ

sở B = (u1, . . . , un) có dạng

Q(u) = f 2
1 + · · ·+f 2

s − f 2
s+1 − · · · − f 2

s+t

với u = x1u1 + · · ·+xnun, trong đó f1, . . . , fr là các dạng tuyến tính thực của

các biến x1, . . . , xn. Chứng minh rằng Q có chỉ số dương quán tính không

vượt quá s và chỉ số âm quán tính không vượt quá t.

Bài 8.10. Cho Q1 và Q2 là hai dạng toàn phương trên V. Ta nói ϕ ∈ End(V )

đưa Q1 về Q2 nếu Q2(u) = Q1(ϕ(u)) với mọi u ∈ V. Nếu tồn tại một phép

biến đổi tuyến tính không suy biến trên V đưa Q1 về Q2 thì ta nói Q1 và Q2

tương đương. Chứng minh rằng

a) Hai dạng toàn phương là tương đương khi và chỉ khi chúng có cùng dạng
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chính tắc.

b) Hai dạng toàn phương thực là tương đương khi và chỉ khi chúng có cùng

các chỉ số quán tính.

Bài 8.11. Cho Q1 và Q2 là hai dạng toàn phương thực. Chứng minh rằng

nếu từ mỗi dạng này có thể đưa về dạng kia bằng một phép biến đổi tuyến

tính (có thể suy biến) thì Q1 và Q2 tương đương.
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khoảng cách, 39

linh hóa tử, 33

Ma trận của dạng song tuyến

tính, 51

ma trận của dạng toàn phương, 53

ma trận trực giao, 47

nhóm trực giao, 47

phổ, 5

suy biến, 56

tích vô hướng, 28
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tích vô hướng chính tắc, 29

tương đương, 78

tam giác hóa được, 3

toán tử đối xứng, 43

toán tử lũy linh, 18

toán tử trực giao, 45, 48

toán tử xyclic , 18

trực giao, 32

vectơ đơn vị, 30

xác định âm, 70

xác định dương, 70
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