
ĐẠI SỐ A2

Chương 1

SỰ CHÉO HÓA

Đại học Khoa Học Tự Nhiên Tp. Hồ Chí Minh

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 1/57



Nội dung

Chương 1. SỰ CHÉO HÓA

1. Trị riêng và vectơ riêng

2. Không gian con riêng

3. Toán tử và ma trận chéo hóa được

4. Một vài ứng dụng của sự chéo hóa

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 2/57



Một số ký hiệu

K: Trường (Q,R,C)

Mn(K): Tập của tất cả các ma trận vuông cấp n trên trường K.

In: Ma trận đơn vị cấp n

diag(λ1, . . . , λn): Ma trận đường chéo

V : Không gian vectơ n chiều trên trường K.

B0 : Cơ sở chính tắc của V.

(B → B′): Ma trận chuyển cơ sở từ B sang B′

[f ]B: Ma trận biểu diễn ánh xạ tuyến tính f theo cơ sở B

EndK(V ): Tập các toán tử tuyến tính f : V → V

IdV : Ánh xạ đồng nhất trên V
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Giới thiệu

Bài toán 1. Cho f ∈ EndK(V ) là một toán tử tuyến
tính.

Tồn tại hay không một cơ sở B của V sao cho
[f ]B là ma trận đường chéo?

Bài toán 2. Cho A ∈Mn(K) là một ma trận vuông
cấp n. Tồn tại hay không một ma trận khả nghịch P
sao cho P−1AP là ma trận đường chéo?
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Nhắc lại.

Nếu B = {u1, u2, . . . , un} là cơ sở của V thì

[f ]B = ([f(u1)]B [f(u2)]B . . . [f(un)]B).

Ví dụ. Cho toán tử tuyến tính f : R2 → R2 xác định bởi

f(x1, x2) = (3x1 + 4x2, 6x1 + 5x2).

và cơ sở B = {u1 = (−1, 1), u2 = (2, 3)}. Tìm [f ]B?

Đáp án.

[f ]B =

(
−1 0
0 9

)
.
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Ví dụ. Cho A =

 1 3 3
−3 −5 −3
3 3 1

 và P =

 −1 −1 1
0 1 −1
1 0 1

.
Tìm P−1 và tính P−1AP?

Đáp án. P−1 =

 −1 −1 0
1 2 1
1 1 1

.

P−1AP = (P−1A)P =

 2 2 0
−2 −4 −2
1 1 1

 −1 −1 1
0 1 −1
1 0 1


=

 −2 0 0
0 −2 0
0 0 1

.
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1.1. Trị riêng và vectơ riêng

Định nghĩa. Cho f ∈ EndK(V ).

Vectơ v ∈ V được gọi là một vectơ
riêng của f nếu:
(i) v 6= 0;
(ii) tồn tại λ ∈ K sao cho f(v) = λv.

Khi đó ta nói λ là một trị riêng của f, và v là vectơ riêng ứng với
trị riêng λ.

Nhận xét. Nếu v là vectơ riêng ứng với trị riêng λ thì µv (µ 6= 0)
cũng là vectơ riêng ứng với trị riêng λ.

Ví dụ. Cho toán tử tuyến tính f : R2 → R2 xác định bởi

f(x1, x2) = (x1 + 2x2,−x1 + 4x2).

Chứng tỏ λ = 2 là một trị riêng của f.
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f(x1, x2) = (x1 + 2x2,−x1 + 4x2) và λ = 2

Giải. Giả sử v = (x1, x2). Xét phương trình f(v) = λv

f(v) = λv

⇔ (x1 + 2x2,−x1 + 4x2) = 2(x1, x2)

⇔ (−x1 + 2x2,−x1 + 2x2) = (0, 0)

⇔
{
−x1 + 2x2 = 0,
−x1 + 2x2 = 0.

Chọn v = (2, 1). Ta có f(v) = 2v. Suy ra λ = 2 là một trị riêng của f.
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Định nghĩa. Cho f ∈ EndK(V ) và B là một cơ sở của V.

Ta đặt
A := [f ]B, khi đó đa thức đặc trưng của f được định nghĩa là

Pf(λ) := det(A− λIn).

Nhận xét. Đa thức đặc trưng của f không phụ thuộc vào cách chọn
cơ sở của không gian V.

Giải thích. Giả sử B và B′ là hai cơ sở của V. Khi đó

[f ]B′ = (B → B′)−1[f ]B(B → B′).

Đặt A := [f ]B, A
′ := [f ]B′ và P := (B → B′), ta có

|A′ − λIn| = |P−1AP − λIn|
= |P−1 (A− λIn)P |
= |P−1||A− λIn||P |
= |A− λIn|.
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Ví dụ. Cho toán tử tuyến tính f : R3 → R3 xác định bởi

f(x1, x2, x3) = (3x1 + x2 + x3, 2x1 + 4x2 + 2x3, x1 + x2 + 3x3).

Tìm đa thức đặc trưng của f?

Giải. Ma trận biểu diễn f theo cơ sở chính tắc là

A = [f ]B0 =

 3 1 1
2 4 2
1 1 3

.
Khi đó

Pf (λ) = |A− λI3|

=

∣∣∣∣∣∣
3− λ 1 1

2 4− λ 2
1 1 3− λ

∣∣∣∣∣∣
= −λ3 + 10λ2 − 28λ+ 24.
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Mệnh đề. λ là trị riêng của toán tử f khi và chỉ khi nó là nghiệm
của phương trình đặc trưng

Pf (t) = 0.

Ví dụ. Cho toán tử tuyến tính f : R2 → R2 xác định bởi

f(x1, x2) = (x1 + 2x2,−x1 + 4x2).

Tìm trị riêng của f?

Giải. Đa thức đặc trưng của f là

Pf (λ) = λ
2 − 5λ+ 6 = (λ− 2)(λ− 3).

Như vậy toán tử f có hai trị riêng là λ1 = 2, λ2 = 3.
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1.2. Không gian riêng

Định nghĩa. Cho f ∈ EndK(V ). Nếu λ là một trị riêng của f thì

E(λ) := {v ∈ V | f(v) = λv}

là một không gian con của V và ta gọi nó là không gian riêng của f
ứng với trị riêng λ.

Nhận xét.
E(λ) = {v ∈ V | (f − λIdV )(v) = 0}

= Ker(f − λIdV ).

Ngoài ra, nếu f ∈ EndK(Kn) có ma trận biểu diễn theo cơ sở chính tắc
là A thì E(λ) chính là không gian nghiệm của hệ phương trình

(A− λIn)X = 0.
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Ví dụ. Cho toán tử tuyến tính f : R3 → R3 xác định bởi

f(x1, x2, x3) = (3x1 − 2x2,−2x1 + 3x2, 5x3).

Tìm các trị riêng của f và không gian riêng ứng với các trị riêng này?

Giải. Ma trận biểu diễn f theo cơ sở chính tắc là

A = [f ]B0 =

 3 −2 0
−2 3 0
0 0 5

 .

- Đa thức đặc trưng

Pf (λ) = |A− λI3| = −(λ− 5)2(λ− 1).

- Trị riêng

Pf (λ) = 0⇔ λ = 5 (bội 2), λ = 1 (bội 1).

Vậy f có 2 trị riêng là λ1 = 5 (bội 2), λ2 = 1 (bội 1).
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• Với λ2 = 1,

không gian E(1) là không gian nghiệm của hệ

(A− I3)X = 0⇔

 2 −2 0
−2 2 0
0 0 4

 x1
x2
x3

=

 0
0
0


⇔


2x1 − 2x2 = 0;
−2x1 + 2x2 = 0;

4x3 = 0.
(2)

Giải hệ (2) ta tìm được nghiệm tổng quát

(x1, x2, x3) = (t, t, 0), t ∈ R.

Suy ra E(1) có dimE(1) = 1 với cơ sở

B2 = {(1, 1, 0)}.
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Nhắc lại. Cho W1,W2, . . . ,Wn là các không gian con của V.

Ta nói W
là không gian tổng trực tiếp của W1, W2, . . . , Wn, ký hiệu

W =W1 ⊕W2 ⊕ . . .⊕Wn

nếu W =W1 +W2 + · · ·+Wn và với mọi i ∈ 1, n

Wi

⋂( n∑
i 6=j=1

Wj

)
= {0}.

Mệnh đề. Cho λ1, . . . , λp là các trị riêng khác nhau của toán tử tuyến
tính f. Khi đó E(λ1) + · · ·+ E(λp) là một tổng trực tiếp.

Mệnh đề. Cho f ∈ EndK(V ). Nếu λ là một trị riêng bội m của f thì
dimE(λ) ≤ m.

Chứng minh. Giả sử dimE(λ) > m. Khi đó tồn tại v1, . . . , vm, vm+1

là các vectơ độc lập tuyến tính của E(λ).
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Bổ túc họ các vectơ này thành một cơ sở B của V :

B = (v1, . . . , vm, vm+1, wm+2, . . . , wn).

Ta có

[f ]B =


λ 0

. . .
0 λ

A

0 B

.
Từ đó suy ra

Pf (t) = det


λ− t 0

. . .
0 λ− t

A

0 B − tIn−m−1


= (λ− t)m+1det(B − tIn−m−1).

Suy ra λ là trị riêng bội lớn hơn hoặc bằng m+ 1 (mâu thuẫn).
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1.3. Toán tử và ma trận chéo hóa được

Toán tử chéo hóa được

Định nghĩa. Cho f ∈ EndK(V ). Toán tử f được gọi là chéo hóa
được nếu tồn tại một cơ sở B của V sao cho [f ]B là ma trận đường
chéo.

Định lý. Toán tử tuyến tính f ∈ EndK(V ) chéo hóa được khi và chỉ
khi tồn tại một cơ sở của V gồm toàn các vectơ riêng của f.

Chứng minh. (⇒) Giả sử f chéo hóa được, nghĩa là tồn tại một cơ
sở B = (v1, v2, . . . , vn) sao cho [f ]B = diag(λ1, λ2, . . . , λn). Khi đó,

f(v1) = λ1v1, f(v2) = λ2v2, . . . , f(vn) = λnvn,

nghĩa là v1, v2, . . . , vn đều là các vectơ riêng của f.
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(⇐) Giả sử B = (v1, v2, . . . , vn) là cơ sở gồm toàn các vectơ riêng của
f.

Khi đó

f(v1) = λ1v1, f(v1) = λ2v2, . . . , f(vn) = λnvn.

Do đó
[f ]B = diag(λ1, λ2, . . . , λn).

Định lý. Toán tử tuyến tính f ∈ EndK(V ) chéo hóa được khi và chỉ
khi các điều kiện dưới đây được thỏa
(i) Pf (λ) phân rã trên K, nghĩa là Pf (λ) có thể phân tích thành dạng

Pf(λ) = (−1)n(λ− λ1)
m1 . . . (λ− λp)

mp

với λ1, . . . , λp ∈ K và m1 + · · ·+mp = n.

(ii) ∀i ∈ 1, p, dimE(λi) =mi.

Hệ quả. Nếu f có n trị riêng khác nhau thì f chéo hóa được.
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Ví dụ. Xét toán tử tuyến tính f ∈ EndR(R3) được xác định bởi

f(x1, x2, x3) = (x1 + 2x2 − 2x3, 3x1 + 2x2 − 4x3, 2x1 − x2).

Hỏi f có chéo hóa được không?

Giải. Ma trận biểu diễn f theo cơ sở chính tắc là

A =

 1 2 −2
3 2 −4
2 −1 0

.
Đa thức đặc trưng của f là Pf (λ) = |A− λI3| = (1− λ)(λ2 − 2λ− 6).

Suy ra f có 3 giá trị riêng khác nhau là

λ1 = 1, λ2 =
1 +
√
7

2
, λ3 =

1−
√
7

2
.

Như vậy f chéo hóa được.
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Thuật toán chéo hóa toán tử

Bước 1. Chọn một cơ sở bất kỳ B của V (thông thường là cơ sở chính
tắc). Lập A = [f ]B.

Bước 2. Tìm đa thức đặc trưng Pf (λ) = |A− λI|.

Nếu Pf (λ) không phân rã thì f không chéo hóa được và thuật
toán kết thúc.

Ngược lại, chuyển sang bước tiếp theo.

Bước 3. Tìm tất cả các nghiệm λ1, . . . , λp của Pf (λ) = 0 và các số bội
m1, . . . ,mp của chúng. Đối với mỗi i ∈ 1, p, tìm dimE(λi).

Nếu tồn tại một i ∈ 1, p sao cho dimE(λi) < mi thì f không chéo
hóa được và thuật toán kết thúc.

Ngược lại, f chéo hóa được và chuyển sang bước tiếp theo.

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 21/57



Thuật toán chéo hóa toán tử

Bước 1. Chọn một cơ sở bất kỳ B của V (thông thường là cơ sở chính
tắc).

Lập A = [f ]B.

Bước 2. Tìm đa thức đặc trưng Pf (λ) = |A− λI|.

Nếu Pf (λ) không phân rã thì f không chéo hóa được và thuật
toán kết thúc.

Ngược lại, chuyển sang bước tiếp theo.

Bước 3. Tìm tất cả các nghiệm λ1, . . . , λp của Pf (λ) = 0 và các số bội
m1, . . . ,mp của chúng. Đối với mỗi i ∈ 1, p, tìm dimE(λi).

Nếu tồn tại một i ∈ 1, p sao cho dimE(λi) < mi thì f không chéo
hóa được và thuật toán kết thúc.

Ngược lại, f chéo hóa được và chuyển sang bước tiếp theo.

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 21/57



Thuật toán chéo hóa toán tử

Bước 1. Chọn một cơ sở bất kỳ B của V (thông thường là cơ sở chính
tắc). Lập A = [f ]B.

Bước 2. Tìm đa thức đặc trưng Pf (λ) = |A− λI|.

Nếu Pf (λ) không phân rã thì f không chéo hóa được và thuật
toán kết thúc.

Ngược lại, chuyển sang bước tiếp theo.

Bước 3. Tìm tất cả các nghiệm λ1, . . . , λp của Pf (λ) = 0 và các số bội
m1, . . . ,mp của chúng. Đối với mỗi i ∈ 1, p, tìm dimE(λi).

Nếu tồn tại một i ∈ 1, p sao cho dimE(λi) < mi thì f không chéo
hóa được và thuật toán kết thúc.

Ngược lại, f chéo hóa được và chuyển sang bước tiếp theo.

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 21/57



Thuật toán chéo hóa toán tử

Bước 1. Chọn một cơ sở bất kỳ B của V (thông thường là cơ sở chính
tắc). Lập A = [f ]B.

Bước 2. Tìm đa thức đặc trưng Pf (λ) = |A− λI|.

Nếu Pf (λ) không phân rã thì f không chéo hóa được và thuật
toán kết thúc.

Ngược lại, chuyển sang bước tiếp theo.

Bước 3. Tìm tất cả các nghiệm λ1, . . . , λp của Pf (λ) = 0 và các số bội
m1, . . . ,mp của chúng. Đối với mỗi i ∈ 1, p, tìm dimE(λi).

Nếu tồn tại một i ∈ 1, p sao cho dimE(λi) < mi thì f không chéo
hóa được và thuật toán kết thúc.

Ngược lại, f chéo hóa được và chuyển sang bước tiếp theo.

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 21/57



Thuật toán chéo hóa toán tử

Bước 1. Chọn một cơ sở bất kỳ B của V (thông thường là cơ sở chính
tắc). Lập A = [f ]B.

Bước 2. Tìm đa thức đặc trưng Pf (λ) = |A− λI|.

Nếu Pf (λ) không phân rã thì f không chéo hóa được và thuật
toán kết thúc.

Ngược lại, chuyển sang bước tiếp theo.

Bước 3. Tìm tất cả các nghiệm λ1, . . . , λp của Pf (λ) = 0 và các số bội
m1, . . . ,mp của chúng. Đối với mỗi i ∈ 1, p, tìm dimE(λi).

Nếu tồn tại một i ∈ 1, p sao cho dimE(λi) < mi thì f không chéo
hóa được và thuật toán kết thúc.

Ngược lại, f chéo hóa được và chuyển sang bước tiếp theo.

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 21/57



Thuật toán chéo hóa toán tử

Bước 1. Chọn một cơ sở bất kỳ B của V (thông thường là cơ sở chính
tắc). Lập A = [f ]B.

Bước 2. Tìm đa thức đặc trưng Pf (λ) = |A− λI|.

Nếu Pf (λ) không phân rã thì f không chéo hóa được và thuật
toán kết thúc.

Ngược lại, chuyển sang bước tiếp theo.

Bước 3. Tìm tất cả các nghiệm λ1, . . . , λp của Pf (λ) = 0 và các số bội
m1, . . . ,mp của chúng. Đối với mỗi i ∈ 1, p, tìm dimE(λi).

Nếu tồn tại một i ∈ 1, p sao cho dimE(λi) < mi thì f không chéo
hóa được và thuật toán kết thúc.

Ngược lại, f chéo hóa được và chuyển sang bước tiếp theo.

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 21/57



Thuật toán chéo hóa toán tử

Bước 1. Chọn một cơ sở bất kỳ B của V (thông thường là cơ sở chính
tắc). Lập A = [f ]B.

Bước 2. Tìm đa thức đặc trưng Pf (λ) = |A− λI|.

Nếu Pf (λ) không phân rã thì f không chéo hóa được và thuật
toán kết thúc.

Ngược lại, chuyển sang bước tiếp theo.

Bước 3. Tìm tất cả các nghiệm λ1, . . . , λp của Pf (λ) = 0 và các số bội
m1, . . . ,mp của chúng.

Đối với mỗi i ∈ 1, p, tìm dimE(λi).

Nếu tồn tại một i ∈ 1, p sao cho dimE(λi) < mi thì f không chéo
hóa được và thuật toán kết thúc.

Ngược lại, f chéo hóa được và chuyển sang bước tiếp theo.

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 21/57



Thuật toán chéo hóa toán tử

Bước 1. Chọn một cơ sở bất kỳ B của V (thông thường là cơ sở chính
tắc). Lập A = [f ]B.

Bước 2. Tìm đa thức đặc trưng Pf (λ) = |A− λI|.

Nếu Pf (λ) không phân rã thì f không chéo hóa được và thuật
toán kết thúc.

Ngược lại, chuyển sang bước tiếp theo.

Bước 3. Tìm tất cả các nghiệm λ1, . . . , λp của Pf (λ) = 0 và các số bội
m1, . . . ,mp của chúng. Đối với mỗi i ∈ 1, p, tìm dimE(λi).

Nếu tồn tại một i ∈ 1, p sao cho dimE(λi) < mi thì f không chéo
hóa được và thuật toán kết thúc.

Ngược lại, f chéo hóa được và chuyển sang bước tiếp theo.

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 21/57



Thuật toán chéo hóa toán tử

Bước 1. Chọn một cơ sở bất kỳ B của V (thông thường là cơ sở chính
tắc). Lập A = [f ]B.

Bước 2. Tìm đa thức đặc trưng Pf (λ) = |A− λI|.

Nếu Pf (λ) không phân rã thì f không chéo hóa được và thuật
toán kết thúc.

Ngược lại, chuyển sang bước tiếp theo.

Bước 3. Tìm tất cả các nghiệm λ1, . . . , λp của Pf (λ) = 0 và các số bội
m1, . . . ,mp của chúng. Đối với mỗi i ∈ 1, p, tìm dimE(λi).

Nếu tồn tại một i ∈ 1, p sao cho dimE(λi) < mi

thì f không chéo
hóa được và thuật toán kết thúc.

Ngược lại, f chéo hóa được và chuyển sang bước tiếp theo.

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 21/57



Thuật toán chéo hóa toán tử

Bước 1. Chọn một cơ sở bất kỳ B của V (thông thường là cơ sở chính
tắc). Lập A = [f ]B.

Bước 2. Tìm đa thức đặc trưng Pf (λ) = |A− λI|.

Nếu Pf (λ) không phân rã thì f không chéo hóa được và thuật
toán kết thúc.

Ngược lại, chuyển sang bước tiếp theo.

Bước 3. Tìm tất cả các nghiệm λ1, . . . , λp của Pf (λ) = 0 và các số bội
m1, . . . ,mp của chúng. Đối với mỗi i ∈ 1, p, tìm dimE(λi).

Nếu tồn tại một i ∈ 1, p sao cho dimE(λi) < mi thì f không chéo
hóa được và thuật toán kết thúc.

Ngược lại, f chéo hóa được và chuyển sang bước tiếp theo.

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 21/57



Thuật toán chéo hóa toán tử

Bước 1. Chọn một cơ sở bất kỳ B của V (thông thường là cơ sở chính
tắc). Lập A = [f ]B.

Bước 2. Tìm đa thức đặc trưng Pf (λ) = |A− λI|.

Nếu Pf (λ) không phân rã thì f không chéo hóa được và thuật
toán kết thúc.

Ngược lại, chuyển sang bước tiếp theo.

Bước 3. Tìm tất cả các nghiệm λ1, . . . , λp của Pf (λ) = 0 và các số bội
m1, . . . ,mp của chúng. Đối với mỗi i ∈ 1, p, tìm dimE(λi).

Nếu tồn tại một i ∈ 1, p sao cho dimE(λi) < mi thì f không chéo
hóa được và thuật toán kết thúc.

Ngược lại, f chéo hóa được và chuyển sang bước tiếp theo.

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 21/57



Bước 4. Với mỗi i ∈ 1, p, tìm một cơ sở cho E(λi), gọi là Bi chẳng
hạn.

Khi đó B = (B1, . . . ,Bp) là cơ sở của V. Ta có ma trận biểu diễn f
theo B là

[f ]B := diag(λ1, . . . , λ1︸ ︷︷ ︸
m1lần

, . . . , λr, . . . , λr︸ ︷︷ ︸
mrlần

).

Ví dụ. Xét toán tử tuyến tính f : R3 → R3 được xác định bởi

f(x1, x2, x3) = (4x1 + x2 − x3,−6x1 − x2 + 2x3, 2x1 + x2 + x3).

Hỏi f có chéo hóa được không?

Giải. Ma trận biểu diễn f theo cơ sở chính tắc là

A = [f ]B0 =

 4 1 −1
−6 −1 2
2 1 1

.
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- Đa thức đặc trưng

Pf (λ) = |A− λI3| = (λ− 1)2(2− λ).

Ta thấy Pf (λ) phân rã trên R.

- Trị riêng
Pf (λ) = 0⇔ λ = 1 (bội 2), λ = 2 (bội 1).

Vậy f có 2 trị riêng là λ1 = 1 (bội 2), λ2 = 2 (bội 1).

- Không gian riêng

• Với λ1 = 1, không gian riêng E(1) chính là không gian nghiệm của hệ
phương trình (A− I3)X = 0. Ta có

(A− I3) =

 3 1 −1
−6 −2 2
2 1 0

→
 1 0 −1

0 1 2
0 0 0

.
Vậy, hạng của A− I3 bằng 2, suy ra dimE(1) = 3− 2 = 1 nhỏ hơn số
bội của trị riêng λ1 = 1. Do đó toán tử f không chéo hóa được.
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Ví dụ. Xét toán tử tuyến tính f ∈ EndR(R3) được xác định bởi

f(x1, x2, x3)=(4x1 + 2x2 − x3,−6x1 − 4x2 + 3x3,−6x1 − 6x2 + 5x3).

Hỏi f có chéo hóa được hay không? Nếu được, hãy tìm một cơ sở B của
V sao cho [f ]B là ma trận đường chéo.

Giải. Ma trận biểu diễn f theo cơ sở chính tắc là

A = [f ]B0 =

 4 2 −1
−6 −4 3
−6 −6 5

.
- Đa thức đặc trưng

Pf (λ) = |A− λI3| = −λ3 + 5λ2 − 8λ+ 4 = −(λ− 1)(λ− 2)2.

- Trị riêng

Pf (λ) = 0⇔ λ = 1 (bội 1), λ = 2 (bội 2).

Vậy f có 2 trị riêng λ1 = 1 (bội 1), λ2 = 2 (bội 2).
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- Không gian riêng

• Với λ1 = 1, không gian riêng E(1) chính là không gian nghiệm của hệ
phương trình (A− I3)X = 0. Ta có

A− I3 =

 3 2 −1
−6 −5 3
−6 −6 4

 d2+2d1−−−−−→
d3+2d1

 3 2 −1
0 −1 1
0 −2 2


d1+2d2−−−−−→
d3−2d2

 3 0 1
0 −1 1
0 0 0

.
Chọn x3 = t, ta tìm được nghiệm tổng quát là

(x1, x2, x3) = (−1

3
t, t, t), t ∈ R.

Suy ra E(1) có dimE(1) = 1 với cơ sở B1 = {u1 = (1,−3,−3)}.
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(x1, x2, x3) = (−1

3
t, t, t), t ∈ R.

Suy ra E(1) có dimE(1) = 1 với cơ sở B1 = {u1 = (1,−3,−3)}.
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• Với λ1 = 2,

không gian riêng E(2) chính là không gian nghiệm của hệ
phương trình (A− 2I3)X = 0. Ta có
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d3+3d1

 2 2 −1
0 0 0
0 0 0
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B2 = {u2 = (1, 0, 2);u3 = (0, 1, 2)}.
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tương ứng nên f chéo hóa được. Hơn nữa cơ sở cần tìm là
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và

[f ]B =

 1 0 0
0 2 0
0 0 2

.

Ví dụ.(tự làm) Cho toán tử tuyến tính f : R3 → R3 xác định bởi

f(x1, x2, x3) = (−4x1 − 3x2 − 3x3,−x1 − x3, 7x1 + 5x2 + 6x3).

Hỏi f có chéo hóa được hay không? Nếu được, hãy tìm một cơ sở B của
V sao cho [f ]B là ma trận đường chéo.

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 27/57



và

[f ]B =

 1 0 0
0 2 0
0 0 2

.
Ví dụ.(tự làm) Cho toán tử tuyến tính f : R3 → R3 xác định bởi

f(x1, x2, x3) = (−4x1 − 3x2 − 3x3,−x1 − x3, 7x1 + 5x2 + 6x3).

Hỏi f có chéo hóa được hay không? Nếu được, hãy tìm một cơ sở B của
V sao cho [f ]B là ma trận đường chéo.

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 27/57



và

[f ]B =

 1 0 0
0 2 0
0 0 2

.
Ví dụ.(tự làm) Cho toán tử tuyến tính f : R3 → R3 xác định bởi

f(x1, x2, x3) = (−4x1 − 3x2 − 3x3,−x1 − x3, 7x1 + 5x2 + 6x3).

Hỏi f có chéo hóa được hay không? Nếu được, hãy tìm một cơ sở B của
V sao cho [f ]B là ma trận đường chéo.

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 27/57



Ma trận chéo hóa được

Nhắc lại. Cho A,B ∈Mn(K). A được gọi là đồng dạng với B nếu
tồn tại ma trận khả nghịch P sao cho A = P−1BP. Ký hiệu A ∼ B.

Lưu ý. Quan hệ đồng dạng là một quan hệ tương đương, nghĩa là:
∀A ∈Mn(K), A ∼ A.
∀A,B ∈Mn(K), nếu A ∼ B thì B ∼ A.
∀A,B,C ∈Mn(K), nếu A ∼ B và B ∼ C thì A ∼ C.

Định nghĩa. Cho A ∈Mn(K). Ma trận A được gọi là chéo hóa được
nếu nó đồng dạng với ma trận đường chéo.
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Nhắc lại. Cho B,B′ là hai cơ sở của V và f là toán tử tuyến tính trên
V. Khi đó

[f ]B′ = (B → B′)−1[f ]B(B → B′).

Giả sử f chéo hóa được bằng cơ sở B′ và xem xét A là ma trận biểu
diễn f theo cơ sở B. Ta đặt

D := [f ]B′ và P := (B → B′).

Khi đó
A = P−1DP.

Suy ra A chéo hóa được.

Như vậy bài toán chéo hóa ma trận A chính là bài toán chéo hóa toán
tử f với A là ma trận biểu diễn của f theo một cơ sở nào đó.

Tương tự như trên toán tử, ta cũng có các định nghĩa về việc chéo hóa
trên ma trận.
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trên ma trận.
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Nhắc lại. Cho B,B′ là hai cơ sở của V và f là toán tử tuyến tính trên
V. Khi đó

[f ]B′ = (B → B′)−1[f ]B(B → B′).

Giả sử f chéo hóa được bằng cơ sở B′ và xem xét A là ma trận biểu
diễn f theo cơ sở B. Ta đặt

D := [f ]B′ và P := (B → B′).

Khi đó
A = P−1DP.

Suy ra A chéo hóa được.

Như vậy bài toán chéo hóa ma trận A chính là bài toán chéo hóa toán
tử f với A là ma trận biểu diễn của f theo một cơ sở nào đó.
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Thuật toán chéo hóa ma trận

Bước 1. Tìm đa thức đặc trưng PA(λ) = |A− λI|.

Nếu PA(λ) không phân rã thì A không chéo hóa được và thuật
toán kết thúc.

Ngược lại, chuyển sang bước tiếp theo.

Bước 2. Tìm tất cả các nghiệm λ1, . . . , λp của PA(λ) = 0 và các số bội
m1, . . . ,mp của chúng. Đối với mỗi i ∈ 1, p tìm số chiều của của không
gian nghiệm E(λi) của hệ phương trình (A− λiI)X = 0.

Nếu tồn tại một i ∈ 1, p sao cho dimE(λi) < mi thì A không chéo
hóa được và thuật toán kết thúc.

Ngược lại, A chéo hóa được và chuyển sang bước tiếp theo.
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Bước 3. Với mỗi i ∈ 1, p, tìm một cơ sở Bi cho E(λi),

Ta đặt P là ma
trận có được bằng cách dựng các vectơ trong Bi thành các cột. Khi đó
ma trận P làm chéo A và P−1AP là ma trận đường chéo

diag(λ1, . . . , λ1︸ ︷︷ ︸
m1lần

, . . . , λr, . . . , λr︸ ︷︷ ︸
mrlần

).

Ví dụ. Cho ma trận thực A =

 3 3 2
1 1 −2
−3 −1 0

 . Tìm trị riêng và

vectơ riêng của A. Xác định cơ sở, số chiều của các không gian riêng
tương ứng.

Giải. - Đa thức đặc trưng

PA(λ) = |A− λI3| =

∣∣∣∣∣∣
3− λ 3 2
1 1− λ −2
−3 −1 −λ

∣∣∣∣∣∣ = − (λ− 4)(λ2 + 4).
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, . . . , λr, . . . , λr︸ ︷︷ ︸
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- Trị riêng

PA(λ) = 0⇔ λ = 4.

Do đó ma trận A chỉ có một trị riêng λ = 4 (bội 1).

- Không gian riêng E(4) là không gian nghiệm của hệ phương trình
(A− 4I3)X = 0. Ta có

(A− 4I3) =

 −1 3 2
1 −3 −2
−3 −1 −4

 −d1
d2−d1−−−−−→
d3+3d1

 1 −3 −2
0 0 0
0 −10 −10


− 1

10
d3

d1+3d3−−−−−→
d2↔d3

 1 0 1
0 1 1
0 0 0


Ta có nghiệm tổng quát

(x1, x2, x3) = (−t,−t, t), t ∈ R. chọn t = 1

Suy ra dimE(4) = 1 với cơ sở B = {(−1,−1, 1)}.
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Ví dụ. Chéo hóa ma trận thực

A =

 1 3 3
−3 −5 −3
3 3 1

.

Giải. - Đa thức đặc trưng

PA(λ) = |A− λI3| =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 3 3
−3 −5− λ −3
3 3 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = −(λ− 1)(λ+ 2)2.

- Trị riêng

PA(λ) = 0⇔ λ = 1 (bội 1),λ = −2 (bội 2).

Vậy A có 2 trị riêng là λ1 = 1 (bội 1), λ2 = −2 (bội 2).
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- Không gian riêng

• Với λ1 = 1, không gian riêng E(1) là không gian nghiệm của hệ
phương trình (A− I3)X = 0. Ta có

(A− I3) =

 0 3 3
−3 −6 −3
3 3 0

 − 1
3
d2

d1↔d2−−−−−→
d3−3d1

 1 2 1
0 −3 −3
0 3 3


− 1

3
d2

d1−2d2−−−−−→
d3−3d2

 1 0 −1
0 1 1
0 0 0


Ta có nghiệm tổng quát

(x1, x2, x3) = (t,−t, t), t ∈ R. chọn t = 1

Suy ra E(1) có dimE(1) = 1 với cơ sở B1 = {u1 = (1,−1, 1)}.
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• Với λ2 = −2,

không gian riêng E(−2) là không gian nghiệm của hệ
phương trình (A+ 2I3)X = 0. Ta có

(A+ 2I3) =

 3 3 3
−3 −3 −3
3 3 3

 − 1
3
d1

d2+3d1−−−−−→
d3−3d1

 1 1 1
0 0 0
0 0 0


Ta có nghiệm tổng quát

(x1, x2, x3) = (−t− s, t, s), t, s ∈ R.

Suy ra E(1) có dimE(1) = 2 với cơ sở

B2 = {u2 = (−1, 1, 0), u3 = {−1, 0, 1}}.

Vì các không gian E(λi) của A có số chiều bằng số bội của các trị riêng
tương ứng nên A chéo hóa được.
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Lập ma trận P bằng cách lần lượt dựng các vectơ trong

B1 = {u1 = (1,−1, 1)} và B2 = {u2 = (−1, 1, 0), u3 = {−1, 0, 1}}

thành các cột

P =

 1 −1 −1
−1 1 0
1 0 1

.
Khi đó

P−1AP =

 1 0 0
0 −2 0
0 0 −2

 .

Ví dụ.(tự làm) Chéo hóa ma trận thực 1 −4 −4
8 −11 −8
−8 8 5


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1.4. Một vài ứng dụng sự chéo hóa

1. Tính lũy thừa của ma trận

2. Tính lũy thừa của toán tử tuyến tính

3. Tìm một dãy số thỏa công thức truy hồi

4. Giải hệ phương trình vi phân tuyến tính hệ số hằng
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1.4.1. Tính lũy thừa của ma trận

Ví dụ. Cho A =

(
1 −1
2 4

)
. Tính An?

Bài toán. Cho A ∈Mn(K) và A chéo hóa được trên K. Tìm Ak?

Giải. Vì A chéo hóa được trên K nên tồn tại một ma trận khả nghịch
P sao cho

P−1AP = D (1)

là một ma trận đường chéo. Giả sử

D = diag(λ1, . . . , λn).

Từ (1) ta có A = PDP−1 nên

Ak = (PDP−1)k = PDkP−1 = Pdiag(λk1, . . . , λ
k
n)P

−1.
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Giải.

- Đa thức đặc trưng

PA(λ) = (λ− 2)(λ− 3).

- Trị riêng
A có 2 trị riêng là λ1 = 2, λ2 = 3.

- Không gian riêng

E(2) = 〈u = (−1, 1)〉 và E(3) = 〈v = (−1, 2)〉.

Vậy P =

(
−1 −1
1 2

)
là ma trận làm chéo A và

D = P−1AP =

(
2 0
0 3

)
.

Ta có
A = PDP−1.
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Do đó
An = PDnP−1.

Do D là ma trận đường chéo nên dễ dàng tính được

Dn =

(
2n 0
0 3n

)
.

Tiếp theo, tính được

P−1 =

(
−2 −1
1 1

)
.

Ta có

An = PDnP−1 =

(
2n+1 − 3n 2n − 3n

−2n+1 + 2.3n −2n + 2.3n

)
.

Ví dụ.(tự làm) Cho A =

(
−1 −2
3 4

)
. Tìm công thức An?
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1 1

)
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(
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1.4.2. Tính lũy thừa của toán tử

Bài toán. Cho f là một toán tử chéo hóa được trên V. Tìm công thức
của fk?

Giải. Vì f chéo hóa được nên tồn tại một cơ sở B = (u1, u2, . . . , un)
của V sao cho [f ]B là ma trận đường chéo. Giả sử

[f ]B = diag(λ1, λ2, . . . , λn).

Gọi B0 là cơ sở chính tắc của V, ta dễ dàng lập ma trận [f ]B0 . Khi đó

[f ]B = (B0 → B)−1[f ]B0(B0 → B)

hay
[f ]B0 = (B0 → B)[f ]B(B0 → B)−1.

Do đó
([f ]B0)

k = (B0 → B)([f ]B)k(B0 → B)−1.
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Hơn nữa
[fk]B0 = ([f ]B0)

k.

Suy ra
[fk]B0 = (B0 → B)([f ]B)k(B0 → B)−1.

Ngoài ra ta có

([f ]B)
k = diag(λk1, λ

k
2, . . . , λ

k
n).

(B0 → B) = (u>1 u
>
2 . . . u>n ).

Do đó, ta dễ dàng tính [fk]B0 . Từ đó suy ra được công thức của fk.

Ví dụ. Cho toán tử tuyến tính f : R2 → R2 xác định bởi

f(x1, x2) = (x1 − x2, 2x1 + 4x2).

Tìm công thức fn?
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Giải.

Bước 1. Tiến hành chéo hóa toán tử ta được tìm được một cơ sở
B = (u1 = (−1, 1), u2 = (−1, 2)) và

[f ]B =

(
2 0
0 3

)
.

Bước 2. Ta có

(B0 → B) = (u>1 u>2 ) =

(
−1 −1
1 2

)
và

(B0 → B)−1 =
(
−2 −1
1 1

)
.

Ngoài ra
[f ]B = (B0 → B)−1[f ]B0(B0 → B)

hay
[f ]B0 = (B0 → B)[f ]B(B0 → B)−1.
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Suy ra

([f ]B0)
n = (B0 → B)([f ]B)n(B0 → B)−1

=

(
−1 −1
1 2

)(
2 0
0 3

)n( −2 −1
1 1

)

=

(
−1 −1
1 2

)(
2n 0
0 3n

)(
−2 −1
1 1

)

=

(
2n+1 − 3n 2n − 3n

−2n+1 + 2.3n −2n + 2.3n

)
.

Như vậy công thức của fn là

fn(x1, x2) = ((2n+1−3n)x1+(2n−3n)x2, (−2n+1+2.3n)x1+(−2n+2.3n)x2).
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1.4.3. Tìm một dãy số thỏa công thức truy hồi

Minh họa cho trường hợp hai dãy số.

Ví dụ. Giả sử các dãy số thực (un)n∈N và (vn)n∈N thỏa các công thức
truy hồi {

un+1 = un − vn;
vn+1 = 2un + 4vn,

với
{
u0 = 2;
v0 = 1.

(1)

Tìm công thức tính các số hạng tổng quát của un và vn.

Đặt
Xn =

(
un
vn

)
và A =

(
1 −1
2 4

)
. (2)

Công thức (1) được viết lại như sau:

Xn+1 = AXn với X0 =

(
2
1

)
. (3)

Từ đó tính được Xn = AnX0.
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Sử dụng phương pháp chéo hóa ta tính được

An =

(
2n+1 − 3n 2n − 3n

−2n+1 + 2.3n −2n + 2.3n

)
.

Suy ra (
un
vn

)
=

(
2n+1 − 3n 2n − 3n

−2n+1 + 2.3n −2n + 2.3n

)(
2
1

)
=

(
2n+2 − 2.3n + 2n − 3n

−2n+2 + 4.3n − 2n + 2.3n

)
.

Vậy {
un = 5.2n − 3n+1;
vn = −5.2n + 6.3n.
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1.4.4. Giải hpt vi phân tuyến tính hệ số hằng

Ví dụ. Giải hệ phương trình vi phân


dx

dt
= 2x;

dy

dt
= 3y

với x, y là các

hàm khả vi theo biến t.

Đáp án. {
x = C1e

2t

y = C2e
3t,

trong đó C1 và C2 là các hằng số.

Ví dụ. Giải hệ phương trình vi phân


dx

dt
= x− y;

dy

dt
= 2x+ 4y.
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Bài toán. Tìm nghiệm của phương trình vi phân tuyến tính

dx1
dt

= a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn;

dx2
dt

= a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dxn
dt

= an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn,

(1)

trong đó mọi aij ∈ K và mọi xi đều là hàm khả vi theo biến t.
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Gọi x = (x1, x2, . . . , xn). Khi đó X = [x]B0 =


x1
x2
...
xn

.

Hệ (1) được

viết lại dưới dạng ma trận như sau:

dX

dt
= AX, với A = (aij) (2)

Giả sử A chéo hóa được, nghĩa là tồn tại ma trận chéo D và ma trận
khả nghịch P sao cho

D = P−1AP. (3)

Ngoài ra, ta có thể xem A như ma trận của biểu diễn toán tử tuyến
tính f ∈ EndK(Kn) theo cơ sở chính tắc B0. Khi đó tồn tại một cơ sở
B = (u1, u2, . . . , un) sao cho ma trận

D = [f ]B và P = (B0 → B).
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Gọi X ′ = [x]B, ta có

[x]B = (B → B0)[x]B0 ⇔ [x]B = (B0 → B)−1[x]B0

hay
X ′ = P−1X (4)

Lấy vi phân theo t, ta có

dX ′

dt
= P−1

dX

dt
. (5)

Thế (2) vào (5)
dX ′

dt
= P−1AX. (6)

Từ (3) ta có P−1A = DP−1. Thế vào (6), ta được

dX ′

dt
= DP−1X. (6)

Mặt khác X ′ = P−1X. Suy ra

dX ′

dt
= DX ′. (7)
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dX ′

dt
= DX ′. (7)

Vì D là ma trận đường chéo nên ta dễ dàng tìm ra X ′. Sau đó để tìm
X ta dùng công thức X = PX ′.

Tóm lại, nếu A là ma trận chéo hóa được thì hệ (1) có thể được giải
qua các bước sau:

Bước 1. Chéo hóa ma trận A, nghĩa là tìm ma trận khả nghịch P
sao cho D = P−1AP là ma trận chéo.

Bước 2. Giải hệ
dX ′

dt
= DX ′.

Bước 3. Tìm X bởi công thức X = PX ′.

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 51/57



dX ′

dt
= DX ′. (7)

Vì D là ma trận đường chéo nên ta dễ dàng tìm ra X ′. Sau đó để tìm
X ta dùng công thức X = PX ′.

Tóm lại, nếu A là ma trận chéo hóa được thì hệ (1) có thể được giải
qua các bước sau:

Bước 1. Chéo hóa ma trận A, nghĩa là tìm ma trận khả nghịch P
sao cho D = P−1AP là ma trận chéo.

Bước 2. Giải hệ
dX ′

dt
= DX ′.

Bước 3. Tìm X bởi công thức X = PX ′.

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 51/57



dX ′

dt
= DX ′. (7)

Vì D là ma trận đường chéo nên ta dễ dàng tìm ra X ′. Sau đó để tìm
X ta dùng công thức X = PX ′.

Tóm lại, nếu A là ma trận chéo hóa được thì hệ (1) có thể được giải
qua các bước sau:

Bước 1. Chéo hóa ma trận A, nghĩa là tìm ma trận khả nghịch P
sao cho D = P−1AP là ma trận chéo.

Bước 2. Giải hệ
dX ′

dt
= DX ′.

Bước 3. Tìm X bởi công thức X = PX ′.

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 51/57



dX ′

dt
= DX ′. (7)

Vì D là ma trận đường chéo nên ta dễ dàng tìm ra X ′. Sau đó để tìm
X ta dùng công thức X = PX ′.

Tóm lại, nếu A là ma trận chéo hóa được thì hệ (1) có thể được giải
qua các bước sau:

Bước 1. Chéo hóa ma trận A, nghĩa là tìm ma trận khả nghịch P
sao cho D = P−1AP là ma trận chéo.

Bước 2. Giải hệ
dX ′

dt
= DX ′.

Bước 3. Tìm X bởi công thức X = PX ′.

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 51/57



dX ′

dt
= DX ′. (7)

Vì D là ma trận đường chéo nên ta dễ dàng tìm ra X ′. Sau đó để tìm
X ta dùng công thức X = PX ′.

Tóm lại, nếu A là ma trận chéo hóa được thì hệ (1) có thể được giải
qua các bước sau:

Bước 1. Chéo hóa ma trận A, nghĩa là tìm ma trận khả nghịch P
sao cho D = P−1AP là ma trận chéo.

Bước 2. Giải hệ
dX ′

dt
= DX ′.

Bước 3. Tìm X bởi công thức X = PX ′.

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 51/57



dX ′

dt
= DX ′. (7)

Vì D là ma trận đường chéo nên ta dễ dàng tìm ra X ′. Sau đó để tìm
X ta dùng công thức X = PX ′.

Tóm lại, nếu A là ma trận chéo hóa được thì hệ (1) có thể được giải
qua các bước sau:

Bước 1. Chéo hóa ma trận A, nghĩa là tìm ma trận khả nghịch P
sao cho D = P−1AP là ma trận chéo.

Bước 2. Giải hệ
dX ′

dt
= DX ′.

Bước 3. Tìm X bởi công thức X = PX ′.

Đại số A2 Chương 1. Sự chéo hóa 2016 51/57



Ví dụ. Giải hệ phương trình vi phân


dx

dt
= x− y;

dy

dt
= 2x+ 4y.

Giải.

Bước 1. Ma trận của hệ là A =

(
1 −1
2 4

)
.

Tiến hành chéo hóa ma trận A ta tìm được P =

(
−1 −1
1 2

)
làm chéo

A và

D = P−1AP =

(
2 0
0 3

)
.

Bước 2. Xét X =

(
x
y

)
. Đặt X ′ = P−1X, ta có

dX ′

dt
= DX ′
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Viết lại hệ
dX ′

dt
= DX ′ thành hệ


dx′

dt
= 2x′;

dy′

dt
= 3y′.

Nghiệm của hệ này là {
x′ = C1e

2t

y′ = C2e
3t,

trong đó C1 và C2 là các hằng số.

Bước 3. Ta có X = PX ′. Do đó(
x
y

)
=

(
−1 −1
1 2

)(
x′

y′

)
=

(
−x′ − y′
−x′ + 2y′

)
.

Suy ra {
x = −C1e

2t − C2e
3t;

y = −C1e
2t + 2C2e

3t.
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Ví dụ.(tự làm)Giải hệ phương trình vi phân

dx

dt
= −x− 3y − 2z;

dy

dt
= −2x− 2y − 2z;

dz

dt
= 6x+ 9y + 7z.
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Dãy Fibonacci

Dãy Fibonacci là dãy vô hạn các số

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .

Mỗi số hạng trong dãy Fibonacci (kể từ số hạng thứ ba) bằng tổng của
hai số hạng đứng ngay trước nó

Fk+2 = Fk+1 + Fk, k ≥ 0, F0 = 0, F1 = 1.

Câu hỏi. Làm thế nào để tính số hạng Fn mà không cần tính lần lượt
từ các số F0 = 0, F1 = 1?

Đặt uk :=

(
Fk+1

Fk

)
và A =

(
1 1
1 0

)
. Khi đó

uk+1 = Auk.
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Từ đó suy ra

uk = Aku0, với u0 =
(

1
0

)
. (1)

Vấn đề dẫn đến việc tính Ak. Ta sẽ dùng phương pháp chéo hóa ma
trận.

Đa thức đặc trưng fA(λ) = λ2 − λ− 1 có hai nghiệm là

λ1 =
1 +
√
5

2
, λ2 =

1−
√
5

2
. (2)

Do đó A chéo hóa được và một dạng chéo của A là

D = P−1AP =

(
λ1 0
0 λ2

)
, với P =

(
λ1 λ2
1 1

)
. (3)

Ta có

P−1 =
1

λ1 − λ2

(
1 −λ2
−1 λ1

)
. (4)
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Từ các công thức (1), (3) và (4) ta tính được(
Fk+1

Fk

)
= uk = Aku0 =

1

λ1 − λ2

(
λk+1
1 − λk+2

2

λk1 − λk2

)
.

Từ đó kết hợp với công thức (2) suy ra

Fk =
1√
5

[(1 +√5
2

)k
−
(1−√5

2

)k]
. (5)

Lưu ý

∣∣∣∣∣1−
√
5

2

∣∣∣∣∣ < 1. Suy ra
(1−√5

2

)k
→ 0 khi k →∞. đó, với k càng

lớn thì
Fk+1

Fk
≈ 1 +

√
5

2
≈ 1, 618.

Con số 1, 618 được những người Hy Lạp cổ đại gọi là tỉ lệ vàng . Tờ
giấy A4 mà ngày nay chúng ta đang sử dụng chính là hình chữ nhật có
tỉ lệ vàng như vậy.
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