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4.1. Định nghĩa dạng song tuyến tính

Định nghĩa. Cho V là một không gian vectơ trên trường K. Một dạng
song tuyến tính trên V là một ánh xạ

f : V × V −→ K

(u, v) 7−→ f(u, v)

có tính chất tuyến tính theo từng biến u, v, nghĩa là với mọi u, u1, u2,
v, v1, v2 ∈ V, và α,β ∈ K ta có
• f(αu1 + u2, v) = αf(u1, v) + f(u2, v);

• f(u,βv1 + v2) = βf(u, v1) + f(u, v2).

Dạng song tuyến tính f được gọi là đối xứng nếu f(u, v) = f(v,u)
với mọi u, v ∈ V.

Ví dụ. Một tích vô hướng trên không gian Euclid V là một dạng song
tuyến tính trên V.
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Ví dụ. Với mỗi u = (x1, . . . , xn), v = (y1, . . . , yn) ∈ Kn, đặt

f(u, v) = x1y1 + · · ·+ xnyn.

Khi đó f là một dạng song tuyến tính đối xứng trên Kn.

Ví dụ. Cho A,B ∈Mn(R), đặt f(A,B) = tr(AB). Chứng minh f là
một dạng song tuyến tính đối xứng trên Mn(R).

Ví dụ. Với mỗi u = (x1, x2, x3), v = (y1, y2, y3) ∈ K3, đặt

f(u, v) = x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 − x2y2 − x2y3 − x3y2 + x3y3.

Chứng minh f là một dạng song tuyến tính đối xứng trên Kn.
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4.2. Ma trận biểu diễn dạng song tuyến tính

Định nghĩa. Cho B = (u1, . . . , un) là một cơ sở của V. Ma trận biểu
diễn dạng song tuyến tính f theo cơ sở B, ký hiệu [f ]B, là ma trận
A = (aij)n×n, trong đó

aij = f(ui, uj), ∀i, j ∈ 1, n.

Nhận xét. Giả sử u, v ∈ V,

u = x1u1 + · · ·+ xnun và v = y1u1 + · · ·+ ynun.

Khi đó

f(u, v) = f(

n∑
i=1

xiui,

n∑
j=1

yjuj) =

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjf(ui, uj) =

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjaij .
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f(u, v) =

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjaij .

Biểu thức này được viết dưới dạng

f(u, v) =
(
x1 · · · xn

) a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann


 y1

...
yn

= [u]>B [f ]B[v]B.

Như vậy
f(u, v) = [u]>B [f ]B[v]B.

Nhận xét.
1 Với cơ sở B = (u1, . . . , un) cho trước, dạng song tuyến tính f được

hoàn toàn xác định bởi ma trận [f ]B.

2 Dạng song tuyến tính f trên V là đối xứng khi và chỉ khi [f ]B là
ma trận đối xứng.
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Ví dụ. Xét dạng song tuyến tính f trên R3 xác định bởi:
u = (x1, x2, x3), v = (y1, y2, y3),

f(u, v) = x1y1 + 2x1y2 + 4x1y3 + x2y1 − 2x2y2 + 3x2y3 + x3y1 + 6x3y2.

Tìm ma trận biểu diễn f theo cơ sở chính tắc?

Giải. Ma trận biểu diễn dạng song tuyến tính f theo cơ sở chính tắc là

[f ]B0 =

 1 2 4
1 −2 3
1 6 0

.
Ví dụ.(tự làm) Xét dạng song tuyến tính f trên R2 xác định bởi:
u = (x1, x2), v = (y1, y2),

f(u, v) = 2x1y1 + 2x1y2 + 3x2y1 − 3x2y2.

Tìm ma trận biểu diễn f theo cơ sở B = {u1 = (1, 2), u2 = (−1, 1)}?
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Mệnh đề. Cho f là một dạng song tuyến tính trên V. Giả sử B và B′
là hai cơ sở của V, khi đó

[f ]B′ = (B→ B′)> [f ]B (B→ B′).

Chứng minh. Với mọi u, v ∈ V, ta có

[u]B = (B → B′)[u]B′ và [v]B = (B → B′)[v]B′ .

Hơn nữa f(u, v) = [u]>B [f ]B [v]B.

Do đó

f(u, v) = ((B → B′)[u]B′)
> [f ]B (B → B′)[v]B′

= [u]>B′ (B → B′)> [f ]B (B → B′) [v]B′ .

Mặt khác
f(u, v) = [u]>B′ [f ]B′ [v]B′

Suy ra
[f ]B′ = (B → B′)> [f ]B (B → B′)
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Ví dụ. Cho f là dạng song tuyến tính trên R3 với ma trận biểu diễn f
theo cơ sở chính tắc là

[f ]B0 =

 1 2 1
1 −2 1
2 1 −1

.
Cho B = (u1 = (1,−1,−1), u2 = (0, 1, 2), u3 = (1, 1, 2)). Chứng tỏ B là
cơ sở của R3 và tìm [f ]B?

Giải. Lập ma trận

A =

 u1
u2
u3

=

 1 −1 −1
0 1 2
1 1 2

.
Ta tính được r(A) = 3. Do đó B = (u1, u2, u3) là tập độc lập tuyến
tính. Hơn nữa, dimR3 = 3 bằng số vectơ của B. Suy ra B là cơ sở của
R3.
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Ta có

(B0 → B) =

 1 0 1
−1 1 1
−1 2 2

.
Hơn nữa

[f ]B = (B0 → B)> [f ]B0 (B0 → B)

=

 1 −1 −1
0 1 2
1 1 2

 1 2 1
1 −2 1
2 1 −1

 1 0 1
−1 1 1
−1 2 2


=

 −6 5 3
6 −2 3
4 2 8

.
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4.3. Dạng toàn phương

Định nghĩa. Cho f là một dạng song tuyến tính đối xứng trên
V. Khi đó ánh xạ

Q : V −→ K

u 7−→ f(u, u)

được gọi là dạng toàn phương trên V ứng với dạng song tuyến tính
đối xứng f. Ta gọi f là dạng cực của dạng toàn phương Q.

Ví dụ. Xét dạng song tuyến tính f trên R3 xác định bởi:
u = (x1, x2, x3), v = (y1, y2, y3),

f(u, v) = x1y1 + 2x1y2 + 4x1y3 + 2x2y1− 2x2y2 + 3x2y3 + 4x3y1 + 3x3y2.

Chứng tỏ f đối xứng và tìm dạng toàn phương tương ứng với f?

Giải. Dễ dàng kiểm tra f đối xứng. Khi đó dạng toàn phương tương
ứng với f là

Q(u) = f(u, u) = x21 + 4x1x2 + 8x1x3 − 2x22 + 6x2x3.
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Nhận xét. Dạng cực f của dạng toàn phương Q được hoàn toàn xác
định bởi Q.

Giải thích. Ta có

f(u+ v, u+ v) = f(u, u) + f(u, v) + f(v, u) + f(v, v)

= f(u, u) + 2f(u, v) + f(v, v).

Suy ra
f(u, v) =

1

2

[
f(u+ v, u+ v)− f(u, u)− f(v, v)

]
=

1

2

[
Q(u+ v)−Q(u)−Q(v)

]
Ví dụ. Cho dạng toàn phương Q trên R2 được xác định bởi:
u = (x1, x2) ∈ R2,

Q(u) = x21 + 6x1x2 + 4x22.

Xác định dạng cực của Q.
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Q(u) = x21 + 6x1x2 + 4x22.

Giải. Với u = (x1, x2), v = (y1, y2) ∈ R2, ta có

Q(u+ v) = (x1 + y1)
2 + 6(x1 + y1)(x2 + y2) + 4(x2 + y2)

2;

Q(u) = x21 + 6x1x2 + 4x22;

Q(v) = y21 + 6y1y2 + 4y22.

Áp dụng công thức

f(u, v) =
1

2
[Q(u+ v)−Q(u)−Q(v)].

Suy ra
f(u, v) = x1y1 + 3x1y2 + 3x2y1 + 4x2y2.
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Ví dụ.(tự làm) Cho dạng toàn phương Q trên R3 được xác định bởi:
u = (x1, x2, x3) ∈ R3,

Q(u) = 2x21 + 4x1x2 + 2x1x3 + x22 + 2x23.

Xác định dạng cực của Q.

Đáp án. Với u = (x1, x2, x3), v = (y1, y2, y3) ∈ R3,

f(u, v) = 2x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + x1y3 + x3y1 + x2y2 + 2x3y3.
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Nhận xét. Trong không gian Rn, cho dạng toàn phương Q xác định
bởi: u = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn,

Q(u) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj .

Khi đó, dạng cực của Q được xác định như sau
u = (x1, x2, . . . , xn), v = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn

f(u, v) =
n∑

i=1

aiixiyi +
∑

1≤i 6=j≤n

aij
2
xiyj .

Ví dụ.(tự làm) Cho dạng toàn phương Q trên R3 được xác định bởi:
u = (x1, x2, x3) ∈ R3,

Q(u) = x21 + 6x1x2 + 8x2x3 − x22 + 2x23.

Xác định dạng cực của Q.
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Định nghĩa. Cho Q là một dạng toàn phương trên V ứng với dạng
song tuyến tính đối xứng f và B là một cơ sở của V. Khi đó ma trận
biểu diễn dạng toàn phương Q theo cơ sở B, ký hiệu là [Q]B, là ma
trận biểu diễn dạng song tuyến tính f theo cơ sở B.

Ví dụ. Cho dạng toàn phương Q trên R3 được xác định bởi:
u = (x1, x2, x3) ∈ R3,

Q(u) = 2x21 + 4x1x2 + 2x1x3 + x22 + 2x23.

Tìm ma trận biểu diễn dạng toàn phương Q theo cơ sở chính tắc?

Giải. Ma trận biểu diễn dạng toàn phương Q theo cơ sở chính tắc là:

[Q]B0 =

 2 2 1
2 1 0
1 0 2

.
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Nhận xét. Cho Q là dạng toàn phương trên V và B là một cơ sở của
V. Ta có

1 [Q]B là ma trận đối xứng.
2 Với u = x1u1 + x2u2 + · · ·+ xnun ∈ V,

Q(u) = [u]>B [Q]B[u]B =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj

=

n∑
i=1

aiix
2
i +

∑
1≤i<j≤n

2aijxixj . (∗)

(∗) được gọi là biểu thức tọa độ của dạng toàn phương Q
theo cơ sở B.

Mệnh đề. Cho Q là một dạng toàn phương trên V. Giả sử B và B′ là
hai cơ sở của V, khi đó

[Q]B′ = (B → B′)> [Q]B (B → B′).
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Hạng và tính suy biến của dạng toàn phương

Định nghĩa. Cho Q là một dạng toàn phương trên V và B là một cơ
sở của V. Hạng của ma trận [Q]B được gọi là hạng của dạng toàn
phương Q, ký hiệu là rank(Q) hay r(Q)).

Nhận xét. Hạng của Q không phụ thuộc vào cách chọn cơ sở B.

Định nghĩa. Cho dimV = n và Q là một dạng toàn phương trên V.
� Nếu r(Q) = n thì ta nói Q không suy biến .

� Ngược lại, nếu r(Q) < n thì Q suy biến .
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Ví dụ. Cho dạng toàn phương Q trên R3 xác định bởi:
u = (x1, x2, x3) ∈ R3,

Q(u) = x21 − 3x22 + 2x1x2 − 4x1x3 + 8x2x3.

a) Tìm hạng và khảo sát tính không suy biến của Q?

b) Tìm biểu thức toạ độ của Q theo cơ sở
B = (u1 = (0,−1, 1), u2 = (1, 2, 2), u3 = (1, 1, 4)) và chỉ ra phép biến
đổi toạ độ không suy biến tương ứng.

Giải. Ma trận biểu diễn Q theo cơ sở chính tắc là

[Q]B0 =

 1 1 −2
1 −3 4
−2 4 0

.
a) Ta có r([Q]B0) = 3. Suy ra hạng của Q là 3. Do đó Q không suy biến.
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b) Ta có

(B0 → B) =

 0 1 1
−1 2 1

1 2 4

.
Hơn nữa

[Q]B = (B0 → B)> [Q]B0 (B0 → B)

=

 0 −1 1
1 2 2
1 1 4

 1 1 −2
1 −3 4
−2 4 0

 0 1 1
−1 2 1

1 2 4



=

 −11 3 −12
3 17 26

−12 26 16

.
Vậy biểu thức tọa độ của Q theo cơ sở B định bởi:

Q(u) = −11y21 + 17y22 + 16y23 + 6y1y2− 24y1y3 + 52y2y3.

với u = y1u1 + y2u2 + y3u3 ∈ R3.
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Ta có [u]B0 = (B0 → B)[u]B. Suy ra phép biển đổi tọa độ không suy
biến tương ứng là  x1

x2
x3

=

 0 1 1
−1 2 1

1 2 4

 y1
y2
y3

.
Do đó


x1 = y2 + y3;
x2 = −y1 + 2y2 + y3;
x3 = y1 + 2y2 + 4y3.

Ví dụ.(tự làm) Cho dạng toàn phương Q trên R3 xác định bởi:
u = (x1, x2, x3) ∈ R3,

Q(u) = 2x21 + 2x1x2 − 4x2x3 + 2x23.

a) Tìm hạng và khảo sát tính không suy biến của Q?

b) Tìm biểu thức toạ độ của Q theo cơ sở
B = (u1 = (1,−1,−1), u2 = (0, 1, 2), u3 = (1, 1, 2)) và chỉ ra phép
biến đổi toạ độ không suy biến tương ứng.
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4.4. Dạng chính tắc của dạng toàn phương

Định nghĩa. Cho Q là một dạng toàn phương trên V có dạng cực là
f. Cơ sở B = (u1, . . . , un) của V được gọi là một cơ sở Q-chính tắc
nếu

f(ui, uj) = 0 với mọi i 6= j.

Điều này tương đương với tính chất ma trận [Q]B là một ma trận
đường chéo, hay biểu thức toạ độ của Q theo cơ sở B có dạng

Q(u) =

n∑∑∑
i=1

aix
2
i (∗)

với mọi u = x1u1 + · · ·+ xnun ∈ V. Khi đó ta gọi (*) là dạng chính
tắc của dạng toàn phương Q.

Định lý. Cho Q là một dạng toàn phương trên V. Khi đó trong V tồn
tại một cơ sở Q-chính tắc.
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Chứng minh. Ta chứng minh định lý này bằng cách đi tìm dạng
chính tắc của Q.

Giả sử biểu thức tọa độ của dạng toàn phương Q theo cơ sở
B = (u1, u2, . . . , un) định bởi

Q(u) =

n∑
i=1

aiix
2
i +

∑
1≤i<j≤n

2aijxixj (∗)

với u = x1u1 + · · ·+ xnun. Để đưa Q về dạng chính tắc ta chia bài toán
thành 3 trường hợp sau:

Trường hợp 1. Tồn tại aii 6= 0 với một i nào đó. Sau khi đánh số lại
các phần tử của cơ sở B nếu cần, ta có thể giả sử a11 6= 0. Khi đó

Q(u) = a11

[
x1

2 + 2x1

n∑
i=2

a1i
a11

xi +
( n∑

i=2

a1i
a11

xi

)2]
+Q1(x2, . . . , xn)

= a11

(
x1 +

n∑
i=2

a1i
a11

xi

)2
+Q1(x2, . . . , xn).
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Đặt


y1 = x1 +

n∑
i=2

a1i
a11

xi;

yi = xi với i > 1.

Khi đó

Q(u) = a11y
2
1 +Q1(y2, . . . , yn)

trong đó Q1(y2, . . . , yn) là dạng toàn phương với n− 1 biến. Ta có thể
sử dụng phương pháp qui nạp để đưa Q1 về dạng toàn phương chính
tắc.

Trường hợp 2. aii = 0∀i nhưng tồn tại aij 6= 0 với i 6= j nào đó. Sau
khi đánh số lại các phần tử của cơ sở B nếu cần, ta có thể giả sử
a12 6= 0. Thực hiện phép biến đổi tọa độ

x1 = y1 + y2;
x2 = y1 − y2;
xi = yi,∀i ≥ 2.

Ta có 2a12x1x2 = 2a12(y
2
1 − y22).

Rõ ràng hệ số của y21 là 2a12 6= 0. Áp dụng lại Trường hợp 1.
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Trường hợp 3. aij = 0 với mọi i, j. Khi đó Q(u) = 0 với mọi u nên Q
có dạng chính tắc trong bất kỳ cơ sở nào của V.

Ví dụ. Cho dạng toàn phương

Q(u) = x21 + x22 + x23 − 2x24 − 2x1x2 + 2x1x3 − 2x1x4 + x2x3 − 4x2x4

với u = (x1, x2, x3, x4) ∈ R3. Đưa Q về dạng chính tắc và tìm cơ sở
Q-chính tắc?

Giải.

Q(u) = x2
1 + x22 + x23 − 2x24 − 2x1x2 + 2x1x3 − 2x1x4 + x2x3 − 4x2x4

= x21 + 2x1(−x2 + x3 − x4) + x22 + x23 − 2x24 + x2x3 − 4x2x4

= (x1 − x2 + x3 − x4)2 − (−x2 + x3 − x4)2 + x22 + x23 − 2x24 + x2x3 − 4x2x4

= (x1 − x2 + x3 − x4)2 − 3x2
4 + 3x2x3 − 6x2x4 + 2x3x4

= (x1 − x2 + x3 − x4)2 − 3
[
x24 + 2x4(x2 −

1

3
x3)
]

+ 3x2x3
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= (x1 − x2 + x3 − x4)2 − 3
[
x24 + 2x4(x2 −

1

3
x3)
]

+ 3x2x3

= (x1 − x2 + x3 − x4)2 − 3(x4 + x2 −
1

3
x3)

2 + 3(x2 −
1

3
x3)

2 + 3x2x3

= (x1 − x2 + x3 − x4)2 − 3(x4 + x2 −
1

3
x3)

2 + 3x2
2 +

1

3
x23 + x2x3

= (x1 − x2 + x3 − x4)2 − 3(x4 + x2 −
1

3
x3)

2 + 3(x2 +
1

6
x3)

2 +
1

4
x23.

Đặt 
y1 = x1 − x2 + x3 − x4;
y2 = x4 + x2 − 1

3x3;
y3 = x2 + 1

6x3;
y4 = x3.

Khi đó ta đưa Q về dạng chính tắc

Q(u) = y21 − 3y22 + 3y23 +
1

4
y24.

với u = y1u1 + y2u2 + y3u3 + y4u4, trong đó cơ sở Q-chính tắc
B = (u1, u2, u3, u4).
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Tìm B. Ta có 
y1
y2
y3
y4

=


1 −1 1 −1
0 1 −1

3 1
0 1 1

6 0
0 0 1 0




x1
x2
x3
x4


Hơn nữa

[u]B = (B → B0)[u]B0 .

Suy ra

(B → B0) =


1 −1 1 −1
0 1 −1

3 1
0 1 1

6 0
0 0 1 0


Ta có

(B0 → B) = (B → B0)−1 =


1 1 0 −2/3
0 0 1 −1/6
0 0 0 1
0 1 −1 1/2

.
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Suy ra cơ sở Q-chính tắc là B = (u1, u2, u3, u4) với u1 = (1, 0, 0, 0);
u2 = (−1, 0, 0, 1);u3 = (0, 1, 0,−1);u4 = (2/3,−1/6, 1, 1/2).

Ví dụ. Cho dạng toàn phương

Q(u) = x1x2 + 2x1x3 − 2x2x3

với u = (x1, x2, x3) ∈ R3. Đưa Q về dạng chính tắc và tìm cơ sở
Q-chính tắc?

Giải. Đổi biến
x1 = y1 + y2;
x2 = y1 − y2;
x3 = y3.

⇔

 x1
x2
x3

=

 1 1 0
1 −1 0
0 0 1

 y1
y2
y3

 (1)
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Khi đó
Q(u) = y21 − y22 + 2(y1 + y2)y3 − 2(y1 − y2)y3

= y21 − y22 + 4y2y3

= y21 − (y22 − 4y2y3 + 4y23) + 4y23

= y21 − (y2 − 2y3)
2 + 4y23.

Đặt 
z1 = y1;
z2 = y2 − 2y3;
z3 = y3.

⇔

 z1
z2
z3

=

 1 0 0
0 1 −2
0 0 1

 y1
y2
y3

 (2)

Khi đó ta đưa Q về dạng chính tắc

Q(u) = z21 − z22 + 4z23

với u = z1u1 + z2u2 + z3u3, trong đó cơ sở Q-chính tắc B = (u1, u2, u3).
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Tìm B. Từ (1) và (2) ta có x1
x2
x3

=

 1 1 0
1 −1 0
0 0 1

 y1
y2
y3

;

 z1
z2
z3

=

 1 0 0
0 1 −2
0 0 1

 y1
y2
y3

.
Suy ra  x1

x2
x3

=

 1 1 2
1 −1 −2
0 0 1

 z1
z2
z3


Vậy

(B0 → B) =

 1 1 2
1 −1 −2
0 0 1

.
Suy ra cơ sở Q-chính tắc là

B = {u1 = (1, 1, 0), u2 = (1,−1, 0), u3 = (2,−2, 1)}.
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Ví dụ.(tự làm) Cho dạng toàn phương

Q(u) = x21 − x22 − x23 + 4x1x2 − 2x1x3 + 3x2x3

với u = (x1, x2, x3). Đưa Q về dạng chính tắc và tìm cơ sở Q-chính tắc?

Ví dụ.(tự làm) Cho dạng toàn phương

Q(u) = 2x1
2 + 2x2

2 + 3x3
2 − 4x1x3 + 4x2x3 − 8x2x4 − 14x3x4

với u = (x1, x2, x3, x4). Đưa Q về dạng chính tắc và tìm cơ sở Q-chính
tắc?

Ví dụ.(tự làm) Đưa các dạng toàn phương Q sau về dạng chính tắc và
tìm cơ sở Q-chính tắc?

a) Q(x1, x2, x3) = 4x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3;

b) Q(x1, x2, x3) = x1x2 − 3x2x3 + 2x1x3.
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4.5. Đưa dạng toàn phương thực về dạng chính

tắc bằng các toán tử trực giao

Định nghĩa. Cho V là một không gian Euclid và Q là một dạng toàn
phương trên V. Cơ sở B được gọi là một cơ sở Q-chính tắc trực
giao nếu B là một cơ sở trực chuẩn đồng thời cũng là một cơ sở
Q-chính tắc của V. Khi đó biểu thức tọa độ của Q trong cơ sở B được
gọi là dạng chính tắc trực giao của Q.

Nhắc lại.
1 Ma trận vuông A được gọi là chéo hóa trực giao được nếu tồn

tại ma trận trực giao P sao cho P−1AP là ma trận đường chéo.

2 Mọi ma trận đối xứng thực đều chéo hoá trực giao được.

3 Trong không gian Euclid V, cho B và B′ là hai cơ sở của V. Nếu B
là cơ sở trực chuẩn và (B → B′) là ma trận trực giao thì B′ là cơ sở
trực chuẩn.
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Định lý. Cho V là một không gian Euclid và Q là một dạng toàn
phương trên V. Khi đó trong V tồn tại một cơ sở Q-chính tắc trực giao.

Chứng minh. Xét B0 là một cơ sở trực chuẩn nào đó của V. Khi đó
ma trận [Q]B0 là ma trận đối xứng nên chéo hoá trực giao được, nghĩa
là tồn tại ma trận trực giao P sao cho P−1[Q]B0P là ma trận đường
chéo. Gọi B là cơ sở của V sao cho (B0 → B) = P. Khi đó

[Q]B = (B0 → B)>[Q]B0(B0 → B) = P>[Q]B0P = P−1[Q]B0P

là ma trận chéo. Vì [Q]B là ma trận chéo nên B là cơ sở Q-chính tắc.

Mặt khác, do (B0 → B) = P là ma trận trực giao nên B là một cơ sở
trực chuẩn. Suy ra B là một cơ sở Q-chính tắc trực giao của V.

Từ chứng minh Định lý trên ta thấy để đưa Q về dạng chính tắc trực
giao ta dùng phép biến đổi tọa độ

[u]B0 = (B0 → B)[u]B
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Thuật toán đưa dạng toàn phương Q trên không

gian Euclid V về dạng chính tắc trực giao

Bước 1. Xác định [Q]B0 với B0 là một cơ sở trực chuẩn nào đó của V.

Bước 2. Chéo hoá trực giao ma trận [Q]B0 , tìm ma trận trực giao P
làm chéo [Q]B0 .

Bước 3. Cơ sở Q-chính tắc trực giao B = {u1, u2, . . . , un} định bởi
(B0 → B) = P và phép biến đổi tọa độ trực giao là X = PY với
X = [u]B0 ; Y = [u]B. Khi đó dạng chính tắc trực giao của Q là

Q(u) =

n∑
i=1

aiyi

với u = y1u1 + y2u2 + · · ·+ ynun.
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Ví dụ. Đưa dạng toàn phương sau đây về dạng chính tắc trực giao:

Q(x1, x2, x3) = 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3.

Chỉ ra cơ sở Q-chính tắc trực giao và phép biến đổi tọa độ trực giao
tương ứng.

Giải. Bước 1. Ma trận biểu diễn Q theo cơ sở chính tắc là

A =

 0 1 1
1 0 1
1 1 0

.
Bước 2. Chéo hoá trực giao ma trận A.

- Đa thức đặc trưng

PA(λ) = |A− λI3| =

∣∣∣∣∣∣
−λ 1 1
1 −λ 1
1 1 −λ

∣∣∣∣∣∣ = −(λ+ 1)2(λ− 2).
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- Trị riêng

PA(λ) = 0⇔ λ = −1 (bội 2), λ = 2 (bội 1).

Vậy A có 2 trị riêng là λ1 = −1 (bội 2), λ2 = 2 (bội 1).

- Không gian riêng

• Với λ1 = −1, không gian riêng E(−1) là không gian nghiệm của hệ
phương trình (A+ I3)X = 0.

(A− I3) =

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

−→
 1 1 1

0 0 0
0 0 0

.
Ta có nghiệm tổng quát

(x1, x2, x3) = (−t− s, t, s), với t, s ∈ R.

Suy ra E(−1) có dimE(−1) = 2 với cơ sở

B1 = {u1 = (−1, 1, 0), u2 = (−1, 0, 1)}.
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Ta xây dựng cơ sở trực chuẩn của E(−1) bằng quá trình trực chuẩn
Gram-Schmidt:

v1 = u1 = (−1, 1, 0); v2 = u2 −
〈u2, v1〉
‖v1‖2

v1 = (−1

2
,−1

2
, 1).

w1 =
v1
‖v1‖

= (− 1√
2
,

1√
2
, 0); w2 =

v2
‖v2‖

= (− 1√
6
,− 1√

6
,

2√
6

).

• Với λ2 = 2, không gian riêng E(2) là không gian nghiệm của hệ
phương trình (A− 2I3)X = 0.

(A− 2I3) =

 −2 1 1
1 −2 1
1 1 −2

−→
 1 0 −1

0 1 −1
0 0 0

.
Ta có nghiệm tổng quát

(x1, x2, x3) = (t, t, t), với t ∈ R.

Suy ra E(2) có dimE(2) = 1 với cơ sở

B2 = {u3 = (1, 1, 1)}.
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Ta xây dựng cơ sở trực chuẩn {w3} của E(2) với

w3 =
w3

‖w3‖
=

(
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)
.

Đặt B = {w1, w2, w3}. Ta có B là một cơ sở trực chuẩn của R3 và

P−1AP =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 2


với

P = (B0 → B) =


− 1√

2
− 1√

6

1√
3

1√
2
− 1√

6

1√
3

0
2√
6

1√
3

.
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Bước 3. Từ kết quả bước 2, ta suy ra dạng chính tắc trực giao của Q là

Q(u) = −y21 − y22 + 2y23

với u = y1w1 + y2w2 + y3w3, trong đó

w1 = (− 1√
2
,

1√
2
, 0); w2 = (− 1√

6
,− 1√

6
,

2√
6

); w3 = (
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

).

Cơ sở chính tắc trực giao tương ứng là B = {w1, w2, w3}.

Phép biến đổi tọa độ trực giao tương ứng X = PY, nghĩa là
x1 = − 1√

2
y1 −

1√
6
y2 +

1√
3
y3;

x2 =
1√
2
y1 −

1√
6
y2 +

1√
3
y3;

x3 =
2√
6
y2 +

1√
3
y3.
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Ví dụ. Đưa dạng toàn phương sau đây về dạng chính tắc trực giao:

Q(x1, x2, x3) = 2x21 − 2x1x2 − 2x1x3 + 2x22 − 2x2x3 + 2x23.

Chỉ ra cơ sở Q-chính tắc trực giao và phép biến đổi tọa độ trực giao
tương ứng.

lvluyen@hcmus.edu.vn Chương 4. Dạng song tuyến tính 3/12/2015 40/57



4.6. Dạng chuẩn tắc. Luật quán tính và tiêu

chuẩn Sylvester

Định nghĩa. Cho Q là một dạng toàn phương trên V và
B = (u1, u2, . . . , un} là một cơ sở của V. Giả sử biểu thức tọa độ của Q
theo cơ sở B có dạng

Q(u) = x21 + · · ·+ x2s − x2s+1 − · · · − x2r (?)

với u = x1u1 + · · ·+ xnun, trong đó r, s là các số nguyên thỏa
0 ≤ s ≤ r ≤ n. Khi đó ta nói B là một cơ sở Q-chuẩn tắc và (?) là
dạng chuẩn tắc của Q.

Định lý. Cho V là một không gian vectơ thực hữu hạn chiều và Q là
một dạng toàn phương trên V. Khi đó trong V tồn tại một cơ sở
Q-chuẩn tắc.
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Chứng minh. Ta gọi B là một cơ sở Q-chính tắc của V. Đặt
r = rank(Q). Bằng cách đánh số lại nếu cần ta có thể giả sử biểu thức
tọa độ của Q trong cơ sở trên có dạng

Q(u) = a1x
2
1 + a2x

2
2 + · · ·+ arx

2
r

và tồn tại số nguyên 0 ≤ s ≤ r sao cho

ai > 0 ∀i = 1, s; ai < 0 ∀i = s+ 1, r.

Dùng phép biến đổi toạ độ không suy biến

xi =


1
√
ai
yi nếu 1 ≤ i ≤ s;

1√
−ai

yi nếu s+ 1 ≤ i ≤ r;

yi nếu r + 1 ≤ i ≤ n

ta có được dạng chuẩn tắc của Q là

Q(u) = y21 + · · ·+ y2s − y2s+1− · · · − y2r .

Cơ sở tương ứng chính là cơ sở Q-chuẩn tắc cần tìm.
lvluyen@hcmus.edu.vn Chương 4. Dạng song tuyến tính 3/12/2015 42/57



Ví dụ. Cho dạng toàn phương Q trên R4 được xác định như sau

Q(x1, x2, x3, x4) = 4x21 − 3x22 + 9x23 − x24.

Tìm dạng chuẩn tắc của Q và cơ sở Q-chuẩn tắc của R4?

Giải. Ta thấy Q là một dạng chính tắc. Do đó để đưa về dạng chuẩn
tắc thì ta cần sử dụng phép biến đổi tọa độ

y1 = 2x1;
y2 = 3x3;

y3 =
√

3x2;
y4 = x4

⇔


x1 = 1

2y1;
x2 = 1√

3
y3;

x3 = 1
3y2;

x4 = y4.

(1)

Do đó dạng chuẩn tắc của Q là

Q(u) = y21 + y22 − y23 − y24.

trong đó u = y1u1 + y2u2 + y3u3 + y4u4 với B = {u1, u2, u3, u4} là cơ sở
Q-chuẩn tắc.
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Tìm B. Từ (1) ta có

(B0 → B) =


1
2 0 0 0
0 0 1√

3
0

0 1
3 0 0

0 0 0 1

.
Suy ra

u1 = (
1

2
, 0, 0, 0); u2 = (0, 0, 0,

1

3
); u3 = (0,

1√
3
, 0, 0); u4 = (0, 0, 0, 1).

Ví dụ.(tự làm) Cho dạng toàn phương Q trên R5 được xác định như
sau

Q(x1, x2, x3, x4, x5) = −x21 + 4x22 − 9x23 − 16x24 + 8x25.

Tìm dạng chuẩn tắc của Q và cơ sở Q-chuẩn tắc của R5?
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Định nghĩa. Cho Q là một dạng toàn phương trên V và B là một cơ
sở Q-chuẩn tắc của V. Khi đó biểu thức tọa độ của Q trong cơ sở B có
dạng Q(u) = x2

1 + · · ·+ x2
s − x2

s+1− · · · − x2
r.

trong đó r = rank(Q) và 0 ≤ s ≤ r không phụ thuộc vào cách chọn cơ
sở B. Ta gọi
• s là chỉ số dương quán tính của Q;

• r − s là chỉ số âm quán tính của Q;

• (s, r − s) là cặp chỉ số quán tính của Q;

Ví dụ.(tự làm) Cho công thức của dạng toàn phương Q trên R6 theo
cơ sở nào đó của R6 là

Q(u) = 2x21 − 4x22 + 8x23 − x24 + 6x25 − 7x26.

Xác định chỉ số âm quán tính và chỉ số dương quán tính của Q.

Đáp án. s = 3; r − s = 3.
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Nhận xét. Giả sử Q là dạng toàn phương có dạng chính tắc

Q(u) = a1x
2
1 + a2x

2
2 + · · ·+ anx

2
n

Xét dãy a1, a2, . . . , an (∗). Ta có
(i) Chỉ số dương quán tính của Q bằng số các số hạng dương của (∗).
(ii) Chỉ số âm quán tính của Q bằng số các số hạng âm của (∗).

Ví dụ. Cho dạng toàn phương Q có dạng chính tắc

Q(u) = y21 − 4y22 + 5y23 +
1

8
y24

Khi đó Q có

- Chỉ số dương quán tính là 3.

- Chỉ số âm quán tính là 1.

- Cặp chỉ số quán tính là (3,1).
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Định nghĩa. Cho Q là một dạng toàn phương trên V. Ta nói
1) Q xác định dương nếu Q(u) > 0 với mọi u 6= 0.

2) Q xác định âm nếu Q(u) < 0 với mọi u 6= 0.

Nhận xét. Q xác định dương khi và chỉ khi dạng cực của Q là một
tích vô hướng trên V.

Định lý. Cho Q là một dạng toàn phương trên không gian vectơ n
chiều. Khi đó
(i) Q xác định dương ⇔ Q có chỉ số dương quán tính bằng n.
(ii) Q xác định âm ⇔ Q có chỉ số âm quán tính bằng n.

Chứng minh. (i) (⇒) Giả sử Q xác định dương nhưng chỉ số dương
quán tính của Q khác n. Gọi B = {u1, u2, . . . , un} là một cơ sở Q-chính
tắc của V. Khi đó biểu thức tọa độ của Q trong B có dạng

Q(u) = a1x
2
1 + · · ·+ anx

2
n
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Q(u) = a1x
2
1 + · · ·+ anx

2
n

trong đó có ai ≤ 0 với một i nào đó.

Ta có ui 6= 0 và Q(ui) = ai ≤ 0. Mâu thuẫn với tính xác định dương
của Q.

(⇐) Giả sử Q có chỉ số dương quán tính bằng n. Khi đó tồn tại cơ sở
Q-chuẩn tắc B của V sao cho biểu thức tọa độ của Q trong cơ sở B có
dạng như sau:

Q(u) = x21 + x22 + · · ·+ x2n

với u = x1u1 + x2u2 + · · ·+ xnun.

Nếu u 6= 0 thì tồn tại i sao cho xi 6= 0, dẫn đến Q(u) > 0. Vậy Q xác
định dương.

(ii) Tương tự như chứng minh (i).
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Ví dụ.(tự làm) Tìm tham số m để cho dạng toàn phương trên R3

Q(x1, x2, x3) = x21 + (m2 − 1)x22 + (m+ 2)x23.

xác định dương?

Ví dụ.(tự làm) Cho dạng toàn phương trên R3 xác định bởi

Q(x1, x2, x3) = 2x21 + 2x22 + 17x23 − 8x1x3 + 8x2x3.

Hỏi Q xác định dương hay âm?

Hệ quả. Mọi dạng toàn phương xác định dương hay xác định âm đều
không suy biến.
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Ví dụ. Đưa dạng toàn phương sau về dạng chuẩn tắc

Q(x, y, z) = 2x2 + 9y2 + 9z2 + 8xy + 4xz + 12yz.

Chỉ ra cơ sở Q-chuẩn tắc và phép biến đổi toạ độ tương ứng. Từ đó xác
định các chỉ số quán tính của Q. Xét xem Q có xác định dương hay xác
định âm không?

Giải. Dùng thuật toán Lagrange đề đưa Q về dạng chính tắc.

Q(x, y, z) = 2x2 + 9y2 + 9z2 + 8xy + 4xz + 12yz

= 2[x2 + 2x(2y + z)] + 9y2 + 9z2 + 12yz

= 2(x+ 2y + z)2 − 2(2y + z)2 + 9y2 + 9z2 + 12yz

= 2(x+ 2y + z)2 + y2 + 4yz + 7z2

= 2(x+ 2y + z)2 + (y + 2z)2 + 3z2

= [
√

2(x+ 2y + z)]2 + (y + 2z)2 + (
√

3z)2.
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Q(u) = [
√

2(x+ 2y + z)]2 + (y + 2z)2 + (
√

3z)2

Thực hiện phép biến đổi tọa độ
x′ =

√
2(x+ 2y + z)

y′ = y + 2z

z′ =
√

3z

⇔

 x′

y′

z′

=

 √2 2
√

2
√

2
0 1 2

0 0
√

3

 x
y
z

.
Ta đưa Q về dạng chuẩn tắc

Q(u) = x′
2

+ y′
2

+ z′
2

(?)

với u = x′u1 + y′u2 + z′u3, trong đó trong đó cơ sở Q-chuẩn tắc
B = {u1, u2, u3} định bởi

(B → B0) =

 √2 2
√

2
√

2
0 1 2

0 0
√

3


với B0 là cơ sở chính tắc của R3.
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Ta có

(B0 → B) = (B → B0)−1 =


1√
2
−2

√
3

0 1 − 2√
3

0 0 1√
3

.
Do đó

u1 = (
1√
2
, 0, 0);u2 = (−2, 1, 0);u3 = (

√
3,− 2√

3
,

1√
3

).

Từ (?) ta suy ra:

- Chỉ số dương quán tính của Q là 3.

- Chỉ số âm quán tính của Q là 0.

- Q xác định dương.
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Ví dụ. Đưa dạng toàn phương sau về dạng chính tắc

Q(x, y, z) = 2x2 + 9y2 + λz2 + 8xy + 4xz + 12yz.

Xác định tham số λ ∈ R để Q không suy biến; và Q xác định dương.

Giải. Dùng thuật toán Lagrange đề đưa Q về dạng chính tắc.

Q(x, y, z) = 2(x+ 2y + z)2 + (y + 2z)2 + (λ− 6)z2.

Thực hiện phép biến đổi tọa độ
x′ = x+ 2y + z
y′ = y + 2z
z′ = z

⇔

 x′

y′

z′

=

 1 2 1
0 1 2
0 0 1

 x
y
z

.
Suy ra x

y
z

=

 1 −2 3
0 1 −2
0 0 1

 x′

y′

z′

⇔


x = x′ − 2y′ + 3z′

y = y′ − 2z′

z = z′
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Khi đó dạng chính tắc của Q là

Q(u) = 2x′
2

+ y′
2

+ (λ− 6)z′
2
. (??)

Từ (??) ta có

- Q không suy biến ⇔ λ− 6 6= 0⇔ λ 6= 6.

- Q xác định dương ⇔ λ− 6 > 0⇔ λ > 6.

Ví dụ.(tự làm) Xác định tham số m để dạng toàn phương sau không
xác định dương và không xác định âm.

Q(x1, x2, x3) = x21 + 5x22 +mx23 − 4x1x2 + 6x1x3 + 2x2x3

Đáp án. m < 58.
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Tiêu chuẩn Sylvester

Định nghĩa. Cho A = (aij)n×n là một ma trận vuông cấp n. Định
thức con chính cấp k (1 ≤ k ≤ n) của A là định thức con sinh bởi
các dòng 1, . . . , k và các cột 1, . . . , k :

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1k
...

. . .
...

ak1 · · · akk

∣∣∣∣∣∣∣ .

Định lý. [Tiêu chuẩn Sylvester] Giả sử Q là một dạng toàn phương
trên V có ma trận biễu diễn theo một cơ sở nào đó là A. Khi đó
(i) Q xác định dương ⇔ mọi định thức con chính của A đều dương.

(ii) Q xác định âm ⇔ mọi định thức con chính cấp chẵn của A đều
dương và mọi định thức con chính cấp lẻ của A đều âm.
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Ví dụ. Xác định tham số λ ∈ R để dạng toàn phương sau xác định
dương

Q(x, y, z) = x2 + λy2 + (λ+ 3)z2 − 2xy + 4xz − 6yz.

Giải. Ma trận của dạng toàn phương Q theo cơ sở chính tắc là

A =

 1 −1 2
−1 λ −3

2 −3 λ+ 3

.
Các định thức con chính của A là

∆1 = 1.

∆2 =

∣∣∣∣ 1 −1
−1 λ

∣∣∣∣ = λ− 1.

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 2
−1 λ −3
2 −3 λ+ 3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 2
0 λ− 1 −1
0 −1 λ− 1

∣∣∣∣∣∣ = (λ−1)2−1 = λ2−2λ.
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Theo tiêu chuẩn Sylvester ta có

Q xác định dương⇔


∆1 > 0
∆2 > 0
∆3 > 0

⇔


1 > 0
λ− 1 > 0
λ2 − 2λ > 0

⇔ λ > 2.

Ví dụ.(tự làm) Xác định tham số m để dạng toàn phương sau xác
định dương

Q(x1, x2, x3) = x21 + 4x22 +mx23 − 2x1x2 + 8x1x3 + 4x2x3.

Đáp án. m > 28.

Ví dụ.(tự làm) Cho dạng toàn phương thực phụ thuộc vào tham số
λ ∈ R :

Q(x, y, z) = x2 + (6− λ)y2 + 4z2 + 4xy − 2xz + (2λ− 8)yz.

a) Với λ = 1, đưa Q về dạng chính tắc và tìm cơ sở Q-chính tắc
tương ứng?

b) Tìm điều kiện λ để Q xác định dương?
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