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CHƯƠNG 1            PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN CẤP MỘT 
 
1.  ĐỊNH NGHĨA PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN 
  1.1 Khái niệm 
–   Xét một phương trình  mà  ẩn là hàm số một biến y, chẳng hạn như  
               − + ='' 3 5 ' 0y xy y y ,  
trong đó có chứa đạo hàm của y. Phương trình này được gọi là phương trình vi phân . 
    Cấp cao nhất của đạo hàm trong phương trình là cấp 2, nên phương trình này được gọi là phương 
trình vi phân cấp 2. 
–  Phương trình   − + ='' 3 ' 5 0y xy y  được gọi là phương trình vi phân tuyến tính cấp 2. 
–  Phương trình   + =3 ' 7 siny xy x  được gọi là phương trình vi phân tuyến tính cấp 1. 
–  Phương trình   − + ='' 3 5 ' 0y xy y y  là  phương trình vi phân nhưng không tuyến tính. 
–  Phương trình vi phân   y' = 2xy-3y2  có dạng =' ( , )y f x y  và  được gọi là phương trình đã giải ra 
đối với đạo hàm.  
–  Coi phương trình vi phân =' 1y . Nghiệm trên  của phương trình vi phân này có dạng  y=x+C với 
C là hằng số tùy ý. Người ta gọi   y=x+C, trong đó C là hằng số tùy ý, là nghiệm tổng quát ( general 
solution) của phương trình vi phân =' 1y  trên .    
    Các hàm số  y=x+1, y=x+2 được gọi là các   nghiệm đặc biệt  (particular solution) của phương 
trình vi phân =' 1y  trên . 
– Đường biểu diễn của nghiệm y = y(x) được gọi là đường cong nghiệm  hay đường cong tích phân 
của phương trình vi phân. 
  – Xét phương trình vi phân  = −'yy x . Lấy tích phân hai vế ta được = − +2 2y x C .  Hệ thức 

= − +2 2y x C  được gọi  là nghiệm ẩn (  implicit solution)  của phương trình vi phân. Khi nào nghiệm 
có dạng y=f(x) thì nó được gọi là nghiệm tường minh ( explicit solution).    
    
  1.2. Định nghĩa phương trình vi phân  
  – Một phương trình vi phân là phương trình hàm ( một biến ) có chứa đạo hàm của hàm cần tìm. Nếu 
bậc cao nhất của đạo hàm trong phương trình vi phân là n, thì phương trình này được gọi là phương 
trình vi phân cấp n. 
     – Xét phương trình vi phân cấp n              
                                      F(x, y, y',…, y(n)) = 0, 
trong đó biểu thức F(x, y,..., y(n)) thực sự chứa  y(n). 
       Hàm số y = y(x) được gọi là nghiệm của phương trình vi phân trên khoảng I (với I ⊂ R) nếu hàm 
số y = y(x) thỏa tính chất 
           ∀x ∈ I, F(x, y(x), y'(x), …, y(n)(x)) = 0. 
Chú thích: 
     Tính chất trên bao hàm hai tính chất sau 
• Hàm số y khả vi tới cấp n trên I, tức các đạo hàm y'(x), y"(x),... y(n)(x) tồn tại với mọi x ∈ I . 
• ∀x ∈ I, (x, y(x),..., y(n)(x)) thuộc miền xác định của F. 
 
   1.2 Định nghĩa nghiệm 
 
– Một hệ thức G(x,y)=0 được gọi là nghiệm ẩn trên khoảng  I  của phương trình vi phân nếu tồn tại 
một hàm số y vừa thỏa hệ thức G(x,y(x) )=0  vừa thỏa phương trình vi phân với mọi x thuộc  I. 
Ví dụ:   Xét phương trình vi phân + =' 0yy x . 

          Lấy tích phân hai vế ta được   + =
2 2

2 2
y x C  hay + =2 2y x K  với K là hằng số. 

        Ta thấy hệ thức  + =2 2 25y x   là một nghiệm ẩn  của phương trình vi phân + =' 0yy x trên 

khỏang   = − +( 5, 5)I . Thật vậy, tồn tại hàm số y= 225 x−  xác định trên (-5,5) và thỏa              

                            
⎧ + =
⎪ ∀ ∈⎨ + = + =⎪
⎩

2 2 25

' 0

y x

yy x x2

2

 , x I-x25-x
25-x
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   –  Nếu biểu thức của  nghiệm có chứa tham số  và mọi  nghiệm của phương trình đều có dạng này 
(các nghiệm khác nhau thì ứng với các giá trị khác nhau của tham số), thì nghiệm này được gọi là 
nghiệm tổng quát của phương trình vi phân. 
 

                            
⎧ + =
⎪ ∀ ∈⎨ + = + =⎪
⎩

2 2 25

' 0

y x

yy x x2

2

 , x I-x25-x
25-x

                                                   

 
2. MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP GIẢI  PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN CẤP 1 
 Trong đoạn  này, một số phương pháp giải phương trình vi phân cấp 1 được trinh bày. Mục đích của 
đoạn này chỉ là giới thiệu  phương pháp, do đó có một số chỗ lý luận chưa đúng nhưng chúng tôi vẫn 
lướt qua. Chẳng hạn,  việc chia hai vế của phương trình cho một đại lượng ( đại lượng này có thể bằng 
0) là không đúng về lý luận. Chúng tôi sẽ bổ sung các chỗ lý luận chưa đúng trong các đoạn sau. 
2.1. Phương trình tách biến  
Phương trình sau được gọi là phương trình tách biến :                              h(y)y' = g(x) 
   Dạng này có thể viết dưới các hình thức sau    

     h(y) )x(g
dx
dy

=   ;     h(y) dy = g(x) dx     ; h(y) dy + f(x) dx=0. 

2.1.1. Phương pháp giải 
Lấy nguyên hàm hai vế, ta được                   ∫∫ = dx)x(gdy)y(h  

                                                                            H(y) = G(x) + C , 
trong đó H là nguyên hàm của h và G là nguyên hàm của g. 
 Phương trình trên không còn chứa đạo hàm của y, nghiệm y của phương trình vi phân được xác định 
bởi phương trình này. 

 
2.1.2. Thí dụ.                 Hãy giải phương trình     y' = 5x2  trên R.... 

Lời giải :  Lấy nguyên hàm hai vế ta được nghiệm tổng quát   như sau     Cx
3
5y 3 += . 

2.1.3. Thí dụ.                   Hãy giải phương trình  vi phân    y2y' = x – 5 trên R. 
Lời giải. 

Lấy tích phân hai vế ta được   ∫ ∫ −= dx)5x(dx'yy2  

                                                  ∫ ∫ −= dx)5x(dyy2  

                                                      Cx5
2
x

3
y 23

+−=  

                                                        
3/12

C3x15
2
x3y ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−=  

Ta thấy 3C là hằng số tùy ý vì C là hằng số tùy ý, do đó ta viết hằng số K thay cho 3C. 
Nghiệm tổng quát của phương trình trên R là 

                                                      
3/12

Kx15
2
x3y ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−= với K là hằng số tùy ý. 

2.1.4. Thí dụ               Hãy giải phương trình    xy' = y2 + 1 trên (0,+∞). 
Lời giải. 

Chuyển vế của  x và y2 + 1 để đưa về dạng phương trình tách biến   

                
x

y
y

1'
1

1
2 =
+

 .                            

Lấy tích phân hai vế 

                2
1 1

1
=

+
∫ ∫dy dx

xy
 

                       arctg y =  ln⏐x⏐ + C , với  C  là   hằng số.     
Suy ra                      y = tg (ln⏐x⏐ + C) 
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 2.1.5. Thí dụ               Hãy giải phương trình     2 3'y x y=  trên R. 

Lời giải. 
Chuyển vế   y2  để đưa về dạng phương trình tách biến   

                                      2
2
'y x

y
=  .                            

Lấy tích phân hai vế 

                2
2
'y dx x dx

y
=∫ ∫     

                     
31

3
x C

y
− = +  , với  C  là   hằng số.     

                         3
3

3
y

x C
= −

+
 

                         3
3y

x k
= −

+
     với k là hằng số.                       (*) 

Chú thích    
   Phương trình trên có dạng  y’(x)= a(x) b(y) . Phương trình này có một nghiệm đặc biệt là hàm hằng 

oy y≡ , trong đó oy  là số thỏa  b(yo) = 0. Khi chuyển phương trình y’(x)= a(x) b(y) qua dạng tách 

biến 1
b(y)

y’(x)=a(x),  nghiệm  y≡yo thường bị mất. 

   Hàm  0y ≡  là một nghiệm của phương trình 2 3'y x y= ,   nhưng dạng  (*)  không chứa  hàm  này. 
 
 Bài tập:   Từ bài tập 1 tới bài tập 25 ( ở cuối chương 1). 
 
2.2. Phương trình vi phân tuyến tính cấp 1 
Sau đây là định lý về nghiệm của phương trình vi phân tuyến tính cấp 1 thuần nhất. 
2.2.1 Định lý 
     Cho phương trình vi phân tuyến tính cấp 1 thuần nhất 
                                                  y' +  p(x)y = 0,     
trong đó p là hàm liên tục trên khoảng I ⊂ R. 
    Gọi P là một nguyên hàm của p(x) 
   Khi đó,  nghiệm tổng quát của phương trình vi phân trên khoảng I là    
                                                  y(x) = Ce-P(x), 
    trong đó  C là hằng số tùy ý. 
                                                          Chứng minh 
Giả sử  P là một nguyên hàm của p.   
Nhân hai vế phương trình vi phân cho eP(x)), ta được 
                   ( ) ( )'( ) ( ) ( ) 0+ =P x P xe y x p x e y x  

                                      ( ) /( ) ( ) 0P xe y x =  

                                          ( ) ( )P xe y x C=  với C là hằng số 
Vậy                                          ( )( ) P xy x Ce−=  
– Chú thích: 
Phương trình   y' +  p(x)y = 0  có dạng y’(x)= a(x) b(y)  và có thể giải bằng phương pháp tách biến 
như ví dụ 2.1.5.      
 
2.2.2 Định lý 
   Cho phương trình vi phân vi phân tuyến tính cấp 1   
                                 y' + p(x)y = q(x) 
  trong đó p, q là các hàm liên tục theo x trên khoảng I. 
    Gọi P là một ngyên hàm của p(x) 
     Nghiệm tổng quát của phương trình này trên khoảng I   là  
                  ( ) ( )( ) ( )P x P xy x e e q x dx−= ∫   
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Chú thích: Nghiệm có thể ghi dưới dạng sau 
 
           ( )( ) ( )−= P xy x e F x   với  ( )( ) ( )= ∫ P xF x e q x dx  

hay     ( )( )
1( ) ( )−= +P xy x e F x C  với 1F  là một nguyên hàm của  ( )( ) ( )P xe q x . 

 
                                                          Chứng minh 
Giả sử  P là một nguyên hàm của p.  
Nhân hai vế phương trình vi phân cho eP(x), ta được 
                   ( ) ( ) ( )'( ) ( ) ( ) ( )+ =P x P x P xe y x p x e y x e q x  

            hay                    ( )/( ) ( )( ) ( )P x P xe y x e q x=      

                                          ( ) ( )( ) ( )P x P xe y x e q x dx= ∫    

 Vậy                                         ( ) ( )( ) ( )P x P xy x e e q x dx−= ∫  

 Chú thích:   
   — Hàm số    μ(x) = eP(x)  được gọi là thừa số tích phân. 
   — Định lý 2.2.1 là trường hợp đặc biệt định lý 2.2.2. Thay vì chứng minh trực tiếp định lý 2.2.1, ta 
có thể áp dụng định lý 2.2.2 để chứng minh định lý 2.2.1  
                   ( ) ( )( ) ( )P x P xy x e e q x dx−= ∫   =  ( ) ( )0 .− −=∫P x P xe dx e C  

2.2.3. Thí du.  Hãy tìm nghiệm tổng quát của phương trình vi phân 
                             ' ,y xy x− =  ∀x ∈ R. 

Lời giải. 
 Phương trình này có dạng tuyến tính    y' + p(x)y = q(x)  với p(x)=-x và q(x)=x. 

– Ta có 
2

1( )
2
xp x dx x dx C= − = − +∫ ∫ . 

    Chọn P(x) = –
2

2
x  thì P là một nguyên hàm của p. 

– Ta có  

2

2P(x)e
x

e
−

=   và     

2

2-P(x)e
x

e=  

– Ta có F(x)= ( ) ( )P xe q x dx∫ =

2 2

2 2
x x

e xdx e C
− −

= − +∫  

–  Vậy nghiệm tổng quát trên R của phương trình vi phân là  

                ( )( ) ( )−= P xy x e F x =
−⎛ ⎞

− +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2

2 2
x x

e e C = -1+C
2

2
x

e   ,  với C là hằng số. 

2.2.4. Thí du. 
  Hãy tìm nghiệm tổng quát của phương trình vi phân 

                             ,0xcosx
x
y2

dx
dy

x
1

2 =−−  ∀x ∈ (0, +∞). 

Lời giải. 

  Phương trình tương đương là     y
x

y 2'−  = x2cos x, ∀x ∈ (0, +∞). 

  Phương trình này có dạng tuyến tính    y' + p(x)y = q(x). 

– Ta có ∫ ∫ +−=
−

= 1Cxln2dx
x
2dx)x(p . 

    Chọn P(x) = – 2ln⏐x⏐ = ln (x–2) thì P là một nguyên hàm của p. 

– Khi đó   eP(x) = 
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −2xln

e  = x–2  và  2ln( ) 2xP xe e x− = =   
–  Ta có  F(x)= ∫ ( ) ( )P xe q x dx = −∫ 2 2 cos  x x x dx = ∫ dxxcos = sin x + C, với C là hằng số. 

–  Vậy nghiệm tổng quát trên R của phương trình vi phân là  
                ( )( ) ( )−= P xy x e F x = ( )2 sinx x C+ = x2sin x + Cx2. 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Toaùn GIẢI TÍCH A4          GV Nguyeãn Thanh Vuõ- 2009                           Trang 5 

 

 
                    
  2.2.5.  Định lý   Cho  bài toán điều kiện đầu  như sau 

                        
+ = ∀ ∈⎧

⎨ =⎩

' ( ) ( ) ,
( ) ,o o

y p x y qx x
y x y

 

trong đó     p và  q là các hàm số liên tục trên R, xo và  yo là các hằng số cho trước tùy ý. 
  Khi đó,   bài toán có một nghiệm y duy nhất. 

Chứng minh 
   Giả sử  P là một nguyên hàm của p.  
   Theo định lý 2.2.2, nghiệm tổng quát của phương trình vi phân   + =' ( ) ( )y p x y q x   là     
            ( )( )

1( ) ( )−= +P xy x e F x C   

 với F là một nguyên hàm của  ( )( ) ( )P xe q x  

   Dựa vào điều kiện đầu y(xo) = yo, ta xác định hằng số C như sau: 
    ( )0( )

0 1 0( ) ( )−= +P xy x e F x C   ⇔ 0( )
0 1 0( ) ( )= −P xC y x e F x . 

  Hằng số C được xác định duy nhất nên nghiệm y được xác định duy nhất. Vậy bài toán trên luôn 
luôn có một nghiệm duy nhất. 
Bài tập:  Từ bài tập 26 tới bài 45 ( ở cuối chương 1) 
 
2.3. Phương trình vi phân toàn phần 
–   Phương trình    M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0   
 hay                        M(x,y)     + N(x,y)y’   =0  
được gọi là phương trình vi phân toàn phần nếu tồn tại hàm hai biến F thỏa  
               dF(x,y) =  M (x, y)dx + N(x, y)dy. 
- Khi đó phương trình vi phân trở thành   
                              dF(x,y)=0. 
                                 F(x,y)=C  với C là hằng số. 
– Trong lý thuyết của hàm hai biến,  ta có công thức   

                          dF(x,y) = 
x
F
∂
∂ (x, y)dx +

y
F
∂
∂  (x, y) dy. 

        và            
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ = ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

F F
y x x y

 

   
 Từ đó, ta có định lý sau  
2.3.1 Định lý       
  Cho  phương trình vi phân     M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0.   
  Giả sử  các đạo hàm riêng cấp 1 của M và N liên tục trên miền D của R2

  

  và                              ∂ ∂
=

∂ ∂
M N
y x

 

Khi đó: 
  a) Tồn tại hàm hai biến F trên D thỏa 
                                   dF(x, y) = Mdx+ Ndy . 
   b) Phương trình vi phân trên trở thành  
                                      F(x,y)=C  với C là hằng số. 
  
     
 
2.2.2 Phương pháp giải 
       Khi gặp  phương trình    M(x, y)dx + N(x, y)dy= 0,  

        có                  
x
N

y
M

∂
∂

=
∂
∂ , 

       ta sẽ tìm biểu thức của F dựa vào     
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

=
∂
∂

N
y
F

M
x
F

 

       Sau đó  kết luận  F(x, y) = C. 
2.3.3 Thí dụ.   Hãy tìm nghiệm tổng quát trên khoảng  (a,b)  của phương trình vi phân     
          y – 3x2+ (x – 1)y’ = 0. Biết rằng  khoảng (a, b) không chứa 1. 

 Lời giải 
  Ta có                   (y – 3x2)dx+ (x – 1)dy = 0  hay   M dx+N dy = 0 , 
trong đó        M = y – 3x2 và N  = x – 1. 
   Dễ thấy N và  M có các đạo hàm riêng cấp 1 liên tục trên R2.  

  Đồng thời  ta có  
x
N

y
M

∂
∂

=
∂
∂  ( vì cùng  bằng 1). 

   Do đó tồn tại hàm F xác định trên trên R2 thỏa 
                             dF(x, y) = (y – 3x2)dx+ (x – 1)dy 
  – Ta xác định F như sau 

                             

23

1

∂⎧ = −⎪ ∂⎪
⎨∂⎪ = −
⎪ ∂⎩

   (*)

        (**)

F y x
x
F x
y

 

(**)⇒  F(x,y) = (x – 1)y + g(x)   và    F(x,0)=g(x). 
Kết hợp với (*) ta có 

   '( ) ( , ) 20 3∂
= = −
∂
Fg x x x
x

 ⇒  g(x) = – x3 + k, với k là hằng số. 

Chọn  k = 0,   ta được   F(x, y) = (x – 1)y – x3. 
– Vậy   phương trình vi phân ban đầu tương đương với    
                             (x – 1)y – x3 = C.  
 
Bài tập: Từ bài tập 46 tới bài tập 59 (ở cuối chương 1). 
 
 2.4. Phương trình vi phân đẳng cấp ( thuần nhất). 

Phương trình  vi phân ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
x
yh'y , với h là hàm theo một biến 

x
yu = ,  được gọi là phương trình vi 

phân đảng cấp. 
Chú thích    
− Hàm f(x,y) được gọi là hàm thuần nhất bậc k nếu    f(tx,ty)= tk f(x,y)  với mọi số thực t. 
 Thí dụ :   2 2( , ) 3 2 5f x y x xy y= − +   là hàm thuần nhất bậc 2.    
− Nếu M và N là các hàm số thuần nhất có cùng bậc k thì phương trình  sau  là phương trình vi phân 
đẳng cấp :                               M(x,y)+N(x,y)y’=0 .  
 

2.4.1. Phương pháp giải.   Phương pháp giải phương trình ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
x
yh'y  như sau: 

Bước 1 ( đổi biến)  

  Đặt 
x
yu =  thì y = ux và y' = u'x + u.  

  Khi đó, phương trình vi phân trở thành  
                                  u'x + u = h(u) 
                                        xu' = h(u) – u 
Bước 2 (  tách biến) 
  
 

                
x
1

u)u(h
'u

=
−

. 
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       ∫ ∫=
−

dx
x
1du

u)u(h
1 . 

Phương trình sẽ có dạng sau    
               H(u) = n⏐x⏐ + C 

             H Cxln
x
y

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . 

2.4.2. Thí dụ.   Hãy giải phương trình vi phân  2

2

x
xy2y'y +

=  trên miền (1,+∞). 

Lời giải 
Phương trình vi phân tương đương là 

                                                           
x
y2

x
y'y

2
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

Đặt     u = 
x
y  thì  y = ux và y' = u'x + u. 

Phương trình vi phân trở thành 
                            u'x + u = u2 + 2u 
                                 xu' = u2 + u 

                            
x
1

uu
'u

2 =
+

                         

                     ∫ ∫=+
dx

x
1du

uu
1

2   

               ∫ ∫=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
− dx

x
1du

1u
1

u
1  

          n⏐u⏐ – n⏐u +1⏐ = n⏐x⏐ + n C ,   với C là hằng số tùy ý. 

                            
1

un n Cx
u

=
+

   

                                 
1

u Cx
u

= ±
+

 

                                 
1

u kx
u

=
+

         , với k là hằng số tùy ý. 

                                
1

y
x kxy

x

=
+

 

                              y kx
y x

=
+

 

                            2(1 )kx y kx− =  

                               
2

1
kxy

kx
=

−
      (*) 

Chú thích:   Kết quả (*)  chưa hòan chỉnh  
Bài tập: Từ bài tập 60 tới bài tập 70 (ở cuối chương 1). 
 
2.5. Đạo hàm là hàm số theo biến ax + by 
Xét phương trình vi phân có dạng  
                                          y' = h(ax + by) , 
 trong đó a và b là hằng số khác 0.  
2.5.1. Phương pháp giải     
Đặt    u = ax + by, ta có  

      u' = a + by'    hay    y’=
b

au −'
. 

Phương trình y' = h(ax + by)    trở thành   
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           )u(h
b

a'u
=

−  

                  u' = a + bh(u) 
Đưa về phương trình vi phân dạng tách biến         

                            1
)u(bha

'u
=

+
 

                   ∫ +
du

)u(bha
1  = x +C 

                                     H(u) = x + C 
                             H(ax+by) = x + C 

2.5.2. Thí du. Hãy giải phương trình vi phân     y' = x –y +1 + 1
y x−

  . 

 
Lời giải. 

Đặt      u = y – x  , ta có  
        u' = y' – 1  hay        y' = u' + 1 
 
Phương trình vi phân trên trở thành 

                    u' + 1 = u + 1 + 1
u

  

     hay                u' = u  + 1
u

  

              2 ' 1
1

u u
u

=
+

              hay         2 1
u du dx

u
=

+
 

           2 1
u du dx

u
=

+
∫ ∫       hay       2

1 2
2 1

u du dx
u

=
+

∫ ∫  

           21ln 1
2

u x k+ = + ,                        với k là hằng số tùy ý. 

             ( )2ln 1 2 2u x k+ = +          

                  2u +1 2 2 2 2x k k xe e e+= = . 
                  2u +1 2xCe=   với C là hằng số dương  tùy ý.  
            ( )2y-x +1 2xCe=       
    
Bài tập: Từ bài tập 71 tới bài tập 75 (ở cuối chương 1). 
 
2.6. Phương trình vi phân Bernoulli 
  Xét phương trình có dạng     
                                  y' + P(x)y = Q(x)yn ,  
trong đó P, Q là các hàm số liên tục trên khoảng (a, b) và n là số thực. 
  Phương trình này được gọi là phương trình vi phân Bernoulli. 
2.6.1.Phương pháp giải 
• Trường hợp n = 0 hay n = 1: Phương trình trên có dạng là phương trình vi phân tuyến tính cấp 1. 
Phương pháp giải đã trình bày trong đoạn 2.3. 
• Trường hợp n ≠ 0 và n ≠ 1: 
Xét           y'+ P(x)y = Q(x)yn 
                     y–ny' + P(x)y1–n = Q(x) 
 Đặt   u = y1–n thì u' = (1 – n)y–ny' . Khi đó, phương trình trên trở thành 

            
n−1

1
u’ +  P(x)u = (1 – n) Q(x) 

           u' + (1 – n) P(x)u = (1 – n) Q(x) 
 Ta đã đưa về  dạng phương trình vi phân tuyến tính cấp 1, phương pháp  giải của phương trình này đã 
được trình bày trong đoạn 2.3. 
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2.6.2.Thí dụ. Hãy giải phương trình vi phân y' – 5y = – 3xy
2
5  trên R. 

Lời giải 
Chia 2 vế cho y3, ta được 

          y–3y' – 5y–2 = x
2
5

− . 

 Đặt     u = y–2 thì u' = – 2y–3y'. Phương trình trên trở thành 
 

          '1 55
2 2

− − = −u u x  

             ' 10 5+ =u u x  
Phương trình này có dạng  phương trình vi phân tuyến tính cấp 1, ta tìm được 

                 u = x10Ce
20
1

2
x −+−  

               x10
2

Ce
20
1

2
x

y

1 −+−=    (*). 

Chú thích:    y≡ 0  là một nghiệm của phương trình vi phân nhưng (*) không chưa nghiệm này.  
Bài tập: Từ bài tập 76 tới bài tập 80 (ở cuối chương 1). 
 
2.7. Một dạng phương trình đưa về dạng đẳng cấp 

Xét phương trình vi phân dạng            
222

111
cybxa
cybxa'y

++
++

=  

2.7.1. Phương pháp giải 
α) Trường hợp  a1b2 = a2b1. 
Lúc đó tồn tại hằng số k thỏa a1 = ka2 và b1 = kb2. 

Do đó                 )(
)(

' 22
222

122 ybxah
cybxa

cybxak
y +=

++
++

=  

    Ta thấy y' là hàm số theo biến u = a2x + b2y, phương pháp giải phương trình dạng này đã trình bày 
trong đoạn 2.5. 
β) Trường hợp a1b2 ≠ a2b1 
• Nếu c1 = c2 = 0, phương trình vi phân trên trở thành  

                          
ybxa
ybxa

y
22

11'
+
+

=        ⇔   

x
yba

x
yba

'y
22

11

+

+
= . 

   Phương trình này có dạng phương trình đẳng cấp, phương pháp giải  như trong  đoạn 2.4. 
• Nếu c1 ≠ 0 hay c2 ≠ 0, gọi (h, k) là nghiệm số của hệ phương trình bậc nhất       

                                     
⎩
⎨
⎧

=++
=++

0
0

222

111

cybxa
cybxa

, 

 Như thế,  (h,k) thỏa     
⎩
⎨
⎧

=++
=++

0ckbha
0ckbha

222

111 ⇔ 
⎩
⎨
⎧

−−=
−−=

kbhac
kbhac

222

111 . 

 Khi đó  
)()(
)()(

22

11

2222

11111

222

111

kybhxa
kybhxa

kbhaybxa
kbhaybxa

cybxa
cybxa

−+−
−+−

=
+−+
−−+

=
++
++

. 

 Đặt X = x – h và Y = y – k ta được       
)()(
)()(

'
22

11

kybhxa
kybhxa

y
−+−
−+−

=    ⇔     
YbXa
YbXa

dX
dY

22

11
+
+

=  

 Phương trình có  dạng phương trình  đẳng cấp , phương pháp giải đã được trình bày trong đoạn 2.4. 
2.7.2. Thí dụ  Hãy giải phương trình vi phân        ( )2 ' 3 6x y y x y+ + = − −  trên R. 

Lời giải. 
Giả sử x+y+2 ≠ 0. 
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Hệ phương trình 
⎩
⎨
⎧

=++
=−−
02
063

yx
yx

 có nghiệm là  
⎩
⎨
⎧

−=
=

3
1

y
x

 

Đặt X = x – 1 và Y = y + 3  thì  
dx
dy

dX
dY

= . Khi đó, phương trình trở thành 

 

)3y()1x(
)3y()1x(3'y

++−
+−−

=     ⇔  
YX
YX3

dX
dY

+
−

=  

Theo phương pháp giải phương trình vi phân dạng đẳng cấp, ta đặt u là hàm số thỏa  Y = uX.   

Từ Y=uX, ta suy ra  uX
dX
du

dX
dY

+= . 

Chuyển Y qua u, phương trình vi phân trở thành 

                
u1
u3u

dX
duX

+
−

=+  

                     u
u1
u3

dX
duX −

+
−

=  

                     
1u

3u2u
dX
duX

2

+
+−−

=  ( phương trình có dạng tách biến). 

       dX
X
1du

3u2u
1u

2 −=
−+

+  

  ∫ ∫−=
−+

+ dX
X
1du

3u2u
)1u(2

2
1

2  

    1
2 CXln3u2uln

2
1

+−=−+ , với C1 là hằng số. 

    ln⏐u2 + 2u – 3⏐ = – 2ln ⏐X⏐ + ln C2   ( với 12
2

CeC = ) 
    ln⏐u2 + 2u – 3⏐ = ln ⏐C2X–2⏐    
           u2 + 2u – 3 = ± C2X–2 

                   2

2

)1x(
1C3

1x
3y2

1x
3y

−
=−

−
+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+  ( với C là hằng số) 

   (y + 3)2 + 2(x – 1) (y + 3) – 3(x – 1)2 = C 
Bài tập:    Bài tập 81 và bài tập 82 (ở cuối chương 1). 
 
 
2.8. Phương trình có thể đưa về dạng vi phân toàn phần. 
Phương pháp này luộm thuộm, chỉ nên áp dụng khi các phương pháp khác thất bại. 
 
– Xét phương trình    M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0   hay  phương trình    M(x,y)+N(x,y)y’=0 , 

trong đó  ),(),( yx
x
Nyx

y
M

∂
∂

≠
∂
∂ . 

 Phương trình trên chưa  là  phương trình vi phân toàn phần.  Ta sẽ biến đổi và đưa về dạng phương 
trình vi phân toàn phần như trong đoạn 2.3 . 
  

  Ta sẽ dùng ký hiệu My  thay cho  
y

M
∂
∂ , và dùng ký hiệu Nx thay cho 

x
N
∂
∂ .  

2.8.1. Phương pháp giải. 
 Xét  phương trình vi phân    M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0  với  My ≠ Nx. 
 Nhân hai vế của phương trình  cho một hàm μ(x, y) ( luôn khác 0 trên miền đang xét), ta được  
                         μ(x, y)M(x, y)dx + μ(x, y)N(x, y)dy = 0                                          (*) 
  Hàm μ được chọn sao cho (*) có dạng phương trình vi phân toàn phần. 
  Hàm μ trong phương pháp này được  gọi là thừa số tích phân. 
 
Sau đây là định lý liên quan tới việc chọn thừa số tích phân μ. 
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2.8.2. Định lý 
 Xét phương trình vi phân    M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 và My ≠ Nx. Khi đó: 

a)  Nếu ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

N
NM xy  liên tục và chỉ phụ thuộc x (không phụ thuộc y), khi đó một thừa số tích phân 

của phương trình trên là   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=μ ∫ dx

N
NM

exp)x( xy  

 (hằng số xuất hiện khi tính nguyên hàm  được chọn tùy ý và thường được chọn bằng 0). 

b)  Nếu ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

M
MN yx  liên tục và chỉ phụ thuộc y (không phụ thuộc x), khi đó một thừa số tích phân 

của phương trình trên là ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=μ ∫ dy

M
MN

exp)y( yx  

(hằng số xuất hiện khi tính nguyên hàm được chọn tùy ý và thường được chọn bằng 0). 
Chứng minh 

Ta thấy μMdx + μNdy là vi phân toàn phần nếu 2 tính chất  sau đúng: 
        i) Các đạo hàm riêng phần cấp 1 của μM, μN liên tục 

        ii) )N(
x

)M(
y

μ
∂
∂

=μ
∂
∂  

Tính chất (i) thường thường đúng. Sau đây ta tìm cách chọn μ dựa vào tính chất (ii). 
Hệ thức (ii) tương đương với  
                        μyM + μMy = μxN + μNx 
                        μyM – μxN = μ(Nx – My)       (**) 
Việc xác định μ dựa vào (*) thường khó khăn, do đó người ta chỉ xét hai trường hợp đặc biệt như sau: 
•  Trường hợp μy = 0 ( tức hàm μ  chỉ phụ thuộc 1 biến x ). 
Phương trình  (**) trở thành phương trình vi phân với hàm cần tìm là μ  

                0 – μxN = μ(Nx – My) ⇔   μx = μ
N

NM xy −
 

  Phương trình trên có dạng phương trình vi phân tuyến tính cấp 1, theo kết quả trong đoạn 2.3 thì một 

nghiệm của phương trình này là       ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=μ ∫ dx

N
NM

exp)x( xy . 

    Giả sử  
N

NM xy −
 chỉ phụ thuộc biến x ( không phụ thuộc biến y). Khi đó ta chọn  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=μ ∫ dx

N
NM

exp)x( xy , dễ thấy μ  thỏa phương trình (**). 

   Tính chất (a) của định lý đã được chứng minh. 
• Trường hợp μx = 0 (tức hàm μ  chỉ phụ thuộc 1 biến x ). Từ (*) ta có μyM = μ(Nx – My) 
  Phương trình  (**) trở thành phương trình vi phân với hàm cần tìm là μ  

                        μyM –0 = μ(Nx – My)     ⇔     
M

MN yx
y

−
μ=μ  

  Phương trình trên có dạng phương trình vi phân tuyến tính cấp 1, theo kết quả trong đoạn 2.2 thì một 

nghiệm của phương trình này là        ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=μ ∫ dy

M
MN

exp)y( yx . 

 Giả sử  
N

NM xy −
 chỉ phụ thuộc biến y ( không phụ thuộc biến x). Khi đó ta chọn  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=μ ∫ dy

M
MN

exp)y( yx , dễ thấy μ  thỏa phương trình (**). 

  Tính chất (b) của định lý đã được chứng minh. 
2.8.3. Thí dụ   Hãy giải phương trình vi phân   y(1 + xy)– xy’ = 0 trên miền (0,+∞). 

Lời giải 
– Phương trình vi phân có dạng     M + Ny’ = 0  ⇔  Mdx+ Ndy=0 , với M= y(1 + xy) và N=-x. 
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Ta có 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=−
∂
∂

=

+=+
∂
∂

=

1)x(
x

N

xy21)xyy(
y

M

x

2
y

 

 Do   My ≠ Nx  nên ta  sẽ tìm thừa số tích phân μ . 
 Ta có  My – Nx = (1 + 2xy) – (– 1) = 2 (1 + xy). Chia biểu thức này lần lượt cho M và N, ta thấy việc 
chia cho M cho ra kết quả đặc biệt. 

  Ta có   
yxyy

xy
M

NM xy 2
)1(
)1(2
=

+
+

=
−

 ⇒  
y
2

M
MN yx −

=
−

  ( chỉ chứa biến y, không chứa  x). 

Chọn thừa số tích phân  kyln2edy
y
2exp)y( +−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=μ ∫ 2y

1
=   ( k được chọn bằng 0). 

– Nhân hai vế của phương trình ban đầu cho 2y
1  ta được phương trình dạng vi phân toàn phần                                      

                             01
2 =−

+ dy
y
xdx

y
xy

 

 Dựa vào  

          

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=
∂
∂

+
=

∂
∂

2),(

1),(

y
xyx

y
F

y
xyyx

x
F

     ,      

 ta tìm được  
2

),(
2x

y
xyxF += . 

Phương trình vi phân trở thành 

                   dF(x,y) = 0  ⇔ F(x, y) = C1 ⇔ 1

2

2
Cx

y
x

=+  

 
2.8.4. Thí dụ   Hãy giải phương trình vi phân  (2x2 + y)dx + (x2y – x)dy = 0  trên miền (0,+∞). 

Lời giải 
– Phương trình vi phân có dạng  Mdx + Ndy = 0  với M=2x2 + y và N= x2y – x. 

Ta có            
y

My ∂
∂

=  (2x2 + y) = 1  và    
x

Nx ∂
∂

=  (x2y –x) = 2xy – 1. 

 Do My khác Nx nên ta sẽ tìm thừa số tích phân μ. 
 Ta có  My – Nx = 1 – (2xy – 1) = 2(1–xy). Chia biểu thức này lần lượt cho M và N, ta thấy việc chia 
cho N cho ra kết quả đặc biệt. 

      
x
2

)1xy(x
)xy1(2

N
NM xy −

=
−

−
=

−
 

      Chọn   ( ) 2xxln2expdx
x
2exp)x( −=−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=μ ∫ . 

(hằng số xuất hiện khi tính nguyên hàm đã được chọn bằng 0). 

– Nhân hai vế của phương trình vi phân ban đầu cho 2x
1   ta được phương trình dạng vi phân toàn 

phần như sau:                        0dy
x
1ydx

x
y2 2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ . 

Dựa vào                 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=
∂
∂

+=
∂
∂

x
yyx

y
F

x
yyx

x
F

1),(

2),( 2

             , 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Toaùn GIẢI TÍCH A4          GV Nguyeãn Thanh Vuõ- 2009                           Trang 13 

 

 

 ta tìm được  F(x, y) = 
2
y

x
yx2

2
+−  

Phương trình vi phân trở thành 
dF(x,y) = 0 ⇔ F(x, y) = C 

                 ⇔ 2x C
2
y

x
y 2

=+−   với C là hằng số. 

Bài tập:  Bài tập 83 và bài tập 84 (ở cuối chương 1). 
 
3.  PHƯƠNG TRÌNH ĐÃ GIẢI RA  ĐỐI VỚI ĐẠO HÀM 
  3.1 Giới thiệu bài toán điều kiện đầu. 
Cho (xo,yo) thuộc một miền  D trong R2. Hàm f là hàm hai biến xác định trên miền D. Bài toán 
(P)  được quan tâm  trong đoạn  này là tìm nghiệm của phương trình vi phân 
                                      ),(/ yxfy =                             (3.1.a) 
và nghiệm này thỏa điều kiện đầu  
                                       oo yxy =)(                                   (3.1.b) 
−  Nghiệm y là hàm thực  theo  biến x và xác định trên một khoảng I nào đó trong R. 
−  Ý nghĩa hình học của điều kiện đầu y(xo)=yo là đường cong tích phân qua điểm (xo,yo).  
Chú thích:    −  Miền D trong chương  này được hiểu là tập mở liên thông trong R2. 
                    −  Phương trình (3.1a) được gọi là phương trình đã giải ra đối với đạo hàm.  
                    −  Bài toán đòi hỏi đường biểu diễn của nghiệm qua một điểm  cho trước  như trong bài 
toán (P) được gọi là bài toán Cauchy. 
 
3.2. Định lý về sự tồn tại duy nhất nghiệm 
3.2.1 Định lý 
  Xét bài toán   

                                         
/ ( , )
( )

⎧⎪ =
⎨

=⎪⎩ o o

y f x y
y x y

        (P) 

 
  Giả sử 
i)    D là  hình chữ nhật [xo – a, xo + a] × [yo – b, yo + b], với a và b là các số dương.  
ii)   Hàm hai biến f liên tục trên D. 

iii)  Đạo hàm riêng 
y
f

∂
∂  tồn tại và liên tục trên D. 

   
Khi đó,  bài toán trên có nghiệm duy nhất y = y(x) trên đoạn xo – δ ≤ x ≤ xo + δ,  

trong đó δ = min 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

M
b,a  với M là một chặn trên của f trên  D. 

3.2.2 Chú thích 
   Do D là  tập đóng và bị chặn trong R2 , đồng thời f liên tục trên D nên chặn trên M tồn tại (hữu 
hạn). 
Bài tập:  Bài tập 85 ( ở cuối chương 1). 
Bài tập:   Bài tập 86 tới 104 
Bài tập:   Từ bài tập 105 tới bài tập 118  chỉ dành cho sinh viên giỏi. 
 
3.3  Ý nghĩa hình học của bài toán (P) trong 3.1   
  Tại mỗi điểm trong miền D, tồn tại một đoạn thẳng  nhận điểm đó là trung điểm và có hệ số góc là 
f(x,y). Tập hợp tất cả các đoạn thẳng này được gọi là trường hướng đối với đường cong tích phân. 
Nếu đường cong tích phân qua điểm (x,y) thì đạo hàm  tại đó bằng f(x,y), tức đường cong tích phân 
tiếp xúc với đoạn thẳng của trường hướng. 
  Đường cong tích phân ứng với bài toán (P) là đường cong qua điểm   (xo, yo) và tiếp xúc  đoạn thẳng 
của trường hướng tại mỗi điểm mà đường cong này đi qua.   
 
 
 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


 GV. Nguyeãn Thanh Vuõ-  2009            Toùan Giải Tích A4                                       Trang 14 

 

 
3.4 Phương pháp đồ thị  

     Xét bài toán (P) trên miền D như trong đoạn  3.1:                    
0 0

y'=f(x, y)
y(x )=y
⎧
⎨
⎩

 

Phương pháp đồ thị được dùng để vẽ đường cong tích phân mà không cần giải ra nghiệm     y = y(x). 
Phương pháp  này  gồm các  bước sau: 
a) Vẽ các điểm (x, y) phân bố đều trong miền D với mật độ càng cao càng tốt, tập hợp các điểm này 
được gọi là tập V. Tại mỗi điểm (x, y) của tập V,  ta vẽ một đoạn thẳng ngắn  có hệ số góc  là f(x, y),   
đoạn thẳng này đặc trưng cho trường hướng tại điểm (x,y). Các đoạn thẳng này cho ta hình ảnh một 
trường hướng. 
b) Từ (xo,yo),  vẽ đường cong  liên tục sao cho tính chất sau được thỏa: 
      Tại các điểm thuộc tập V mà đường cong đi qua, đường cong  tiếp xúc với  đoạn thẳng  đặc trưng 
cho  trường hướng tại  điểm đó. 
Bài tập:   

 Xét  bài toán (P) 
⎧
⎨
⎩ 1

   y'=x-y
y(0)=

 

   a)   Hãy dùng phương pháp đồ thị để vẽ đường cong tích phân của bào tóan trên. 
b)   Hãy giải bài tóan này dựa theo định lý  về  phương trình vi phân cấp 1 tuyến tính. 
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BÀI TẬP CHƯƠNG 1 

Hãy tìm nghiệm của phương trình vi phân bằng phương pháp tách biến 

1) = 2dy xy
dx

  Đáp số: =
2xy ke  

2) ( )−= =23 , 0 2ydy x e y
dx

 Đáp số: y = ln (x3 + e2) 

Chú thích: Miền xác định của nghiệm trên là 
⎛ ⎞
− + ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
3 ;e  

3) ( )= +22 1dy x y
dx

 Đáp số: y = tg (x2 + C) 

Chú thích: Hàm số ở đáp số không xác định khi x2 + C = 
π
2
k  

4) ( )+ − =1 0x dy ydx  Đáp số: y = C (1 + x) 

5) −
=

dy x
dx y

 Đáp số: x2 + y2 = C2 

6) = − = −; (4) 3dy x y
dx y

 Đáp số: = − − − < <225 ; 5 5y x x  

7) = −2 4dy y
dx

 Đáp số: 
−

=
−

4

4

12
1

x

x

cey
ce

 

8) ( ) ( )− = =2 cos 2 , 0y ydye y x e sin x y O
dx

 Đáp số: ey + ye-y + e-y= 4 -2cos x 

9) = tdx te
dt

  Đáp số: x = -ln
⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2
tc  

10)  ( )−+ = +4 4tdy y y e
dt

                 Đáp số: y = ( )−− te
c e  

11) ( )= +2 21dx r x
dr

 Đáp số: x = tg 
⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

3

3
r C  

12)  ( )+ = =22 ; 0 1ds s st s
dt

 Đáp số: 
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠=

3
2

3
t t

s e  

13) ( )+ = =2 2 0; 1 3dyx y y
dx

 Đáp số: =
−

3
4 3
xy
x

 

14)  yy’= ex  Đáp số: = ± +xy 2e C  

15) ( ) ( )+ = =xe x ' 1 1; x 0 1  Đáp số: 
−⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠t

1 ex ln 1
e

 

16) =
dy sin5x
dx

 Đáp số: = − +
1y cos5x C
5

 

17) + =3xdx e dy 0  Đáp số: −= +3x1y e C
3

 

18) += 3x 2ydy e
dx

 Đáp số: −− = +2y 3x3e 2e C  

19) ( ) ( )− −+ + + =
2 3y y x xe 1 e dx e 1 e dy 0  Đáp số: ( ) ( )− −

+ + + =
2 1x ye 1 2 e 1 C  
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20) + − −
=

− + −
dy xy 3x y 3
dx xy 2x 4y 8

 Đáp số: ( ) ( )+ = +5 5x yy 3 e c x 4 e  

21) = − 2dy x 1 y
dx

 Đáp số: y = sin ⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

21 x C
2

 

22) ( ) π⎛ ⎞= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2dx 4 x 1 ; x 1
dt 4

 Đáp số: 
π⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
3x tg 4t
4

 

23) ( )= − − = −2 dyx y xy; y 1 1
dx

 Đáp số: 
⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠=

11
xxy e  

24) 
( )

( )+
= =

− 2
dy 2 sin x ; y 0 2
dx 3 y 1

 Đáp số: ( )= + − +
1
3y 1 2x cosx 2  

25) ( )−
= =

− +

3

4 2

x y yy' ; y 0 1
y y 1

 Đáp số: − + = − −4 2 4y 2y 4 ln y x 4x 1 

Hãy đưa về dạng phương trình vi phần tuyến tính cấp 1 và tìm nghiệm. 
26)  y’ + 3y = 3 Đáp số: y = Ce-3x 

27) ( )= − =
dy 2xy; y 1 1
dx

 Đáp số: −=
21 xy e  

28) y' = y + x2;  y(0) = 1 Đáp số: y = 3ex-(x2+2x+2) 
chú thích ( )− −= − + +∫ 2 x 2 xx e dx x 2x 2 e  

29) ( )= − =
dx x 1; x 0 1
dt

 Đáp số: x = 1 

30) − =
dy 7y x
dx

 Đáp số: = − − −7x x 1y Ce
7 49

 

31) − = +2dy y x 2
dx

 Đáp số: = − − −x 2y Ce x 2x 4  

32) − =
dy 3y 6
dx

 Đáp số: = − + 3xy 2 Ce  

33) − = 4 xdyx 4y x e
dx

 Đáp số: = − +5 x 4 x 4y x e x e cx  

34) ( )− + =2 dyx 9 xy 0
dx

 Đáp số: =
−2

Cy
x 9

 

35) ( )+ = =
dy y x; y 0 4
dx

 Đáp số: −= − + xy x 1 5e   

36) ( )+ =
dy y f x
dx

với ( )
≤ ≤⎧

= ⎨ >⎩

1, 0 x 1
f x

0, x 1
 và y(0) = 0 

Đáp số: 
( )

−

−

⎧ − ≤ ≤⎪= ⎨
− >⎪⎩

x

x

1 e ; 0 x 1
y

e 1 e ; x 1
 

37) + = 3xdy y e
dx

 Đáp số: −= +3x x1y e ce
4

 

38) + =2x y ' xy 1  Đáp số: − −= + >1 1y x ln x cx ;x 0  

39) − = 2dyx y x sin x
dx

 Đáp số: = − >y cx x cosx; x 0  
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40) x2y’ + x(x+2)y = ex Đáp số: −= + >x x
2 2

1 Cy e e , x 0
2x x

 

41) ydx-4(x+y6)dy = 0  Đáp số: x = 2y2 + cy2, y > 0 

42) cosx ( )+ =
dy sin x y 1
dx

 Đáp số: 
π π

= + − < <y sin x ccosx; x
2 2

 

43) xy’ + y = ex; y (1) = 2 Đáp số: 
−

= + >
xe 2 ey ; x 0

x x
 

44) ( ) ( )+ + = =
dyx 1 y ln x; y 1 10
dx

 Đáp số: (x+1)y = xlnx – x + 21;x > 0 

45) + = = o
diL Ri E, i(0) i
dt

 với L, R, E, io là các hằng số  

 Đáp số: 
−⎛ ⎞= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

Rt
L

0
E Ei i e
R R

 

   Hãy tìm nghiệm của mỗi phương trình vi phân sau nếu có dạng vi phân toàn phần . 
46) 22xydx (x 1)dy 0+ − =  Đáp số 2 0x y y− =  
47) − + − + =2y 2y[e y cos(xy)]dx [2xe x cos(xy) 2y]dy 0   
 Đáp số − + + =2y 2xe sin(xy) y c 0  

48) −
= =

−

2

2

cos sin , (0) 2
(1 )

dy xy x x y
dx y x

 Đáp số 2 2 2(1 ) cos 3y x x− − − =  

49) + + + =2 2(2 2 ) (4 3 ) 0dyx y xy y
dx

 Đáp số + + =2 2 3x 2xy y C  

50) + + + =2(2xy 1) (x 4y)y ' 0  Đáp số + + =2 22x y x y C  
51) + + + + = = −2 2(2x 1 2y ) (4xy 3y )y ' 0,y(0) 1  Đáp số + + + = −2 3 22xy y x x 1 
52)  − + =22xy (4y xy)y ' 0   Không có dạng vi phân toàn phần 

53)  ( )+ + =x dye x y 0
dx

 Đáp số: + + =
2 2

x x ye C
2 2

 

54) ( )+ = +2x 4y y ' 2xy 1 Đáp số: Không có dạng vi phân toàn phần 

55) = −
dyz t
dx

 Đáp số: t2 + z2 = C 

56) ( )− = − −3 2 3 2dy dyx 3y x y 3x y y
dx dx

 Đáp số: − + =
2

3 3 yx y xy C
2

 

57) ( ) ( )+ − =x cos xy dy [y cos(xy) 2x]dx; y 1 2  Đáp số: sin (xy) – x2 = sin 2 – 1 

58) ( ) ( ) π⎛ ⎞+ − + + = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 y ydysin t t e 3 y cos  t 2te 0, y 0
dx 2

  

 Đáp số: y sint + t2ey - 3y = 
π2

4
 

59) ( ) ( )− − + =2 3 3 2 dy3t x x t 3x t 0
dx

 Đáp số: không có dạng vi phân toàn phần. 

  Hãy tìm nghiệm của mỗi phương trình sau nếu nó có dạng phương trình vi phân đẳng cấp. 

60) −
=

+
dy x y
dx x y

 Đáp số: − − =2 2x 2xy y C  
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61) ( )= − + =2 2 2dyx y xy x ;y 1 2
dx

 Đáp số: 
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

1y x 1
ln x 1

 

Hướng dẫn: ( )− −− =2 1v 1 dv x dx  với =
yv
x

 

62) ( )= −2 2 dyy xy x
dx

 Đáp số: − =
y ln y C
x

 

 Hướng dẫn =
−

du ux
dx u 1

 với =
yu
x

 

63) ( )+
= =

2 2dS t SS ; S 2 1
dt t

 Đáp số: ( )
⎡ ⎤⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

1
2 2t 1S t t ln

2 4
 

 Hướng dẫn: =
1udu dt
t

 với =
Su
t

 

64)  = + −
dy dyx 2y x 3
dx dx

    Đáp số: Không có dạng đẳng cấp 

   

65)  ( ) −
=

cos xy 1dy
dx xy

    Đáp số: Không có dạng đẳng cấp 

  

66) = +
dxt t 2x
dt

 Đáp số: x = ct2 – t 

67) ( )+ + =2 2x y dy 2xydx 0  Đáp số: + =3 2y 3yx C  

68) ( )−
= =

−
dy y 6x ; y 0 1
dx 2x y

 Đáp số: ( ) ( )− + =
1 4
5 5y 3x y 2x 1  

69) ( ) ( )− + + = = −2 2 2dyx 4x xy y 0; y 1 1
dx

  

         Đáp số: 
⎡ ⎤−⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

1y 2xtg 2 ln x acrtg
2

 

70) ( )−
= =

+
dN t N ; N 0 2
dt t N

 Đáp số: + − =2 2N 2Nt t 4  

 
Hãy tìm nghiệm của mỗi phương trình sau nếu có dạng y’ = h (ax +by) với a và b là các hằng 
số. 

71) ( ) ( )= − + − =2dy 2x y 7; y 0 0
dx

 Đáp số: 
( )−

= +
+

6x

6x

3 1 e
y 2x

1 e
 

72) ( )− + + =2dy x y 1 dx 0  Đáp số: ( )= − − + +y x 1 tg x C  

73) ( )= + − +dy 2 y 2x 3 dx  Đáp số: ( ) ( )− + = + 24 y 2x 3 x C  

74) ( )= +2dy tg x y
dx

 Đáp số: 2y – 2x + sin2(x + y) = C 

75) ( )= + +
32dy 2x y 1

dx
 Đáp số: Không có dạng y’ = h(ax = by) 
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  Hãy tìm nghiệm của mỗi phương trình vi phân sau nếu nó có dạng phương trình vi phân 
Bernoulli 

76) + = 2 2dyx y x y
dx

 Đáp số: =
− +2

1y
x cx

 

Hướng dẫn: + = 2dy 1 y xy
dx x

 có dạng Bernoulli với n = 2 

77) + = 2

dy 1x y
dx y

 Đáp số: y3 = 1 + cx-3 

78) ( )= −3dy y xy 1
dx

 Đáp số: − = + +3 3x1y x ce
3

 

79) + =2 2dyt y ty
dt

 Đáp số: =
t
ye ct  

80) ( )− = =2 4dy 1x 2xy 3y ; y 1
dx 2

 Đáp số: − − −= − +3 1 69 49y x x
5 5

 

 

  Hãy tìm nghiệm của mỗi phương trình vi phân sau nếu nó có dạng 1 1 1

2 2 2

a x+b x+cy'=
a x+b x+c

 với a1, 

a2, b1, b2, c1, c2 là các hằng số. 
 

81) ( )− +
= =

− +
dy 4x 3y 13; y 0 1
dx x y 3

 

 Hướng dẫn: Đặt x = t – 4; y = u – 1 

 ( )−
= =

−
du 4t 3u ; u 4 2
dt t u

 

 ( )+
= − −

− −
x 4 ln c y 2x 7

y 2x 7
 với 

−
=

2
31C e

6
 

82)  ( )− +
=

− +
4x 3 y 1dy

dx 2x 3y 2
      Đáp số: Không có dạng như đề bài yêu cầu. 

 
  Hãy dùng thừa số tích phân để đưa về dạng vi phân toàn phần và tim nghiệm của các 
phương trình vi phân sau: 
83)  ( )− + =2 2x y 2xyy' 0  

                          Hướng dẫn:  
Phương trình có dạng M dx + Ndy = 0 

Ta có : 
− − −

= = −y xM N 2y 2y 2
N 2xy x

 

Chọn thừa số phân tích 

( ) ( )−⎛ ⎞μ = = − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ 2

2 1x exp dx exp 2ln x C
x x

 (chọn C thích hợp) 

Suy ra ( )⎡ ⎤− + =⎣ ⎦
2 2

2

1 x y dx 2xydy 0
x

 

⎛ ⎞
− + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

2

2

y 2y1 dx dy 0
x x
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+ =
2yx C

x
 

84)  ( )+ − =2y y x y ' 0  
              Hướng dẫn:  
Phương trình có dạng + =Mdx Ndy 0  

Ta có: 
− − −

= = −x yN M 1 1 2
M y y

 

Chọn thừa số tích phân 

( ) ( )⎛ ⎞−
μ = = − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ 2

2 1y exp dy exp 2ln y C
y y

(chọn C thích hợp) 

Suy ra ( )( ) ⎛ ⎞⎡ ⎤+ − = ⇒ + − =⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠
2

2 2

1 1 xydx y x dy 0 dx 1 dy 0
y y y

 

⇒ + =
xy C
y

 

Bài tập áp dụng định lý 3.2 về sự tồn tại duy nhất nghiệm  
85)   

       Cho  bài toán điều kiện đầu   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
+= −

0)0(y
ex'y

2y2
 

 a) Hãy chứng minh bài toán có nghiệm y = y(x) trên mọi đoạn I ⊂ R . 
 b) Hãy chứng minh bài toán có nghiệm y = y(x) trên  R . 

Hướng dẫn 
a) Bài toán điều kiện đầu có dạng 

                  
⎩
⎨
⎧

=
=

oo y)x(y
)y,x(f'y
  

Với f(x, y) = x2 + 
2ye− ,   xo = 0 ,   yo = 0. 

Xét a >0 và b >0, hai số a và b này sẽ được chọn chính xác sau. Gọi  [ ] [ ]bbaaD ,, −×−= . 

Ta thấy f liên tục trên D.  Vì 
y
fneânye2)y,x(

y
f 2y

∂
∂

−=
∂
∂ −  liên tục trên D. 

Do 
22( , ) , ( , )yf x y x e x y D−= + ∀ ∈  12 +≤ a , ta có M = 12 +a  là một chặn trên của f trên D.   

Khi đó 
12 +

=
a

b
M
b

.   Chọn b=a( a2+1)  thì a
M
b

=  

Gọi δ = min 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

M
ba, , thì δ=a .  

Theo định lý 3.2 thì bài toán trên có nghiệm duy nhất y = y(x) trên đoạn [-a,a]. Chọn a đủ lớn thì đoạn 
[-a,a] chứa đoạn I. Vậy bài toán có nghiệm duy nhất trên I. 
 
           Tương tự các bài tập từ 1 tới 84, trong các bài tập 86 tới 104 hãy tìm nghiệm trên miền 
I. 
       

86) ),0(I,
x

y1
'y

2
∞+=

−
=  Đáp số:  y = sin (ln⏐x⏐ + C)  

87) y' + x = x(y2 + 1) Đáp số: 2xC
2y
−

=   
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88) y' – (sinx) y = sin x Đáp số   y = Ce–cosx – 1 

89) (1 + x2) y' + xy = 2x1 +  Đáp số  y = 
2x1

Cx

+

+  

90)  xy' = – y + 1xy +  Đáp số  
x4

4)Cx(y
2 −+

=  

91)  y' = y + xy2   Đáp số  xCex1
1y

−+−
=  

92)  y' = 53

4324

x2xy
yxyx3y3

−

−+  Đáp số  C
y
x

x
3

x
y

23 =++  

93) 0xsiny
dx
dy3 =+  Đáp số  y = 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
xcos

Ce  

94) xy' + y = 2y' + 3x – 8  Đáp số  xy – Cy2x8
2
x3 2

=−−   (dạng vi phân toàn phần) 

95)  xdy + xydx = (1 – y)dx Đáp số 
x
1

xe
Cy x +=  

96)  1
dx
dy

y
x3y2

=
−  Đáp số  y3x = C

5
y5

+  ( tuyến tính theo x) 

97)  (2x + yexy) + (y + xexy)y' = 0 Đáp số  x2 + exy + C
2
y2

=  (vi phân toàn phần) 

98)  (x + ey)y' – 1 = 0 Đáp số  x = (y + C)ey 
  ( tuyến tính theo x) 

99) y' = ex+y
  , y(1) = 0 Đáp số  e–y + ex = 1 + e. ( tách biến)  

100)   y' = xy + 2x – y – 2 Đáp số  y = – 2 + 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−x

2
x2

Ce ( tách biến) 

101)  (t2 + y2) 0)t2y(t2
dt
dy

=++  Đáp số  y3 + 3yt2 + 4t3 = C (đẳng cấp)  

102)  y = 2(y2 + x)y' Đáp số  x = y2 (2ln⏐y⏐ + C) ( tuyến tính theo x) 

103)  1)0(y,
3yx
13y3x4'y =

+−
+−

=  

Hướng dẫn: Thế x = t – 4    ,   y = u – 1. 
ut
u3t4

dt
du

−
−

=    ,    u(4) = 2 

                  3
2

e
6
1Cvôùi)7x2y(Cln

7x2y
4x −

=−−=
−−

+  

 

104)    
2

2 2

x -1 -2y'- y=
x(x +1) x +1

 , ∞I=(0,+ )  

                                  Hướng dẫn 
Phương trình này  có dạng phương trình vi phân tuyến tính cấp 1. 

Ta có    ∫ ∫ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

+

−
=

+

+− dx
x
1

1x
x2dx

)1x(x
1x

22

2
k

1x

x
ln 2 +

+
= . 

Chọn P(x) 2ln
1

x
x

=
+

. 

Ta có  2ln( ) 1
2 1

x
P x x xe e

x
+= =

+
. 

Nghiệm của phương trình  là   

                      ( ) ( )
2

2( )
1

P x P xy x e e dx
x

− −
=

+∫                
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2 2

2 2 2 2

1 2 1 2( )
1 1 ( 1)

x x x xy x dx dx
x x x x x
+ − + −

= =
+ + +∫ ∫  

                  
2 2

2

1 1 1 1 1( )
1

x x Cy x C C Cx
x x x x x
+ + +⎛ ⎞= + = + = +⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

 
 Các bài tập từ 105 tới 112  là bài tập khó   
105) * 
Xét vấn đề tìm nghiệm của  phương trình vi phân      x (1 + x2) y' – y = 0 trên R . 
Một số sinh viên giải như sau: 
                    x(1 + x2)y' – y = 0  
Chia hai vế cho x(1 + x2) ta được  

                0y
)1x(x

1'y 2 =
+

− . 

    Đây là một phương trình vi phân tuyến tính cấp 1 thuần nhất. 

Ta có ∫ ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+

−
=

+

− dx
1x

x
x
1dx

)1x(x
1

22 k1xln
2
1xln 2 +++−= k

x
1xln

2
+

+
= . 

Chọn  P(x) = 
x

1xln
2 + . 

Ta thấy 

2 1ln
( )

2 1

x
xP x x

e e
x

+
−

− = =
+

 

Do đó  ( )

2 1
P x C x

y Ce
x

−= =
+

, với C là hằng số tùy ý. 

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình vi  phân là  

                        
2 1

Kxy
x

=
+

, với K là hằng số tùy ý. 

Hãy viết hòan chỉnh lời giải này. 
Hướng dẫn 

– Để tránh trường hợp x = 0, ta sẽ tìm nghiệm  trên miền (– ∞, 0) và nghiệm miền (0, + ∞). Sau đó 
suy ra nghiệm trên miền (– ∞, + ∞). 
– Xét D là miền (– ∞, 0) hoặc (0, + ∞).  Trên miền D, ta có 

x(1 + x2)y' – y = 0 ⇔ 0y
)1x(x

1'y 2 =
+

−        (*) 

Đây là một phương trình vi phân tuyến tính cấp 1. 

Ta có ∫ ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+

−
=

+

− dx
1x

x
x
1dx

)1x(x
1

22 k1xln
2
1xln 2 +++−= k

x
1xln

2
+

+
= . 

Chọn  P(x) = 
x

1xln
2 + . 

Ta thấy 

2 1ln
( )

2 1

x
xP x x

e e
x

+
−

− = =
+

. 

Do đó  
2 1

Cxy
x

=
+

 

Gọi y1 là nghiệm của phương trình vi phân trên miền (0, + ∞) và y2 là nghiệm trên miền     (–∞, 0) thì 
y1, y2 có dạng như kết quả trên nhưng giá trị hằng C có thể khác nhau. 
Ta ghép nối hai hàm số y1, y2 để có hàm số y xác định trên (– ∞, + ∞) như sau 
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x 0 1 2

⏐2  –  x⏐

ln⏐2  –  x⏐

2 1 0

–∞0ln  2

                

1 2

2 2

Kxy (x)= , x (- ,0)
x +1

y(x) y(0) , x=0
Cxy (x)= , x (0,+ )
x +1

⎧ ∈ ∞⎪
⎪⎪= ⎨
⎪
⎪ ∈ ∞
⎪⎩

 

Ta có 2 1
x 0 0
lim ( ) 0 lim ( ) 0

x
y x vaø y x

+ −→ →
= = ,  do đó chọn y(0) = 0 thì hàm y liên tục tại 0. 

– Ta có 

( )
C

1x

Clim)x(ylim
0x

0)x(y
lim

0x
0)x(ylim 2/320x

'
1

0x

1

0x0x
=

+
==

−
−

=
−
−

++++ →→→→
 

và 
( )

K
1x

Klim)x(ylim
0x

0)x(y
lim

0x
0)x(ylim 2/320x

'
2

0x

2

0x0x
=

+
==

−
−

=
−
−

−−−− →→→→
 

do đó đạo hàm y'(0) tồn tại nếu và chỉ nếu K = C, khi đó  y'(0) = C. 
– Để kiểm hàm y có thỏa phương trình vi phân tại x = 0, ta phải thế các giá trị x = 0, y(0), y'(0) vào vế 
trái của phương trình vi phân ban đầu, ta thấy 

        0C)01(0y'y)x1(x 0x
2 −+=−+

=
 = 0 

Vậy y thỏa phương trình vi phân khi x = 0. 
Tóm lại, nghiệm của phương trình vi phân trên (–∞, + ∞) là 

               ),(x,
1x

Cx)x(y
2

∞−∞∈∀
+

=  

        trong đó C là hằng số tùy ý. 
106) *  
   Hãy  tìm nghiệm của  phương trình vi phân      x(1 + x2)y' – (x2 – 1)y + 2x = 0  trên R . 

Hướng dẫn: 
      Giải tương tự bài 105, kết quả là  y(x)= - x.                                                                                               
107) * 
   Xét bài toán tìm nghiệm trên I như sau: 

          a) y' + 
2xe y = 1   ,   y(0) = – 1  

          b) xe  y' + (ln⏐2 – x⏐) y = 4    ,    y(1) = 2 
  Hãy tìm khoảng I lớn nhất mà bài tóan vẫn có nghiệm duy nhất. 
                                                     Hướng dẫn 
a) Phương trình có dạng tuyến tính cấp một. Các hệ số     là hàm liên tục trên (– ∞, ∞) nên I = (– ∞, + 
∞) 
b) Phương trình có dạng tuyến tính cấp một. 
  x  chỉ xác định khi x ≥ 0 
     Khi x = 1 thì ⏐2 – x⏐ = 1 
 
 
 
 
 

Khoảng I chứa 1 lớn nhất để xe  và ln ⏐2 – x⏐ liên tục là I = [0, 2). 
Vậy đáp số là I = [0, 2). 
108) *  
 Hãy tìm những đường  trực giao (orthogonal trajectories) với họ parabol y = mx2 , trong đó  m là 
tham số. 
Chú thích:   Đường cong (C) được gọi là đường trực giao với họ parabol y = mx2  nếu nó có tính chất 
sau:  Coi M là một điểm tùy ý thuộc (C), tồn tại m sao cho M thuộc parabol  y = mx2 , đồng thời tiếp 
tuyến của (C) và tiếp tuyến của parabol y = mx2 tại M vuông góc với nhau.    
    Lời  giải 
Coi (x, y) là điểm tùy ý trong mặt phẳng xOy 
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– Trường hợp x ≠ 0 và y ≠ 0: 
Gọi y1 = y1(x) là phương trình của parabol P1 qua (x, y). 
Gọi y2 = y2(x) là phương trình của đường trực giao C1 qua (x, y). 

Ta phải có C1 trực giao với P1 tại (x,y) tức là          /
2 /

1

1y (x)=-
y (x)

. 

Parabol P1 có phương trình y = mx2 nên y' = 2mx = 
x
y2x

x
y2 2 = . 

Do đó phương trình y = y(x) của C1 là nghiệm của phương trình vi phân  
y2
x'y −=  

Đưa về dạng tách biến      2yy' = – x  hay  ∫∫ −= dx)x(ydy2  

                                            C
2
xy

2
2 +−=  hay   C

2
xy

2
2 =+   (*) 

– Trường hợp x = 0 hay y = 0: 
Trường hợp này ứng với (x, y) nằm trên trục hoành hay trục tung. Nếu điểm (x, y) này không phải là 
gốc O thì không xét đường  trực giao do không có parabol nào qua (x, y). Điểm gốc  (0, 0) không 
thuộc các đường cong (*) và ta không cần quan tâm. 

– Kết luận: Họ các đường  trực giao với họ parabol y = mx2 là họ các ellip C
2
xy

2
2 =+  (với các C 

là tham số)  bỏ đi các điểm trên trục hoành và các điểm trên trục tung. 

109) *    Cho bài toán điều kiện đầu      
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

0)0(y
yx'y 3/1

 

             Hãy chứng minh bài toán có vô số nghiệm. 
Lời giải 

Xét phương trình vi phân                      y' = 3
1

yx                                               (1) 

− Trước hết ta áp dụng phương pháp tách biến . 

Giả sử hàm số y luôn khác 0. Chia hai vế cho 3
1

y  ta được               x'yy 3
1

=
−

 

                  1

2
3
2

C
2
xy

2
3

+=  hay   
3

1

2
2 C

3
2

3
xy ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=  

    
2/32

C
3
xy ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+±=                

 
− Kiểm trực tiếp tại phương trình vi phân (1), 
ta thấy hàm số dạng sau là nghiệm trên R của 
phương trình vi phân (1):                 

2/32
C

3
xy ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+±=  , với C là hằng số. 

− Dựa vào điều kiện đầu , ta định C như sau: 
  y(0)=0 ⇒  0 = ± (0 + C)3/2  ⇒ C = 0. 
Do đó, hai hàm số có phương trình sau là 
nghiệm trên R của bài toán đang xét:                 

                              
33

xy
3

±= . 

− Ngoài ra, hàm hằng y ≡ 0 cũng là nghiệm 
trên R của bài toán này. 

 

 
 
 

y

xO

y = 0
m

2/322

3
mxy ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
=

2/322

3
mxy

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
−=
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−  Sau đây, ta  sẽ chứng minh các hàm số dưới đây cũng là nghiệm trên R  của bài toán đang xét                          

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −

<

=
mx,

3
mx

mx,0

)x(y 2/322 ,   với  tham số m là số dương. 

  •  Trước hết ta thấy y(0) = 0, tức y thỏa điều kiện đầu của bài toán. 
  •  Trường hợp  x > m:   ta có 

                )x(xy
3
mxxx

3
2.

3
mx

2
3)x('y 3

1
2
1

222
1

22
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
=  

   •  Trường hợp  x < m:  ta có       y'(x) = )x(yx 3
1

     (do hai vế cùng bằng 0) 
   •  Trường hợp  x = m: 
         Ta có          y(m) = 0 và y liên tục tại x = m 

          Đạo hàm bên trái 0
mx

0lim
mx

)m(y)x(ylim
mxmx

=
−

=
−
−

−− →→
 

           Đạo hàm bên phải  0
3
mxxlim

mx
)m(y)x(ylim

2
1

22

mxmx
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
=

−
−

++ →→
 

           Do đó     y'(m) = 0.  Suy ra y'(x) = 3
1

xy (x) khi x = m  (do hai vế cùng bằng 0). 
  •   Vậy y = y(x) là nghiệm của bài toán. 
−  Vì m có thể vô số cách chọn, đồng thời mỗi m tương ứng với một nghiệm, do đó bài toán có vô số 
nghiệm. 
Chú thích: Ngoài các nghiệm trên, bài toán còn có các nghiệm khác, chẳng hạn như: 

      

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−

<

=
mx,

3
mx

mx,0

)x(y 2/322  

110) *          Xét bài toán trên I = [2, + ∞) như sau 

                 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

++−
=

1)2(y
2

y4xx'y
2

 

       a) Hãy chứng tỏ ϕ1(x) = 1 – x và ϕ2(x) = –
4
x2

 đều là     nghiệm của bài toán? 

       b) Tại sao định lý tồn tại và duy nhất nghiệm không     được áp dụng ? 
111) *  
          Tìm nghiệm trên [1,  +∞) của phương trình vi phân  
                y' – y – lnx = 0 ?  Có tồn tại nghiệm bị chặn không? 

Hướng dẫn: 

- Trước hết , hãy chứng minh phương trình này có nghiệm là  ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+= ∫ −

x

1

tx dttlneCey . 

  - Chứng minh nghiệm không bị chặn như sau: 
    Giả sử có nghiệm bị chặn, tức tồn tại C ∈ R và M ∈ R để hàm số sau bị chặn bởi M trên (1, + ∞). 
Khi đó, 

                   ∀x ∈ R, MdttlneCe
x

1

tx ≤⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+ ∫ −  
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                                        ∫ ≤+ −
x

1
x

t

e
MdttlneC . 

Suy ra            ∞→→⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+ ∫ − xkhi0dttlneC

x

1

t  . 

Do đó        ∫∫
∞

−
∞

− −=
1

t

1

t dttlneCvaøhaïnhöõutaïitoàntdtlne   

Suy ra :                 
1 1

ln ln
x

x t ty e e tdt e tdt
∞

− −⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫     lnx t

x

e e t dt
∞

−= − ∫                                      

Do ∫
∞

−

x

t dttlne  tồn tại hữu hạn nên ta có thể áp dụng công thức tính tích phân từng phần 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−−−= ∫

∞
−

∞
−

x

ttx dt
t
1)e(

x
tlneey = – ex ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+ ∫
∞

−− dt
t
1exlne

x

tx . 

      ∫
∞

−−−=
x

tx dt
t
1eexln  

mà ∫∫
∞

−−
∞

− ==≤
x

xxtx

x

tx 1e.edteedt
t
1ee . 

 
Do đó −∞=−=

∞→∞→
)xln(limylim

xx
. 

Điều này vô lý vì đang giả sử y bị chặn bởi M. 
Vậy không có nghiệm bị chặn. 
112) Giả sử có nguồn sáng đặt tại điểm O trên trục Ox. Hãy xác định hình dáng của gương  sao cho 

mọi tia sáng phản xạ trên gương ( ứng với tia tới phát xuất từ O ) đều cùng hướng với  Ox? 
                                                    Hướng dẫn  

Chọn O làm tốc tọa độ và hệ trục tọa độ xOy. 
Xét điểm tới M trên gương với tọa độ là (x, y). 
Tia tới và tia phản xạ tại M thỏa định luật phản xạ 
ánh sáng, theo hình vẽ thì ta có α = β với α là 
góc nhọn hợp bởi tia tới và tiếp tuyến của gương 
tại M, còn β là góc nhọn hợp bởi tia phản xạ và 
tiếp tuyến của gương tại M. 
 

 

Gọi θ là góc hợp bởi tiếp tuyến của gương tại M với trục Ox. 
Ta có β = θ (đồng vị), đồng thời α = β nên  θ = 2α = 2β. 
Hệ số góc của tiếp tuyến của gương tại M là y' = tgθ. 

Hệ số góc của OM là  
x
y

= tg ϕ = tg2θ. 

Đối với các vị trí khác của M ta cũng tìm được hệ phương trình 

                          
⎩
⎨
⎧

θ=
θ=

)2(x)2(tgy
)1(tg'y

 

mà  
θ−

θ
=θ 2tg1

tg22tg  nên x
)'y(1

'y2y 2−
= . 

Do đó              y(y')2 + 2xy' – y = 0. 

Giải phương trình bậc hai theo y', ta được hai nghiệm trái dấu  
y

yxx
'y

22 +±−
= . 

xx

y

Ox

θ

β

α

y

M
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Ta chỉ cần xét dáng gương ứng với y' > 0 nên chỉ xét  
y

yxx
'y

22 ++−
=   (3) 

Áp dụng phương pháp giải phương trình vi phân đẳng cấp, ta đặt  u =
x
y

 thì y = ux và 

 y' = u'x + u.    Phương trình vi phân (3) trở thành          

x
y

x
y11

'y
2

2
++−

=  

Do đó                  u'x + u = 
u

u11 2++−  

                                  
u

)u1(u1'xu
22 +−+

=  

Chuyển qua dạng phương trình tách biến 

          
x
1'u

u11u1

u
22

=
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−+

 

Trong tích phân trên ta nhận thấy nếu đặt 2u11W +−=  thì 
2u1

u
du
dW

+

−
=  , do đó 

   ∫∫ =− dx
x
1dW

W
1  hay   – ln ⏐W⏐ = ln⏐x⏐ + k 

    Suy ra          xe
W
1 k=   hay    

W
1  = k2x. Do đó     W = 

xk
1
2

 

 Ta có      
xk

1
x
y11

2
2

2
=+−   

xk
11

x
y1

22

2
−=+     hay  

2

2

2

x
c1

x
y1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+  

  Do đó   2

2

2

2

x
c

x
c21

x
y1 ++=+   hay    y2 = 2cx + c2. 

   Ta thu được biểu thức của y là phương trình của parabol. 
Trong quá trình giải phương trình vi phân ở trên ta đã giả sử x ≠ 0, y ≠ 0. Kiểm lại trực tiếp, ta thấy 
các điểm M có x = 0 hay y = 0 thuộc parabol có phương trình ở trên đều cho tia phản xạ cùng hướng 
Ox. 
   Từ nhánh parabol y2 = 2cx + c2, ta xoay tròn quanh trục Ox thì được dáng paraboloid tròn xoay của 
gương. 
                     Các phương trình sau không có dạng y’=f(x,y) 
113)  Hãy tìm nghiệm trên R của  phương trình vi phân        (y')2 – (x + y)y' + xy = 0. 
Hướng dẫn:  Từ phương trình F(x, y, y') ta sẽ tính y' theo x và y để đưa về phương trình có dạng                                     
y' = f(x, y). 

Lời giải 
Ta có    (y')2 – (x + y)y' + xy = 0 ⇔ (y' – x)(y' – y) = 0 

                                      ⎢
⎣

⎡
=

=
⇔

y'yhay
x'y

 

2

2
x

xy C

hay y Ce

⎡
= +⎢⇔ ⎢

=⎢⎣

, với  C hằng số. 

Như vậy,  nghiệm  trên R của phương trình vi phân là một trong ba dạng sau 

  a) C
2
x)x(y

2
+= ,   với C là hằng số. 

   b)  y(x) = Cex   ,    với C là hằng số. 
   c) Hàm số có biểu thức (a) ở khoảng này, nhưng có biểu thức (b) ở khoảng khác. 
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Chú thích:   Mọi  điểm (xo, xo) tùy ý thuộc đường thẳng [y = x] là điểm kỳ dị của phương trình vi 
phân F(x, y, y') = 0 vì có hai đường cong tích phân qua nó và có cùng tiếp  tuyến tại (xo, xo), hai 
đường cong đó có phương trình  

                          

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

−+=

x
x
o

2
o

o

2

e
e
x

)x(y

2
x

x
2
x)x(y

o

 

và hệ số góc của tiếp  tuyến chung tại (xo, xo)   là xo. 

114) Hãy tìm nghiệm của phương trình vi phân  y= (y’)2−y’x+
2

2
x

. 

Hướng dẫn: Có dạng y=f(x,y’).  Lấy đạo hàm 2 vế rồi đặt u=y’ để có phương trình vi phân cấp 1 theo 
u 

Lời giải. 

Xét      y= (y’)2−y’x+
2

2
x

                                                            (1) 

Lấy đạo hàm hai vế của phương trình vi phân (1) theo x, ta được 
   y’=2.y’.y’’−y’’x − y’+x    ⇔   (2y’−x)y’’= 2y’−x  . 
Đặt  u=y’ ta được phương trình vi phân cấp 1 đối với u:        (2u−x)u’=2u−x                      (2) 

 − Trước hết ta tìm nghiệm  thỏa phương trình  u'= 2u-x
2u-x

 : 

Suy ra     u’=1       ⇒   u=x+C , với C là hằng số. 
    ⇒   y’=x+ C  

    ⇒  y=
2

2
x +Cx+C2, với C2 là hằng số. 

        Ta thấy hàm số mới tìm được chỉ là nghiệm của (1) nếu C2=0. 
− Bây giờ  tìm nghiệm  thỏa phương trình  2u+x=0: 

                                 u=
2
x   ⇔  y’=

2
x   ⇔   y=

2

4
x +C3. 

        Ta thấy hàm số mới tìm được chỉ là nghiệm của (1) nếu C3=0. 
115) Hãy tìm nghiệm của phương trình vi phân  (y’)3−4xyy’+8y2=0. 
Hướng dẫn: Đưa về dạng x=f(y,y’). Đặt u=y’  và lấy đạo hàm hai vế theo y, ta đưa về phường trình vi 
phân với hàm số là u và biến là y.  

Lời giải. 
Xét      (y’)3−4xyy’+8y2=0.                                                          (1) 

Ta tìm nghiệm của  phương trình sau              x = 
2(y') 2y+

4y y'
       (2) 

Ta sẽ tính  y’ theo y, rồi thế biểu thức này vào (2) hay  (1). 

Đặt    u=y’ và lấy đạo hàm hai vế của (2) theo y, với lưu ý  dx 1=
dy u

 , ta được 

                
2

2 2
21 2

4 2
yu u du

u y u y u dy
⎛ ⎞−

= + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Suy ra    
( )
( )

3 2

3 2

4

2 4

u u ydu
dy y u y

−
=

−
. 

− Xét trường hợp   u3-4y2 luôn khác 0. 

    Ta suy ra 1
2

du u
dy y

=  .  Do đó        
1
2u Cy= , với C là hằng số. 

   Thế biểu thức của u vào phương trình vi phân (1) ta được  

           
3

3 2C y − 4Cx
3
2y +8y2=0 ⇔ 

3
2y ( C3 − 4Cx+8

1
2y )=0. 

Từ  C3 − 4Cx+8
1
2y =0, ta suy ra được y= 1

64
 (4Cx  − C3 )2 = 

2

4
C  (x  − 

2

4
C  )2                   (3). 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Toaùn GIẢI TÍCH A4          GV Nguyeãn Thanh Vuõ- 2009                           Trang 29 

 

 
Từ  hàm số dạng (3), bằng cách kiểm trực tiếp thì ta thấy  hàm số sau là nghiệm  trên R của (1):           
y = K(x−K)2 với K là hằng số, 
 trong đó bao gồm cả nghiệm hằng y≡0. 
− Bây giờ ta xét thêm trường hợp u3-4y2= 0. 

  Khi đó u= ( )
1

2 34y . Thay biểu thức này vào (1) với y’=u, ta được   4y2 −4xy ( )
1

2 34y +8y2=0 .   

  Suy ra  y= 34
27

x .  Hàm này cũng là nghiệm trên R của phương trình vi phân (1). 

116) Hãy tìm nghiệm của phương trình vi phân  y=y’x+ (y’)2. 
Hướng dẫn: Phường trình này có dạng y= y’x+h(y’).  Đăt u=y’ và lấy đạo hàm hai vế theo x, ta được 
phương trình vi phân với hàm số là u và biến số là x.  

Lời giải. 
  Xét                             y= y’x+ (y’)2                                                            (1) 
 Đặt u=y’. Lấy đạo hàm hai vế của (1) theo x, ta được: 
 Thế y ở phương trình trên vào phương trình dưới ta được  
            u=u’x+u+ 2uu’ ⇔ u’(2u+x)=0. 
  − Xét trường hợp u’=0: 
    Khi đó y’=u=C. Thế y’=C vào (1) ta thu được y=Cx+C2. 
    Hàm số sau là nghiệm trên R của phương trình vi phân (1) 
                          y=Cx+C2, với C là hằng số. 
     − Xét trường hợp 2u+x=0: 

    Khi đó u=
2
x

− . Thế y’=
2
x

−  vào (1) ta thu được y= 
2

2
x

− +
2

4
x =

2

4
x

− . 

    Nghiệm trên R của phương trình vi phân (1)  là           y=
2

4
x

− . 

117)  Hãy tìm nghiệm của phương trình vi phân  y= (y’)2x+ (y’)2. 
Hướng dẫn: Phương trình có dạng y= g(y’)x+h(y’).  Đăt u=y’ và lấy đạo hàm hai vế theo x, ta được 
phương trình vi phân với hàm số là u và biến số là x.  

Lời giải. 
  Xét                             y= (y’)2x+ (y’)2                                                            (1) 
 Đặt u=y’. 
  Lấy đạo hàm hai vế của phương trình vi phân (1) theo x, ta được 
   y’=2.y’.y’’x+(y’)2+2.y’.y’’ ⇔   ( 2y’x+2y’)y’’=y’− (y’)2 

  hay        ( 2ux+2u ) du
dx

 = u− u2.                      

  Coi u là tham số, ta đưa về  phương trình vi phân tuyến tính của hàm x theo biến số u như sau: 

      ( u− u2) du
dx

 −   2ux = 2u. 

  −  Xét trường hợp  u− u2≠ 0: 

  Ta có  phương trình   du
dx

 +  2
u-1

 x = 2
1-u

. 

  Nghiệm của phương trình này là    x = 
( )

o
2

C 1
u-1

−   với Co là hằng số.                (2) 

   Thay  y’=u và biểu thức của x theo u vào (1), ta được  

                                   y= u2

( )
o

2
C 1
u-1

⎡ ⎤
−⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
+ u2 = u2

( )
o

2
C
u-1

.                                    (3) 

  Ta thu được một hàm số có phương trình tham số như (2) và (3). Bây giờ ta khử u để tìm hệ thức của 
y theo x : 

  Từ (2) ta có  (u-1)2= oC
1x +

  ⇒   u= oC
1x +

+1 

  Thế biểu thức của u vào (3) thì được y= 
2

oC 1
1x

⎛ ⎞
+⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

(x+1). Biểu thức này thuộc dạng 
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                      y= ( )21x C+ +  hoặc  y= ( )2( 1)x C− + + , với C là hằng số. 

Kiểm trực tiếp, ta thấy hàm số sau là nghiệm trên [-1,+∞ ) của phương trình vi phân (1): 

                                y= ( )21x C+ +  với C là hằng số. 

−  Xét trường hợp  u− u2≠ 0: 
    Thay y’=u= 0 vào (1), ta thấy  hàm hằng y≡ 0 là nghiệm của phương trình (1). 
    Thay y’=u=1 vào  (1), ta thấy  hàm  y=x+1 là nghiệm của phương trình (1). 
118) Hãy tìm nghiệm của phương trình vi phân  y’+ n (y’)−y=0. 
Hướng dẫn: Đưa về dạng y=f(y’) rồi coi y’ là tham số t.  Sau đó suy ra biểu thức của y theo t và biểu 
thức x theo t. 

Lời giải. 
   Phương trình tương đương là y= y’+ n (y’). 
   Coi y’ là tham số t. Ta có phương trình của y theo tham số t là y=t+ n t. 
   Sau đây ta tìm phương trình của x theo tham số t. 

     
dx dx dy 1 dy= =
dt dy dt y' dt

=
1 11+
t t
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 2
1 1+
t t

. 

  Do đó    x= n t−
1
t

+C.  

 Ta suy ra hàm số sau là  nghiệm trên miền (0,+∞ ) của phương trình vi phân : 

                        
1 ,

.

x nt C
t

y t nt

⎧ = − +⎪
⎨
⎪ = +⎩

 trong đó C là hằng số và tham số t∈ (0,+∞). 
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CHƯƠNG 2  

PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN TUYẾN TÍNH CẤP HAI 
 

   Trong chương này, I được ký hiệu là một tập liên thông  trong , tức I có một trong các dạng 
sau:(–∞,x2), (x1,x2), (x1, +∞), (–∞, x2], (x1, x2], [x1, x2], [x1, x2), [x1, +∞), (–∞, +∞). 
 
1. SỰ TỒN TẠI VÀ DUY NHẤT CỦA NGHIỆM 
1.1. Định nghĩa 
– Phương trình vi phân tuyến tính cấp hai là phương trình vi phân có dạng 
                   y" + p(x)y' + q(x)y = f(x)                                             (1) 
trong đó p, q, f là các hàm số theo một biến x. 
– Hàm số y = y(x) được gọi là nghiệm của phương trình vi phân (1) trên I nếu 
                    y"(x) + p(x) y'(x) + q(x) y(x) = f(x),   ∀x ∈ I 
trong đó y',y" là đạo hàm cấp 1 và đạo hàm cấp 2 của hàm số y theo biến số x. 
– Nếu f(x) ≡ 0 thì phương trình (1) được gọi là phương trình vi phân tuyến tính cấp hai thuần nhất. 
 
1.2. Phát biểu định lý về sự tồn tại và duy nhất nghiệm 
   Xét bài toán ( có điều kiệu đầu) sau 

                    
⎧ ∀ ∈
⎪
⎨
⎪
⎩

// /

o o

/ /
o o

y (x)+p(x) (x)+q(x) (x)=f(x),
y(x )=y

y (x )=y

y y x I
 

trong đó xo ∈ I và yo, /
oy  là các hằng số. 

   Giả sử các hàm số a, b, f liên tục trên I. 
    Khi đó bài toán luôn luôn có nghiệm duy nhất y= y(x) trên I. 
 
 
2. NGHIỆM TỔNG QUÁT CỦA PHƯƠNG TRÌNH THUẦN NHẤT 
2.1. Định lý (định lý tổ hợp nghiệm) 
  Giả sử y1 và y2 là nghiệm trên I của phương trình thuần nhất    
                                  y" + p(x)y' + q(x)y = 0. 
   Khi đó  
          y3 = c1y1 + c2y2 (với c1 và c2 là các hằng số) cũng là nghiệm trên I của phương trình này. 

Chứng minh . 
  Do y1 và y2 là nghiệm của phương trình , nên với mọi x thuộc I ta có : 

                                        
⎧⎪
⎨
⎪⎩

// /
1 1 1
// /
2 2 2

y (x)+p(x)y (x)+q(x)y (x)=0

y (x)+p(x)y (x)+q(x)y (x)=0
 

  Nhân hai vế của phương trình trên cho c1 và nhân hai vế của phương trình dưới cho c2, rồi cộng vế , 
ta được 
              ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

// // / /
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2c y (x)+c y (x)+p(x) c y (x)+c y (x) +q(x) c y (x)+c y (x) =0 . 

  Suy ra     // /
3 3 3y (x)+p(x)y (x)+q(x)y (x)=0  

 Vậy y3 là nghiệm của phương trình vi phân. 
 
2.2. Độc lập tuyến tính 
2.2.1. Định nghĩa độc lập tuyến tính 
  Xét hai hàm số y1 và y2 xác định trên I. 
− Hai hàm số y1 và y2 được gọi là độc lập tuyến tính trên I nếu và chỉ nếu 
    (∀c1, c2 ∈ , ∀x ∈ I,  c1y1(x) + c2y2(x) = 0) ⇒   ( c1 = 0  ∧ c2 = 0  ) 
 − Hai hàm số y1 và y2 được gọi là phụ thuộc tuyến tính nếu chúng không độc lập tuyến tính. 
 
2.2.2 Định lý 
Cho  y1 là hàm số liên tục và luôn khác 0 trên I, 
         v là hàm số trên I và không là hàm hằng . 
Giả sử  y2(x) = v(x) y1(x),  ∀x ∈ I 
Khi đó y1, y2 là hai hàm số độc lập tuyến tính trên I. 
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Chứng minh 

Coi c1, c2 là các hằng số tùy ý. 
Giả sử           c1y1(x) + c2y2(x) = 0    ,   ∀x ∈ I 
Khi đó, với mọi x ∈ I ta có 
              c1y1(x) + c2v(x) y1(x) = 0    
                  y1(x) [c1 + c2v1(x)] = 0    
                              c1 + c2v(x) = 0    ( do y1(x) ≠ 0 ) 

Nếu c2 ≠ 0 thì v(x) = 
2

1
c
c

− ,  điều này vô lý vì v không là hàm hằng.  

Do đó c2 = 0.  Suy ra c1 = 0. 
Vậy y1 và y2 độc lập tuyến tính. 
 
2.2.3. Định nghĩa hàm số Wronski 
 Giả sử y1, y2 là hai hàm khả vi trên I. 
 Hàm số Wronski của y1 và y2 ( ký hiệu W(y1, y2)) được định nghĩa là hàm số xác định trên I và có 
biểu thức 
                      W(y1, y2) (x) = / /

1 2 1 2y (x)y (x)-y (x)y (x) ,   ∀x ∈ I. 
Nếu sử dụng ký hiệu định thức thì 

        1 2
1 2 / /

1 2

y (x) y (x)
W(y ,y )(x)=

y (x) y (x)
 hay  

/
1 1

1 2 /
2 2

y (x) y (x)
W(y ,y )(x)=

y (x) y (x)
.  

 
2.2.4. Định lý về độc lập tuyến tính 
Giả sử y1, y2 là nghiệm trên I của phương trình vi phân   
                                       y" + p(x)y' + q(x)y = 0 
Khi đó, hai hàm số y1, y2 độc lập tuyến tính trên I nếu và chỉ nếu 
                                      ∃xo ∈ I     ,     W(y1, y2) (xo) ≠ 0 

Chứng minh 
– Giả sử tồn tại xo ∈ I thỏa W(y1, y2) (xo) ≠ 0 
  Coi c1, c2 là hai hằng số tùy ý sao cho                     c1y1(x) + c2y2(x) = 0 với mọi x∈ I. 
  Lấy đạo hàm hai vế ta được                                 c1

/ /
1 2 2y (x)+c y (x)=0    với mọi x∈ I. 

  Ta có hệ hai phương trình bậc nhất với ẩn là c1 và c2 như sau : 

                              
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1 1 o 2 2 o
/ /

1 1 o 2 2 o

c y (x )+c y (x )=0

c y (x )+c y (x )=0
 

  Nhân hai vế phương trình trên cho /
2( )oy x , nhân hai vế phương trình dưới cho y2(xo), rồi trừ vế ta 

được 
( )/ /

1 o 2 o 1 o 2 o 1y (x )y (x )-y (x )y (x ) c =0  ⇒  1 2 o 1W(y ,y )(x ).c =0⇒  c1 = 0 . 

 Tương tự, ta tìm được c2 = 0. 
 Vậy y1, y2 độc lập tuyến tính. 
–  Giả sử ( bởi phương pháp phản chứng) rằng   W(y1, y2) (x) = 0 với mọi x∈ I. 
  Ta sẽ chứng minh  y1, y2 phụ thuộc tuyến tính. 
  Nếu y1(x) = – y2(x) với mọi x ∈ I thì y1 và y2 phụ thuộc tuyến tính, ta không cần chứng minh    tiếp. 
Sau đây ta xét trường hợp tồn tại xo ∈ I thỏa y1(xo) ≠ –y2 (xo). 
  Đặt y3=c1y1+c2y2 , với   c1 = y2(xo) và c2 = – y1(xo). Do nguyên lý tổ hợp nghiệm thì y3 là nghiệm của 
phương trình y" + p(x)y' + q(x)y = 0. Mặt khác,  ta có  
⎧⎪
⎨
⎪⎩ .

3 o 1 1 0 2 2 0 2 0 1 0 1 0 2 0
/ / / / /

o 1 0 2 0 2 o o 1 o o 1 2 03 1 2 1 2

y (x )=c y (x )+c y (x )=y (x )y (x )+(-y (x ))y (x )=0,

y (x )=c y (x )+c y (x )=y (x )y (x )-y (x )y (x )=-W(y ,y )(x )=0
 

Do đó y3 là nghiệm của  bài toán 

           
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

o

o

y"+ p(x)y'+ q(x)y=0,
y(x )=0,
y'(x )=0.

 

Ta thấy hàm hằng y ≡ 0 cũng là nghiệm của bài toán. 
Theo định lý duy nhất nghiệm (định lý 1.2) thì  y3(x) = 0 với mọi x ∈ I. 
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Suy ra  y2(xo) y1(x) + (– y1(xo)) y2(x) = 0 với mọi x ∈ I, trong đó  hằng số  y2(xo)≠ 0 hay            (–
y1(xo))≠ 0 ( do hai số này khác nhau). 
  Do đó  y1, y2 phụ thuộc tuyến tính. Định lý đã được chứng minh. 
 
2.3. Định lý về nghiệm tổng quát 
 Xét phương trình vi phân cấp hai thuần nhất 
                                          y" + p(x)y' + q(x)y = 0 
trong đó các hàm số p, q liên tục trên I. 
 Giả sử y1, y2 là hai nghiệm của phương trình vi phân và độc lập tuyến tính trên I. 
 Khi đó, nghiệm tổng quát của phương  trình vi phân là  
                            y = c1y1 + c2y2,  trong đó c1, c2 là các hằng số. 
Chú thích: 
•  Nghiệm  y = c1y1 + c2y2 , với  c1 và c2 là các hằng số, được gọi là nghiệm tổng quát vì hai tính chất 
sau đúng: 
   a)   Mọi hàm số có dạng y = c1y1 + c2y2 đều là nghiệm của phương trình vi phân, trong đó c1 và  c2 là 
các hằng số tùy ý. 
   b)   Mọi nghiệm y = y(x) của phương trình vi phân đều có dạng 
                     y = c1y1 + c2y2,  trong đó c1, c2 là các hằng số. 
 
•   Hai nghiệm độc lập tuyến tính y1, y2 được gọi là hai nghiệm cơ sở. 
•   Không gian gồm tất cả các  nghiệm là một không gian 2 chiều. 

Chứng minh định lý 
−  Xét hàm số có dạng y = c1y1 + c2y2  với c1 và  c2 là các hằng số.  
     Áp dụng định lý  tổ hợp nghiệm 2.1, ta có y là nghiệm của phương trình vi phân. 
−  Coi Φ là một nghiệm tùy ý của phương trình vi phân.  
 Ta sẽ chứng minh Φ có dạng y = c1y1 + c2y2 với  c1 và c2 là các hằng số. 
  Hai hàm y1, y2 độc lập tuyến tính nên theo định lý 2.2.4 thì tồn tại xo ∈ I thỏa 
                    W(y1, y2) (xo) ≠ 0  ⇔      / /y y (x )-y (x )y (x )¹01 2 o 1 o 2 o

 

Gọi k1 = Φ (xo) và k2 = Φ'(xo). 
Xét nghiệm y3 = c1, y1 + c2y2 của phương trình vi phân với các hằng số c1, c2 được chọn sao cho 

⎧ ⎧⎪ ⎪
⎨ ⎨
⎪ ⎪⎩ ⎩

3 o 1 1 1 o 2 2 o 1
/ / /
3 o 2 1 1 o 2 2 o 2

y (x )=k c y (x )+c y (x )=k
Û

y (x )=k c y (x )+c y (x )=k
 

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

/
1 2 o 2 2 o

1 / /
1 o 2 o 1 o 2 o

/
1 o 2 1 o 1

2 / /
1 o 2 o 1 o 2 o

k y (x )-k y (x )c =
y (x )y (x )-y (x )y (x )

y (x )k -y (x ) kc =
y (x )y (x )-y (x )y (x )

 

 ( trong đó mẫu số chính là W(y1, y2)(xo) nên khác 0). 
– Xét bài toán 

                                        
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

o 1

o 2

y"+ a(x)y'+ b(x)y=0
y(x )=k
y'(x )=k

                                      

Ta thấy Φ và y3 cùng là nghiệm của bài toán trên, do đó Φ và y3 trùng nhau (theo định lý 1.2), vậy 
trên I ta có     Φ = c1y1 + c2y2. 
Bài tập: Bài tập từ 119 tới 125 
 
 
3. PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH THUẦN NHẤT VỚI HỆ SỐ HẰNG 
3.1. Phương trình đặc trưng 
  Xét phương trình vi phân tuyến tính cấp hai thuần nhất có hệ số hằng 
                                          ay" + by' + cy = 0 
trong đó a, b, c là các hằng số thực và a ≠ 0 
  Phương trình đặc trưng của phương trình vi phân này được định nghĩa là phương trình bậc hai              
                                        ar2 + br + c = 0. 
Chú thích: 

Phương trình ay" + by' + cy = 0 tương đương với phương trình 0y
a
c'y

a
b"y =++  (nếu a ≠ 0).  
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3.2. Đinh lý về nghiệm 
Xét phương trình vi phân tuyến tính cấp hai thuần nhất với hệ số hằng 
                                      ay" + by' + cy = 0 (với a ≠ 0)     (1) 
Dạng nghiệm của phương trình vi phân trên R phụ thuộc vào đại lượng (b2 – 4ac) như sau: 
 1. Trường hợp b2 – 4ac > 0: 
  Gọi r1, r2 là hai nghiệm phân biệt của phương trình đặc trưng. 
  Khi đó, nghiệm tổng quát của phương trình vi phân (1) là trên R là 
                                         y(x) = 1 2r x r x

1 2c e +c e   
trong đó c1, c2 là các hằng số tùy ý. 
2. Trường hợp b2 – 4ac = 0: 
 Gọi ro là nghiệm kép của phương trình đặc trưng. 
 Khi đó, nghiệm tổng quát của phương trình vi phân (1) trên R là 
                                          y(x) = o or x r x

1 2c e +c xe   
trong đó c1, c2 là các hằng số tùy ý. 
3. Trường hợp b2 – 4ac < 0: 
 Phương trình đặc trưng  không có nghiệm thực nhưng có hai nghiệm phức là 

                           
2b 4ac-b- ±i

2a 2a
 

  Đặt    α β= =,
2b 4ac-b-

2a 2a
 

  Khi đó, nghiệm tổng quát của phương trình vi phân (1) trên R là 
                         y(x) = c1eαx cosβx + c2 eαx sinβx  
       
  với c1 và c2 là các hằng số. 

Chứng minh định lý. 
1. Trường hợp b2 – 4ac > 0: 
Ta tìm nghiệm đặc biệt của phương trình vi phân (1) dưới dạng  y(x) = erx  (với r là hằng số) 
Thế y(x) = erx vào (1) ta được 
           ar2erx + brerx + cerx = 0 
                 erx (ar2 + br + c) = 0 
                      ar2 + br + c = 0                                                                   (2) 
   Do r1 và r2 là nghiệm của phương trình (2), nên  y1(x) = xr

2
xr 21 e)x(yvaøe =  là hai nghiệm của 

phương trình vi phân (1). 
Ta có 

     
1 1

2 2

/
1 1 1

/
2 2 2

( ) ( )
( ) ( )

r x r x

r x r x

y x y x e re
y x y x e r e

= ⇒  
'

1 1
'

2 2

(0) (0)
(0) (0)

y y
y y

 = 1

2

1
1

r
r

 = r2 – r1 ≠ 0 

 Theo định lý 2.3 thì y1, y2 là hai nghiệm cơ sở của phương trình vi phân (1) trên R .  Do đó, nghiệm 
tổng quát trên R  của phương trình vi phân (1) là 
y(x) = c1 y1(x) + c2y2(x)= 1 2

1 2
r x r xc e c e+   với c1, c2 là các hằng số tùy ý. 

2. Trường hợp b2 – 4ac = 0 
:– Ta tìm nghiệm đặc biệt của phương trình (1) dưới dạng y(x) = erx. Lý luận giống như trường hợp b2 
– 4ac > 0. Do ro là nghiệm kép của phương trình (2), nên một nghiệm của phương trình vi phân (1) là  
y1(x) = xroe . 

  Xét y2(x) = x xroe , ta thấy y2 cũng là nghiệm của phương trình (1) vì với mọi x∈ R ta có 
/ /
2 2 2ay (x)+by (x)+cy (x) = ( ) ( )o o o o or x r x r x r x r x2

o o oa 2r e +r xe +b e +r xe +cxe  

                                      = ( ) ( )o or x r x2
o o oxe ar +br +c +e 2ar +b  

                                     = 0         ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
o o o

bdo ar +br +c=0 vaø r =-
2a

 

  Hai nghiệm  y1 và y2 độc lập tuyến tính bởi định lý 2.2.2. Sự độc lập tuyến tính này có thể suy ra từ 
định thức  Wronski như sau   
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( )
o o

o o o

r x r x'
o1 1

' r x r x r x
2 2 o

e r ey (x) y (x)
=

y (x) y (x) xe e +r xe
⇒  ≠ 0

'
1 1 o

'
2 2

y (0) y (0) 1 r
= =1

0 1y (0) y (0)
 

  Theo định lý 2.3 , nghiệm tổng quát trên R  của phương trình vi phân (1) là 
              y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) = o or x r x

1 2c e +c xe  với c1, c2 là các hằng số tùy ý. 
3. Trường hợp b2 – 4ac < 0: 
– Theo chứng minh trong trường hợp 1 ở trên, nếu r là nghiệm thực của phương trình đặc trưng ar2 + 
br + c = 0 thì hàm số x  erx thỏa phương trình vi phân. Sau đây ta chứng minh trường hợp r là 

nghiệm phức của phương trình đặc trưng ar2 + br + c = 0 thì hàm phức x  erx cũng thỏa phương trình 
vi phân (1). 
 Xét hàm phức g từ R → C với g(x) = erx, trong đó r là nghiệm phức của phương trình đặc trưng. 
   Do g'(x) = rerx và g"(x) = r2erx  nên 
 ag"(x) + bg'(x) + cg(x) = ar2erx + brerx + cerx = erx (ar2 + br + c)=0 
 Suy ra ag"(x) + bg'(x) + cg(x)=0  với mọi x∈R. 
– Sau đây ta tìm hai nghiệm độc lập tuyến tính  của phương trình vi phân. 
Phương trình đặc trưng có hai nghiệm phức là 

                              
2-(b -4ac)-b ±i

2a 2a
 

Xét nghiệm phức r = α + iβ với α β= =ø
2b -b +4ac- va

2a 2a
 

Ta có g(x) = α β α β βrx x+i x xe =e =e [cos( x)+ i sin( x)]  = y1(x) + iy2(x), 

 trong đó                                              
α

α

β

β

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩

x
1

x
2

y (x) e cos( x)

y (x) e sin( x)
 

 Do đó  g'(x) = )x(iy)x(y '
2

'
1 +  

          g"(x) = )x(iy)x(y "
2

"
1 +  

 Từ tính chất ag" + bg' + cg = 0, ta suy ra 
                    ( ) ( )// // / /

1 2 1 2 1 2a y +iy +b y +iy +c(y +iy )=0  

                    ( ) ( )// / // /
1 1 1 2 2 2ay +by +cy +i ay +by +cy =0  

 Do đó                          
⎧⎪
⎨
⎪⎩

// /
1 1 1
// /
2 2 2

ay +by +cy =0

ay +by +cy =0
. 

  Vậy hai hàm số thực y1, y2 là hai nghiệm của phương trình vi phân (1).  
   Hai nghiệm y1 và y2  này độc lập tuyến tính trên R vì 

α α α

α α α

β α β β β

β α β β β

⎡ ⎤−⎣ ⎦=
⎡ ⎤+⎣ ⎦

1

2

cos( cos( sin(( )
( ) sin( ) sin( cos(

x x

x x

e e ey x
y x e x e e

x'
1
' x
2

x) x) x)y (x)
y (x) x) x)

⇒            

                      0
0
1

)0(y)0(y
)0(y)0(y

'
22

'
11 ≠β=

β
α

=  

 Theo định lý 2.3 thì nghiệm tổng quát của phương trình vi phân (1) trên R là 
             y(x) = c1y1(x) + c2y2(x)   với c1 và c2 là các hằng số. 
Chú thích:  Người ta có thể chứng minh y1, y2 là nghiệm của phương trình vi phân (1) mà không dùng 
kiến thức hàm phức, khi đó phải dựa vào phép tính đạo hàm từ biểu thức của y1 và y2. 
 
3.3. Một số thí dụ. 
3.3.1. Thí dụ. Hãy tìm nghiệm tổng quát của phương trình vi phân y" – 2y' – 8y = 0 trên R.  

Lời giải 
– Phương trình đặc trưng là     r2 – 2r – 8 = 0 
Biệt số Δ' = 9. Hai nghiệm của phương trình đặc trưng là     r1 = 4, r2 = – 2. 
Nghiệm tổng quát trên R  của phương trình vi phân là  
                              4x -2x

1 2y=c e +c e , với c1 và c2 là các hằng số. 
3.3.2. Thí dụ.   Hãy tìm nghiệm tổng quát trên R của phương trình vi phân  y" – 4y' + 4y = 0. 
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Lời giải 

Phương trình đặc trưng là r2 – 4r + 4 = 0 
Biệt số Δ = 0. Nghiệm ( kép ) của phương trình đặc trưng là r = 2. 
Nghiệm tổng quát trên R của phương trình vi phân là 
                             2x 2x

1 2y=c e +c xe  với c1 và c2 là các hằng số. 
3.3.3. Thí du.  Hãy tìm nghiệm tổng quát trên R của phương trình vi phân y" + 2y' + 10y = 0. .Lời giải 
 Phương trình đặc trưng là r2 + 2r + 10 = 0. 
Biệt số  Δ' = – 9. Nghiệm phức của phương trình đặc trưng là r = – 1 ± i. 3 
Nghiệm tổng quát trên R  của phương trình vi phân là 
             ( (-x -x

1 2y=c e cos 3x)+c e sin 3x) , với c1 và c2 là các hằng số. 
3.3.4. Thí dụ. Hãy tìm nghiệm trên R  của bài toán có điều kiện đầu như sau 

                                  

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

y"+y' =0
y(0) =1

1y'(0) =-
2

 

                                                                Lời giải 
 Phương trình đặc trưng của phương trình vi phân là r2 + r = 0. 
Hai nghiệm của phương trình đặc trưng là    r = 0 và r = – 1. 
Nghiệm tổng quát trên R  của phương trình vi phân là 
                       x.1

2
x0

1 ececy −+=  
                         y = c1 + c2e–x ,    với c1 và c2 là các hằng số. 
Do đó y' = – c2e–x

. 
Dựa vào điều kiện đầu, ta tìm giá trị của c1 và c2  như sau.  

/

(0) 1
1(0)
2o

y

y

=⎧
⎪
⎨

= −⎪⎩

⇔ 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=−

=+

2
1c

1cc

2

21
⇔   

1

2

1
2
1
2

c

c

⎧ =⎪⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

 

Vậy nghiệm trên R  của bài toán là  xe
2
1

2
1y −+= . 

Bài tập: Bài tập từ 126 tới 157 
 
4. PHƯƠNG TRÌNH EULER  
4.1 Định nghĩa.  
         Phương trình Euler thuần nhất trên I là phương trình vi phân có dạng 
                                          x2y" + axy' + by = 0     (1) 
trong đó a, b là các hằng số và I không chứa 0. 
       Phương trình đặc trưng của phương trình Euler (1) được định nghĩa là phương trình bậc 2 theo ẩn 
r như sau                               
                                              r(r – 1) + ar + b = 0                                                      (2) 
hay                         r2 (a – 1) r + b = 0 
 
Chú thích : 
    Nếu nghiệm của (1) có dạng y = xr thì r phải thỏa phương trình sau với mọi x ∈ I 
              x2(xr)" + ax (xr)' + b(xr) = 0 
    x2r (r – 1) xr–2 + axrxr–1 + bxr = 0 
                 xr [r (r–1) + ar + b] = 0 
                     r (r – 1) + ar + b = 0   
Do đó, nếu  r là nghiệm của phương trinh đặc trưng (2) thì y = xr là nghiệm của phương trình (1). 
 
4.2.  Định lý về nghiệm. 
  Xét phương trình Euler thuần nhất  
                                          x2y" + axy' + by = 0     (1) 
trong đó a, b là các hằng số và I không chứa 0. 
a) Trường hợp phương trình đặc trưng có hai nghiệm phân biệt r1, r2. 
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  Giả sử hàm số y1 = 1rx  và hàm số y2 = 2rx  xác định trên I.  
  Khi đó nghiệm tổng quát của phương trình (1) là 
                           y(x) = c1 1rx  + c2 2rx  
trong đó c1, c2 là các hằng số tùy ý. 
b) Trường hợp phương trình đặc trưng có nghiệm kép ro. 
Giả sử hàm số y1 = orx  xác định trên I. 
Khi đó nghiệm tổng quát của phương trình (1) là 
                   y(x) = orx  (c1 + c2 ln⏐x⏐) 
trong đó c1, c2 là các hằng số tùy ý. 
c) Trường hợp phương trình đặc trưng có hai nghiệm phức α ± iβ: 
Giả sử hàm số y = xα xác định trên I. 
Khi đó nghiệm tổng quát của phương trình (1) là 
                    y(x) = xα [c1 cos (β ln⏐x⏐) + c2 sin (β ln⏐x⏐)] 
trong đó c1, c2 là các hằng số tùy ý. 

Chứng minh  
a) Do r1, r2 là nghiệm của phương trình đặc trưng nên y1 = 1rx  và y2 = 2rx  là nghiệm của phương 
trình (1) (theo chú thích trong định nghĩa 6.1.2). 
– Ta có 

W(y1, y2) (x) = 
1 1

2 2

/ 1
1 1 1

/ 1
2 2 2

( ) ( )
( ) ( )

r r

r r

y x y x x r x
y x y x x r x

−

−= = ( ) 1 2 1
2 1 0r rr r x + −− ≠  

  Do đó  y1, y2 độc lập tuyến tính. Suy ra nghiệm tổng quát của phương trình (1) là tổ hợp tuyến tính 
của y1, y2. 
b)  Trong trường hợp này, hàm  y1 = orx  là nghiệm của phương trình (1). Ta sẽ chứng minh  
  y2 = orx  ln⏐x⏐cũng là nghiệm của (1). 

Ta có         ( )1 1'
2

1ln ln 1o o or r r
o oy r x x x x r x

x
− −= + = +  

        và     ( ) ( )2 1//
2

11 ln 1o or r
o o oy r x r x x r

x
− −= − + +  = 2 ( 1) ln 2 1or

o o ox r r x r− − + −⎡ ⎤⎣ ⎦  

Suy ra 
2 // /

2 2 2 ( 1) ln 2 1or
o o ox y axy by x r r x r+ + = − + − +⎡ ⎤⎣ ⎦  ( )ln 1 lno or r

oax r x bx x+ +  

                          = ( )ln ( 1) 2 1or
o o o ox x r r ar b r a⎡ ⎤− + + + − +⎣ ⎦ . 

 Đồng thời, ro là nghiệm kép của phương trình đặc trưng (2) nên     

          
( 1) 0

1
2

o o o

o

r r ar b
ar

− + + =⎧
⎪

−⎨
= −⎪⎩

  ⇒   ( )ln ( 1) 2 1 0o o o ox r r ar b r a− + + + − + =   

 Vậy y2 là một nghiệm của phương trình (1). 
– Ta thấy y2 có dạng  y2(x) = ln⏐x⏐y1(x). Do đó  y2 và y1 độc lập tuyến tính ( theo định lý 2.2.2) 
   Suy ra nghiệm tổng quát của (1) là tổ hợp tuyến tính của y1 và y2. 
c)  Xét y1 = xα cos (β ln⏐x⏐) 
           y2 = xα sin (β ln⏐x⏐) 
   Việc chứng minh y1, y2 là hai nghiệm độc lập tuyến tính của phương trình (1) được thực hiện tương 
tự như trong chứng minh của định lý 3.2. Việc chứng minh này  được xem như là một bài tập.   
 4.3 Thí dụ.   Hãy tìm nghiệm tổng quát trên I = (–∞, 0) của phương trình vi phân 
                                                   x2y" + 2xy' – 12y = 0.      

Lời giải 
– Phương trình đặc trưng của phương trình Euler  là 
            r (r–1) + 2r – 12 = 0  ⇔ r2  + r – 12 = 0 
Phương trình đặc trưng này có hai nghiệm là r1 = – 4, r2 = 3. 
Vậy nghiệm tổng quát trên I  của phương trình vi phân  là    
                      1 2

1 2( ) r ry x c x c x= +  

                       31
24( ) cy x c x

x
= +   với c1, c2 là các hằng số tùy ý. 

Bài tập: Bài tập từ 158 tới 168 
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5. GIẢI PHƯƠNG TRÌNH KHÔNG THUẦN NHẤT 
– Xét phương trình vi phân tuyến tính cấp hai không thuần nhất 
                   y" + p(x)y' + q(x)y = f(x)     (1) 
trong đó các hàm số p, q, f liên tục trên I. 
và phương trình thuần nhất tương ứng với nó là 
                    y" + p(x)y' + q(x)y = 0                                     (2) 
5.1. Định lý. 
   
    Xét phương trình vi phân tuyến tính cấp hai không thuần nhất 
                   y" + p(x)y' + q(x)y = f(x)                           (1) 
trong đó các hàm số p, q, f liên tục trên I. 
  Phương trình thuần nhất tương ứng với phương trình (1)   là 
                    y" + p(x)y' + q(x)y = 0                                                                      (2) 
  
  Giả sử yP là một nghiệm (đặc biệt) trên I  của phương trình (1)  
         và yo là nghiệm tổng quát trên I  của phương trình (2). 
 Khi đó, nghiệm tổng quát trên I của phương trình (1)  là 
                                    y = yP + yo. 

Chứng minh định lý. 
– Xét  phương trình (1). 
             y" + p(x)y' + q(x)y = f(x)                          (1) 
 Hàm số yP là nghiệm của phương trình (1) nên 
                      // /

P P Py +p(x)y +q(x)y =f(x)  
Trừ vế hai phương trình trên ta được phương trình tương đương với (1) 
           // // / /

P P py - y +p(x)(y - y )+q(x)(y-y )=0  
           (y – yP)" +p(x) (y – yP)' + q(x) (y – yP) = 0 
   Đặt   Y =  y – yP , ta được  phương trình thuần nhất  
             // /+p(x)Y +q(x)Y =0Y                                             (2)  
   Do đó, quan hệ giữa nghiệm  của phương trình (1) và phương trình (2) như sau 
           Y = y – yP        hay    y= yP  + Y 
 
5.2 Phương pháp giải 
– Tìm nghiệm tổng quát yocủa phương trình (2). Nghiệm này có dạng  
                        yo(x) = c1y1(x) + c2y2(x) 
trong đó y1, y2 độc lập tuyến tính và c1, c2 là các hằng số. 
− Tìm nghiệm đặc biệt yp của phương trình không thuần nhất (1). Để tìm nghiệm đặc biệ, người ta 
thường  dựa vào phương pháp xác định hệ số ( xem thí dụ trong mục 6.3 ở dưới) hoặc phương pháp 
biến thiên tham số ( xem thí dụ trong mục 6.4 ở dưới). 
− Nghiệm y của phương trình (1) là tổng của y0 và yp: 
                                  y= y0+yp. 
5.3. Tìm nghiệm đặc biệt bằng phương pháp xác định hệ số 
Phương trình không thuần nhất (1) đang xét như sau 
                                 y"+ p(x) y' + q(x)y = f(x) 
Đối với một số dạng đặc biệt của hàm số f, người ta có thể đoán được dạng của hàm số y để y thỏa 
phương trình (1). Chẳng hạn khi f(x) = x2 thì ta đoán y = Ax2 + Bx + C có thể là một nghiệm đặc biệt 
của phương trình (1), sau đó ta phải xác định các hệ số A, B, C để y thật sự là nghiệm. Phương pháp 
này gọi là phương pháp xác định hệ số (còn gọi là phương pháp hệ số bất định), phương pháp này 
không tổng quát bằng phương pháp biến thiên hệ số nhưng trong một số phương trình thì phương 
pháp xác định hệ số dễ tìm nghiệm hơn. 
 Ta chỉ có thể sử dụng phương pháp xác định hệ số khi mỗi số hạng của f là một hay tích của nhiều 
hàm số có dạng sau: 
a) Đa thức theo x (hằng số được coi là đa thức bậc 0) 
b) Hàm mũ eαx 
c) Hàm sinβx, cosβx 
Chẳng hạn , ta có thể áp dụng phương pháp xác định hệ số đối với các trường hợp sau: 
 F(x) = 20 (f là hàm hằng);   f(x) = xe5x;  f(x) = x3sin 2x; f(x) = e2xcos 4x ; f(x) = 2x2e–4x cos x + 7 
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5.3.1. Thí dụ.  Hãy tìm nghiệm trên R của phương trình sau     y" – y = x2   (3) 

Lời giải. 
– Phương trình thuần nhất tương ứng với phương trình tuyến tính cấp hai không thuần nhất ở trên là                          
y" – y = 0       (4) 
Phương trình đặc trưng r2 – 1 = 0 có hai nghiệm là r = ± 1. 
Nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất (4) là    yo(x) = c1ex + c2 e–x 
– Phương trình không thuần nhất (3) có vế trái là đa thức bậc 2 nên ta tìm nghiệm đặc biệt của phương 
trình này dưới dạng đa thức bậc 2 như sau:         yP(x) = Ax2 + Bx + C. 
Khi đó y'P = 2Ax + B và y"P = 2A. 
Do đó yP là nghiệm của phương trình (8) nếu với mọi x∈R ta có: 
    y"P – yP = x2 ⇔ 2A – (Ax2 + Bx + C) = x2  ⇔   –Ax2 – Bx + 2A – C = x2,           
Đồng nhất các hệ số tương ứng, ta được 

1 1
0 0

2 0 2

A A
B B
A C C

− = = −⎧ ⎧
⎪ ⎪− = ⇔ =⎨ ⎨
⎪ ⎪− = = −⎩ ⎩

 

Do đó     yP(x) = – x2 – 2 
– Vậy nghiệm tổng quát trên R của phương trình (8) là 
                               y(x) = c1ex + c2e–x – x2 – 2,   với c1, c2 là các hệ số tùy ý. 
5.3.2. Thí dụ.  Hãy tìm một nghiệm đặc biệt trên R của phương trình  y" – y' – y = sin x   

Lời giải. 
– Vế phải là hàm số f(x) = sin x nên ta tìm nghiệm đặc biệt dưới dạng sau: 
                 yP(x) = Acos x + Bsin x 
Khi đó 

                
'

"

sin cos
cos sin

P

P

y A x B x
y A x B x
⎧ = − +⎪
⎨

= − −⎪⎩
 

Hàm yP là nghiệm của phương trình vi phân  nếu với mọi x∈R ta có: 
// / sinP P Py y y x− − = ⇔  (– Acos x – Bsin x) – (– Asin x + Bcos x) – (Acos x + Bsin x) = sin x 

                              ⇔    (–2A – B) cos x + (A – 2B – 1)sin x = 0 

                              ⇔  

1
2 0 5

2 1 0 2
5

AA B
A B B

⎧ =⎪− − =⎧ ⎪⇔⎨ ⎨− − =⎩ ⎪ = −
⎪⎩

 

Do đó         1 2( ) cos sin
5 5Py x x x= − . 

5.3.3. Thí dụ.  Hãy tìm một nghiệm đặc biệt trên R của phương trình  vi phân  
                                         y" + 3y' + 2y = e3x   

Lời giải. 
– Ta tìm nghiệm đặc biệt dưới dạng    yP(x) = Ae3x 
 Khi đó ' 33 x

Py Ae=  va // 39 x
Py Ae= . 

 Hàm yP là nghiệm của phương trình vi phân  nếu với mọi x ∈ R ta có 

 y"P + 3y'P + 2yP = e3x    ⇔  9Ae3x + 3.3Ae3x + 2Ae3x = e3x⇔   20Ae3x = e3x⇔   A = 
20
1                                     

Vậy        yP(x) = x3e
20
1 . 

5.3.4. Thí dụ.  Hãy tìm một nghiệm đặc biệt trên R của phương trình  vi phân 
                                               y" + 3y' + 2y = exsin x 
                                                         Lời giải. 
– Ta tìm nghiệm đặc biệt dưới dạng             yP(x) = (Acos x + Bsin x) ex 
Khi đó '

Py = (–Asin x + Bcos x)ex + (Acos x + Bsin x)ex= [(A + B) cos x + (–A + B) sin x] ex 
và       y"P = [–(A + B) sin x + (–A + B) cosx + (A + B) cosx + (–A + B) sin x] ex 
                = (2B cosx – 2Asin x)ex 
Hàm yP là nghiệm của phương trình vi phân  nếu với mọi x ∈ R ta có 
                                                                                                   y"P – 3y'P + 2yP = exsinx    
(2B cos x – 2A sin x) ex – 3 [(A + B)cos x +(–A + B)sin x]ex + 2(Acos x + Bsinx)ex = exsin x 
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                               [(2B – 3A – 3B + 2A) cos x + (–2A + 3A – 3B + 2B) sin x] ex = ex sin x 

⇔  

1
2 3 3 2 0 0 2
2 3 3 2 1 1 1

2

AB A B A A B
A A B B A B B

⎧ =⎪− − + = − − =⎧ ⎧ ⎪⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨− + − + = − =⎩ ⎩ ⎪ = −
⎪⎩

 

Vậy 1 1( ) cos sin
2 2

x
Py x x x e⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
( )cos sin

2

xe x x−  

5.3.5. Thí dụ.  Hãy tìm một nghiệm đặc biệt trên R của phương trình  vi phân y" + y = xe2x 
                                                         Lời giải. 
– Ta tìm nghiệm đặc biệt dưới dạng     yP(x) = (Ax + B)e2x 
Khi đó   y'P = Ae2x + 2(Ax + B)e2x = (2Ax + A + 2B)e2x 
và         y"P = 2Ae2x + 2(2Ax + A + 2B)e2x = (4Ax + 4A + 4B)e2x 
Hàm số yP là nghiệm của phương trình vi phân nếu với mọi x ∈ R ta có 
                                      y"P + yP = xe2x 
(4Ax + 4A + 4B)e2x + (Ax + B)e2x = xe2x 
            [(5A – 1)x + 4A + 5B]e2x = 0 

⇔  

1
5 1 0 5
4 5 0 1

25

AA
A B B

⎧ =⎪− =⎧ ⎪⇔⎨ ⎨+ =⎩ ⎪ = −
⎪⎩

 

Do đó 

          24( )
5 25

x
P

xy x e⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

          
2

( ) (5 4)
25

x

P
ey x x= −  

Chú thích: Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân  là 

y(x) = c1 sin x + c2 cos x +
2

(5 4)
25

xe x −     ∀x ∈ R. 

5.3.6. Thí dụ.   Hãy tìm một nghiệm trên R của phương trình vi phân  y" – y = xsinx 
Hướng dẫn:  Tìm yP dưới dạng  yP(x) = (Ax + B) cos x + (Cx + D) sin x. 
5.3.7. Thí dụ.   Hãy tìm nghiệm trên R của phương trình vi phân  
                      y" + y = xe2x + 3x2 + 14x + 4 

Hướng dẫn 
– Phương trình y" + y = 0 có nghiệm tổng quát là    yo(x) = c1 sin x + c2 cos x 

Phương trình y" + y = xe2x có nghiệm đặc biệt là  
2

1( ) (5 4)
25

x

p
ey x x= −    (theo thí dụ 5.4.5) 

Phương trình y" + y = 3x2 + 14x + 4 có nghiệm đặc biệt là   2( )py x  = 3x2 + 2x + 4 
– Phương trình vi phân ở đề bài  có nghiệm đặc biệt là  yP(x) = 1( )py x  + 2( )py x vì  

 ( )// // //
1 2 1 2( )P P p p p py y y y y y+ = + + + ( ) ( )// //

1 1 2 2p p p py y y y= + + +  = (xe2x) + (3x2 + 14x + 4) 

Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân  là 
    y(x) = yo(x) + yP(x) 

   
2

2
1 2( ) sin cos (5 4) 3 2 4

25

xey x C x C x x x x= + + − + + +  

5.3.8. Thí dụ.  Hãy tìm  nghiệm tổng quát trên R của phương trình  vi phân 
                                         y" – y' – 12y = e4x.                            (*) 
                                                         Lời giải. 
– Phương trình vi phân thuần nhất tương ứng là y" – y' – 12y = 0           (**) 
Phương trình đặc trưng r2 – r – 12 = 0 có hai nghiệm là r1 = 4, r2 = – 3. 
Nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất  là 
                           yo(x) = c1y1(x) + c2y2(x) = c1e4x + c2e–3x 
– Nhận xét:  Nếu ta tìm nghiệm đặc biệt của phương trình  (*) dưới dạng yP(x) = Ae4x thì sẽ  thất bại 
vì          (Ae4x)" – (Ae4x)' – 12(Ae4x) = 0 ≠ e4x  .  Hàm số y= Ae4x là nghiệm của phương trình thuần nhất 
(**) nên không thể là nghiệm của (*). 
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– Ta tìm một nghiệm đặc biệt của phương trình vi phân (*) dưới dạng   yP(x) = Axe4x. 
Khi đó     y'P = Ae4x + 4Axe4x   và y"P = 4Ae4x + 4Ae4x + 16Axe4x = 8Ae4x + 16Axe4x 
Hàm số yP là nghiệm của phương trình vi phân không thuần nhất 
  y"P – y'P – 12yP = e4x  ⇔  (8Ae4x + 16Axe4x) – (Ae4x + 4Axe4x) – 12(Axe4x) = e4x 

          ⇔  7Ae4x = e4x  ⇔    7A = 1 ⇔   A = 
7
1 . 

Do đó   yP(x) =
7
1  xe4x             

– Vậy nghiệm tổng quát của phương trình vi phân không thuần nhất (*) là 
           y(x) = yo(x) + yP(x)   

           y(x) = c1e4x + c2 e–3x + 
7
1  xe4x   với c1, c2 là các hằng số. 

5.3.9. Thí dụ.  Hãy tìm  nghiệm tổng quát trên R của phương trình  vi phân 
                                         y" – 4y' + 4y = e2x                            (*) 
                                                         Lời giải. 
– Phương trình thuần nhất tương ứng là     y" – 4y' + 4y = 0  (**) 
Phương trình đặc trưng r2 – 4r + 4 = 0 có nghiệm kép là r = 2. 
Nghiệm tổng quát của phương trình (**) là    yo(x) = c1e2x + c2xe2x 
– Nhận xét: Thông thường, khi vế phải của (17) là e2x thì ta tìm nghiệm đặc biệt  dưới dạng  
yP = Ae2x. Tuy nhiên, y1 = e2x và y2 = xe2x là nghiệm của phương trình  thuần nhất(**), do đó hai hàm 
này không thể là nghiệm của phương trình (*) . Trong bài này ta phải xét nghiệm đặc biệt có dạng 
Ax2e2x. 
– Ta tìm nghiệm đặc biệt của phương trình (*) dưới dạng   yP(x) = Ax2e2x 
Khi đó        y'P = Ae2x (2x2 + 2x)  và y"P = Ae2x (4x2 + 8x + 2) 
Hàm số yP là nghiệm của phương trình (*) nếu 
   y"P – 4y'P + 4yP = e2x   ⇔ Ae2x (4x2 + 8x + 2 – 8x2 – 8x + 4x2) = e2x 

                                      ⇔  2Ae2x = e2x ⇔   A = 
2
1  

Do đó 2 21( )
2

x
Py x x e=  

– Nghiệm tổng quát trên R của phương trình (*) là   
          y(x) = yo(x) + yP(x) 

         y(x) = c1e2x + c2 xe2x + 
2
1  x2e2x 

        y(x) = e2x (c1 + c2x + 
2
1  x2) 

trong đó c1, c2 là các hằng số. 
5.3.10. Thí dụ.  Hãy tìm nghiệm tổng quát trên R của phương trình  vi phân y" + y = cos x (*) 

Lời giải. 
– Phương trình thuần nhất tương ứng là   y" + y = 0    (**) 
Phương trình đặc trưng r2 + 1 = 0 có hai nghiệm phức là r = ± i. 
Nghiệm tổng quát của phương trình (**) là yo(x) = c1 cos x + c2 sinx. 
– Nhận xét: Thông thường, vế phải của (19) là cos x thì ta tìm nghiệm đặc biệt dưới dạng    yP = Acos 
x + Bsin x. Tuy nhiên, trong phương trình này thì y1 = cos x và y2 = sin x là nghiệm của phương trình 
thuần nhất (**), do đó ta sẽ tìm nghiệm đặc biệt dưới dạng  
                                  yP = Ax cos x + Bx sin x. 
– Ta tìm nghiệm đặc biệt của phương trình (*) dưới dạng   yP(x) = Ax cosx + Bx sinx 
Khi đó y'P = Acos x – Axsin x + Bsinx + Bxcosx 
và  y"P = – Asinx – Asinx – Axcosx + Bcosx + Bcosx – Bxsinx    
           = – 2Asin x – Axcos x + 2Bcos x – Bxsin x 
Hàm số yP là nghiệm của phương trình (*) nếu 
                                                                                                 y"P + yP = cos x 
(– 2Asinx – Axcosx + 2Bcosx – Bxcos x – Bxsin x) + (Axcos x + Bxsin x) = cos x 
                                                                              – 2Asin x + 2B cos x = cos x 
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⇔ 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
⇔

⎩
⎨
⎧

=
=−

2
1B

0A

1B2
0A2

 

Do đó một nghiệm đặc biệt của phương trình (*) là  yP(x) = 
2
1  x sin x. 

Nghiệm tổng quát trên R của phương trình (*) là 
                y(x) = yo(x) + yP(x) 

               y(x) = c1cosx + c2 sin x + 
2
1  xsin x 

trong đó c1, c2 là các hằng số. 
Bài tập: Bài tập từ 169 tới 175 
5.4. Tìm nghiệm đặc biệt bằng phương pháp biến thiên tham số 
5.4.1.  Định lý. 
Xét phương trình vi phân không thuần nhất (1) và phương trình vi phân thuần nhất (2). 
 Giả sử nghiệm tổng quát trên I của phương trình thuần nhất (2) là 
                      yo(x) = c1y1(x) + c2y2(x) 
với c1, c2 là các hằng số và y1, y2 độc lập tuyến tính. 
Giả sử v1 và v2 là hai hàm số thỏa tính chất (i) hoặc (ii) như sau: 
  (i) Hai hàm số v1, v2 là nghiệm đặc biệt trên I của hệ phương trình 

                          
/ /

1 1 2 2
/ / / /
1 1 2 2

0
( )

y v y v
y v y v f x
⎧ + =⎪
⎨

+ =⎪⎩
   . 

  (ii) Hai hàm số v1, v2  có biểu thức  

                    

2
1

1 2

1
2

1 2

( ) ( )( )
( , )( )
( ) ( )( )
( , )( )

f x y xv x dx
W y y x

f x y xv x dx
W y y x

−⎧ =⎪⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

∫

∫
, 

 trong đó  các hằng số tích phân được chọn tùy ý. 
  
Khi đó, hàm số sau là một nghiệm đặc biệt trên I của phương trình không thuần nhất (1)   
                     yP(x) = v1(x) y1(x) + v2(x) y2(x). 
Chú thích:  Từ nghiệm yo ta thay hai hằng số c1, c2 bằng hai hàm số v1, v2 thì ra dạng nghiệm đặc biệt 
yP. Phương pháp này gọi là phương pháp biến thiên tham số hay phương pháp biến thiên hằng số 
hay phương pháp Lagrange. 

Chứng minh 
Giả sử phương trình thuần nhất (2) có nghiệm tổng quát 
                  yo = c1y1 + c2y2 
Ta tìm nghiệm đặc biệt của phương trình không thuần nhất (1) dưới dạng 
                       yP(x) = v1(x) y1(x) + v2(x) y2(x) 
Đạo hàm của yP là 

/ / / / /
1 1 1 1 2 2 2 2Py v y v y v y v y= + + +  

      = ( ) ( )/ / / /
1 1 2 2 1 1 2 2v y v y v y v y+ + +  

Để có biểu thức  đơn giản, ta chọn  / /
1 1 2 2 0v y v y+ =  

Lúc đó / / /
1 1 2 2Py v y v y= + .   

Suy ra      // / / // / / //
1 1 1 1 2 2 2 2Py v y v y v y v y= + + +  

Thế các biểu thức / //, ,P P Py y y  vào phương trình (1) thì được 
   // /

P P Py py qy f+ + =                       (5) 

( )/ / // / / // / /
1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2v y v y v y v y p v y v y+ + + + + + q (v1y1 + v2y2) = f 

     ( )/ / / / // /
1 1 2 2 1 1 1 1v y v y v y py qy+ + + + ( )// /

2 2 2 2v y py qy f+ + + =  

trong đó   
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( )// /

1 1 1 1 2

// /
2 2 2

0 , (2)

0

y py qy do y y laø nghieäm cuûa

y py qy

⎧ + + =⎪
⎨

+ + =⎪⎩
 

Do đó phương trình (5) tương đương với    / / / /
1 1 2 2v y v y f+ =  

Như vậy yP = v1y1 + v2y2 là nghiệm đặc biệt của phương trình (1) nếu v1, v2 thỏa hệ phương trình 

                              
/ /

1 1 2 2
/ / / /
1 1 2 2

0y v y v
y v y v f
⎧ + =⎪
⎨

+ =⎪⎩
 

– Giải hệ phương trình bậc nhất với hai ẩn / /
1 2,v v  ta được 

       

/ 22
1 / /

1 2 2 1 1 2

/ 1 1
2 ' '

1 2 2 1 1 2

.
( , )

( , )

f yf yv
y y y y W y y

f y f yv
y y y y W y y

−−⎧ = =⎪ −⎪
⎨
⎪ = =
⎪ −⎩

 

(  do y1, y2 độc lập tuyến tính nên mẫu số luôn khác 0). 
 Như thế, v1 và v2 được chọn là 

           

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

−
=

∫

∫

dx
)x)(y,y(W

)x(y)x(f)x(v

dx
)x)(y,y(W
)x(y)x(f)x(v

21

1
2

21

2
1

 

5.4.2. Thí dụ. Hãy tìm nghiệm trên R của bài toán sau 

                                            
" 4sin
(0) 3
'(0) 1

y y x
y

y

+ =⎧
⎪ =⎨
⎪ = −⎩

        (*) 

Chú thích:  Việc tìm nghiệm đặc biệt của bài này bằng phương pháp xác định hệ số  thì dễ dàng hơn 
bằng phương pháp biến thiên tham số. Tuy nhiên, phương pháp biến thiên tham số vẫn được trình bày 
để làm ví dụ cho phương pháp này. 

Lời giải 
– Phương trình thuần nhất y" + y = 0 có phương trình đặc trưng là r2 + 1 = 0, phương trình đặc trưng 
có hai nghiệm phức là r = ± i, nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất trên R là                  yo(x) 
= c1cos x + c2sin x  
hay    yo(x)= c1y1(x) + c2y2(x) với y1(x)=cos x và y2(x)= sin x. 
– Một nghiệm đặc biệt của phương trình không thuần nhất (*) là 
yP(x) = v1(x)y1(x) + v2(x)y2(x) = v1(x) cosx + v2(x) sin x 
trong đó v1, v2 là các hàm số thỏa 

' ' ' '
1 1 2 2 1 2
' ' ' ' ' '
1 1 2 2 1 2

0 (cos ) (sin ) 0
( sin ) (cos ) 4sin

y v y v x v x v
y v y v f x v x v x
⎧ ⎧+ = + =⎪ ⎪⇔⎨ ⎨

+ = − + =⎪ ⎪⎩ ⎩

' 2
1
'
2

4sin
4sin cos

v x
v x x
⎧ = −⎪⇔ ⎨

=⎪⎩

2
1

2

4 sin

4 sin cos

v x dx

v x x dx

⎧ = −⎪⇔ ⎨
=⎪⎩

∫
∫

 

Áp dụng công thức ( )2
1

1sin sin cos
2

x dx x x x k= − +∫  và             

                       
2

2
sinsin cos (sin )(sin )'

2
xx x dx x x dx k= = +∫ ∫  

ta được 1 1
2

2 2

2(sin cos ) ( 0)
2sin ( 0)

v x x x choïn k
v x choïn k

= − =⎧⎪
⎨

= =⎪⎩
 

Suy ra nghiệm đặc biệt của phương trình không thuần nhất (*) là 
yP (x) = v1(x)y1(x) + v2(x)y2(x) 
        = 2(sin x cos x – x) cosx + 2sin2 x sin x 
        = 2sin x (cos2 x + sin2 x) – 2xcos x = 2sin x – 2xcos x 
Nghiệm tổng quát trên R của phương trình không thuần nhất (*) là   
      y(x) = yo(x) + yP(x) 
      y(x) = c1 cos x + c2 sin x + 2 sinx – 2x cos x  với c1, c2 là các hằng số. 
      y(x) = c1 cos x + (c2 + 2) sin x – 2x cos x 
     y(x) = c1 cos x + c3 sin x – 2x cos x   (với c3 = c2 + 2) 
Suy ra       y'(x) = – c1 sin x + c3 cos x + 2x sin x – 2cos x 
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– Ta dựa vào điều kiện đầu để xác định hằng số c1, c3 như sau 

          1 1

2 3

(0) 3 3 3
'(0) 1 2 1 1

y c c
y c c

= = =⎧ ⎧ ⎧
⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨= − − = − =⎩ ⎩ ⎩

 

Vậy nghiệm trên R của bài toán là 
                y(x) = 3 cos x + sin x – 2x cos x 
                 y(x) = (3 – 2x) cos + sin x. 
 Bài tập: Bài tập từ 178. 
Bài tập: Bài tập từ 179 tới 180 
Bài tập: Bài tập từ 181 tới 187 
__________________________________________________________________________ 
 

 
 
 
 

BÀI  TẬP  CHƯƠNG 2 
119)  
Bài toán nào thỏa các điều kiện của định lý về sự duy nhất nghiệm 1.2 

a) ( ) ( )+ + = =21y '' y ' 3y x , y 0 , y ' 0 1
x

 

b) ( ) ( )+ + = = =21y '' y ' 3y x ,y 1 1,y ' 1 3
x

 Đáp số : b 

c) ( ) ( )+ + = = =21y '' y ' 3y x ,y 1 1,y ' 2 3
x

 

d) ( ) ( )+ + = = =xy'' y ' 4xy 0,y 0 1,y ' 0 2  
  
120)  Cặp hàm số nào sau đây độc lập tuyến tính 

a) x 2xe ,e  b) 
−3 4;
x x

 

c) 3ln x,ln x  b) sin x,tgx   
e) 3,x Đáp số : ( ) ( ) ( )a , d , e  

121) Cho = =x 2xy e vaø y e  là hai nghiệm của phương trình + + =y'' ay ' 2y 0  với a là 
hằng số: hàm số nào sau đây cũng là nghiệm của phương trình này: 

a) +x 2xe e   b) −x 2xe 8e    c) − 2x8e    d) x17e  
 Đáp số: ( ) ( ) ( ) ( )a , b , c , d  
122)  Hãy cho biết hàm số nào là nghiệm của phương trình vi phân y’’+y=0 
a) −= +x x

1 2y c e c e  b) = +1 1 2y c sin x c sin2x  
c) y = c1cosx + c2cos(-x) d) y = c1sinx + c2cosx 
e) y = c1cosx – c2sinx Đáp số: (d) hay (e)  
123)  Hãy tìm hàm số Wronski của hàm số y1(x) = x2 và y2(x) = x5 
a) y = 5x6 – 2x5    b) y = x7    c) y = 2x3-5x9 
d) y = 2x – 5x4    e) y = 3x6    Đáp số: (e) 
124)  Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân y” + 4y = 0 là 

y = c1cos2x+c2sin2x. Một nghiệm của phương trình y” + 4y = x là =
1y x
4

. Một nghiệm của 

phương trình y” + 4y= ex là  = x1y e
5

 

Hàm số nào sau đây là nghiệm của phương trình y” + 4y = x + ex 
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a) = +
x
51y x e

4
 b) = +

x
5y x 4e  

c) = −
x
51y x e

4
 d) = + + −

x
51y x e 3cos2x 5sin2x

4
 

e) = +
1y x sin2x
4

 f) = −
x
5y e 3cos2x  

g) = + +
x
51y x e sin2x

4
 h) = + −

x
51y x e cos2x

4
 

 Đáp số: (a), (d), (g), (h) 
125) Trong 9 phương trình sau, phương trình nào là phương trình vi phân tuyến tính. Nếu nó 

là tuyến tính thì hãy xét thêm tính chất thuần nhất và tính chất hệ số hằng. 

a) y”+ 2x3y’ + y = 0 b) y” + 2y’ + y2 = x c) y” + 3y’ + yy’ = 0 

d) y” + 3y’ + 4y = 0 e) y” + 3y’ + 4y = sinx f) y” + y(2 + 3y) = ex 

g) y” + 4xy’ + 2x3y = e2x h) y” + sin(xex)y’ + 4xy = 0 i) 3y” + 16y’+2y = 0 

 
Hãy tìm nghiệm của mỗi phương trình vi phân sau nếu nó có dạng cấp 2 thuần nhất, tuyến 
tính với hệ số hằng 
126) Hãy tìm nghiệm tổng quát của phương trình vi phân  y" + y' – y = 0 trên R 

Lời giải 
 Phương trình đặc trưng của phương trình vi phân là  r2 + r' – 1 = 0. 
Biệt số  Δ = 5.  Hai nghiệm của phương trình đặc trưng  là 

                      
2

51r,
2

51r 21
−−

=
+−

=  

Nghiệm tổng quát trên R của phương trình vi phân là 
                 x2r

2
x1r

1 ececy +=  

                   y 1 2
1 5 1 5exp exp

2 2
c x c x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − −
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 với c1 và c2 là các hằng số. 

127) Hãy tìm nghiệm trên R  của bài toán có điều kiện đầu như sau 

                                  
" ' 0
(0) 1

1'(0)
2

y y
y

y

⎧
⎪ + =
⎪

=⎨
⎪
⎪ = −
⎩

 

Lời giải 
 Phương trình đặc trưng của phương trình vi phân là r2 + r = 0. 
Hai nghiệm của phương trình đặc trưng là    r = 0 và r = – 1. 
Nghiệm tổng quát trên R  của phương trình vi phân là 
                       x.1

2
x0

1 ececy −+=  
                         y = c1 + c2e–x,  với c1 và c2 là các hằng số. 
Do đó y' = – c2e–x

. 
Dựa vào điều kiện đầu, ta tìm giá trị của c1 và c2  như sau.  

/

(0) 1
1(0)
2o

y

y

=⎧
⎪
⎨

= −⎪⎩

⇔ 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=−

=+

2
1c

1cc

2

21
⇔   

1

2

1
2
1
2

c

c

⎧ =⎪⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

 

Vậy nghiệm trên R  của bài toán là  xe
2
1

2
1y −+= . 
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128) Hãy tìm nghiệm trên R  của bài toán sau 

                                            
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=
=++

2)1('y
0)1(y
0y17'y2"y

 

Lời giải 
Phương trình đặc trưng là r2 + 2r + 17 = 0 
Biệt số Δ' = – 16. Hai nghiệm phức của phương trình đặc trưng là  r =  – 1 ± i.4. 
Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân là 
                  y = c1e–x cos4x + c2e–x sin4x 
Do đó  y' = –c1e–xcos4x – 4c1e–x sin4x – c2e–x sin4x + 4c2e–x cos4x. 
Điều kiện đầu y(1) = 0,   y'(1) = 2 trở thành 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=+−−−

=+
−−−

−−

24cosec44sinec4sinec44cosec

04sinec4cosec
1

2
1

2
1

1
1

1

1
2

1
1  

⇔ 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−

=+
−− 04cosec44sinec4

04sinccosc
1

2
1

1

241  ⇔ 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

=

4cos
2
ec

4sin
2
ec

2

1
 

Nghiệm trên R của bài toán là 

sin4 cos4 cos4 sin4
2 2

x xe ey e x e x− −−
= +  

  y 
2

e 1x+−
=  (sin 4 cos 4x – sin 4x cos 4) 

  y ( 1)1 sin4( 1)
2

xe x− −= − − . 

129)  + − =y'' 3y ' 10y 0  −+2x 5x
1 2Ñaùp soá : y (x) = c e c e  

130) + − = = =y '' 3y ' 10y 0,y(0) 1,y '(0) 3  ( )−−2x 5x1Ñaùp soá : y(x) = 8e e
7

 

131) + + =y'' 6y ' 9 0  − −+3x 3x
1 2Ñaùp soá : y (x) = c e c xe  

132) − =y'' 4y 0  −+2x 2x
1 2Ñaùp soá : y = c e c e  

133) − + =y'' 3y ' 2y 0  +x 2x
1 2Ñaùp soá : y = c e c e  

134) + + = = =4x'' 20x' 25x 0,x(0) 1,x'(0) 2  
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

9Ñaùp soá : x = 1+
2

5t
2t e  

135) − − = = − =x'' x ' 6x 0,x(0) 1,x '(0) 1  ( )−+3t 2t1Ñaùp soá : x = - e 4e
5

 

136) − =y'' 5y ' 0  + 5x
1 2Ñaùp soá : y = c c e  

137) + π + π =2y '' 2 y ' y 0  −π+ x
1 2Ñaùp soá : y = (c c x)e  

138) z” - 2z’ – 15z = 0  − +5x 3x
1 2Ñaùp soá : z = c e c e  

139) y '' 8y ' 16y 0, y(0) 1, y '(0) 6− + = = =  4xÑaùp soá : y = (1+ 2x)e  

140) − =y'' 2y 0  −+2x 2x
1 2Ñaùp soá : y = c e c e  

141) − = = = −y'' 5y 0,y(0) 3,y '(0) 5  −+5x 5xÑaùp soá : y = e e  

142) + = = =y'' 3y ' 0,y(0) 1,y '(0) 1  −− 3x1Ñaùp soá : y = (4 e )
3

 

143) + + =y '' 10y ' 16y 0  − −+2x 8x
1 2Ñaùp soá : y = c e c e  

144) − + = = − = −y'' 7y ' 12y 0,y(0) 1,y '(0) 2  −4x 3xÑaùp soá : y = e 2e  
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145) − − = = − =y'' y ' 12y 0,y(0) 1,y '(0) 10  −−4x 3xÑaùp soá : y = e 2e  
146) − + = = − =y'' 7y ' 12y 0,y(0) 1,y '(0) 2  −4x 3xÑaùp soá : y = 5e 6e  
147) + =y'' y 0  +1 2Ñaùp soá : y = c cosx c sin x  

148) + + = = =y'' y ' y 0,y(0) 1,y '(0) 3       
⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

x-
2 3 7 3Ñaùp soá : y = e cos x sin x

2 73
 

149) + + =y'' 2y ' 2y 0  − +x
1 2Ñaùp soá : y = e (c cosx c sin x)  

150) + + =x'' x ' 7x 0                         
⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

t-
2

1 2
3 3 3 3Ñaùp soá : y = e c cos t c sin t

2 2
 

151) π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟θ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

2

d x 4x 0,x 1,x ' 3
d 4 4

 θ + θ
3Ñaùp soá : x = - cos(2 ) sin(2 )
2

 

152) + = π = π = −
1y'' y 0,y( ) 1,y '( ) 1
4

 +
x xÑaùp soá : y = sin 2cos
2 2

 

153) + + =y'' 2y ' 5y 0                         +-x
1 2Ñaùp soá : x = e (c cos(2x) c sin(2x))  

154) −π −π+ + = π = π = −y'' 2y ' 2y 0,y( ) e ,y '( ) 2e  −-xÑaùp soá : y = e (sin x cosx)  
155)   y" – y = 2 – x2                Đáp số:    y(x) = yo(x) + yP(x) = c1ex + c2 e–x + x2 . 
156) + + =2y '' 2y ' y 0  Đáp số:   Không tuyến tính. 
157) + + =y '' yy ' y 0  Đáp số:   Không tuyến tính. 
 
   Hãy tìm nghiệm của mỗi phương trình vi phân sau nếu nó có dạng Euler 
158) Hãy tìm nghiệm tổng quát trên I = (0, +∞)  của phương trình vi phân 
                                                   x2y" – 3xy' + 4y = 0      

Lời giải 
– Phương trình đặc trưng của là phương trình Euler  là 
        r (r – 1) – 3r + 4 = 0 ⇔ r2 – 4r + 4 = 0 
Phương trình đặc trưng có nghiệm kép là ro = 2. 
Nghiệm tổng quát trên I của phương trình vi phân là 
     y(x) = c1 orx  + c2 orx  ln⏐x⏐ 
     y(x) = x2 (c1 + c2 ln x)        với c1, c2 là các hằng số tùy ý. 
159) Hãy tìm nghiệm tổng quát trên I = (0, +∞)  của phương trình vi phân                                       
                                               x2y" + 5xy' + 13y = 0     

Lời giải 
– Phương trình đặc trưng của là phương trình Euler  là 
                 r (r – 1) + 5r + 13 = 0 ⇔ r2 + 4r + 13 = 0. 
Phương trình đặc trưng có hai nghiệm phức là  – 2 ± i3 
Gọi α = – 2 và β = 3. 
Nghiệm tổng quát trên I của phương trình vi phân là 
          y(x) = xα [c1cos (βln⏐x⏐) + c2 sin (β ln⏐x⏐)]  
          y(x) = x–2 [c1 cos (3 lnx) + c2 sin (3 ln x)] 
trong đó c1, c2 là các hằng số tùy ý. 

160) + − = ≠2x y '' 2xy ' 12y 0,x 0  Đáp số: = + 2 31
4

cy c x
x

 

161) − + = >2x y '' 3xy' 4y 0,x 0  Đáp số: ( )= +2
1 2y x c c ln x  

162) + + = ≠2x y '' 5xy' 13y 0,x 0  Đáp số: ( )−= +2
1 2y x c cos(3ln x ) c sin(3ln x )  

163) + − = ≠2x y '' xy ' y 0,x 0  Đáp số: −= + 1
1 2y c x c x  

164) − + = ≠2x y '' xy ' 2y 0,x 0  Đáp số: ( )= +1 2y x c cos(ln x ) c sin(ln x )  
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165) − + = >24x y'' 4xy' 3y 0,x 0 , y(1)=0, y’(1)=1 Đáp số: = −3 / 2 1/ 2y x x  

166) − + = ≠2x y '' 3xy' 3y 0,x 0  Đáp số: = + 3
1 2y c x c x  

167) + + = ≠2x y '' 5xy ' 5y 0,x 0  Đáp số: − ⎡ ⎤= +⎣ ⎦
2

1 2y x c cos(ln x ) c sin(ln x )  

168) + − = ≠2x y '' 2xy ' 12y 0,x 0  Đáp số: −= +3 4
1 2y c x c x  

 
Hãy tìm nghiệm các phương trình vi phn khơng thuần nhất  sau: 

169) + =y'' 4y 3sin x   Đáp số: + −1 2y = c sin(2x) c cos(2x) sin x  

170) − + = 3xy '' 3y ' 2y 6e  Đáp số: + +x 2x 3x
1 2y = c e c e 3e  

171) − + = − 3xy '' 2y ' y 4e  Đáp số: ( )= + −x 2
1 2y e c c x 2x  

172) − + =y'' 7y ' 10y 100x , y(0)-0, y’(0)=5 Đáp số: − + +5x 2xy = 3e 10e 10x 7  

173) + = −3 2y '' y ' x x              Đáp số: −+ + − + −
4

x 3 2
1 2

x 4y = c c e x 4x 8x
4 3

 

174) −+ + = 3xy '' 6y ' 9y 10e  Đáp số: ( )−= + +3x 2
1 2y e c c x 5x  

175) + + = 4xy '' 8y ' 16y 2xe  Đáp số: ( )− −
= + +4x 2 4x

1 2
(4x 1)y e c c x e

128
 

a. − + =2 3x y '' 5xy' 9y x , ≠x 0  Đáp số: ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 2
1 2

1y x c c ln x ln x
2

 

176) + − =2x y '' 2xy' 12y x , >x 0  Đáp số: −= + −4 3 1/ 2
1 2

4y c x c x x
45

 

177) Hãy tìm nghiệm tổng quát trên I = (0, + ∞)của phương trình vi phân  
                                  x2y" + 2xy' – 12y = x   

Đáp số:       y(x) = c1x–4 + c2x3 2
1

x
45
4

− , trong đó c1, c2 là các hằng số tùy ý. 

178) Hãy tìm nghiệm tổng quát trên ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ
−

2
,

2
 của phương trình vi phân tuyến tính cấp hai 

không thuần nhất như sau     y" + y = tgx    (*) 
Lời giải 

– Phương trình thuần nhất y" + y = 0 có phương trình đặc trưng là r2 + 1 = 0. 
Phương trình đặc trưng có hai nghiệm phức là r = ± i 

Nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất trên ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ
−

2
,

2
 là     yo(x) = c1 cos x + c2 sin x . 

Như thế y0 có dạng   yo(x)= c1y1(x) + c2y2(x) với y1(x)=cos x và y2(x)= sin x. 
– Một nghiệm đặc biệt của phương trình thuần nhất (*) là 
yP(x) = v1(x)y1(x) + v2(x)y2(x) = v1(x)cos x + v2(x)sin x 
trong đó v1, v2 là các hàm số thỏa 

' ' ' '
1 1 2 2 1 2
' ' ' ' ' '
1 1 2 2 1 2

0 (cos ) (sin ) 0
( sin ) (cos )

y v y v x v x v
y v y v f x v x v tgx

⎧ ⎧+ = + =⎪ ⎪⇔⎨ ⎨
+ = − + =⎪ ⎪⎩ ⎩

2
'
1

'
2

sinsin
cos

cos sin

xv x tgx
x

v x tgx x

⎧
= − = −⎪⇔ ⎨

⎪ = =⎩

 

Do đó 

v1 = 
2 2sin cos 1

cos cos
x xdx dx
x x

−
− =∫ ∫

1 1cos sin
cos cos

x dx x dx
x x

⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ . 

Áp dụng công thức 

1sec ln secx dx x tgx k= + +∫   1sec
cos

trong ñoù x
x

⎛ ⎞=⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

ta được     v1 = sin x – ln⏐sec x + tgx⏐        (chọn k1 = 0) 
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Ta cũng có   v2 = 2sin cos cosx dx x k x= − + = −∫    (chọn k2 = 0). 

Suy ra nghiệm đặc biệt của phương trình không thuần nhất (*) là 
 yP(x) = v1(x)y1(x) + v2(x)y2(x)   = (sin x – ln⏐sec x + tg x⏐) cos x + (–cos x) sin x 
        = – cos x ln⏐sec x + tg x⏐ 

Nghiệm tổng quát trên ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ
−

2
,

2
 của phương trình không thuần nhất (*) là 

              y(x) = yo(x) + yP(x)= c1 cosx + c2 sinx – cosx ln⏐secx + tgx⏐ 
 
Hãy giải bài tập 179 - 180  
 
 

179)  ( Chứng  minh định lý Ostrogradski-Louivile ) 
Cho phương trình vi phân tuyến tính cấp 2 thuần nhất   
               y’’+p(x)y’+q(x)y=0. 
Giả sử y1 và y2 là hai nghiệm trên I  của phương trình vi phân này. 
  a) Hãy chứng minh  định thức Wronski của hai hàm y1 và y2 trên I có dạng như sau  
                        -P(x)

1 2W(y ,y )(x) = Ce ,  
Trong đó C là hằng số và P là một nguyên hàm của hàm p. 
  b)  Hãy chứng minh   1 2W(y ,y )(x) luôn bằng 0 trên I nếu y1 và y2 phụ thuộc tuyến tính. 
  c)  Hãy chứng minh  1 2W(y ,y )(x) luôn khác 0 trên I nếu y1 và y2 độc lập tuyến tính.    

Hướng dẫn 

a)  Từ 
/

1 1
1 2 /

2 2

y (x) y (x)
W(y ,y )(x)=

y (x) y (x)
, hãy chứng minh  

      /
1 2 1 2W (y ,y )(x) = -p(x)W(y ,y )(x)  

Đây là phương trình vi phân tuyến tính cấp 1 thuần nhất. Nghiệm tổng quát là 
-P(x)

1 2W(y ,y )(x) = Ce , với C là hằng số và P là một nguyên hàm của hàm p. 
180) ( Phương pháp tìm nghiệm tổng quát khi biết một nghiệm đặc biệt)    
  Xét  phương trình vi phân tuyến tính cấp hai thuần nhất 
                                          y" + p(x)y' + q(x)y = 0.                      (*) 
 Cho y1 là  một nghiệm của phương trình (*) và y1 luôn khác 0 trên . 
  1/  Giả sử  tồn tại hàm v ( không là hàm hằng) sao cho  y2 = v y1  là một nghiệm của phương trình (*)  
       Hãy chứng minh 
                a)  y1, y2 độc lập tuyến tính 
                 b) Nghiệm tổng quát của phương trình (*)  là  
                                  y = c1y1 + c2y2,  
        trong đó c1, c2 là các hằng số tùy ý. 

   2/  Gọi u là hàm số có biểu thức 
[ ]

-P(x)

2
1

eu(x)= dx
y (x)∫  (hằng số tích phân được chọn tùy ý), trong đó 

P là một nguyên hàm của p. 
        Hãy chứng minh    
         a) Hàm số y2 = uy1 là nghiệm trên I của phương trình (1). 
         b)  Nghiệm tổng quát của phương trình (*)  là  
                                  y = c1y1 + c2y2,  
          trong đó c1, c2 là các hằng số tùy ý. 
                                                       Hướng dẫn 
    1/ Áp dụng định lý trong 2,2 và 2.3. 
    2/  Cách 1: 
         Từ biểu thức cùa u, ta tính được /

2y , //
2y . Suy ra 2y  là nghiệm của phương trình vi phân. 

        Cách 2:  
          Ta tìm  nghiệm của phương trình  (*)  dưới dạng   y = vy1. 

         Ta có   
/ '

1 1
// // / / /

1 1 1

y =v'y +vy

y =v +2v y +vy

⎧⎪
⎨
⎪⎩

 

         Hàm y  là nghiệm của phương trình (1) nếu    
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     ( ) ( )// / / / / /

1 1 1 1 1 1v y +2v y +vy +p v y +vy +qvy =0  

     ( )// / / / /
1 1 1 1 1 1v y +v (2y +py )+v y +py +qy =0 ( trong đó / /

1 1 0y py q+ + =  vì y1 là nghiệm) 

                                  ( )// /
1 1 1v +v' 2y +py =0  

                              
/

// /1

1

2yv + +p v =0
y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                      ( ) ( )
/// /1

1

2yv + +p v =0
y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                

 Phương trình trên có dạng là phương trình vi phân tuyến tính cấp một thuần nhất theo ẩn (v’). 
 Do đó 

         
/

/ 1

1

2( ) exp ( )yv x C p x dx
y

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫  = ( )2

1exp ( )C n y p x dx−⎡ ⎤−⎣ ⎦∫  = 2
1

1 exp ( )C p x dx
y

⎡ ⎤−⎣ ⎦∫  

                                                               v(x)= 2
1

1 exp ( )C p x dx dx
y

⎡ ⎤−⎣ ⎦∫ ∫  

           Chọn                                          ( )
2
1

1( ) P xv x e dx
y

−= ∫    

Áp dụng kết quá của câu 1, ta suy ra được điều cần chứng minh. 
 
  
      Hãy giải các bài tập sau (các bài tập này không được phân loại) 
181)  Hãy tìm nghiệm trên I = (0, +∞) của phương trình  
                            xy" + 2y' + x = 1, y(1) = 2, y'(1) = 1 

Hướng dẫn 
.  Phương trình không chứa y nên đặt u = y' để đưa về phương trình cấp 1  

 xu' + 2u + x = 1⇔     
x

x1u
x
2'u −

=+  

 Phương trình tuyến tính cấp 1 theo u có nghiệm tổng quát là     u(x) = c1 x–2 

3
x

2
1
−+  

Khi x = 1 thì u(x) = 1 ta suy ra 
6
5c1 = . Dó đó      y'(x) = 

3
x

2
1x

6
5 2 −+− . 

Suy ra y(x) = 2

2
c

6
x

2
xx

6
5

+−+− .  Khi x = 1 thì y(x) = 2 nên suy ra được c2 = 
2
5

. 

182)  Hãy tìm nghiệm trên R của phương trình vi phân 
                        y" + (y')3 y = 0, y(0) = 1 , y'(0) = – 1 

     Hướng dẫn 
 Phương trình không chứa x nên ta coi y như là một biến độc lập. 
Đặt  u = y' để đưa về phương trình vi phân cấp 1. 

Ta có u
dy
du

dx
dy.

dy
du

dx
du"y === . Phương trình vi phân trở thành    0yu

dy
duu 3 =+  

Áp dụng phương pháp tách biến ta được      
1

2 c2y
2u
−

=  

Khi x = 0 thì y = 1 và u = – 1, suy ra c1 = 
2
3 . Do đó          

3y
2

dx
dy

2 −
=  

Áp dụng phương pháp tách biến ta được         2

3
Cx2y3

3
y

+=−  

Khi x = 0 thì y = 1, suy ra c2 = – 
3
8 . 

183)  Hãy tìm nghiệm trên R của các phương trình vi phân sau 
a) y" – y = 0 , y(0) = 1, y'(0) = 0                    Đáp số:   y = (ex + e–x) / 2 
b) y" – 2y' = 0, y(1) = 0, y'(1) = 2  Đáp số:  y = e2(x–1) – 1 
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c) y" + 2y = 0,  y(0) = 1, y'(0) = 2  Đáp số:  y = cos 2 x + 2  sin 2 x 

d) y" – 2y' + 17y = 0,  y(0) = 1, y'(0) = 0 Đáp số:  y = ex ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − x4sin

4
1x4cos  

e) y" – 4y = 0,   y(0) = 1, y'(0) = 0  Đáp số: y = cosh 2x = (e2x + e–2x) / 2 
f) y" + 3y = 0,  y(3) = 1, y'(3) = – 1 Đáp số: y = cos 3  (x – 3) – (1/ 3 ) sin 3  (x – 3) 

g) y" + 2y' + 17y = 0,  y(1) = 0, y'(1) = – 2 Đáp số: y = –
2
1  e–(x – 1) sin 4 (x – 1) 

184)  Hãy tìm nghiệm trên R của các phương trình vi phân sau 

a) y" + 3y' + 2y = ex
  Đáp số: y = c1e–x + c2e–2x +

6
ex

 

b) y" + y = 1 + x    Đáp số: y = c1 cos x + c2 sin x + x + 1 

c) y" + y' + 3y = e2x
 Đáp số: 

9
e

2
x11sinc

2
x11coscey

x2

212
x

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
 

d) y" + y = xex
     Đáp số: y = c1 cosx + c2 sinx + (x – 1)

2
ex

 

e) y" – y = e2x, y(0) = – 1, y'(0) = 1          Đáp số:  
3

e
6

e5
2
ey

x2sx
+−−=

−
 

185)   Hãy tìm nghiệm của phương trình vi phân  
a) y" + y = sec x 
                    Hướng dẫn:  Nghiệm đặc biệt là    yP = xsin x + (cos x) ln⏐cos x⏐   

b) y" - 4y' + 4y = 
x

e x2

 ,   0 < x < ∞.   

                    Hướng dẫn: Nghiệm đặt biệt là yP = x ln⏐x⏐ e2x    
c) e3x (y" + 6y' + 9y) = x–2, 0 < x < ∞     
                   Hướng dẫn: Nghiệm đặc biệt là yP = – e–3x lnx 
d) y" – 2y' + y = xex ,   0 < x < ∞   

                   Hướng dẫn: Nghiệm đặc biệt là x2
5

P ex
15
4y =  

f) x2y" – 2xy' + 2y = xlnx, 0 < x < ∞,    y(1) = 1, y'(1) = 1. 

                   Hướng dẫn:  y = x2 – xlnx 2)x(lnx
2
1

−  

186)  Hãy tìm nghiệm tổng quát trên I = (0, ∞) của các phương trình vi phânsau: 
a) x2y" – xy' + y = x         Đáp số: y = c1x + c2xlnx + 4 x  

b) x2y" – 6y = x  ,   y(1) = 2, y'(1) = 2      Đáp số:
615

13
10
13 23 xxxy −+= −  

187)  Hãy tìm nghiệm tổng quát trên R  của các phương trình vi phân sau: 
b) y" + 2y' + y = sinx                Đáp số:  y = (c1 +  c2x) e–x – (cosx) / 2 
c) y" = y + exsin2x                     Đáp số:  y = c1ex + c2e–x – ex (cos2x + sin2x) / 8   
d) y" – 2y' + 4y = exsinx           Đáp số:  y = ex (c1 cos 3 x + c2 sin 3 x)+ + (ex sinx) / 2 
e) y" – 6y' + 9y = e3x + cosx , y(0) = 1,y'(0)=0  

                                      Đáp số:  y = xxexex xx sin
50
3cos

50
4

250
135

50
46 3

2
3 −++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

f) y" + 3y' + 2y = 3 – 2ex,  y(0) = 0,y'(0) = 0.   Đáp số:  y = xx2x e
3
1

2
3e

6
5e2 −++− −−  

 
Sinh viên vui lòng thường xuyên coi thông báo trên web.                                      
               www.nguyenthanhvu.com          hoặc                        www.math.hcmuns.edu.vn/~ntvu 
 
Tiến sĩ  Nguyễn Thanh Vũ,  điện thoại: 38639.462,     nguyenthanhvu60@gmail.com  
_______________________________________________________________________________ 
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CHƯƠNG 3         SƠ LƯỢC PHÉP BIẾN ĐỔI LAPLACE 
 
1.  ĐỊNH NGHĨA  CỦA BIẾN ĐỔI LAPLACE 
1.1. Định nghĩa 
 Giả sử t  f(t) là hàm số thức xác định với mọi t ≥ 0. 
 Biến đổi Laplace của hàm f được định nghĩa là hàm F có biến số s và biểu thức của hàm F như sau 

                                  F(s): = dt)t(fe
0

st∫
∞

−     (1) 

 Miền xác định của F gồm những giá trị của s làm cho tích phân (1) tồn tại. 
 Người ta ký hiệu F= L {f}. Các ký hiệu sau cũng được sử dụng  

         L {f(t)} = F(s) = dt)t(fe
0

st∫
∞

− ;        L {f(t)}(s) = F(s) = dt)t(fe
0

st∫
∞

−  

        L {f} = F(s) = dt)t(fe
0

st∫
∞

−    ;           L {f}(s) = F(s) = dt)t(fe
0

st∫
∞

−  

1.2 Thí du.      Xét f là hàm hằng k, tức f(t) ≡ k với mọi t >0. Khi đó 

L {k}(s) = 
0

st
st

o

ee k dt k
s

∞∞ −
− ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
∫ =

0

0

lim lim
Ast sA

A A

e e ek k k
s s s

− −

→∞ →∞

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎜ ⎟ = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

=0+ 1k
s

= k
s

 

  Kết quả trên ứng với trường hợp s > 0.  
1.3 Thí du.      Xét f(t) = eat, trong đó a là hằng số.Ta có 

L { } ( )

0 0

( )at st at s a te s e e dt e dt
∞ ∞

− − −= =∫ ∫
( )

( )

s a t

o

e
s a

∞− −⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦

=
( ) ( ) 0

0

lim lim
( ) ( ) ( )

As a t s a A

A A

e e e
s a s a s a

− − − −

→∞ →∞

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎜ ⎟ = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟− − − − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

 

                = 1
s a−

  

Kết quả trên ứng với trường hợp  s – a > 0. 
1.4 Thí du.     Xét f(t) = sin at, trong đó a là hằng số khác 0. Ta có 

L { } ( )2 2
0 0

sin ( ) sin sin cos
st

st eat s e at dt s at a at
s a

+∞∞ −
− ⎡ ⎤

= = − +⎢ ⎥+⎣ ⎦
∫ 2 2

a
s a

=
+

      với mọi s > 0. 

Bài tập: Bài tập 188. 
 
2.  TÍNH CHẤT CƠ BẢN CỦA BIẾN ĐỔI LAPLACE 
2.1. Định lý về sự tồn tại 
Giả sử 
    i) f là hàm liên tục từng phần trên [0, ∞). 
    ii) Tồn tại hằng số α,  hằng số dương T và hằng số dương  M thỏa 
                             ∀t ≥ T, ⏐f(t)⏐≤ Meαt 
 Khi đó,   L {f(t)}(s)  tồn tại với tất cả s > α. 
Chú thích:  Hàm số f được gọi là liên tục từng phần trên đoạn [0, +∞)  nếu f liên tục tại mọi  điểm 
thuộc [0, +∞) ngoại trừ tại một số hữu hạn các điểm, đồng thời tại các điểm x mà f không liên tục thì 
f(x+) và f(x–) vẫn tồn tại. 

Chứng minh 

Chúng ta cần chứng minh        ∫ ∫
∞

−

∞→

− α>=
0

A

0

st
A

st svôùitaïitoàndt)t(felimdt)t(fe  

 Ta có              ∫ ∫∫
∞ ∞

−−− +=+=
0 T

21
st

T

0

stst IIdt)t(fedt)t(fedt)t(fe  
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trong đó ∫ ∞<= −
T

0

st
1 dt)t(feI  do   t e–st f(t) liên tục từng phần trên [0, T].   

 Đồng thời, với  mọi s>α ta có 

   I2= ( )( )st st t s

T T T

e f t dt e Me dt M e dtα α
∞ ∞ ∞

− − − −≤ =∫ ∫ ∫ =
( )

0( )

s teM
s

α

α

+∞− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

  = 0 + 
( )s TMe

s

α

α

− −

−
 

 Do đó  ∫
∞

− ∞<
0

st dt)t(fe  với mọi s>α. 

 
2.2.. Định lý về sự tuyến tính 
  Giả sử  L {f(t)}(s)  và L {g(t)}(s)  tồn tại. Cho a, b là các hằng số. 
  Khi đó,  L {af(t) + bg(t)}(s)  tồn tại và 
                L {af(t) + bg(t)}(s) = a L {f(t)}(s) + b L {g(t)}(s) 

Chứng minh 

  L { } [ ]
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )staf t bg t s e af t bg t dt
∞

−+ = +∫ ∫ ∫
∞ ∞

−− +=
0 0

stst dt)t(gebdt)t(fe  

                               = a L {f(t)}(s) + b L {g(t)}(s)  
 
2.3. Định lý về sự tịnh biến 
Giả sử  F(s) = L {f(t)} tồn tại với s > b và a là số thực tùy ý. 
Khi đó,   L {eat f(t)}(s) = L { f(t)}(s – a)  với s – a > b 

Chứng minh 

L { } ( )

0 0

( ) ( ) ( ) ( )at st s ate f t s e at f t dt e f t dt
∞ ∞

− − −= =∫ ∫ = L { f(t)}(s – a) 

2.4.  Biến đổi Laplace của một số hàm đặc biệt 
f(t) F(s) = L {f(t)}(s) 
1 

s
1                  ,   s > 0 

eat 
as

1
−

            ,   s > a  

tn 
1

!
n

n
s +             ,   s > 0 

eat tn 
1

!
( )n

n
s a +−

      ,    s > a 

sin bt 
2 2

b
s b+

         ,    s > 0 

cos bt 
2 2

s
s b+

         ,     s > 0 

eat sin bt 
2 2( )

b
s a b− +

   ,   s > a 

eat cos bt 
2 2( )

s a
s a b

−
− +

   ,    s > a 

sinh (bt) =
2

at ate e−−  22 bs
b
−

         ,    s > ⏐b⏐ 

cosh (bt) =
2

at ate e−+  22 bs
s
−

         ,     s > ⏐b⏐ 

eat sinh (bt)  
2 2( )

b
s a b− −

         ,    s >a+ ⏐b⏐ 
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eat cosh (bt)  

2 2( )
s a

s a b
−

− −
         ,    s >a+ ⏐b⏐ 

Trong bảng công thức trên, a và b là các hằng số, n là số nguyên dương. 
Chứng minh 

− Trường hợp f là hàm hằng: công thức đã được  chứng minh nơi thí dụ 1.2.   
− Trường hợp f(t) = eat: công thức đã được  chứng minh nơi thí dụ 1.3.   
−  Trường hợp f(t) =tn: 

L { } 1

0 0

( )
0

st n
n st n st ne t nt s e t dt e t dt

s s

∞ ∞−
− − −∞−

= = +∫ ∫ s
n0 +=  L {tn – 1}(s) 

Do đó 

   L { }
s
ntn =  L { }1 ( 1)n n nt

s s
− −

=  L {tn – 2}= ... = !
n

n
s

 L {to} = !
n

n
s

 L {1}= 1

!
n

n
s +  

−  Trường hợp f(t) =sinh(at) : 

L {sinh (at)}(s) = L 
2
1

2
ee atat

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ − −

 (L {eat} – L {e–at}) 22 as
a

as
1

as
1

2
1

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
=  

−  Trường hợp f(t) =cosh(at) : 

L {cosh (at)}(s) = L 
2
1

2
ee atat

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ + −

( L {eat} + L {e–at}) 
22 as

a
as

1
as

1
2
1

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

−
=  

− Việc chứng minh các công thức còn lại được xem là bài tập. 
Bài tập: Bài tập 189 tới 196. 
 
2.5. Định lý liên quan phép biến đổi Laplace ngược 
 Cho  f, g là hai hàm liên tục trên [0,+∞).  
  Giả sử  f, g có cùng biến đổi Laplace , tức là L {f(t)} = L {g(t)} 
 Khi đó, f và g bằng nhau trên  [0,+∞), tức là  
    f(t) = g(t)) với mọi t≥ 0. 
2.6.  Định nghĩa phép biến đổi Laplace ngược. 
Giả sử F là biến đổi Laplace của hàm liên tục f, tức là   F(s) = L {f(t)}(s). 
Khi đó hàm liên tục f được gọi là biến đổi Laplace ngược của F và ký hiệu như sau 
                                f = L –1 {F} 
Các ký hiệu khác :    f(t) = L –1 {F(s)};  f(t) = L –1 {F(s)}(t) ; f(t) = L –1 {F}(t) 
Chú thích.   f = L –1 { L {f}} . 
Thí dụ. 

       Xét hàm liên tục f với f(t) = eat (a là hằng số).    Ta có  L {f (t)} = L {eat} = 
as

1
−

 

        Do đó L –1 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

− as
1  = eat 

 − Phép biến đổi Laplace ngược có tính chất tuyến tính như sau: 
2.7. Định lý 
  Giả sử f,g là các hàm liên tục.  Cho F = L {f} và G = L {g}, a và b là các hằng số. 
  Khi đó 
         L –1{a F + b G} = a L –1{F} + b L –1{G} 

Chứng minh 
Định lý trên suy ra từ tính chất tuyến tính của phép biến đổi Laplace. 
2.8. Thí du. 

– Ta xác định: f(t) = L –1 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
+

+
−

− 10s8s2
3

9s
s6

6s
5

22 như sau: 

 Ta có L –1  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

− 6s
5  = 5 L –1 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

− 6s
1  = 5e6t 
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L –1 6
9s

s6
2 −=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+

−  L –1 t3cos6
3s

s
22 −=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
 

L –1

2
3

10s8s2
3

2 =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
 L –1

( )
tsine

2
3

12s
1 t2

22
−=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++
 

Do đó               f(t) = 5e6t – 6cos3t + 
2
3  e–2t sin t 

2.9. Thí du 

– Ta xác định L –1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ 4)2s(
5  như sau: 

 Ta có L –1 =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ 4)2s(
5  L –1 

[ ]3 1
3!5

6 ( 2)s +

⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬

− −⎪ ⎪⎩ ⎭ 6
5

=  L –1 

[ ] ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−− +13)2(s
!3 3t2 te

6
5 −=  

Bài tập: Bài tập 197 tới 198. 
 
3. GIẢI BÀI TOÁN ĐIỀU KIỆN ĐẦU 
3.1. Biến đổi Laplace của đạo hàm 
3.1.1. Định lý: 
Giả sử 
          i) Đạo hàm f' tồn tại và liên tục từng phần trên [0, ∞). 
         ii) Tồn tại các hằng số dương a, M, T sao cho 
                     ⏐f(t)⏐ < Meat       ,     ∀t ≥ T   (1) 
Khi đó, biến đổi Laplace của f' tồn tại với mọi s ≥ a và  
                                L {f'(t)}(s)  = s L {f} – f(0) . 
Chú thích:  Tính chất (i) suy ra  hàm số  f liên tục trên [0, ∞) 

Chứng minh 
  Theo định lý 2.1,  biến đổi Laplace của f tồn tại . 
– Trước hết, ta xét trường hợp f’ liên tục trên [0, ∞). Khi đó, ta có 

             ∫∫ −−− +=
A

0

st
A

0

stst dt)t(fes
0
A

)t(fedt)t('fe   

trong đó e–st f(t) )0(f)0(f)A(fe
0
A sA −→−= −  khi A → ∞. 

  Cho A → ∞ , từ đẳng thức trên ta suy  được   
0 0

'( ) (0) ( )st ste f t dt f s e f t dt
∞ ∞

− −= − +∫ ∫  

  Suy ra                L {f'(t)} = – f(0)+s L {f}. 
–  Trường hợp f' liên tục từng phần trên [0, ∞): chứng minh tương tự như trên. 
3.1. 2. Định lý: 
Giả sử 
i) f  có đạo hàm tới cấp 2 và //f  liên tục từng phần trên [0, ∞). 
ii) Tồn tại các hằng số  dương a, M, T  sao cho  
                          ≤ ≤ ∀ ≥/ //( )   ( ) , ,at atf t Me vaø f t Me t T  

Khi đó,  biến đổi Laplace của //f  tồn tại với mọi s ≥ a với 

           L { // ( )f t } = 2s  L { ( )f t } – s  (0)f  – / (0)f  
Chú thích:          Nếu ký hiện biến đổi Laplace của hàm f  là Y thì kết quả của định lý 3.1.1 và 3.1.2 
như sau: 
 
                                L { / ( )f t }(s)  = s Y – f(0) . 

           L { // ( )f t } = 2s  Y – s (0)f  – / (0)f  
Chứng minh 
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– Áp dụng định lý 3.1.1 cho hàm số /f , ta được 

      L {f"(t)} = s L {f'(t)} – f'(0) = s [ s L {f(t)} – f(0)] – f'(0) = s2 L {f(t)} – sf(0) – f'(0). 
 
  Dạng tổng quát của định lý 3.1.1 và 3.1.2 như sau: 
3.1. 3. Định lý: 
Giả sử 
i) f có đạo hàm tới cấp n  và f(n) liên tục từng phần trên [0, ∞). 
ii) Tồn tại các hằng số  dương a, M, T  sao cho  
                          { }( ) ( ) , 0,1,..., 1 , ,i atf t Me i n t T≤ ∀ ∈ − ∀ ≥  

Khi đó,  biến đổi Laplace của f(n) tồn tại với mọi s ≥ a với 
           L {f(n) (t)} = sn L {f(t)} – sn–1 f(0) – sn–2 f'(0) – ... – f(n–1)(0) 

tức là    L {f(n) (t)} = sn L {f(t)} – )0(fs i
1n

0i

1in∑
−

=

−−  

Chứng minh 
Dùng phép chứng minh qui nạp và kết quả của định lý 3.1.1 và 3.1.2, ta suy ra được  định lý trên. 
3.1.4. Thí du 

Từ công thức L{sin bt} = 22 bs
b
+

, ta có thể tìm L {cos bt} như sau : 

Xét f(t) = sin bt.  Ta có f'(t) = b cos bt và f(0) = 0 
Áp dụng định lý 3.1.1, ta được  L {bcos bt} = s L {sin bt} – f(0) 

⇒ b L {cos bt} = s 22 bs
b
+

  ⇒   L {cos bt} = 22 bs
s
+

 

3.1.5. Định lý: 
Giả sử f thỏa điều kiện trong định lý 3.1.1 

 Khi đó ,  L {tf(t)}(s) tồn tại với mọi s > α và  L {tf(t)}(s) = – 
ds
d  L {f(t)}(s) 

 Hơn nữa, L {tn f(t)} tồn tại với s > α và L {tn f(t)}(s) = (–1)n n

n

ds
d  L {f(t)}(s),  

Trong đó n là số nguyên dương. 

Chú  thích: Nếu n=1 thì công thức trên trở thành L {t f(t)}(s) = – 
d
ds

 L {f(t)}(s), tức là  

 L {  ( )t f t }(s) = – /Y (s) với Y là biến đổi Laplace của hàm số f  
 

Chứng minh 
– Trường hợp n = 1:  Ta có  

ds
d  L {f(t)} = 

ds
d

 ( )∫∫
∞

−
∞

− =
0

st

0

st dt)t(fe
ds
ddt)t(fe = ∫

∞
− −=−

0

st dt)t(fet  L {tf(t)} 

– Trường hợp n > 1: Công thức ở định lý được chứng minh bằng qui nạp, chi tiết chứng minh được 
coi là bài tập. 

3.1.6. Thí du.    Từ công thức L {sin bt}(s)= 22 bs
b
+

 ta  suy ra  công thức  L {t sin bt} như sau: 

L {t sin bt} = – 
ds
d  L {sin bt}  = 22222 )bs(

bs2
bs

b
ds
d

+
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

− . 

3.2. Phương pháp giải bài toán điều kiện đầu 
   Xét phương trình vi phân với hàm cần tìm là y(x). 
– Biến đổi Laplace hai vế của phương trình vi phân ta thu được một phương trình hàm với hàm cần 
tìm là L {y(x)}. 
– Tìm biểu thức của L {y(x)} theo s. 
– Dùng biến đổi Laplace ngược để tìm y(x) 
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3.2.1 Thí dụ:  Hãy tìm nghiệm y của bài toán trên [0, ∞)  sau 

                                       
" 2 ' 5 8 (*)
(0) 2 , '(0) 12 (**)

xy y y e
y y

−⎧ − + = −⎪
⎨

= =⎪⎩
 

Lời giải. 
– Biến đổi Laplace hai vế của phương trình (*) 
                  L{y" – 2y' + 5y} = L {– 8e–x} 
Gọi Y(s) = L {y(x)} (s) ta được 

[ ] [ ]
1s

8)s(Y5)0(y)s(Ys2)0('y)0(sy)s(Ys2
+
−

=+−−−−  

                               
1s

85Y    4 2sY  - 12 - 2s -Y s2
+
−

=++  

                                                       (s2 – 2s + 5) Y = 2s + 8 – 
1s
8
+
−  

                                                                           Y = 
)1s)(5s2s(

s10s2
2

2

++−

+  

Do đó                                     y(x) = L –1 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++−

+

)1s)(5s2s(
s10s2

2

2
 

Mặt khác ta có 

1s
1

5s2s
5s3

)1s)(5s2s(
s10s2

22

2

+
−

+−

+
=

++−

+ = 
1s

1
2)1s(
8)1s(3
22 +
−

+−

+−  

                               
1s

1
2)1s(

24
2)1s(

1s3 2222 +
−

+−
+

+−

−
=  

Do đó nghiệm trên [0, ∞) của bài toán là  

   y(x) = L –1 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−
−

+−
+

+−

−
)1(s

1
2)1s(

24
2)1s(

1s3 2222  = 3ex cos2x + 4ex sin2x – e–x. 

Bài tập: Bài tập 199 tới 205. 
 
4.BỔ TÚC MỘT HÀM ĐẶC BIỆT 
4.1. Hàm bước : 

  – Xét hàm số sau  
0

( )
1

u t
⎧

= ⎨
≥⎩

  neáu t<0
 neáu t 0

   .  

  Hàm này không liên tục tại t=0 và được gọi là “unit step function” ( tạm dịch là hàm bước  
đơn vị ). 

 – Với ký hiệu trên, ta có 
0

( )
1

u t c
c

⎧
− = ⎨

≥⎩

 neáu t<c
neáu t

  với c là hằng số. 

– Thí dụ:   Nếu  ( )f t
π

π

⎧ ≤⎪= ⎨
⎪⎩

t

t

e   neáu 0 t<2
e +cos t  neáu t>2

 ,  

 ta có thể ghi                       ( ) ( 2 )cos( )tf t e u t tπ= + −  với 0t ≥ . 
4.2 Định lý:  Cho c 0≥ và s>0.    Biến đổi Laplace của  u(t-c) là   

                              L { }( ) ( )u t c s− =
-cse
s

.  

– Thí dụ: Hãy tìm biến đổi Laplace của hàm số f(x)=3 [u(x)-u(x-2)]. 
                                                 Hướng dẫn. 
Biến đổi Laplace của hàm số f là 

                       Y=3 L (u(x))-3 L (u(x-2))= 23 3 se
s s

−− . 

Bài tập: Bài tập 206 tới 209. 
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BÀI TẬP  CHƯƠNG 4 
188) Hãy chứng minh hàm 1( )f t

t
=  không có biến đổi Laplace. 

  Hướng dẫn:    
1

0 0 1

st st ste e edt dt dt
t t t

∞ ∞− − −

= + = +∞∫ ∫ ∫  

Từ bài tập 189 tới bài tập 196, hãy tìm các biến đổi Laplace L(f(t)) của hàm số f. 

189) 3( 6 )tL e−−  Đáp số: 6
3s

−
+

  

190) (24 )tL e  Đáp số: 24
1s −

  

191) ( )( )5sin 60L t−  Đáp số: 2 2

605
60s

−
+

  

192) 3( 6 )tL e−−  Đáp số: 6
3s

−
+

  

193) 3 2( 5 2 1)L t t t+ + −  Đáp số: 4 3 2

6 10 2 1
s s s s
+ + −   

194) ( )tL te  Đáp số: 
( )2

1
1s −

  

195) ( )( sin 2 )tL e t   Đáp số: 
( )2

2
1 4s − +

  

196) ( )( )3 2 3 5tL e t t− − +     Đáp số: 
( ) ( )3 2

2 3 5
33 3 ss s

− +
++ +

 

    Hãy biến đổi ngược Laplace của hàm số Y(s) trong bài tập 197, 198. 

197) 3 2

6Y
s s

=
+

       Đáp số: 6 6 6 ty t e−= − + +  

198) 2

5
6 10

sY
s s

+
=

+ +
    Đáp số: 3 3cos 2 sint ty e t e t− −= +  

     Hãy dùng phương pháp biến đổi Laplace để tìm nghiệm của  các phương trình trong bài 
tập từ 199 tới 205: 
199)               y" + 4y' – 5y = xex  ,   y(0) = 1, y'(0) = 0 

Huớng dẫn 
– Ta có   L {y" + 4y' – 5y} = L {xex} 
Gọi  Y(s) = L {y(x)}(s). Ta có  
[ ] [ ]

2
2

)1s(
1Y5)0(ysY4)0('y)0(syYs
−

=−−+−−  

                         s2Y – s + 4sY – 4 – 5Y = 2)1s(
1
−

 

                                          Y = 3

23

)3s)(5s(
5s7s2s

−+

+−+  

32 )1s(
2

12
1

)1s(
1

36
1

1s
1

216
181

5s
1

216
35)s(Y

−
+

−
−

−
+

+
=  

Do đó  nghiệm [0, ∞) của bài toán là  

                    y(x) = L –1{Y(s)} x2xxx5 ex
12
1xe

36
1e

216
181e

216
35

+−+= −  

200)     y"(x) – 2y'(x) + 5y(x) =  8eπ–x     ; y(π) = 2 ; y'(π) = 12 
Hướng dẫn 
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Đặt h(x) = y(x + π).  Khi đó h'(x) = y'(x + π), h"(x) = h" (x + π). 
Thay x bằng x + π trong phương trình vi phân thì được 
                 y" (x + π) – 2y' (x + π) + 5y (x + π) = – 8eπ–(x+π) 
Do đó 

                      
"( ) 2 '( ) 5 ( ) 8
(0) 2 , '(0) 12

xh x h x h x e
h h

−⎧ − + = −
⎨

= =⎩
 

Dùng phương pháp biến đổi Laplace như trong thí dụ trên, ta được 
                            h(x) = 3ex cos 2x + 4ex sin 2x – e–x 
Vậy  y(x) = h (x – π) = 3ex–π cos2 (x – π) + 4ex–π sin 2(x – π) – e–(x–π) 

           h(x) = 3ex–π cos 2x + 4ex–π sin 2x – eπ–x. 
201) y”-3y’+2y= 4te− , y(0)=1, y’(0)=5. 

 Hướng dẫn:Y(s)=
2 6 9

( 1)( 2)( 4)
s s

s s s
+ +

− − +
 ; 2 416 25 1( )

5 6 30
t t ty x e e e−= − + +

( )( )( )
2 2 3

1 2 3
s sY

s s s
+ +

=
+ + +

 

202)      y”-6y’+9y= 2 3tt e , y(0)=2, y’(0)=17. 
Hướng dẫn:           Y(s)= 2 3

2 11 2
3 ( 3) ( 3)s s s
+ +

− − −
  ; 3 3 2 31( ) 2 11

12
t t ty x e te t e= + +  

203) y”+4y’+6y=1+ te− , y(0)=0, y’(0)=0. 

Hướng dẫn: Y(s)= 2

5
1 1 2 3
6 3( 1) 4 6

s

s s s s

+
+ +

+ + +
  ; 2 21 1 1 2( ) cos 2 sin 2

6 3 2 3
t t ty x e e t e t− − −= + − −  

204) x”+16x=cos (4t), x(0)=0, x’(0)=1. 
Hướng dẫn: X(s)= 2 2 2

1
16 ( 16)

s
s s

+ +
+ +

  ; 1 1( ) sin(4 ) sin(4 )
6 8

x t t t t= +  

205)  y”+4y’+3y=-6 −3te , y(0)=2, y’(0)=-1. 
Hướng dẫn: 

( ) ( ) ( ) ( )
+

= −
+ + + +2
2 7 6
3 1 3 1
sY

s s s s
 =

( )
+ +

+ ++ 23 13
A B C

s ss
 

                     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ + − = + + + + + + 22 7 3 6 3 1 1 3s s A s s B s C s  (*) 
Cho s=-3  ta được -6=-2B.  Cho s=-1 thì có 4=4C. Thế giá trị của B và C vào phương trình 
(*), rồi  tìm  A.  

 Suy ra  Y=
( )

+ +
+ ++ 2
1 3 1

3 13s ss
. Do đó y= ( ) − −+ +33 1 x xx e e . 

                                     Hãy giải các bài tập sau 
206) Cho c 0≥ và s>0.    Hãy chứng minh công thức sau   

                              L { }( ) ( )u t c s− =
-cse
s

. 

          Hướng dẫn.        Coi hướng dẫn trong bài tập kế dưới ( bài 207) 
207)  Cho c>0 và f là hàm số có biến đổi Laplace là F(s) khi s>b, với b là hằng số. 
      Hãy chứng minh công thức sau   
                              L { }( ) ( ) ( ) ( )csu t c f t c s e F s−− − = . 
                                                    Hướng dẫn 

L{ }
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )stu t c f t c s e u t c f t c dt
∞

−− − = − −∫ =             

( )

0 0

( ) ( ) ( ) ( )st s r c cs sr cs

c

e f t c dt e f r dr e e f r dr e F s
∞ ∞ ∞

− − + − − −− = = =∫ ∫ ∫  

Hãy tìm biến đổi Laplace của hàm số f như sau 
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2

( )
1

f t

t

π
π π
π

≤⎧
⎪ ≤⎪= ⎨
− ≤⎪
⎪ ≤⎩

0 neáu 0 t<1
 neáu 1 t<
 neáu t<2

 neáu 2 t

 

                                   Hướng dẫn. 
Ta có  π π= − − − + + −( ) 2 ( 1) 3 ( ) ( 1) ( 2 )f t u t u t t u t  
          π π π π π= − − − + − − + + −( ) 2 ( 1) 3 ( ) ( 2 ) ( 2 ) (2 1) ( 2 )f t u t u t t u t u t  

Do đó    
π π ππ− − − −+

= − + +
2 2

2
2 3 (2 1){ }( )

s s s se e e eL f s
s s s s

 

Hãy tìm biến đổi Laplace của hàm số f như sau 

                     
2

( ) 3f t
t

≤⎧
⎪= − ≤⎨
⎪ ≥⎩

1 neáu 0 t<2
 neáu 2 t<3
 neáu t 3

 

Hướng dẫn. 
Ta có  = − − + + −2( ) 1 4 ( 2) (3 ) ( 3)f t u t t u t  

          ( )⎡ ⎤= − − + − + − + −⎣ ⎦
2( ) 1 4 ( 2) 3 6( 3) 12 ( 3)f t u t t t u t  

Do đó    
−

− ⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
3

3 2
1 4 2 6 12{ }( )

s
seL f s e

s s s s s
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sinh viên vui lòng coi thông báo về thi học kỳ  trên web.                                      
 
               www.nguyenthanhvu.com          hoặc           www.math.hcmuns.edu.vn/~ntvu 
 
Nếu có thắc mắc về kết quả thi, sinh viện vui lòng gởi tới email   
                         nguyenthanhvu60@gmail.com  
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CÔNG THỨC ĐƯỢC SỬ DỤNG TRONG PHÒNG THI 

( 1)x xxe dx e x C= − +∫  

2 2( 2 2)x xx e dx e x x C= − + +∫  

ln lnxdx x x x C= − +∫  

2 2

1 arcsin xdx C
aa x

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠−∫  

2 1 1sin sin 2
2 4

xdx x x C= − +∫  

2 1 1cos sin 2
2 4

xdx x x C= + +∫  

2 2
1 1

a
xdx arctg C

x a a
⎛ ⎞= +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠∫  

2 2

2 2

1 lndx x x a C
x a

= + − +
−∫  

sin sin cosx xdx x x x C= − +∫  

cos cos sinx xdx x x x C= + +∫  

2tg xdx tgx x C= − +∫  

2cotg xdx cotgx x C= − − +∫  

PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN 
   y' + p(x)y = q(x) ( ) ( ) ( )−= ∫P x P xy e e q x dx  

   y' + p(x)y = 0 ( )P xy Ce−=  
    ay" + by' + cy = 0  
  -------------- 
  ar2 + br + c = 0            

                  y(x) = 1 2r x r x
1 2c e +c e   

                  y(x) = o or x r x
1 2c e +c xe   

                 y(x) = x x
1 2c e cos( )+c e sin( )x xα αβ β  

   x2y" + axy' + by = 0  
----------------------------- 
  r2 (a – 1) r + b = 0 

y(x) = c1 1rx  + c2 2rx  
y(x) = orx  (c1 + c2 ln⏐x⏐) 
 y(x) = c1xα cos (β ln⏐x⏐) + c2 xα sin (β ln⏐x⏐) 
 

BIẾN ĐỔI LAPLACE 
f(t) 

    F(s): = dt)t(fe
0

st∫
∞

−     

1 
s
1                  ,   s > 0 

eat 
as

1
−

            ,   s > a  

tn 
1

!
n

n
s +             ,   s > 0 

eat tn 
1

!
( )n

n
s a +−

      ,    s > a 

sin bt 
2 2

b
s b+

         ,    s > 0 

cos bt 
2 2

s
s b+

         ,     s > 0 

eat sin bt 
2 2( )

b
s a b− +

   ,   s > a 

eat cos bt 
2 2( )

s a
s a b

−
− +

   ,    s > a 

sinh (bt) =
2

at ate e−−  22 bs
b
−

         ,    s > ⏐b⏐ 

cosh (bt) =
2

at ate e−+  22 bs
s
−

         ,     s > ⏐b⏐ 

Trong bảng công thức trên, a và b là các hằng số, n là số nguyên dương. 
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