NQI DUNG ON TAP MON GIAI TiCH B2

Giéi han va su lién tuc ctia ham sé hai bién (14.2)

Tinh dao ham riéng bang dinh nghia va bang cong thirc. Pinh ly Clairaut. (14.3)

Pao ham cua ham hop - Chain Rule. (14.5)

Khao sét sy kha vi bang dinh nghia ciia kha vi, bang diéu kién du cua tinh kha vi. Phép
Xap Xi tuyén tinh cua ham s hai bién. (14.4)

Khao sat cuc tri caa ham hai bién. (14.7, 14.8)

Tinh tich phan kép théng qua tich phan lap (15.2, 15.3), thong qua dinh ly Green (16.4).
7. Tich phan duong (16.2, 16.3, 16.4), truong thé, ham thé (16.1, 16.3).

el

o o

Veé dinh nghia va cac dinh 1y c6 thé sir dung dé chieng minh.

1. Giéi han: O day, ta noi vé ham hai bién, ham nhiéu bién hoan toan tuwong tu.

- Néu f(x,y) = L1khi (x,y) = (a,b) theo mot duong C1nao d6 va fix,y) > L2 khi (x,y) = (a,b)
theo duong C2khéc. NéuL1 =12, lim  f(x.y) khong ton tai.

(xy)—la.b)
Thong thuong khi giai toan, ta s& chon hai duong nio dé cho cap sb (xy) di chuyén, dic biét a
liy dwong thang hay dé dé hon c6 thé liy hai truc toa do, néu (xy) = (0,0).

- Trong trudng hop ngwoc lai, néu muén chiang minh ham sé ¢d giéi han va mudn tinh giéi han
thi ta phai sir dung dinh nghia epsilon - delta dé danh gia va chirng minh:

Cho f la ham hai bién trén mién D chta lan can (a,b). Khi d6, ta néi giéi han cua f(xy) khi (x,y)
tién toi (a,b) bang L, hay  lim  f(x.y) = lim f(x.y) = L viét néu
o,y —(a.b) T+l
y—+b

Ve >0,30>0:¥(z,y) €D {r—a)2+(y—02<d:|flz.y) —L| <¢

- Gi¢i han ham hai bién, néu ton tai, con thoa:
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(z.y) — (a.b) :
i) lim f x£limg=lm(f £ g)
i) clim f =lim{ef) Ve e R
iti)  lm f-limg = lm(f - g)
h,m ! = lim ! if g, limg =0
lim g q
vl f<g<h A lmf=1limh=L=limg= L (Squeeze theorem)|

i)

Sw lién tuc:

Ham f hai bién ién tuc tai @b) € D khi, 1 fleyy) = Flab) gy phe ham flien tu

. . s e (x.y)—(a.b) : . . L e
tai moi diem thuoc mien D thi flién tuc trén D. Tur d6, ta co thé chirng minh dugc ham so lién
tuc hay khdng lién tuc, dua vao cach tinh lim & trén. Tir do, ta c6 su lién tuc ciing c¢6 nhirng tinh
chat nhu trén (i d&n iv). Ngoai ra:

- Néu flién tryc trén mién Dy va g lién tuc trén mién Dy = f(Dy) thi f © 7 lién tyc trén mién D =
9(Dy).

- Moi da thirc hai bién déu lién tuc trén 2.

2. Tinh dao ham riéng: O day néi vé ham hai bién, ham nhiu bién hoan toan twong tu.
Cho f(x,y) trén mién D, g(x) = f(x,b), ta cd, néu g’(a) ton tai, dao ham riéng theo x cua f:

fi(a,b) = g’(a). Ma

g(a+h)-g(@)
h
f(a+h,b)— f(a,b)

h (néu gioi han ton tai)

g '(a) = Iimh—>0

= f (a,b)=lim, _,

Vay

f(x+hy)—f(x,y)
h

fxy+h)—f(xy)
h (néu gioi han ton tai)

fx (X1 y) = Iimh—>0

f,(x,y)=lim,_,
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Ki hiéu:

- —_— —_— _af‘ —_— _a —_— _az — — —_—
Ly =f= o S(x, ) o fi=Df=D.f
Hxy) = £ PPN Jx,y) % f=D:f =D, f

Tuong tu, ta c6 dao ham riéng bac 2. Bdi voi fix,y), c6 4 dao ham riéng bac 2: f,, fyys Ty, fyx.
(Luru ¥: fy tic i dao ham riéng theo x trudc rdi dao ham riéng theo ).

binh ly Clairaut:

Cho f(xy) trén lan can (a,b). Néucac ham fy va f,, déu lién tyc trén D thi f, (a,b) = f,(a,b)

3. Pao ham caa ham hgp — Chain Rule:

ChainRule (Casel)

Choz = f(x,y)lahamkhavicuaxvay,x = g(t), y = h(t)laham kha vi cua t.
Khidd, zlahamkhavi cuatva

dz_ostdx of dy

dt ox dt oy dt

ChainRule (Case 2)

Choz = f(x,y)lahamkhavicuaxvay,x=g(s,t),y =h(s,t)laham kha vi cua .
Khido, zlahamkhavi cuas,tva

dz_525% 020y

0S OXOs 0Oy oS

dz_525% 025y

ot ox ot oy ot

Chain Rule (General Version)

Choulahamkhavinbién x1, x2,...xn.Vamoi x; lahamkhavimbiént,,t,,...,t .Khido,
ou  du OX AU OX, ou oOX,

St ox o ox, o ox, ot
1=12,..,m
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4. Khao sat sy kha vi biang dinh nghia va dinh ly:

-Cho z=1f(x)) trén 1an can (a,b) va &2 = fla + Az, b+ Ay) — fla, b) Khi d6 fkha vi
tai (a,b) néu

Az = fila,b) Ax + fi(a,b) Ay + & Ax + & Ay

Vi €1+ €2 tién t6i 0 khi &7, Ay tién t6i 0.
- Néu f(x,y) kha vi tai (a,b) thi ciing lién tuc tai do.

-Pinh Iy: (ham nhiéu bién hoan toan twong ty) Cho f(x,y) trén mién D cha lan can (a,b). Néu
fy, f, ton tai trén D va lién tuc tai (a,b) thi fkha vi tai (a,b).

Xéap xi tuyén tinh: (ham nhiéu bién hoan toan twong tw) Néu f(xy) Xac dinh trén lan cian
(a,b) va kha vi tai (a,b), khi (xy) gan (a,b), ta co xap xi:

flr,y) = fla,b) + fola, b)(z —a) + fla.b)(y —b)

5. Khao sat cuc tri cia ham hai bién:
Cac dinh nghia vé cuc tri todn cuc VA dia phuong twong tu nhu véi ham mot bién.
Mot sé dinh 1y sir dung:
5.1 Néu f c6 cuc tri dia phuong tai (a,b) va dao ham riéng cap 1 cua f ton tai thi f(a,b) = 0va
f,(ab) = 0.

5.2 Gia st fc6 dao ham riéng cap 2 lién tuc trén lan can (a,b), va gia sir rang f,(a,b) = 0 va

D=D(a, b)= f,(a b)f,(a b)-[f,@b)]

(Chtt ¥: do dinh Iy Clairaut nén Jxy (. y) = fyz(,y)y
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a/ NéuD >0va f, (a b)>0thi fla cuc tiéu dia phuong
b/NéuD>0va f_(a, b)<O0thi fla cuc dai dia phuong

¢/ NéuD < 0 thi fkhong 1a cuc tri dia phuong, ma 14 diém yén ngua (saddle point).
d/ Néu D = 0 thi khdng xac dinh dugc.

5.3 Gia sir f lien tuc trén midn D < B2, D déng va bi chin. Khi do, £ c6 cuc tidu toan cuc va
cuc dai toan cuc trén D.

Céch tim cuc tri cia ham hai bién:
- Tim gia tri cia f tai cac diém ma f, hoic f, khdng ton tai, hoic i va f, déu bang O trén D.

- Tim gia tri cuc tri cua f trén bién cua D.
- So sanh 2 tap trén dé tim gia tri cuc trj cua f trén D.

6. Tinh tich phan kép thong qua tich phan lap:
Dinh ly Fubini:

Néu f kha tich trén mot hinh chit nhat R={(x,y)|a<x <b,c <y <d } thi
b ed d b

JJ fooyda=[ [0 f(xy)dydx= [ [ £ (x y)dxdy

R .

Trong mot sb trudng hop, ta c6 thé tach ham f(x,y) ra thanh g(x) nhan h(y) thi ta luén co:

(] £ (x. y)dA = [[ g(on(y)dA = [ g(x)ax [ h(y)dy

R R

Ghi ch: Ham hai bién fkha tich trén mién D IR khi va chi khi f c6 tich phan kép trén D.
Néu f lién tuc trén D thi f kha tich trén D.

Tinh tich phan kép théng qua tich phan lap:

- Kiéu I: Néuf kha tich trén mién kiéu | - D={(x,y)|a<x<b,g,(X) <y <g,(x)} (@, o khi

tich - theo nghia cua ham mot bién — trén [a,b])
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' ” f(x,y)dA= I: Iggz((: £ (x, y)dy dx
thi o 1

- Kiéu 11: Néu f kha tich trén mién kicu Il - D ={(x,y)|h(y) <x<h,(y),c<y<d} (hu, hy Khi

tich - theo nghia ctia ham mot bién — trén [c,d])
d ehy(y)
[ fooyda=] [ T (x y)ixdy
thi o

Ghi cht: M3i kiéu c6 thé chia nho thanh 3 dang sau:

¥ =9a(x) ¥y=0ax) < ¥y =g2(%)

D
{ D J [ D [ |
| | | | |
| | | | Y =g(x) |
| y=glx) | | y=aix) | | |
| | | | | |
0 a b 0 a b » 0 4 b X

- Tinh chit: Tich phan kép trén mign D € B2 thea: (cAc tich phan gia sir da ton tai)

(I LG y) + gle, y)1da = [ £(x,5) da + [f glx,») da

D o D

J[ cflx,y)dA = ¢ [J flx,y) dA

D

Néu flz.y) = glo,y) Vir.y) €D thi/ Df[.r.y]d.{ E //Dﬂ'[iﬂy]di.

Néu D = D1 U Dz va Dy, D, chi giao nhau nhidu nhét & bién thi

J[ flx,y)dA = “ fx,y) JJf(x, v) dA

D!
// 1dA = Sp
n

S
t::
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Tinh tich phian kép thong qua dinh ly Green:
binh ly Green:

Néu C Ia mot duong cong Kin va “binh thwong” va c6 chiéu duong, D [a mién duoc bao bai C,
P va Q I hai ham hai bién c6 dao ham riéng cdp 1 lién tyc trén mién me D' 2 D thi:

5{@1- (::1']—/|‘P1- (}1']—// W _9)da
Jo TR = AR = o T ay )

Tur do, thay vi tinh tich phan kép, ta tinh tich phan duong tuong rng.
Ghi cha:
- Néu C c6 chiéu am thi ta dao déu tich phan duong.
- Néu D thuoc hai kiéu 1, Il (phan tich phan kép) thi ta co:
j‘[ / / r}P

D dff

I }
{ Qdy / /

n oz

7. Tich phan dwong, trwdng thé, ham thé:
Tich phan dwong:
- Cho fla ham hai bién lién tuc va r(t) [a ham vector. T r(t) Vé ra duoc dwong cong mugt C (

t € [a,b]va C chi duoc di qua ding mot lan khi t ting tir a dén b). Khi do, tich phan duong coa
fdoc theo C:

b
/f,:i,y;]dh-: [ (f[.a'[t:].yiﬂ]vﬂi.u:t]?_,fflia‘.:]z)clt
SO

< (L

Tuong tu, tich phan duong cua f theo x va v:
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| 70y dx = {7 (0, y(0) (1) i

f " F(x(0), y(0) y'(0) di

[

| fe ) dy

Dang dic bigt: Cho P, Q la cac ham hai bién lién tuc va r(t) twong ty nhu trén. Ta co:

b
/umb4wm=/ﬁﬁnnmmfm—qwmﬁmmwmu
S

(1

Ghi chi: Puong cong C V& ta tir ham vector r(t) (¢ € [a, EJ]) duoc goi Ia muot khi va chi khi r(t)
lien tyc khi t € [a. b]va '(t) # 0

- Tinh chéat:

e Né&UC,,...,Cndéumuot va roi nhau, C=C1 U ... UCy jign tyuc thi

o= ([ )

e Khi tting tir a dén b, r(t) da tao ra mot hudng trén C, -C chinh 1a duong cong C tinh theo
hudng nguoc lai. Ta co:

J._C flx,y)dx = —J€ flx,y) dx J-_C fle,y)dy = — L flx, y) dy

[ fGyyds = flx»ds

e Néu Cla doan thang thi ta c6 r(t) = (1 =)Tp, pin T ETPoa i t € [0.1]

Truong thé: Ia truong vector (ham nhan vao 1 diém trong khdng gian va tra vé 1 vector
trong khong gian cling sé chiéu) F thoa:

F(x) =Y Pix)t && Pix) = fi,(x) ¥

!

(f 1a ham nhiéu bién cuing sb chidu, t1a cac vector don vi chuan).
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Khi d6, f duoc goi | ham thé.

Xét trén R?, ta dat trwong vector F lién tuc trén mién D (tac & F(xy) = P(xy)i + Q(xy)j va P, Q
lién tyc trén D).

) ) ) / (Pdr + Qdy)
a. Néu F 1a truong thé cd ham the f(x,y) thi ./ khéng phu thudc vao dwong

cong mwot C C D ma chi phyu thuoe diém dau va diém cudi tich phan duong (2 diém nay
thuoc D). Cu the,

5[ (Pdr + Qdy) = fir(b)) — flria)))
Je .

Pay chinh 1 dinh Iy co ban cia tich phan dwong ham hai bién.
Thém diéu kién P, Q c6 dao ham riéng cap 1 lién tuc trén D.

0Q OP

b. Néu @ Oy trén Dva D A mién mé va lién théng “binh thwomng” thi F I truong thé.

Pinh Iy b. ¢6 thé dwoc chirng minh bing dinh ly Green,

- Ghi chai: Piéu kien kha vi trong a. thuong dugc mic dinh & bai tap.
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