Gido trinh Vi tich phan 2

Bo mon Giai tich (Khoa Toan—Tin hoc, Dai hoc Khoa hoc Ty nhién Thanh phé Ho Chi Minh)

Ban ngay 19 thang 1 nam 2018

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Day la gido trinh cho cac mon toan Vi tich phan 2 cho khéi B va C do Bo mon Giai
tich (Khoa Toan-Tin hoc, Dai hoc Khoa hoc Ty nhién Thanh phé Ho Chi Minh) cht tri
bién soan.

Tham gia bién soan: Ong Thanh Hai, Nguyén Vit Huy, Nguyén Thi Thu Van, Huynh
Quang Vi

Lién hé: hqvu@hcmus.edu.vn

M&i muc tuong tng véi khoang mot budi thao luan trong 16p hoc.

Trang web Tai liéu hd tr¢ mén hoc ciia B6 mon Giai tich ¢6 6:
http://www.math.hcmus.edu.vn/giaitich

Day 1 ban théo, dang dugc tiép tuc chinh stta bd sung.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://www.math.hcmus.edu.vn/giaitich
http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Muc luc

[l Pao ham ctia ham nhiéu bién|
(1.1 Khong gian R™ . . . . . . . . ..
1.1.1 Vecto, diém, chiéu dai, khoang cach, tich trong| . . . . . . . ... ..
1.1.2 Tap mdS va tap déng trong R™. . . . . . . . ... ... ...
1.1.3 Hinh hoc trong R . . . . . . . . .. . ... ...
(1.2 Ham s6 nhiéu bién. Giéi han va su lién tud] . . . . . . . . . ... ... ...
1.2.1 Gi6i han cia ham s nhiéu bién|. . . . . . . . . ... ... ... ...
1.2.2 Hamsd lien tucl. . . . . . . . o o
[1.3 Pao ham clia ham 88| . . . . . . .
1.3.1 Dao ham rieng phan| . . . . . . ... ...
1.3.2 Mait phing tiép xic va Xap xi tuyén tinh| . . . . ... ... ... ..
1.3.3 KhidvivaDaoham| . ... ....... ... ... .. . ......
1.3.4 Dao hamrieng cAp caol. . . . . . . . ..
[1.4 Dao ham clia ham vectd . . . . . . . .
1.4.1 Dao ham theo hudng|. . . . . . . . . . . . .
1.4.2 DPaohamctahamhop|. . . . .. .. .. ... ... ... ...
[L.L5 Cuc tri ctia ham s6 nhisu biénl. . . . .. ... ... ...
1.5.1 Cuc tri khong cé rang buoc] . . . . . . . ...
1.5.2  Cuc tri c6 rang budc| . . . . . ..o
1.5.3 Gia tri 16n nhat va nhé nhat| . . . . . .. ... ... ...
[2° Tich phan boil
[2.1 Dinh nghia va tinh chit ctia tich phan boi| . . . . . . .. ... ... ...
2.1.1 Tich phan trén hinh hop | . . . .. . . ... ... ... ... .....
2.1.2 Tich phan trén tap tong quat| . . . . . . . . .. ... ... ... ...
2.1.4 Su co tich phan vaswcothé tichl . . . . .. ... ... ... ... ..
2.1.5 Tinh chat cta tich phan| . . . . . . ... ... .. ... ... .. ...
[2.2 Cong thic Fubini| . . . . . . . . . . .. . .
2.2.1 Cong thic Fubini cho mién phangl . . . . . ... ... ... .....
2.2.2 Cong thiic Fubini cho mien ba chieu| . . . . .. ... .. .. .....
[2.3 Cong thitc ddi bién | . . . . .. . . ...
231 Phép ddibién| .. ... ... ...
2.3.2 Cong thic d6i bién cho vi phan va tich phan | . . . . . .. ... ...
2.3.3 Toaddcuc . .. .. . . . e
2.3.4 Toaddcaul . ... ... ... ...
2.3.5 Giai thich cong thitc doi bién| . . . . . . .. .. ... ... ... ...
|2.4 Ung dung clia tich phan boil ...........................

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

4 MUC LUC

241 Giatritrungbinh|. . . .. .. ... ... 55

2.42 Tam khoiluong | . . . . . .. 56

2.4.3 Xac sudt ctia sy kien ngAu nhien| . . .. ... 56
B__Giai ticl td | 61
.1 Tichphanduong|. .. .. ... ... .. ... ... .. ... . ... ... 61
3.1.1 Chicu dai ctiaduong dil . . . . .. ... ... 61

3.1.2 Tich phan duong loai mot| . . . . . . .. .. ... ... ... .. ... 63

3.1.3 Tich phan dudng loai hail . . . . .. ... ..... ... ....... 64

3.1.4 Su phu thuoc vao duong di| . . . . .. ... 65

3.1.5 Lien he giita hai loai tich phan dudngl . . . . . . . . .. .. .. ... 67

[3.2 Cong thitc Newton-Leibniz va Cong thitc Greenl. . . . . . .. .. ... ... 69
3.2.1 Truong bdo todn| . . . . ... ... 69

3.2.2 Y nghfa vat Iy ciia khai niem truong bao toan|. . . . . . . . ... .. 70

3.2.3 Cong thic Green| . . . . . . . . .. ... 71

3.2.4 Diéu kién dé truong vectc phang 1a bdo toan | . . . . . ... ... .. 73

3.2.5 Dang thong lugng ciia cong thic Green| . . . . . . . .. .. .. ... 75

(3.3 Tich phanmat|. . . . . . . . . . . .. 82
3.3.1 Dientichmat| . . ... ... ... .. ... ... .. ... 82

3.3.2 Tich phan mat loaimot |. . . . .. .. ... ... ... ... .. ... 83

3.3.3 Tich phan mat loai hail. . . . . . ... ... ... ... .. ...... 84

3.3.4  Mit nhu la tap diém. Dinh huéngl . . . .. .. ... .. ... .... 85

3.3.5 Phap tuyén cia mit. Lién he giita hai loai tich phan mat| . . . . . . 87

[3.4 Cong thitc Stokes vi Cong thiic Gauss—Ostrogradsky| . . . . . . . ... ... 89
3.4.1 Cong thic Stokes | . . . . . . . . .. 89

3.4.2 Dicu kién dé trudng ba chicu la bdo toan| . . . . . ... ... .. 92

3.4.3 Cong thic Gauss-Ostrogradsky| . . . . . . . .. ... . ... ..... 93

3.4.4 Y nghia vat Iy ctia div va curll ..................... 95

345 Ung dungl . . . oot 96

[Tai liéu tham khaol| 102
Chi muc 103

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Chuong 1

Dao ham cia ham nhiéu bién

1.1 Khong gian R”

Khoang 300 nam truéc Cong nguyén, nha toan hoc Hy Lap Euclid viét bo sach “Co
s§ ctia hinh hoc”, tdng két hiéu biét hinh hoc duong thoi. Ngay nay hinh hoc phing va
hinh hoc khong gian ba chiéu ma Euclid trinh bay véi he thong tien dé va cic chiing minh
bing suy dién toan hoc van dugc hoc & trudng trung hoc phd thong.

Phat trién tit hinh hoc Euclid, trong chuong nay chiing ta sé xét khong gian Euclide n-
chiéu. Nhung phuong phap ciia chiing ta 14 phuong phap Hinh hoc Gii tich ciia Descartes,
theo d6 diém sé tuong ng véi s6, nhd d6 quan hé hinh hoc dugce dién ta bing quan hé sb6
lugng. Cu thé hon, ciing nhu mon Vi Tich phan Ham mot bién (xem [Bmgtl]), mon Vi
Tich phan Ham nhiéu bién dit trén co sé trén tap hop cac sb6 thice, va mic du ching ta sé
diing hinh vé va tryc quan dé dan dit nhung mdi suy luan chi dugc coi la chiit ché khi no
nam trong hé théng suy luan tit tap hop sd thuc bang cac quy tac suy luan toan hoc. Tuy
vay phat trién ctia ching ta vAn nhim t6i sy tuong thich va chita cac truong hgp n = 1,
n =2, n =3 ma ta da hoc & trung hoc phd thong.

Trén tinh than d6, ching ta bat dau mon hoc véi dinh nghia cho nhiing khéi niém can
ban nhu khong gian, diém, vecto, duong thing, mit phang, ...

Véi méi s6 nguyén duong n, tap hop R™ 14 tap hop tat ca cac bo ¢o6 thit tu n s6 thue.
Vay R" = {z = (z1,22,...,2s) | 21,72 .., 2, € R}. SO thyc z; duge goi 1a thanh phan
hay toa do thit i clia phan ti x.

1.1.1 Vectod, diém, chiéu dai, khoang cach, tich trong

Khi tap R™ dugc trang bi cac phép toan nhat dinh thi né duge goi 13 mot khong gian
vectd, va cac phan tit clia no ciing dugce goi la cac vecto. Dai khi, dé nhdn manh viéc nhin
phan tit x duéi khia canh vecto nguoi ta dung ki hieu Z hay x, dic biet khi n = 2,3. Cac
phép toan d6 gom phép toan cong va phép toan nhan, duge dinh nghia nhu sau. Phép
cong + cua hai vecto x = (x1,x2,...,2,) vay = (y1,Y2,...,Yn) cho ra vecto

r+y=(r1+y1, T2+ Y2, .., Tn + Yn).
Phép nhan clia vecto x véi s6 thite a cho vecto
a-x=x a=(ar,ar, ... aL,).
Hai phép toan + va - c6 cac tinh chat:
Meénh dé 1.1.1. Vdi moi z,y € R™, vdi moi o, B € R:

(a) v +y=y+uz,
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6 CHUONG 1. DAO HAM CUA HAM NHIEU BIEN

) (x+y)+z=z+ (y+2),

(c) v6i 0 la vecto c6 tat cd cac thanh phan bang 0, nghia la 0 = (0,0,...,0) (thuong dugc
goi la diém géc toa do), thiz+0=0+z =z,

(d) ton tai vecto doi —x = (—1) -z = (—x1,—x2,...,—Ty) sao cho z + (—x) =0,
(e) 1.7 =u,

(f) a-(B-z)=(a-p) -z,

(9) (a+B) v=a-z+p5- 1,

(h) a-(x+y)=a-z+a-y.

Vé sau dé ki hiéu don gian hon ta thuong bd di dau cham dé ki hiéu phép nhan & trén,
vi du viét 2z thay vi 2 - .

z |

Hinh 1.1.1: Hinh d4nh minh hoa cho mot diém (z,y, z) ndm trong khong gian R3.

Nhitng tinh chat trén phit hgp véi céc truong hop rieng R, R?, R3 da biét. Tuy vay co6
mot diém khac biet khé tinh té dang chd ¥ 1a trong cac trudng hgp riéng nay, ciing nhu
trong vat 1y, ta thuong hinh dung mot vects 1a mot doan thang c6 huéng, duge xac dinh
béi mot cap c¢6 thi tu hai diém, mot diém dau va mot diém cudi; tic 1a vecto trude day
13 c6 gbc. Con vecto nhut ta vita dinh nghia trén, khong di kem khai niém goc, trude day
¢6 khi duge goi 1a “vecto tu do”.

Mbi vecto c6 mot chiéu dai, hay do lén, dugc goi la chiéu dai Euclid, cho béi
|z| = /27 + 23 + - + 22. Chiéu dai cfia vecto con duge goi 1a chudn clia vecto (dic biet
khi n > 3), ki hieu la ||z||.

Trong trudng hop n = 1 do 16n nay chinh 1a gia tri tuyet doi ctia s6 thuyc.

Chiéu dai vecto c6 cac tinh chat quan trong sau:

Meénh dé 1.1.2. Vdi moi z,y € R, vdi moi o € R tha:
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1.1. KHONG GIAN RY 7

(a) ||z| =0,

(b) ||z|| = 0 khi va chi khi z =0,

(c) lloxl| = | =],

(d) ||z +yl| < |lz|| + |yl (bét ding thitc tam gidc).

Hai phan tit x, y bat ki clia R™ lai ¢6 mot khodng cach gitta chiing, ki hieu 1a d(z,y),
dugce goi la khodng cach FEuclid, cho béi

dz,y) = lly— =l =V —21)2 + (g2 — 22)> + - + (yn — @)%

Trong trudng hgp n = 1 khoang cich nay chinh 13 chiéu dai thong thudng ctia mot
doan s6 thyc. Trong trudng hop n = 2 va n = 3 khoang cach tit x t6i y bang chiéu dai clia
vecto di tit = t6i .

Khoang céach c¢6 cac tinh chat quan trong sau:

Meénh dé 1.1.3. Vdi moi x,y,z € R™ thi:
(a) d(z,y) =0,

(b) d(z,y) =0 khi va chi khi z =y,

(¢) d(z,y) = d(y, ),

(d) d(x,y) < d(z,2) +d(z,y) (bat ding thitc tam gidc).

Trén R™ ta con c6 mot tich vo huéng ciia hai vectd, tong quat hoa tich clia sé thic va
tich vo huéng trong R?, R? ma ta da biét, va ciing dudc goi la tich vé hudng Euclid,
con goi la tich trong FEuclid, cho bai

Ty =(,y) = T1Y1 + T2y2 + -+ + TnYn.
Phép toan tich vo huéng c6 cac tinh chat sau:
Meénh dé 1.1.4. Vdi moi x,y,z € R”, vdi moi o € R thi:
(a) x-x >0,
(b) -2 =0 khi va chi khi x =0,
(c)r-y=y-x
@+ =z y+u 2
(e) (0z) y=alz-y),

Ta c6 ngay quan hé gitta tich vo huéng va do 16n: ||z| = /x - x. Nhu vay chiéu dai,
khodng cach, va tich vo huéng Euclid ctia R” c¢6 quan hé gan b6 véi nhau.

Mbi phan tit = ctia tap hop R™ c¢6 nhiéu vai tro tuy theo khia canh ma ta quan tam:
13 mot vecto néu ta quan tam t6i phép toan vectd, hay 13 mot diém néu ta quan tam hon
t6i khodng cach. Chinh vi vay mot phan tit ctia R™ khi thi duge goi 1a mot vecto, khi thi
dugc goi 13 mot diém. Ngudi doc khong nén bi rdi béi diéu nay. Cing vi Ii do nay ma ta
khong nhét thiét phai ding ki hiéu khac nhau dé phan biét diém hay vecto.

Khong gian R™ c6 mot bo dac biét cac vecto

(e; =(1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,e, = (0,0, ..., 1))
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8 CHUONG 1. DAO HAM CUA HAM NHIEU BIEN

c6 tinh chat 1a véi mot vecto z bat ki trong R™ thi

n
r = E ZT;€;.
i=1

Bo trén dugce goi 1a co sd vecto chinh tdc clia R™. Ngudi ta néi ring n 1a s6 chiéu ciia
R™, bdi vi R” ¢6 mot co s6 vectd gom ding n phan ti, va moi phan tit ctia R” déu nhan
dudc tit co s6 d6 bang phép cong vects va phép nhan véi sd thuc.

1.1.2 Tap md va tap dong trong R"

V6i khoang céch va do dai Euclid, ta c6 thé xay dung tap md, déng, la cau tric thich
hgp cho khai niém giéi han va lién tuc.
Cho x € R™ va € > 0. Cac tap hgp

B(z,e) ={y e R"| [lz —y[| < €}
B (z,6) ={y e R"[ [z —y[| < €}
S(x,e) ={y e R"| [z —y| = ¢}

lan lugt duge goi 1a qué cau (md), qua cau déng, va mit cau tam z ban kinh e trong R™.
Vay mot qua cau mé 1a tap hop tat ca céc diém co khoang céch t6i mot diém cho trude
nhé hon mot sé cho trude. Day ré rang 1a mot phat trién ciia khai niem khoang, hinh tron,
qué cau trong truong hgp n = 1,2, 3.

Diém z dugc goi 1a mot diém trong ctia mot tap D C R™ néu c6 mot s6 € > 0 sao
cho qué cau B(z,€) duge chita trong D.

Tap tat ca cac diém trong ctia D dudc goi la phan trong cia D dude ky hieu 1a lo) .

Tap hop D dudc goi 1a mot tap md néu moi diém ciia D déu la diém trong ctia D.

Vi du 1.1.5. Qua cau B(z,€) 1a mot tap md.

Diém 2 € R™ dugc goi la mot diém bién cta tap D C R™ néu mot qua cau B(z,e)
bat ki chita it nhat mot diém thudoc D va mot diém khong thudc D. Tap céc diém bien
cua D ki hiéu la 0D, va dugc goi 1a bién cua D.

R rang, diém trong ctia D thi nim trong D, con diém bién clia D c6 thé thudc D va
ciing c6 thé khong thuoc D.

Vi du 1.1.6. Mit cau S(z,€) 1a bién ctia qué cau B(x,€).
Tap D C R™ dudc goi 1a mot tap dong néu D chita moi diém bién ciia né.

Vi du 1.1.7. Qua cau déng B'(x,€) va mat cau S(x,€) 1a cac tap dong.

Vidu 1.1.8. Tap C = {(z,y,2) € R*|a <2 <b, a <y <b, a<z<b}khong la tap
md, ciing khong 1a tap dong trong R3.

Diém 2 € R™ dugc goi 1a mot diém tu hay diém gidi han clia tap D C R™ néu mot
qua cau B(z,€) bat ki chita it nhat mot diém thuoc D khéc véi x.

Ngusi ta thuong dung thuat ngit lan cdn clia mot diém trong R dé chi mot tap mé
cia R™ chita diém dé.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

1.2. HAM SO NHIEU BIEN. GIOI HAN VA SU LIEN TUC 9

1.1.3 Hinh hoc trong R"

Cho hai vecto u va v trong R". Géc gitta hai vecto u va v 1a s6 thyc 6 € [0, 7| thoa

cosh= 0
[l o]
Nhu thé ta dude cong thic
u-v = ||ul [|v| cos@.

Ta n6i u vuéng géc, hay truc giao véi v néu u-v = 0, tiic 1a goc gitta ching la 7/2,
ki hiéu 1& u L v.

Hai vecto 1a cung phuong néu goc giita chiing bang 0 hodc , titc 1a mot vecto 1a boi
clia vectd kia. Hai vectd 1a cung hwdng néu goc gitta chiing bang 0, tiic 1a mot vecto 1a
boi duong ciia vectad kia.

Néu v # 0 thi vecto don vi theo chiéu clia v 13 ﬁ Hinh chiéu cia u len v 1a vecto

U
2’1)-
l[ll

Cho hai vecto trong R?, u = (u1, ug,u3) vi v = (v1,v2,v3). Tich ¢6 hwdng cla hai
vecto nay, ki hiéu la v x v, dugc dinh nghia la vecto

cuing chiéu véi v ¢6 do 16n bang |u - ron s tife 1a vecto

u X v = (UgV3 — U3V, U3V] — UIV3, UTV2 — UQV]).

Mot tinh chat can ban clia tich ¢ huéng ma ta kiém duge ngay 1a (uxv) L u va (uxv) L v.
Nhu vay tich c6 huéng ciia hai vects vuong goc véi hai vectos ay. Ngoai ra tich c6 huéng
bang vecto 0 khi va chi khi hai vecto 1a ciing phuong.

1.2 Ham s6 nhiéu bién. Gidi han va su lién
tuc

Trong doi song, mot dai luong thuong phu thuoc vao nhiéu dai lugng khac. Vi du nhiét
do phu thudc vao vi tri va thoi gian; gia cd cia mot hang hod trén thi truong phu thudc
vao chi phi san xuét, san lugng cung cap, nhu cau thi truong. Ngudi doc c6 thé dua ra
nhing vi du khéc. Nhu thé dé khao sat cac dai lugng trong doi sébng ching ta can nhing
ham c6 nhiéu bién.

Chiing ta c6 dinh nghia ham s6 nhiéu bién nhu sau:

Dinh nghia 1.2.1. Cho mot tap khong rong D € R™, énh xa

f:D—R
x = (21, ., p) — f(x) = f(21,...;20)
dude goi 14 mot ham sd duge xac dinh trén D. Ta goi D 1a tap xac dinh, f 14 ham s6, x
la bién s6, f(x) la gia tri ctia f tai .
Do thi ctia ham s6 f 1a tap hop tat ca cac diém (z1, ..., 2,,y) trong khong gian R™+!

sao cho y = f(z1, ..., xp).

Vidul.2.2. (a) Himsd f: D - Rvéi D = {(z,y) € R? : 22+ 9% < 1} v& 2z =
f(z,y) = /1 — 22 —y? c6 do thi la nlta mit cau c6 tam tai goc toa do O va ban
kinh 1 ndm trong nita khong gian trén z > 0.

(b) D6 thi cia ham s6 z = f(z,y) = \/22 + y? 14 mit nén tron xoay quanh truc Oz,
nam trong nita khong gian trén z > 0.
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10 CHUONG 1. DAO HAM CUA HAM NHIEU BIEN

1.2.1 Gidi han cha ham s6 nhiéu bién

Dinh nghia 1.2.3. Cho ham s6 f xac dinh trén tap D C R"™ theo bién = va a la mot
diém tu ctia D. Ta néi ham f c¢6 gi6i han L € R khi = dan dén a néu

Ve>0, 30 >0,Vz e D,0<|z—a|<d=|f(x)—L| <e.

Khi d6 ta viét lim,_, f(z) = L, hodc viét f(x) — L khi z — a.

Chiing ta thay dinh nghia clia gi6i han ctia ham nhiéu bién khong khac gi véi dinh
nghia clia gidi han ciia ham mot bién (xem [Bmgtl]). Y nghia ciia dinh nghia nay ciing
khong c6 gi khac: Gidi han cia f(z) la L khi x tién tdi a néu khodng cdch gitia
f(x) va L nhé tuy y mién khodng cdch gitta x va a du nhd.

Nhu vay gi6i han clia ham mot bién 13 truong hgp n = 1 clia gidi han ctia ham nhiéu
bién, va ta thita huéng moi tinh chat da c6 trong Vi Tich phan Ham mot bién.

Trong mot sé trudng hgp don gian hon, c6 thé hiéu giéi han mot cach tho so: khi
gan t6i a hon thi f(z) gan t6i L hon.

Ghi chi 1.2.4. Trong dinh nghia trén ta cho phép diém a la diém tu ctia mién xac dinh
D, khong nhét thiét thuoc D. Diéu nay la dé ching ta cé thé xét nhitng giéi han nhu

2
lim ——
(2,y)—(0,0) 22 + 4y?

O d6 ching ta cho (z,y) dan t6i (0,0) ma khong bing (0,0), noi ham khong duge xéc
dinh. Diéu nay giai thich diéu kien 0 < |z — a| trong dinh nghia.
Néu a thuoc D thi dinh nghia gidi han tai @ tré nén don gidn hon: lim,_,, f(z) = L
néu
Ve >0, 30 >0,|z —a|<d=|f(z) - L| <e.

Mot s6 tinh chit ciia gidi han dudi day cé thé dugce giai thich va chitng minh tir dinh
nghia, tuong ty nhu véi ham mot bién.

Meénh dé 1.2.5. Gid st f,g: D — R™ la hai ham s6 c¢6 gidi han khi x — a. Khi do:

(a) lim|f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x),

Tr—ra

(b) ligl [kf(x)] =k lim f(x) vdi k la mot hing so,

r—a

(¢) lim [f(z)g(x)] = lim f(z) - lim g(z),

Tr—a r—a T—a

(d) lim f() _ limsva /() néu lim g(z) # 0.

z—a g(gj) lim,_,, g(;p z—a

(e) Néu f < g thilim, . f(z) <limg_q g(x).
Duéi day 1a mot hé qué thudng duge dung:

Hé qua 1.2.6 (tiéu chuan kep). Gid st f,g,h: D - R va f < g < h. Gid st f va h
co cung gidi han L khi x — a. Khi do g ctung cé gidi han la L khi x — a.

Trong moén nay phan 16n chiing ta lam viéc trén R?, dé dé hinh dung ciing nhu thuec
hién cac tinh toan hon.
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1.2. HAM SO NHIEU BIEN. GIOI HAN VA SU LIEN TUC 11
Vidu 1.2.7. Tim giéi han

1
li 34 %) s <7>
L T R v

Chiing ta c6 thé thay ring

1
: 3 3\ ol _ . e
(x’yglirhm(x + Yy ) Sin (m) =1- Sln(l/l) =sin 1.

Mot 1y luan chi tiét cé thé ding cac tinh chat co ban trén ctia giéi han va tinh lien tuc
ctia ham sin.

Vi du 1.2.8. Tim giéi han

1
li 3 4+ 93)sin (—— ).
oot 90 ()

Dat f(z,y) = (23 + y3)sin (f_}_yg) Ham s6 f nay x4c dinh trén R?\ {(0,0)}. Ta c6
0 < |f(x,y)| < |23+ 3. Via®+9y> — 0khi (z,y) — (0,0) nén theo tiéu chuan kep thi
limy ) 50,0 |/ (2, y)| = 0, do d6 lim(, 4y (0,0) f(,y) = 0. Vay
lim  (2® 4 y%)sin <;) =0.
(2.9)~(0,0) a? +y?

Ta c6 thé md rong khai niém giéi han bang vo6 han tuong tu nhu v6i ham mot bién.

Vidu 1.2.9. Ta c6

. 1+y
lim —5 = to0.
(zy)—(0,1) T
2
1
x© + — 100,

lim
(2,y,2)—(0,0,0) Y2 + 22

Gidi han cha ham s6 thong qua day

Tuong ty nhu truong hgp ham mot bién, ta c6 khai niem giéi han ctia day trong R™.
Dinh nghia khong c6 gi khéac trong truong hgp n = 1. Ta néi rang mot day cac diém z,,,
m € Z* trong R™ hoi tu t6i  néu limy, e |y, — 2| = 0. Khi d6 ta viét lim,—eo Tp = .

Do dinh nghia ctia khoang céch va do 1én Euclid, ta c¢6 thé thay gisi han cta day

tuwong duong véi gidi han clia timg toa do, tic 1a néu viét x, = (zl,22,...,2%) va
r= (24 22%,...,2") thi

lim (z),22,...,2"%) = (z',2%,...,2") & lim 2} =2' lim 22 =2% ..., lim 2" = 2™
m—0o0 m—0o0 m—0o0 m—0o0

Chting ta c6 mot lién hé gitta hoi tu ctia day va hoi tu ctia ham so:

Ménh dé 1.2.10. Ham f c6 ¢idi han L khi x dan dén a khi va chi khi vdi moi day

(Tm)mez+ Ma T # a thi

lim z, =a= lim f(x,)=L.

m—ro0 m—ro0

Ngusi doc c6 thé thit giai thich két qua nay. C6 thé chitng minh né bing 1y luan xuét
phat tu dinh nghia.
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12 CHUONG 1. DAO HAM CUA HAM NHIEU BIEN

1.2.2 Ham sb lién tuc

Dinh nghia 1.2.11. Cho ham s6 f xac dinh trén tap D C R", ta néi f lién tuc tai
a € D néu

lim f(z) = f(a).

r—a

Ham f dugc goi I lién tuc trén D néu no lién tuc tai moi diém thuoc D.

Mot lan nita, khai niem lién tuc trong R™ khong c6 gi khac véi lien tuc trong R. N6
van c6 y nghia la: thay déi gid tri cia ham la nhé tay § néu thay doéi gid tri cia
bién la di nhé. Nhu vay tinh lien tuc cho phép ta kiém soat dugc sai sb.

Cac khai niem va két qua veé sy lién tuc d6i véi ham mot bién van con gitt nguyén cho
truong hop ham nhiéu bién. Cac két qua vé tinh lien tuc ctia tong, hicu, tich, thuong, ham
hop ciia cac ham lién tuc, van con giit nguyén cho trudng hop ham nhiéu bién, va c6 thé
dudc suy ra ngay tit cac tinh chat tuong tng ctia st hoi tu.

Vi du 1.2.12. Xét sy lién tuc ctia ham s

T 2
S (@) #(0,0)

fa-y) = {o (2,) = (0,0).

Ta thay ham f lien tuc tai moi diém (z,y) # (0,0). Xét tai (0,0). Theo bat déng thiic
Cauchy

2 2
0< |uy < TEY
2
do doé
(xy)® _ (@ +9)? _ (2 +y?)?
2?2 +y? = 42?2 4 y?) 4 ’
suy ra
(22 +5%)?

0< lim f(z,y) < lim =0.

(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) 4

Vay lim, ) 0,0) f(z,¥) = 0 = f(0,0). Nhu vay f lién tuc tai moi diém trén mién xéac
dinh.

. ;L-z
(a) lim(gy)—(0,0) 77457
) ;v2y3
(b) My 00) 7772
) (sin® )y
(€) liiay)500) "z 2

1.2.2. Ham

¢6 lién tuc hay khong?

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

1.3. DAO HAM CUA HAM SO 13

1.3 Dao ham cua ham so

1.3.1 Dao ham riéng phan

Cho mot ham s6 nhiéu bién z = f(x) = f(x1,22,...,7,) xac dinh trén mot tap md
D C R"™. Xét diém a = (ay,as,...,a,) € D.Ta gid st D 1a mot tap md, hodc thay vio
d6, mot cach tuong duong dbi véi van dé dao ham, gia sit a 1a mot diém trong ctia D. C6
dinh z3 = ag, 3 =as,..., T, = a, thi f(x1,z2,...,2,) 13 ham chi theo mot bién 1a ;.
Néu ham nay c6 dao ham tai x1 = a; thi dao ham d6 goi 14 dao ham riéng phan ctia ham
z = f(x1,22,...,2,) theo bién x1 (bién thit nhat) tai diém a = (a1, as, ..., a,).

Dao ham riéng phan thitc chat 14 dao ham theo mot bién s6 khi tat ca cac bién con lai
nhan gia tri ¢6 dinh. Nhu vay dao ham riéng phan cing chi la dao ham.

Khi tinh dao ham riéng theo bién ndo thi ta coi cic bién con lai nhu 14 hing s6, va
tinh dao ham theo bién dang xét theo cach tinh dao ham ctia ham mot bién.

Chinh thic, tit dinh nghia ctia dao ham ctia ham mot bién, ta c6 dinh nghia sau:

Dinh nghia 1.3.1. Cho f : D C R® — R va a = (a1, as,...,a,) la mot diém trong clia
D. Gi6i han
lim flar 4+ hy,az2,...,a,) — f(ar,ao,...,ay)
h1—0 hl

néu co, duge goi la dao ham riéng theo bién thit nhat cta f tai a.

Gia thiét a 1a diém trong ctia mién x4c dinh 14 dé ddm bdo ton tai f(a1+hi, a2, ..., a,)
khi h; dd nhd.
Ta ki hiéu dao ham riéng phan trén b6i mot trong cac cach sau: fy, (), f1, (), fi(z),

of 0z
D — hay —(x).
Ghi chu 1.3.2. Giai thich ctia chiing ta rang dao ham riéng 1a dao ham khi chi mot bién
thay ddi c6 nghia chinh x4ac nhu sau: néu ta dat g(z1) = f(x1,a2,...,ay,) thi g 1a ham chi
theo mot bién 1a zp va %(a) chinh 1a ¢'(ay).

Y nghia ctia dao ham riéng 1a ¥ nghia clia dao ham ma ta da biét: dao ham riéng
do ti lé thay doi giwa gid tri cia ham vdi gid tri cia bién dang xét tai diém
dang xét. Gia tri clia dao ham riéng theo mot bién cho thay ham dang thay doi nhu thé
nao theo bién d6. Vi thé mdi khi mudn khéo sat sy thay ddi ciia cac dai lugng ngusi ta
thuong thay sit xuat hién ctia dao ham riéng.

Vi du 1.3.3. cho f(z,y) = 23y?. Mudén tinh % ta xem y nhu hing s6 va bién s6 1a z,
nhu thé %(:L‘,y) = 322y%. Tuong tu, %(m,y) = 223y,

Khi f ¢6 dao ham rieng theo tat c cdc bién tai z thi ta goi gradienf?] cia f tai z, ky
hieu grad f(x) hay Vf(z) (nabla) l1a vecto ma cac thanh phan la cdc dao ham riéng:

Vi du 1.3.4. Xét ham f: R? — R xac dinh béi f(z,y) = 22 +y. Tinh V£(0,1).
Ta ¢6 %L (x,y) = 2z, do d6 9L(0,1) = 0. Tuong tu % = 2y, do do, 3—5(0, 1) = 2. Vay

V£(0,1)=(0,2).

'Thuat ngit dao ham trong tiéng Anh la derivative, c6 nghia la din xuét, tit mot cai khac ma ra: dao
ham ctia mot ham 1a mot ham dan xuat tit ham ban dau.
2trong tiéng Anh gradient c¢6 nghia la déc, nghiéng, ...
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14 CHUONG 1. DAO HAM CUA HAM NHIEU BIEN

1.3.2 M3t phang tiép xic va Xap xi tuyén tinh

Gi4 st f(z,y) kha vi trong mot 1an can ctia diém (a,b). Dat r(z,y) = (z,y, f(z,9)).
Anh cia r chinh 1a dd thi ctia f. Néu ta ¢b dinh y = b thi r(z,y) trd thanh mot duong di
trén do thi ciia f. Van téc clia dudng di d6 1a r,(a,b) = £r(a,b) = (1,0, fu(a,b)). Vecto
nay “tiép xic” véi dd thi ctia f tai diém (a, b, f(a,b)). Tuong t, cd dinh x = a ta dudc
mot vecto tiép xtc nta la ry(a,b) = (0,1, f,(a,b)). Hai vecto tiép xic nay cang mot mit
phing, dudc goi 1o mdt phang tiép zic cia do thi cta f & diém (a,b). Mit phing nay
c6 mot vecto phdp tuyénla ry(a,b) xry(a,b) = (= fu(a,b), — f,(a,b),1). Tit d6 ta c6 mot
phuong trinh cho mat phing tiép xic la

—(z —a)fe(a,b) = (y = b) fy(a,b) + (z — f(a,b)) =0,

hay
z = f(a,b) + fa(a,b)(z — a) + fy(a,b)(y —b).

Y chinh ctia xap xi tuyén tinh 1a dang mat phdng tiép xic dé xap xi do thi. Nhu
thé véi (z,y) ~ (a,b) ta c6 xap xi

S@y) ~ f(@,0) + fola,b)(@ - a) + fy(a,b)(y — b).

Mot cach viét khac 1a
Af(.f(}, y) ~ fas(aa b)A$ + f’y(av b>Ay
1.3.3 Kha vi va Dao ham
Véi ham mot bién ta da thay

Fla) — g L) =)

h—0 h

Néu dao ham f/(x) ton tai thi ta c6 thé viét

e(ny = HEHN Ty

va

flx+h) = f(z)+ f'(x)h +e(h)h,

v6i limy g e(h) = 0.
Gio ta lam tuong ti cho ham nhiéu bién. Ham f dugc goi 14 khd vi tai p, néu trong
mot 1an can ciia p ta c6 thé viét

flx+h)= f(x)+c-h+elh)h,

v6i ¢ € R™ va limy_9€e(h) = 0. Khi d6 ta dat goi dao ham cta f tai p la anh xa
f'(p) : R" — R dugc cho béi f/(p)(h) = ¢+ h. Nhu vay khé vi nghia 1a ¢6 dao ham.

Ham kha vi c6 nghia 1a ham c6 thé dugce xap xi “t6t” bing xap xi tuyén tinh. Pao ham
chinh 13 x4p xi tuyén tinh dé.

Meénh dé 1.3.5. Néu ham f c6 tdt cd cic dao ham riéng lien tuc trong mot lan can cia

diém p thi ham f khd vi tai diém p. Hon nita khi do f'(p)(h) = Vf(p) - h, tic la dnh za
tuyén tinh f'(p) dugc dai dién trong co s& chinh tic ctia R™ bdi vecto gradient V f(p).
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1.3. DAO HAM CUA HAM SO 15

1.3.4 Dao ham riéng cip cao

Ta biét dao ham cap cao clia ham mot bién s6 duge dinh nghia theo quy nap: dao ham
cap n bang dao ham ctia dao ham cap (n — 1). D6i v6i ham nhiéu bién khai niem tuong
ing 14 dao ham riéng va dao ham riéng cap cao.

Cho f: D C R"® — R. Néu 2L tdn tai tai moi didm 2 € D thi ta c6 mot ham mdi

ox;
af
:D— R
81‘2‘
af
T — oz, ().

Ta lai c6 thé xét dao ham riéng ciia ham % nay, tuc la

o (0f

Cac dao ham nay, néu c6, dude goi 1a cac dao ham riéng cap 2 ctia f. Ta thuong ding ky

hiéu
o (N Pr o,
61']' 8.%'1 N 81‘38371 Bl

Tuong tu, néu f c6 cac dao ham rieng cap 2 tai moi diém ctia D thi dao ham rieng
theo céc bién clia cac dao ham riéng cap 2 nay goi 1a dao ham riéng cap 3 cia f, ky hieu

la
0 o ) ;
oxy, 81"]8:51 Y axkax]axl T JTT TR

Vidu 1.3.6. Ham f(z,y) = 23y —4ay? ¢6 fu(z,y) = 32y — 4y, fy(z,y) = 423y> —8xy.
Céc dao ham cap 2 la foo(2,y) = 62y, foy(z,y) = 122%y° = 8y = fyu(2,y), fyy(z,y) =
12232 — 8x.

Vi du 1.3.7. Ham f(z,y) = 2%V + 23y? — y° ¢6 fo(z,y) = 2xe? + 32%y?, fy(z,y) =
w?e¥ + 203y — 5y, fuy(z,y) = 22€Y 4 627y = fyu(z,y).

Trong cac vi du trén ta thiy fyy = fys. Day khong phai la tinh co. Dinh 1y sau cho
biét mot diéu kien di dé hai dao ham rieng hén hop bing nhau.

Dinh 1y 1.3.8. Néu f : D C R® — R ¢6 tdt cd cic dao ham riéng cap 2 lién tuc trén D

th
o*f 0f

Gmiaazj N &v]amz

trén D, vdi mot 1,5 = 1,2,...,n.

Vay néu cic dao ham riéng lién tuc thi tha tu lay dao ham khong dnh hudng
tdi két qud.
Chitng minh. Ta viét ching minh cho truong hgp n = 2 cho dé theo déi hon. Trudng hop
tong quéat khong c6 gi khéc vé noi dung. Theo dinh nghia

fy(a + h, b) - fy(a’v b)
h
limp o f(aJrh,]l;Jrk)f flathb)  limgo f(a,]l;Jrk)f F(ab)

z\a, = li
fyz(a,b) hli%

= i
hl—r% h

o1
= lim lim o= [(f(a +h,b+ k) = fla+h,b)) = (f(a,b+ k) = f(a,b))].
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16 CHUONG 1. DAO HAM CUA HAM NHIEU BIEN

bat g(z) = f(z,b+ k) — f(x,b) thi
[fla+h,b+k) = flathb)] = [f(a,b+k) = f(a,b)] = g(a+ h) = g(a).

Vi g kha vi lien tuc nén theo Dinh 1y gia tri trung binh (xem [Bmgtl]) c6 mot s6 6 gitta
a va a+ h sao cho g(a+h) —g(a) = ¢'(6)h. Cha y ¢'(x) = fo(x,b+ k) — fo(z,b), ta duge

[Fa+ b+ k) = fla+hb)] - [flab+k) — fa.b)] = [fo(0,b+ k) — £o(8, b)]h.

Vi f.(6,y) 1a ham kha vi lien tuc theo bién y nén lai theo Dinh 1y gid tri trung binh c6
mot sb & gitta b va b+ k sao cho fy(0,b+ k) — f,(6,b) = fu,(0,0)k. Vay

fyz(a,b) hg%klg(l)f y(0,6)
Cha y 6 va é phu thuoc vao (h, k). Khi A va k di nhd thi (6,6) du gan (a,b), va vi fuy
lien tuc nén fgy(0,0) gan tiy ¥ frzy(a,b). Do d6 giéi han & vé phai bang fuy(a,b). O
Bai tap

1.3.1. Cho

f(z,y) :/y V1+13dt.

0 0
Tim 8—£(1,2) va 8—5(1,2).
1.3.2. Cho 2 = f(z,y), v =u—v, y = v — u. Ching t5 92 + 22 = 0.
1.3.3. Cho z = f(22,y*). Tinh 0
T - v 0xdy’

1.3.4. Dién thé V trong mot mach dién don gidn dang gidm dan vi pin cii di. Dién tré R dang dan
tang len do thiét bi bi néng lén. Theo dinh luat Ohm, V = IR. Hay tim xem cudng do dong dién
I dang thay doi nhu thé nao khi R = 4009, I = 0.084, dV/dt = —0.01V/s, va R/dt = 0.038)/s.

1.3.5. Tim mot xap xi tuyén tinh ctia ham f(z,y) =  — 2y + y? gan diém (x,y) = (5,6). Viét
phuong trinh cho mit phing tiép xtc ctia dd thi § diém (z,y) = (5,6). Udc lugng f(5.1,5.9).

1.3.6. Cho f,(10,20) = —5, f,(10,20) = 1, £(10,20) = 45. Hay u6c lugng f(11, 18).
1.3.7. Tim xap x{ tuyén tinh ctia ham f(z,y) = 2%y> gan diém (z,y) = (2,1).

1.3.8. Tim diém trén mat 222 + zy + y> + 4o + S8y — 2z + 14 = 0 ma tiép xic v6i miit phing
dr+y—2=0.

1.3.9. Tim mat phang tiép xtc ciia mat
22y 2 ety et oyt — 92 =21
tai diém (1,1,2).

1.3.10. Chung t6 v6i mdi ¢, ham u(z,t) = (2 cos(ct) + 3 sin(ct)) sin(z) 1a nghiém ctia phuong trinh
SONG Upp = C2Ugy.

1.3.11. Gi4 sit c6 hai mén hang c6 s6 lugng san pham lan lugt 1a 21 va 2o, véi gia ¢d dinh trén
mdi don vi sdn pham 1a p; va pa. Goi U(xy, o) 1a s6 thuc dai dién cho gia tri st dung. Gia st
ngan sach st dung 13 c¢6 dinh. Cac dao ham gTUl va, g—gl dugce goi 1a cac gia tri st dung can bién
lan lugt ctia hai mén hang. Ching té ring néu gia tri sit dung 13 téi wu thi ti 1e gia tri st dung

can bién ciia hai mén hang diang bang ti lé gia ctia hai mén hang do.

1.3.12. Mot vat hinh hop ch® nhat dang c6 kich thuée dai 1 mét, rong 2 mét, cao 3 mét. Duéi
tac dong cia moi trudng kich thude ciia vat dang thay déi, chidu dai tang véi toc do 0,3 mét/giay,
chiéu rong tang 0,2 mét/giay, va chidu cao giam 0, 1 mét/giay. Hoi thé tich clia vat dang tang hay
dang giam?
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1.4. DAO HAM CUA HAM VECTO 17

1.4 Dao ham cua ham vecto

Téng quat hon ham s6 ta c6 ham vecto. D6 don gian 1a nhitng anh xa f : D C R® — R™.
M>bi ham vects f nhu vay 1a mot bo ctia m ham s6 clia n bién, cu thé néu ta viét

flz1, 20, .. xn) = (fi(zr, @2, ..o 2n), folT1, 2o, o Tn)y ooy (X1, T2, .o, Tp))
thi f = (f1, f2,---, fm) trong d6 cac f; 1a cdc ham s6 clia n bién.

Vi du 1.4.1. Mot anh xa r : (a,b) C R = R™, r(t) = (x1(t), x2(t),...,xm(t)) thuong
duge goi 1a mot dusng di trong R™, mo hinh héa chuyén dong trong khong gian theo thoi
gian. Vi du dudng (z(t) = cost,y(t) = sint, z(t) = t) dugc goi la dudng xoan.

Vi khong gian dén R™ c6 sin khoang cach Euclid, nén khai niém hoi tu va lién tuc ¢
thé md rong tir ham s6 lén ham vecto ma khong thay déi noi dung.

Bay gid ta ban t6i khai niém dao ham. Cho x 1a mot diém trong ctia D. Néu c6 mot
ham tuyén tinh f/(z) : R® — R™ sao cho ¢6 mot qua cau B(z,e) C D va mot ham
r: B(z,e) — R™ thdéa man:

flx+h)= f(x)+ f(x)(h) +r(h), Vh € B(x,e¢)

va limy, o 75 = 0, thi anh xa f'(z) (con duge ki hieu la df(z)) duge goi la dao ham

(derivative - dAn xuét) ctia f tai z. Vay dao ham cho mot xap xi tuyén tinh ctia ham:
fla+h) = f(z) + f'(x)(h).

C6 thé thay ngay, néu ham c6 dao ham (kha vi) thi né lien tuc.
Ma tran cac dao ham riéng cta f tai x dudc goi la ma tran Jacob cua f tai x, ki

R ofi
higu la Jy(x) = (3;:' (x)>1<i<m 1<j<n

Vi du 1.4.2. Khi m = 1 ma tran Jacobi Jy(x) chinh la vecto gradient

of of
Vi(x) = <(’T:cl x),...,ai%(x)).

Trong dinh nghia dao ham néu lay h = e; thi ta dudc ngay: Néu ham f c6 dao ham
thi n6 c6 cac dao ham riéng, va anh xa dao ham f’(z) duge biéu dién trong co s chuan
tic (e;) bdi ma tran Jacobi Jy(z).

Ngudc lai, néu tat cd cic dao ham riéng ctia cac ham thanh phan ctia f ton tai va lién
tuc tai = thi ta néi f khd vi lién tuc hay tron tai z. Ta co:

Meénh dé 1.4.3. Néu f khd vi lién tuc tai x thi f c6 dao ham tai x, va dnh xa tuyén tinh
f(z) 6 thé biéu dién trong co sé tuyén tinh chudn tdc cia R™ bdi ma tran Jacobi J¢(z),
tie la f'(z)(h) = Jg(x) - h, trong dé phép nhan bén vé phdi la phép nhan ma tran.

Luu ¥ 1 tong quat ¢ moi s6 chiéu, ngusi ta coi dao ham tai mot diém 1a mot anh xa
tuyén tinh, khong phai mot bo s6. Bo s6 nay chi dong vai tro lam ma tran biéu dién cho
anh xa tuyén tinh. Tuy vay trong mon hoc nay dé cu thé hon ta thudng dong nhat anh
xa dao ham tai mot diém v6i ma tran Jacobi biéu dién anh xa dé.

3Jacobi 1 ho clia mot nha toan hoc séng vao thé ki 19
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18 CHUONG 1. DAO HAM CUA HAM NHIEU BIEN

1.4.1 Dao ham theo huéng

Cho ham f: D C R® — R™ va x la mot diém trong ctia D. Dao ham ctia ham f tai
diém 2 theo huéng vecto v € R” duge dinh nghia la

flz+ hu) — f(x)
- :

D.f(e) = iy

Day la ti lé thay doi cia ham theo bién cia né khi bién chi dugc thay doi
theo hudéng cho trudc.

Ngusi ta thuong qui uée lay cac vecto c6 do dai bang 1 dé chi huéng, muc dich 1a dé
chiéu dai ctia vecto chi huéng khong lam anh hudng t6i cac khai niém lién quan t6i huéng.

d
bat g(h) = f(x + hu) thi D, f(x) = d—Z(O) = ¢/(0). Dung dao ham ham hgp ta duge
/ ! d
g0) = f(@)o o (z+hu)| —=Js(z) u

Vay

Dyf(x) = J¢(z) - u.
Trong truong hgp f 14 ham s6 ta duge cong thitc biéu dién dao ham theo huéng qua vecto
gradient:

Duf(x) = V(@) u. (1.4.1)

T cong thic tren ta suy ra D, (f)(z) = Vf(z) - u la 16n nhat khi va chi khi vecto

don vi u ¢6 cung hudng véi V f(z), tic 1a u = m Gia tri 16n nhat ctia Dy (f)(z) 1a
x

IVf(p)|. Vay gid tri ciia ham tdng nhanh nhdt theo huwéng cia vectd gradient.
Tuong ty, gid tri cia ham gidm nhanh nhat theo huéng doi ctia vecto gradient.
Ngoai ra tit dinh nghia ctia dao ham ta suy ra ngay
. r+tu) — fx
f'(z)(u) = lim / )= f@) = D, f(x).

t—0 t

Vay f'(z)(u) bing dao ham clia f tai  theo huéng u, do ti 1é thay déi ctia f tai  theo
huéng u.

1.4.2 Dao ham cia ham hop

Gia st f 1a ham s6 ctia = va gy, nhung 2 va y lai 14 ham s6 ciia t. Nhu thé ta cé thé
xem f ciing phu thudc vao ¢, 13 ham clia t. Ta mudn tinh dao ham cta f theo t. Day 1a
van dé dao ham ctia ham hagp.

Dinh ly 1.4.4. Cho ham s6 f(z,y) vdi x = x(t) vay = y(t), t € R. Dat 2(t) =
f((z(t),y(t)). Gid st f, x vay khd vi. Khi do

0 = L) GO+ S e0.00) - Lo (142)

Ngudi ta thuong hiéu ngam f 1a ham ciia ¢, tuy ding ra phai dat ra mot ham hop méi
a2z = f((x(t),y(t)), dé cong thitc ngan gon hon va d6 phai dat them bién méi, va viét tat
rang

df  Ofde  Of dy

dt Oz dt Oydt’ (143)
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1.4. DAO HAM CUA HAM VECTO 19

Ta c6 mot cach giai thich Cong thitc (1.4.2) (khong phéi chiing minh) dya trén xap xi
tuyén tinh nhu sau. Vi

Az = fo(m,y)Az + fy(z,y) Ay =~ fo(z,y)2' (6) AL + fy(z, y)y (t) At

nén ﬁ—f ~ fo(z,y)2' () + fy(z,y)y'(2). o

Dung khai niém dao ham cht khong dung dao ham riéng, ta cé the viet cong thitc dao
ham ham hogp theo ciing hinh thitc nhu véi ham mot bién. Cho U, V, W la tap mé cla
R*, R!, RP theo thi tu d6, cho f: U — V and g : V — W ¢6 dao ham, ta c6 cong thrc
dao ham ham hgp

(go f)(z) =g (f(z))o f'(x).

Chu ¥ rang & vé phai 1a hgp ciia hai 4nh xa tuyén tinh. Néu viét ¢ dang ma tran biéu dién
thi cong thic nay cho

Joos (x) = Jy(f(2)) - I (). (1.4.4)

O vé phai tich 1a phép nhan clia ma tran.

Vi du 1.4.5. Cho z = f(x,y), véi (z,y) = r(t). Cong thiic dao ham ham hop (1.4.4)) tré
thanh

Aren) gy - TEOVO) ) _ (v p)a(t) 9(0) - (o' (0). /1)

= SH0. ) G0+ 0.y Z0,

hay ngan gon hon
0z 0z0x  0z0y

ot~ ozor ayot
Vay ta thu lai dugc cong thitc dao ham ham hop (1.4.2)).

Bai tap

1.4.1. Dat hé toa do trén mot ving trén mat phing sao cho huéng truc = 1a huéng dong va hudng
truc y 1a huéng bac. Nhiet do tai mot diém c6 toa do (x,y) trong ving duge mo hinh héa bdi cong
thie T'(z,y) = 100e—22"+3y*, Tai diém c6 toa do (1,2):

(a) Néu di vé huéng dong thi nhiet do ting hay gidm?
(b) Néu di vé huéng dong bac thi nhiet do tang hay giam?
(c) Nén di theo huéng nao dé nhiét do gidm nhanh nhat?

1.4.2. Cho f(z,y) = yv/z. Tim dao ham ctia f tai diém (1,2) theo huéng ctia vecto (2,3) (luu ¥
can lay vectd don vi). Tim huéng tai diém (1,2) ma gia tri ctia ham f ting nhanh nhat.

1.4.3. Tim dao ham ctia f(z,y) = 5z%y> tai diém (1, 1) theo huéng t6i diem (3, 2).

1.4.4. Cho T(x,y) = 2? + y? — x —y la nhiét do tai diém (z,y) trén mat phiang. Mot con ki nhong
dang nim ¢ diém (1,3) dang mudn dugc am lén cang nhanh cang tot. N6 nén bo theo huéng nao?

1.4.5. Cho u,v : (a,b) — R3. Hay kiém tra cAc cong thitc sau vé dao ham:

(a) (w-v) =v-v+u-v.

(b) (uxv) =u xv+ux.

1.4.6. Cho f,g: D C R® — R. Chting t6 néu f, g c6 dao ham riéng theo moi bién tai x € D, thi
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20 CHUONG 1. DAO HAM CUA HAM NHIEU BIEN

V(f +9)(x) = Vf(z)+ Vy(r),

V(f9)(x) = g(x)V f(z) + f(2)Vg(z),

(c) néu g(x) # 0 thi

v (f) (£) = ——(g(e)Vf(2) — £(@)Vg(a)).

1.5 Cuc tri cia ham s6 nhiéu bién

Nhu ta da thay v6i ham mot bién, tim gia tri 16n nhat va nhé nhat 13 mot bai toan
phé bién, dugc goi 1a bai todn cuc tri hay bai toan t6i wu hoa. O bai nay ching ta phat
trién mot sé phuong phap dé khao sat bai todn nay. 0 day c6 su tuong ty v6i ham mot
bién, nhung ciing c6 nhitng diéu méi do tinh nhiéu chiéu.

Ciing giéong nhu déi véi ham mot bién, ta chia vAn dé thanh hai phan: cyc tri dia
phuong va cyc tri toan cuc.

Dinh nghia 1.5.1. Ham f: D C R™ — R ¢6 cuc dai dia phuong (hay cuc dai tuong
déi) tai a € D néu c6 mot qua cau B(a,r) C D sao cho f(a) > f(z) véi moi z € B(a,r).

Tuong tu f : D C R® — R ¢6 cuc tiéu dia phuong (hay cuc tiéu twong déi) tai
a € D néu ¢6 mot qua cau B(a,r) C D sao cho f(a) < f(z) v6i moi x € B(a,r).

Cuc tiéu va cuc dai dude goi chung la cue tri. Chi ¥ ring néu ham cé cuc tri dia
phuong ¢ mot diém thi diém d6 phai 1a mot diém trong ctia mién xéac dinh.

Dinh nghia 1.5.2. Ham f: D C R"” — R ¢6 cuc dai toan cuc (hay cuc dai tuyét
dbi) tai a € D néu f(a) > f(z) véi moi z € D. Khi d6 f(a) la gia tri 16n nhét ctia f.

Tuong tu f : D C R® = R ¢6 cuc tiéu toan cuc (hay cuc tiéu tuyét déi) taia € D
néu f(a) < f(z) véi moi € D. Khi d6 f(a) 1a gia tri nh6 nhat ctua f.

Do dinh nghia cuc tri dia phuong, bai todn cyc tri véi tap xac dinh ciia ham muc tiéu
la tap md thi duge goi bai toan khong c6 rang budc, ngude lai bai toan véi tap xac dinh
cua ham muc tiéu khong 1a tap mé duge goi 1a bai toan cuc tri ¢6 rang budc.

1.56.1 Cuc tri khong c6 rang budc

V6i ham mot bién, dé ham kha vi ¢6 cyc tri dia phuong tai mot diém thi dao ham phai
bing 0 tai diém dé. D6i v6i ham nhiéu bién, mot ciyc tri theo tat ca cac bién hin nhien
phai 1a mot cyc tri theo timg bién, do d6 dao ham theo titng bién phai bang 0 tai diém
dé6. Vay mot diéu kien can dé c6 cuc tri dia phuong 1 tat ci cac dao ham rieng phai bing
0:

Dinh 1y 1.5.3 (Diéu kién can cap 1). Néu f: D C R® — R khd vi tai a va f cé cuc
tri dia phuong tai a thi V f(a) =0, nghia laVi=1,...,n, 68:51- (a) =0.

Chitng minh. Dat a = (a1, as,...,a,), mot diém trong ctia D. Ham mot bién ¢ : ¢

f(t,ag,...,ay) xac dinh trong mot khodng mdé I chita a; va khé vi tai a;. Vi f ¢6 cuc tri

dia phuong tai a nén ¢ c6 cyc tri dia phuong tai a;. Do vay 0 = ¢/ (a1) = %(a)‘ Tuong
2] 0 0

tr gl(a) = 2(a) = = 2L(a) =0. N
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1.5. CUC TRI CUA HAM SO NHIEU BIEN 21

Néu tai a cic dao ham rieng cAp mot triet tieu thi @ dude goi 1a mot diém ding hay
diém tdi han. Day la nhing diém 6 d6 c6 thé xay ra cuc tri dia phuong. Nhu vay ta tim
cuc tri dia phuong trong cac diém dimg.

Viéc cac dao ham rieng cAp mot triet tieu tai diém cuec tri chi 14 diéu kién can, nhung
khong phai la diéu kién d.

Vi du 1.5.4. Xét ham hai bién f(z,y) = 2% — y?. Ta c6 ﬂ(0 0) = 35(0 0) = 0, nhung
f(x,0) > f(0,0) > f(0,y) v6i moi z # 0 va y # 0. Vay (0,0) 14 mot diém dimg, nhung
ham khong c6 cyc tri dia phuong tai (0,0). Diém (0,0) thuong duge goi, dua vio hinh
dang dd thi, 14 mot diém yén, xem Hinh

Nhu vay can Iuu ¥ rang cyc tri dia phuong phai x4y ra § diém ding, nhung diéu ngugc
lai khong duang.

Dé tim diéu kién du, ta nhé lai trong ham mot bién tai cac diém dimng ta da dung dau
ctia dao ham bac hai dé c6 thé kiém soét chat ché hon cach thay ddi ctia ham.

Cho f kha vi lién tuc moi cap trong mot qua cau B(z,r). V6i h sao cho [|h] < r ta
dat g(t) = f(x +th), t € (—1,1). Gia tri ctia ham g 1a gia tri ctia ham f khi bién chi di
chuyén doc theo doan théng tit # t6i h. Ham ¢ kha vi lién tuc moi cap, va ta tinh dugc
dao ham ctia n6é theo qui tadc dao ham ham hagp:

g =" gj(wth)hi, (1.5.1)
1<i<n
0
0= 2 3f‘($)hi’ (1.5.2)
1<i<n ?
1; 1<Z 833183:] ( + th)hihj, (1.5.3)
i<n 1<j<n
nan hihj. (1.5.4)

8 ax]

1<i<n 1<j<n

Ta c6 thé doan ring dau ctia ¢”(0) c6 thé co6 vai tro trong diéu kién da cho cuc tri.
Chéng han néu ¢”(0) > 0 va ¢’(0) = 0 thi theo két qua v& ham mot bién chic chin
g(t) = f(x +th) > g(0) = f(x) v6i moi ¢t du bé (phu thudc vao h).

Dé trinh bay chinh xac ta dung phuong phap khai trién Taylor.

Ménh dé 1.5.5 (Khai trién Taylor). Cho f khd vi lién tuc cip hai trong mot qud cau
B(x,r). Voi moi h € B(0,r) ta co

fle+h)=flz)+ ) gf h+*z )

1<i<n 1<i<n 1<j<n

axz 8% x + Oh)hsh;,

vdi 6 € (0,1) phu thuoc vao h. Mot cong thic khac la

farn) = 5@+ 3wty Y5 ST @ty e,

1<i<n 1<7,<n 1<j<n

vdi limy,_0 €(h) = 0.

Chitng minh. Ap dung khai trién Taylor cho ham mot bién ¢ tai 0 ta dugc

g(t) = g(0) + ¢'(0)t + %g”w)t?,
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922 CHUONG 1. DAO HAM CUA HAM NHIEU BIEN

v6i 6 nim gitta 0 va t. Chi ¥ 1a ta c6 thé cho ¢ thudoc mot khoang mé chita 0 va 1 ma vin
dam bao x +th € B(x,r). Cho t = 1 ta dugc ngay cong thitc thit nhat.
So sanh cong thitc thit nhat va cong thitc thit hai, ta chi can chitng minh

' 82f hih'_
,{135(; Jars; & O = Znaxzaxg )||h||32_

1<s

Dung danh gié |h;hj| < 1(h? + h2) <2 |h]|? ta duge

o2 f 9f hih; of |hih|
(x 4+ 0h) — (x) 2l < x + 0h) — (x) J
| Z <5W%’ Oz:dz; ) Ly 1 @xzaxa Oidz; 1 ||n|]?
*f O*f
< (z + 6h) — (z)].
1<iz,j:<n 83326% al'laxj ‘
Cho h — 0 th 57 L- (2 + 0h) — 52 (@), ta duge két qua. O

2 . N % PN 2 2 %
Cac dao ham bac hai 85 8fx () c6 vai tro quan trong trong van dé nay. Bang céc so

nay xép dudi dang mot ma tran n x n dude goi 1a ma tran He.s‘l7 ki hiéu la

% f

)
O0x;0x; 1<i,j<n

Hess(f,z) = (

Bay gio ta c¢6 thé phat biéu mot diéu kien di cho cuec tri dia phuong:

Dinh 1y 1.5.6 (Diéu kién da cap 2). Gid s f c6 cic dao ham riéng cap hai lien tuc
trén mot qud cau chita x va x la mot diém ding cia f, tic Vf(z) = 0.

(a) Néu ma tran Hess(f,z) zdc dinh am, nghia la Vh = (h1,ha, -+ ,hy) € R™\ {0} th
DD i 882 () hjhj <0, thi f co cuc dai dia phuong tai x.

2,0

(b) Néu ma tran Hess(f,z) zdc dinh duong, nghia la Yh = (hy, ha, -+ ,hy) € R"\ {0}

th Y70 >0 8:?261 (z)hjhj >0, thi f ¢6 cuc tiéu dia phuong tai x.

(c) Néu ma tran Hess(f,x) khong zdc dinh duong va cing khong zdc dinh am, thi f
khong co cuc tri tai x, va x dugc goi la mot diém yén cua f.

Chitng minh. Ap dung cong thiic cong thitc Taylor, chi § 2 14 diém dimg, nghia 13 tat ca
cac dao ham bac nhat 8—( ) déu bang 0, ta duge

flx+h) — Z > axz x)hih; + e(h) ||h|?

1<z<n 1<j<n

_ (1 82f hih;
- (5 Z Z ax-axj(@”hué +6(h)) In)1?

v6i limy, 0 €(h) = 0.
Gia st Hess(f, z) xac dinh duong. Véi h # 0, dat w = h/ ||h||, thi

h; h; _ 1 82f
- Z Z axlaqj] ||h”m_§ Z Z axiaxj(l')uiuj

1<z<n 1<5<n 1<i<n 1<5<n

4téen mot nha toan hoc séng vao thé ki 19
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1.5. CUC TRI CUA HAM SO NHIEU BIEN 23

14 mot ham lien tuc theo bién w trén mit cau don vi S(0,1). Vi mat cau c6 tinh dong va
bi chian (compéc) nén ham nay cé gid tri 16n nhat o < 0 (xem Dinh 1y [1.5.13)). Vay bay
gis ta co
fla+h) = fz) < (a+eh) ]

Khi h dt nhé thi e(h) < —a, do d6 f(x+h) < f(x). Vay = 1a mot cuc dai dia phuong cta
f.

Trudng hop Hess(f, z) xac dinh am la tuong tu.

Néu Hess(f,z) khong xac dinh duong va ciing khong xac dinh am thi tit cong thitc
9"(0) = > 1cicn 2 1<j<n %(x)hihj ¢ Phuong trinh (1.5.4) ta thay ton tai hudng h

> ) > A

theo huéng d6 g c6 cyc dai ngit tai 0, dong thoi lai ton tai huéng h ma theo huéng dé g
c6 cuc tiéu ngit tai 0. Vay f khong c6 cyc tri tai z. (Diéu nay 1y giai tén “diém yen”, vi
do thi ctia ham phan nao trong giéng mot cai yen ngya.) O

Tinh xac dinh duong va xac dinh am ctia ma tran thiyc ra khong dé kiém tra, trit phi
chiing ta khao sit sau hon vé diéu nay (mot chii dé cia mon Dai s6 tuyén tinh nang cao).
Trong mon hoc nay ching ta chi dimg lai & viéc chi ra ring trong truong hgp hai chiéu,
n =2, ¢6 mot cach rat thiét thyc dé kiém tra diéu nay.

H:(g g).

(a) Néu D > 0 va a > 0 thy H la zdc dinh duong. (Chi ij néu D > 0 thi a va c cing
dau, nén vai tro cia a va ¢ ¢ day nhu nhau.)

Meénh dé 1.5.7. Cho ma tran

Dat D = det H = ac — b2.

(b) Néu D >0 va a <0 th H la zdc dinh am,
(¢c) Néu D < 0 thi H khong zdc dinh duong va khong xdc dinh am.
Chitng minh. Gia st a # 0, ta bién doi v6i h = (hy, ha),

b — b2
A(h) = ah + 2bhihy + ch3 = a[(hl + o) aca2 h%}

Néu D > 0 va a > 0 thi 16 rang Vh # 0, A(h) > 0 (vi néu he = 0 va (hy + 2hy = 0 thi
hy = 0). Tuong ty, néu D > 0 va a < 0 thi Vh # 0, A(h) < 0.

Néu D < 0, 1ay h = (1,0) thi A(h) = a, nhung 14y h = (=b/a, 1) thi A(h) = D/a, tréi
dau. Vay H khong xac dinh duong va ciing khong xac dinh am.

Néu a =0 thi D <0 va A(1,0) = 0, nén H khong x4c dinh duong va ciing khong xac
dinh am. ]

Tom tit lai, cdc bwde dé tim cwe tri ciia mot ham hai bién khd vi lién tuc
cap hai la:

Bude 1. Tim diém dimg (zo,yo) bang cach gidi he phuong trinh V f(x,y) = 0.

Bu6e 2. Tinh dinh thitc D ctia ma tran Hess(f, (zo,0)), cu thé 1a tinh s6

2 2 2 2
D = det(Hess(f, (w0, v0))) = g;;(ﬂfoyyo) : g?js(%o,yo) - (8?1: gy (x07y0)) -

— Néu D > 0 thi (z9,y0) 1a diém cyc tri dia phuong ctia ham f. Dé phan loai
diém cuc tri ta xét tiép:
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24 CHUONG 1. DAO HAM CUA HAM NHIEU BIEN

* Néu %(xo,yo) > 0 thi f ¢6 cuc tiéu dia phuong tai (zo, yo).
L 2
* Néu %(:ﬁo,yo) < 0 thi f ¢6 cuc dai dia phuong tai (xg,yo)-

— Néu D < 0 thi diém (zq,yo) khong 1a diém cuyec tri ctia f, va 13 mot diem yén
cua f.

Vi du 1.5.8. Xét f(z,y) = 22 + y% Ta 6 fo(z,y) = 2z, f,(z,y) = 2y. Gii he phuong
trinh 22 = 0 va 2y = 0 ta dudc diém dimg duy nhat 1a (z,y) = (0,0).

Tinh dao ham bac hai, ta dugc fzz = 2 > 0, foy = fyz = 0, fyy = 2. Tiép theo
D = [feafyy — f2,] =4 > 0. Vay ham c6 cyc tiéu dia phuong tai (0,0). Diéu nay ta thay
ngay tit hinh vé do thi ctia ham, va cé thé kiém lai duge dé dang bing céch khac. Tuong

z=—x2—y? z=a2—y?
Hinh 1.5.1:

tu véi g(z,y) = —2? — y? ta ¢6 g.(z,y) = —2z, gy(z,y) = —2y. Diém dimg duy nhét la
(2,y) = (0,0). Ta ¢6 gow = =2 < 0, goy = gya = 0, gyy = —2, D = [guagyy — 92,] = 4 > 0.
Vay ham c6 cuc dai dia phuong tai (0,0).

V6i h(z,y) = 2% — y? ta c6 hy(z,y) = 22, hy(z,y) = —2y. Diém ditng duy nhét 1a
(z,y) = (0,0). Ta ¢6 hyy = 2, hgy = hyy = 0, hyy = =2, D = [hyghyy — h3,] = —4 < 0.
Vay ham khong c6 cue tri tai (0,0), d6 1a mot diém yén. Didu nay ta thay ro tit hinh vé
dd thi ctia ham.

Vi du 1.5.9. Tim va phan loai cc diém cyc tri cia ham f(x,y) = 2* + y* — 4zy + 1.
Buéc 1. Tim céc diém dimg. Tinh,

of 3 of 3
L—ga® g, 2L =4y — 4

Cho nhitng dao ham riéng nay bang 0,
:U3—y:0 va y3—x:0.
Thé y = 2 tit phuong trinh thit nhat vao phuong trinh thit hai,
0=2—az=a(%-1)=z@' - 1)@ +1)=2@@* - 1)(@* + 1)@ +1).

C6 3 nghiém thyce: x = 0,1, —1. C6 ba diém ditng 1a (0,0), (1,1), va (=1, —1).
Buéc 2. Tinh cac dao ham rieng cap 2 va det(Hess(f, (zo, y0))):

of 0*f of

Ox? Ox Oy Oy?

(z,y) = 122%; (z,y) = —4; (z,y) = 12y°.

det(Hess(f, (x,y))) = 144z%y? — 16.
Vi det(Hess(f, (0,0))) = —16 < 0, nén (0,0) 1a mot diem yen. Vi det(Hess(f, (1,1))) =
128 > 0 va g%’;(l, ) = 12 > 0, nén f c6 cyc tiéu dia phuong tai (1,1). Tuong tu
det(Hess(f, (—1,—-1))) = 128 > 0 va %(—1,—1) = 12 > 0 nén f cfing c6 cyc tiéu
dia phuong tai (—1, —1).
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1.5. CUC TRI CUA HAM SO NHIEU BIEN 25

1.5.2 Cuc tri c6 rang budc

Ta xét bai toan tim cuyc tri clia f(z) thoa diéu kien g(x) = ¢ trong d6 ¢ 1a mot hing
s6 thye. Day 1a mot bai toan cuc tri ¢6 rang buodc, hay con dude goi la cuc tri c6 diéu
kien. Ta van tim cyc tri clla mot ham f, tuy nhién bay gio mién xac dinh ctia ham f 1a
tap c6 dang g~ '({c}). Tap nhu vay c6 thé khong phai 14 mot tap md, tham chi c6 phan
trong bang tap roéng, khién cho cidc phuong phap clia chiing ta & phan truée khong ap
dung dugc.

Vi du 1.5.10. Tim cuyc tri cia ham f(z,y) = = + y thoa 22 +y% = 1.
Ta c6 thé nhin bai todn nhu 1a tim cye tri ciia = + y trén dudng tron don vi. Vi duong
tron don vi ¢6 phan trong bang rong.

Ta hét ta khao sat trudng hgp hai chiéu, n = 2. Trong truong hop nay do thi clia ham
c6 thé 1a mot mat trong R3 nén ta ¢ triuc quan hinh hoc. Bai toan 1a

{Tim cyc tri cta f(z,y) (1.5.5)

théa g(z,y) = c.

Trong truong hop nay, dusi mot s6 dieu kién nhat dinh ma ta sé chi ra, phuong trinh
g(z,y) = c xac dinh mot dudng cong phéng C, goi 1a mot dudmg mac ctia ham g. Gia
stt (wo,70) 14 mot diém tren C. Quanh diém nay ta c6 thé tham s6 héa duong C' nhu la
r(t) = (x(t),y(t)), v6i r(0) = (z0,yo). Ta luon c6 g(r(t)) = ¢, do d6 lay dao ham theo ¢
ta duge Vg(r(t)) - r'(t) = 0, dic biet Vg(zo,yo) - '(0) = 0. Vé mit hinh hoc diéu nay c6
nghia 1a vecto Vg(zo, yo) phai vuong goc véi vecto r'(0). Ma vecto r’(0) 1a vecto van toc
ctia dudng r tai diém 7(0), ta di dén mot quan sét then chét: vecto gradient cia mot
ham luén vudéng goc vdi duong mic cua ham do.

Bay gio gia st (z0, o) 13 mot nghiem dia phuong clia Bai toan (1.5.5). Nhu thé ham
f(r(t)) 6 cuc tri dia phuong tai t = 0, do d6 dao ham phai bang 0 tai t = 0, tic 1a
0= %(f(r(t))\t:() = Vf(r(0)) - #/(0). Y nghia hinh hoc la vecto gradient ctia ham muc
tieu f ciing phai vuong goc véi duong C tai diém cyc tri dia phuong.

Nhu thé trén mat phing ta cé hai vects Vg(zo, yo) va& V f(z0,y0) cling vuong goc véi
dudng C tai diém (z9, o), do dé hai vects nay phai cting phuong, dan t6i c6 mot s6 thuc
A sao cho V f(zo,%0) = AVg(xg,yo). SO thuc nay duge goi 1a nhan ti Lagrange. Ly luan
trén 1a co sé cho phuong phép nhan tit Lagrange sau day:

Dinh Iy 1.5.11 (Diéu kién can cap 1 — Phuong phap nhan tit Lagrange). Gid st
f va g khd vi lién tuc trén trén tap md Q trong R%. Néu (zo,yo) la mot nghiem dia phuong
ctia Bai toan (1.5.5) théa Vg(xo,yo) # 0, thi phdi ton tai X € R sao cho

V f(zo,y0) + AVg(x0,%0) = 0,

te la
& (w0, y0) + AG2(0,y0) = 0
3 (20, 90) + Ag2 (20, y0) = 0.

Nhu vay dé giai bai toan cyc tri ta giai hé phuong trinh gdm 3 phuong trinh va 3 an
x, Y, A

U (x,y) + A (z,y) =0
0 0
g(z,y) =c
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2% CHUONG 1. DAO HAM CUA HAM NHIEU BIEN

Chitng minh. Chiing minh nay chi 1a chi tiét héa ctia 1y luan hinh hoc & trén. Sy ton tai
ctia mot tham sé hoa dia phuong ctia dudng mic sé duge kiém tra bing dinh 1y ham an.
Tru6e hét ta thay rang vi Vg(zo,yo) # 0 nén %(ZL‘O, yo) # 0 hoac g—g(xo, yo) # 0 va do vay
khong mat tinh téng quat ta gia st g—z(azo, yo) # 0. Ap dung duge dinh 1y ham an cho ham
g, ton tai mot khoang md I chita ¢ va mot khodng mé J chita yo vA mot ham ¢ : I — J
kha vi lién tuc sao cho Vz € I, g(z, ¢(z)) = ¢, ¢(x0) = yo, va

{(z,y) e Ix J|g(x,y) =0} = {(z,¢(z)) |z € I}.

Diéu nay c6 nghia la quanh diém (x¢,y) dudng miic 13 do thi ctia mot ham theo bién .
Tu phuong trinh g(z, ¢(z)) = ¢ lay dao ham theo bién z ta dugc

dg dg / _
5, & 9(@) + Fy($’ ¢(x))¢'(x) = 0.

Do ham f ¢6 cuc tri dia phuong tai (z9,yp) nén xq la diém xay ra cuyc tri dia phuong
ctia ham mot bién f(x) = f(x, ¢(r)) nén phai c6

7o) = 2 (a0, é(a0)) + g;%xo, $(z0)) ¢ (x0) = 0.

ox
21 (,
Diit \ = gg( 090 1y
57,(900»1/0)
of

0 0 0
%(%7 (y0)) = —<Z5/(9€0)8?];(9€0,y0) = —¢/($0))\8fz(9€0,y0) = )\a*Z(xoayo)-
Nhu thé A chinh 1 nhan tit Lagrange. O

Bay gio ta tong quat hoa cac két qua trén cho truong hgp ham n bién. Cho ham f
dinh nghia trén tap maé €2 trong R™. Ta xét bai toan

{Tim cuc tri ciia f() (1.5.6)

théa g;(z) =¢, 1 <i<p<n.

Lam tuong tu truong hop n = 2, ta c¢6 thé thu duge mot téng quat héa clia phuong phéap
nhan t Lagrange:

Dinh ly 1.5.12. Cho f va g;, 1 < i < p khd vi lién tuc trén tap md Q trong Rn va a € Q.
Néu cic diéu kien sau thda

(a) a la nghiém dia phuong cia Bai todn ,
(b) Vgi(a),Vga(a),...,Vgy(a) doc lap tuyén tinh,

thi ton tai A1, A2, ..., \p € R sao cho

Vf(a)+ ) AVgj(a) =0.
j=1
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1.5. CUC TRI CUA HAM SO NHIEU BIEN 27

1.5.3 Gia tri 16n nhit va nhé nhit

Trong phan nay ching ta kho sat bai toan tim gia tri 16n nhat va gia tri nhoé nhat,
tuc 1a tim cuc tri toan cuc.
Mot tap déng va bi chin trong R™ con dudc goi la mot tap compcfc

Dinh 1y 1.5.13. Mot ham lién tuc trén mot tdp compdc thi cé gid tri ldn nhat va gid tri
nhé nhat trén dé.

Day 1a mot tong quat hoéa ctia Dinh 1y gia tri 16n nhat va nhé nhét clia ham mot bién.
Chting minh ctia n6 vugt ra khéi pham vi cia mon hoc nay, thuong cé trong cac giao trinh
nhap mon Giai tich.

Ap dung dinh 1y nay, dé tim gia tri 16n nhat va nho nhat ciia mot ham lien tuc tren
mot tap compéc ta thuc hién cac bude sau:

Bude 1. Tim cac gia tri clia f & phan trong ciia tap D, dung cac phuong phap ciia cyc tri
khong c6 rang budc.

Buéce 2. Tim cac gia tri cyc tri ciia f trén bién cua tap D, dung cidc phuong phap cta cyc
tri ¢6 rang budc.

Buéc 3. S6 16n nhét trong cac gia tri 6 Bude 1 va Budc 2 1a gia tri 16n nhat va s6 nhé nhat
trong cac gia tri nay la gia tri nhé nhat.

Vi du 1.5.14. Tim gi4 tri 16n nhat va nhd nhét ctia ham s6 f(z,y) = 22 — 22y + 2y trong
hinh ch@ nhat D = {(z,y) |0 <2 <3,0 <y < 2}.

Truée hét ta thay f 1a mot da thitc nén no lién tuc trén hinh chit nhat déng va bi chin
D. Truée hét ta thuyc hien Buée 1, xét phan trong ctia hinh chit nhat D. Giai he

fo(lz,y) =22 —2y =0, fy(z,y) = -2z +2=0,
ta c6 duge diém ditng duy nhat 1a (1,1), va gid tri ctia f 6 d6 1a f(1,1) = 1.

y
L, (2,2)
(0, 2) . (3.2)

(0,0) L, (3.0) X

Hinh 1.5.2:

Trong Budc 2 ching ta nhin cac gia tri ctia f trén bien ctia D, bao gdom 4 doan thang
L1, Ls, L3, Ly duge biéu dién trong Hinh Trén L; ching ta c6 y = 0 va

f(z,0) = 22, 0<z<3.

Day 1a mot ham ting ctia x, do d6 gia tri nhé nhat clia n6 1a f(0,0) = 0 va gia tri l6n
nhét cta n6 1a f(3,0) = 9. Trén Ly ta c6 z = 3 va

fBy)=9-4y, 0<y<2

5tir compact trong tiéng Anh c6é nghia la gon, chat, ...
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28 CHUONG 1. DAO HAM CUA HAM NHIEU BIEN

Day 1& mot ham gidm ctia y, do dé gia tri cue dai ctia né 1a £(3,0) = 9 va gia tri cyc ticu
cia n6 la f(3,2) = 1. Trén L3 ching ta c¢6 y = 2 va

f(z,2) = 2® — 4z + 4, 0<z<3.

Bing cac phuong phéap ciia vi phan ham mot bién, hay don gidn bing cach quan sat
rang f(z,2) = (z — 2)?, chiing ta thay ring gia tri cyc tiéu ctia ham s6 nay 1a f(2,2) =0
va gia tri cyce dai 1a f(0,2) = 4. Cudi cung, trén Ly ching ta c6 x = 0 va

f(0,y) =2y, 0<y<2

v6i gid tri cuc dai £(0,2) = 4 va gia tri cyc tiéu f(0,0) = 0. Do do, trén bién, gid tri nhé
nhat ctia f 14 0 va gia tri 16n nhat 1 9.

Trong Bu6c 3 chiing ta so sanh cac gia tri nay véi gia tri f(1,1) = 1 tai diém dimg
va két luan rang gia tri 16n nhat cta f tren D 1a f(3,0) = 9 va gia tri nhé nhat 1a

£(0,0) = £(2,2) = 0.

Bai tap
1.5.1. Tim va phan loai cac diém t6i han cia ham sb.

(a) f(z,y) =2 —ay+y*+ 92 — 6y + 10

(b) f(a,y) =2 — 6zy + 8y°

(c) f(z,y) = 3zy — 2y — xy?

(@) fla,y) = (z* +y)ev/?

(e) flx,y) = —a® + 4oy —2y> + 1

() f(z,y) =2 +y>—32% — 3y? — 9z

(g) f(z,y) =2* +y* — 4oy + 4. Ham nay co gia tri 16n nhat hay gia tri nhé nhat hay khong?

1.5.2. Mot cong ty sdn xuat hai loai dién thoai di dong. Goi z 1a s6 dién thoai loai 1 (don vi
nghin céi), va y 1a s6 dién thoai loai 2 (don vi nghin cai). Doanh thu dugc mé hinh héa béi ham
R(z,y) = 3x+2y (don vi trigu dong). Chi phi duge mo hinh héa biang ham C(z,y) = 322 —3zy-+4y>.
Hay tinh C,(3,4) va gidi thich ¥ nghia ctia két qua. Cong ty nén san xuat véi san lugng mdi loai
14 bao nhieu dé duge lgi nhuan téi da?

1.5.3. Mot cong ty san xuit hai loai may thu hinh: loai CRT va loai LCD. Goi x 13 s6 méy thu
hinh loai CRT (don vi nghin c4i) va y 14 s6 may thu hinh loai LCD (don vi nghin cai). Doanh thu
duge cho bdi ham R(z,y) = x + 4y (don vi trieu dong). Chi phi dugec mo hinh héa bing ham

C(x,y) = 2* — 20y + 29> + T — 12y + 9
Cong ty nén san xuit véi san lugng mdi loai 1a bao nhieu dé duge 1¢i nhuan tbi da?

1.5.4. Mot cong ty san xuit hai mau xe gidn may. Goi x 1a s6 xe theo mau thit nhat, y 14 sé xe theo
mau thit hai (don vi 1a nghin chiéc). Chi phi san xuat duge cho béi ham C(z,y) = 322 + 4y + 5y?
(don vi trigu dong). Gia ban mdi xe thuoc mau thit nhat 1a 34 trieu dong va gia ban mdi xe thuoc
mau tht thi hai 13 52 trieu dong.

(a) Tim cong thic cho doanh thu va lgi nhuan.
(b) Cong ty nén san xuat véi san lugng méi loai 14 bao nhieu dé c6 1gi nhuan 16n nhat?
1.5.5. Tim cac gia tri cuc dai va cyc tiéu tuyet déi ctia f trén tap D.

(a) f(z,y) = 4oy?® — 22y? — xy3; D la mién tam gidc déng trén mit phing zy véi cac dinh (0,0),
(0,6) va (6,0)

(b) f(z,y) = e=a* v (22 +2y%); D la dia 22 + 9% <4
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1.5. CUC TRI CUA HAM SO NHIEU BIEN 29

1.5.6. Tim cac gia tri 16n nhat va nhé nhat clia f theo céc rang budc dude cho

(a) flz,y)=2%y; a®+y*=1
1 1 1 1
(b) fley) =40 5toa
(c) f(x,y,2) =myz; a?+y*+22=3
(d) flz,y,2) =22 +2y2+32% z+y+z=1 z—y+22=2

1.5.7. Xét ham f(x,y) = zy — x — 2y trén tam gidc D vdi cdc dinh (3,0), (0,6), (0,0). Tim gia
tri 16n nhat va nhd nhat cia ham.

1.5.8. Dung phuong phap nhan tit Lagrange dé tim cic tri ctia ham f(z,y) = 2%y dudi rang buoc
2 + 292 = 6.

1.5.9. Tim cuyc tri ctia ham f(z,y) = 22 + 2y? — 2z + 3 dudi rang buoc 22 + y? < 10.
1.5.10. Tim céc diém trén mit zy22° = 2 ma gan nhat véi géc toa do.
1.5.11. Tim diém trén do thi z = 22 + y? ma gan nhét téi diém (0,0, 2).

1.5.12. Nhigt do trén mat cau 22 + 3? + 22 = 1 dugc mo hinh héa biang ham T(x,y,z) =
50 — 100(z + 2y + 32)%. Tim ndi lanh nhat trén mit cau.

1.5.13. Tim diém trén mat bau duc g(x,y,2) = 5z +y? + 322 = 9 ma tai d6 nhiét do f(z,y,2) =
750 + 52 — 2y + 9z 1a cao nhét.

1.5.14. Dung phuong phap nhan ti Lagrange dé ching minh ring trong céc hinh chit nhat c6
cting chu vi thi hinh vuéng c6 dién tich 16n nhat.

1.5.15. Dung phuong phép nhan tit Lagrange dé chiing minh bat déng thitc Cauchy: Néu x,y, 2
la céc s thuce khong am thi g/zyz < £HE2

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Chuong 2

Tich phan boi

Trong chuong nay chiing ta sé nghién citu tich phan Riemann trong khong gian nhiéu
chiéu. Tich phan trén khong gian nhiéu chiéu la sy phét trién tuong tu ciia tich phan mot
chiéu. Do d6 céac ¥ chinh da quen thudc va khong khé, dé dé theo déi hon ngusi doc co
thé xem lai phan tich phan mot chiéu trong [Bmgtl].

2.1 Dinh nghia va tinh chat cta tich phan
boi

Cho I 1a mot hinh hop, va f : I — R. Ta mudn tinh téng gia tri ciia ham f trén hinh
hop I. Ta chia nhé hinh hop I bang nhitng hinh hop con nhé hon. Ta hy vong ring trén
mdi hinh hop nhé hon do6, gia tri ciia ham f sé thay ddi it hon, va ta c6 thé xap xi f bing
mot ham héng. Ta hy vong rang néu ta chia cang nhd thi xap xi cang t6t hon, va khi qua
gi6i han thi ta sé dugc gia tri dung ciia tong gia tri ciia f.

Sau day 14 mot cach giai thich hinh hoc. Gid sit thém ham f 13 khong am, ta mudn
tim “thé tich” ctia khéi ben dudi do thi ctia ham f bén trén hinh hop I. Ta sé xap xi khoi
d6 bang nhitng hinh hop véi day 1a mot hinh hop con ctia I va chiéu cao 1a mot gia tri
ctia f trong hinh hop con dé. Ta hy vong rang khi s6 hinh hop tang lén thi ta sé gan hon
gi4 tri ding ctia thé tich.

2.1.1 Tich phan trén hinh hop

Du6i day ta bat dau lam chinh xac hoéa cac y tudng & trén. Ngudi doc ¢6 thé hinh dung
cac trudong hop 1, 2, 3 chiéu dé dé theo dai.

30
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Ta dinh nghia mot hinh hop n-chiéu trong R™ la mot tap con cia R™ c¢6 dang
[a1,b1] X [ag, ba] X -+ X [an, by] V6i a; < b; v6i moi 1 < i < n, tiic 1a tich clia n doan théng.

Dé khéi dau vé thé tich ctia hinh hop, ching ta hiy xét truong hgp mot chidu. Chiéu
dai clia doan thang [a, b] bing bao nhiéu?

Ta muoén khai niém chiéu dai toan hoc mo phéng khéi niém chieu dai vat ly thuong
dung trong dai séng tir xwa. Nhu vay trude hét chidu dai ctia mot doan thing [a, b] 1a mot
s6 thic khong am. Vi chiéu dai vat Iy khong phu thudc vao cach dat hé toa do, néu ta
tinh tién doan théng thi chiéu dai khong thay déi, vay néu ki hiéu chiéu dai ctia doan
[a,b] 1a |[a, b]| thi can c6 |[a + ¢,b+ ]| = |[a,b]]. Néu n la s6 nguyén duong, thi vi doan
thang [0,na] gdm n doan thing [0, al,[a,2a], [2a,3a],...,[(n — 1)a,na], nén ta mudn cé
tinh chat “cong tinh” thé hién qua |[0, na]| = n|[0, a]|. Diéu nay dan t6i |[0, a]| = n[[0, Lq]|,
hay [[0, La]| = 1|[0,a]|. Do d6 v6i m, n la s6 nguyen duong thi |[0, Za]| = 2([0, a]|. Trong
trudng hop riéng, ta c6 |[0, ]| = 2{[0, 1]|. Vi moi s6 thuc a la gi6i han clia mot day cac
s6 hitu ti, nén néu nhu ta muén chiéu dai c6 “tinh lien tuc” thi ta can ¢6 [[0,a]| = a[0, 1],
do d6 phéi c6 |[a,b]| = |[0,b — a]| = (b — a)|[0,1]|. D& chuan héa ta thutng lay |[0,1]| = 1,
va nhu thé |[a,b]| = (b — a).

Nhu vay dé la chiéu dai c6 nhitng tinh chit nhu thudng ding thi né budc phai duge
dinh nghia mot cach duy nhat sai khac cach chon chiéu dai don vi, giéng nhu viéc chon
don vi do trong vat 1y.

Ly luan tuong tu cho s6 chiéu cao hon, ta c6 thé dua ra dinh nghia ngin gon sau:

Dinh nghia 2.1.1. Thé tich n-chiéu cia hinh hop [a1,by] X [az,ba] X -+ X [an, by]
duge dinh nghia 1a s6 thyc (by — a1)(by — ag) -+ - (by — ay).

Ta thuong dung ki hiéu |I| dé chi thé tich ctia I. Khi 86 chiéu n = 1 ta thudng thay
tit thé tich bang tir chiéu dai. Khi n = 2 ta thuong dung tit dién tich.

Déi v6i khai niem tong, 1y luan tuong tu nhuw déi véi khai niem thé tich, ta c6 thé di
dén két luan la tong ctia ham hing 1 trén hinh hop I 1a |I].

Bay gio ta bat dau qua trinh chia nhé mién xac dinh. Mot phép chia (hay phan
hoach) ctia mot khodng [a,b] 14 mot tap con hitu han cta khodng [a,b] ma chita cd a va
b. Ta c6 thé dit tén cac phan ti clia mot phép chia 1a xg, 21,...,2m Véi a = 29 < 21 <
Tg < -+ < Ty, = b. M6i khodng [z;_1,x;] 1a mot khodng con cia khoang [a, b] tuong tng
v6i phép chia.

Mot phép chia ctia hinh hop I = [[;"[a;, b;] 1a mot tich Descartes clia cac phép
chia ciia cac khoang [a;, b;]. Cu thé néu mdi P; 1a mot phép chia ctia khoang [a;, b;] thi
P =TI, P 1a mot phép chia ctia hinh hop I. Xem vi du ¢ Hinh

Mot hinh hdép con tng véi mot phép chia P ctia mot hinh hop I 1a mot tich cac
khoang con ciia cac canh ctia hinh hop I. Cu thé mot hinh hop con ciia hinh hop I c6
dang [, 7; trong d6 T; 1a mot khoang con ctia khodng [a;, b;] ing véi phép chia P;.

Bay gio 1a viec xap xi. Cho I 14 mot hinh hop, va f : I — R. Véi mot phép chia P clia
I, thanh lap tong Rieman

> flar)|R]
R

& day tong dudc lay trén tat ca cac hinh hop con R clia P, va xg 1a mot diém bat ki thudc
R, xem Hinh Day la mot xap xi clia “tong gia tri” clia f tren 1. Néu f > 0 thi day
1a mot xap xi ctia “thé tich” ctia khéi bén dudi do thi ctia f beén trén 1.

Cudi ciing 13 qua trinh gisi han. “Gi6i han” ciia tong Riemann khi phép chia “min hon”
sé la tich phan ctia ham f trén I, ki hiéu la f] f.

'Bernard Riemann la ngudi da dé xudt mot dinh nghia chit ché cho tich phan vao khodng nam 1854,
mac diut tich phan da duge dung truée do.
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32 CHUONG 2. TICH PHAN BOI

Hinh 2.1.1: Mot phép chia ctia hinh chit nhat [a,b] x [c,d] gom nhing diém ma cic toa
do thit nhat tao thanh mot phép chia cla [a, b] va cac toa do thit hai tao thanh mot phép
chia cta [c, d].

Vay [; f dai dién cho khai niém “tong gia tri” ctia ham f tren I. Néu f > 0 thi [, f
dai dien cho khai niem “thé tich” ctia khoi ben dudi do thi clia f ben tren 1]

Dé lam chinh x4c ¥ tudng trén ta can lam ré qua trinh qua giéi han. Chiing ta dua ra
mot cach dinh nghia tich phan Riemann nhu sau.

Dinh nghia 2.1.2. Ta néi f 1a khd tich (c6 tich phan) trén I néu c¢6 mot s6 thuc, goi la
tich phan cla f trén I, ki hieu la [, f, c6 tinh chat 1a v6i moi € > 0 ¢6 6 > 0 sao cho néu
tat ca cac canh ctia cac hinh chit nhat con ctia mot phép chia déu c6 chiéu dai nhoé hon 6 thi
v6i moi cach chon diém dai dién z i thuoce hinh hop con R ta cé ) > rf(zr)|R|— fI f’ < e.

Nhu thé tong Riemann gan tity ¥ t6i gia tri tich phan mién 1a phép chia dit min. Ngudi
doc quan tam chi tiét hon c6 thé xem & cic gido trinh nang cao hon, chang han [Vugt3].

Vi du 2.1.3. Néu f = c la ham hing c6 gia tri bang hing s6 thic ¢ thi ta thiy ngay tit
dinh nghia 1 moi tong Riemann déu bang c|I|, nén [, ¢ = c|I|. Dac biet [, 1 = |I.

Khi s6 chiéu n = 1 ta c6 tich phan ctia ham mot bién quen thudc tit trung hoc va
da dugc khao sat trong mon Vi tich phan ham mot bién, véi f[a,b] f thuong dugc viét 1a
fab f(z) dr. Nhu vay ta thita hudng tat cd cdic két qud da cé trong Vi tich phdan
ham mot bién, ching han nhu cong thiic Newton-Leibniz dé tinh tich phan.
Khin = 2 ta c6 tich phan boi hai, thusng duge viét 1a [, f(x,y) dAhay [[; f(z,y) dzdy.
Khin = 3 ta co tich phan boi ba, thuong duge viét 1a [[[; f(x,y, z) dV hay [[[; f(x,y, z) dedydz.

Ghi cha 2.1.4. Hién gio dx, drdy, dvdydz, dA, dV chi 1 ki hieu dé chi loai tich phan,
khong c6 § nghia doc lap.

2.1.2 Tich phan trén tap t(’:‘;ng quat

Dé ngén gon hon ta thudng ding tit mién dé chi mot tap con ciia R™. Chiing ta chi
xét nhiing mién bi chdan. Nhé lai ring trong tich phan ham mot bién dé xét tich phan
trén khoang khong bi chian ta da phai dung t6i gidi han cia tich phan va xay dung khai
niém tich phan suy rong.

?Ki higu [ do Gottfried Leibniz dat ra khi xay dung phép tinh vi tich phan vao thé ki 17. N6 dai diéen
cho chit céi “s” trong chit Latin “summa” (t6ng).
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z
A
f(zr,yr) |
4 4
b
/ 5
/ ;
/ /
Yy
// R (TR, YR)
x I

Hinh 2.1.2: Xap xi Riemann.

Cho D la mot mién bi chin, va cho f : D — R. Vi D bi chan nén c6 hinh hop I chita
D. Mé& rong ham f lén hinh hop I thanh ham F' : I — R xéc dinh béi

Flz) = f(z), €D
0, =xel\D.

Dinh nghia 2.1.5. Ta n6i f 1a khd tich trén D néu F kha tich trén I, va khi do tich
phan cia f trén D dugc dinh nghia Ia tich phan cia F trén I:

L

Dé tich phan ciia f tréen D dudce dinh nghia thi F phai bi chan trén I, do dé f phai bi
chan trén D.

Tich phan [, f khong phu thuoc vao cach chon hinh hop I. Dieu nay dé doan, va
ngudi ta co thé kiém tra chit ché dugc.

Ching ta thay khi D 13 mot hinh hop thi dinh nghia tich phan nay trung véi dinh
nghia da cé.

2.1.3 Thé tich

Ta dinh nghia thé tich thong qua tich phan:
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34 CHUONG 2. TICH PHAN BOI

DPinh nghia 2.1.6. Cho D 1a mét tap con bi chin cta R™. Thé tich n-chiéu cia D duoc
dinh nghia 1a tich phan ctia ham 1 trén D:

|Dy=/1.
D

Néu D 1a hinh hop thi dinh nghia nay tring véi dinh nghia ctia hinh hop da co.

Ta thudng thay tir thé tich bing tit chiéu dai khi n = 1 v& bing tir dien tich khi n = 2.

Cé6 thé giai thich dinh nghia thé tich ¢ trén nhu sau. Dit mién bi chin D vao trong
mot hinh hop I. Xét ham c6 gia tri bang 1 trén D va bang 0 ngoai D. Ham nay thuong
dugc goi la goi la ham ddc trung cta D, ki hiéu la y

(@) 1, zeD
€Tr) =
XD 0, zeR"\D.

|D| Z/XD-
I

Xét mot phép chia ctia I. Ty céch chon diém dai dién trong mdi hinh chi nhat con ma
mdi tong Riemann ciia ham dic trung tuong tng mot xap xi clia thé tich ctia D béi tong
thé tich ctia mot s6 hinh chi nhat con ctia I. Tap D c6 thé tich khi va chi khi cac xap xi
nay gan tiy ¥ mot so thue dude goi 1a thé tich ctia D. Xem minh hoa ¢ Hinh

Dinh nghia néi rang

N
\
/

®
°
[}
P
°
)
°
N

v
....O'.'
Pe®ee gog
.. .‘

e e

e

/
\

Hinh 2.1.3: Cac xap xf du va xap xi thiéu dién tich ctia mot hinh tron bang dién tich ctia
cac hinh chi nhat.

Y niém thé tich da c6 tir hang nghin nam trude nhung ta nén cha § day c6 thé 1a lan
dau tién ta dinh nghia thé tich.

2.1.4 Su c6 tich phan va su cé thé tich

Qua ¥ ctia tich phan ta thiy viec xap xi dya trén mot gia thiét: néu bién thay doi it
thi gia tri ctia ham thay déi it. Nhu vay su kha tich phu thuoc chit ché vao su lien tuc.

Mzt khac khong nhét thiét phai lien tuc thi méi kha tich. Sau day 1a mot vi du mot
ham khong lién tuc nhung kha tich.

3y 1a mot chi cai Hy Lap, c6 thé doc 1a “khi”)
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Vi du 2.1.7. Cho f:[0,1] —» R,

=
&
I
—
=
8
N
N[ N[

V6i phép chia bat ki ctia [0, 1] sao cho chiéu dai clia cic khodng con nhé hon § thi tong
Riemann nhé hon e. Vi thé ham f kha tich. Chd ¥ ring f khong lien tuc tai 3.

Dé néi 16 khong lien tuc t6i miic do nao thi kha tich ta duwa ra mot sé6 khai niem sau.
Mot tap con ctia R™ 1a c6 thé tich n-chiéu khéng néu ta co thé phi tap d6 bing hiu
han hinh hop c6 tong thé tich nhé hon sé duong cho trude bat ki. Mot tap con ctia R™ 1a
c6 do do n-chiéu khong néu ta cé thé pht tap d6 bang mot ho dém duge cac hinh hop
c6 tong thé tich nhé hon sé6 duong cho trude bat ki. C6 thé hiéu so luge tdp cé6 do do
khong la tap “khong ddng ké déi vdi tich phan’.

Vi du 2.1.8. (a) Tap réng ) c6 thé tich n-chiéu khong.
(b) Tap hop gom mot diém trong R™ c6 thé tich n-chiéu khong.
(c) Mot doan théng trong R? c6 dién tich khong.
(d) Hai ctia hai tap c6 thé tich khong 1a mot tap c6 thé tich khong.

Ta n6i ham f 1 lien tuc hau khdp (hau nhu khip noi) néu tap hgp tat ca diém & dé
f khong lién tuc c6 do do khong.

Dinh 1y 2.1.9 (kha tich trén tap c6 thé tich = bi chin 4+ lién tuc hau khip).
Cho D la tap con cé thé tich cia R™. Khi dé f khd tich trén D khi va chi khi f bi chdn
va lién tuc hau khdp trén D.

Chitng minh khé vigt ngoai pham vi mon hoc nay, ngudi doc quan tam cé thé xem &
[Vugt3].

Vi du 2.1.10. Vi hinh chi nhat c6 thé tich nén ham lién tuc trén hinh chi nhat thi kha
tich.

Vé su c6 thé tich, vi tap diém khong lién tuc ctia ham dac trung ctia mot tap chinh la
bién ctia tap dé nén ta co:

Hé qua 2.1.11. Mgt tap con bi chan cia R™ co thé tich n-chiéu khi va chi khi bién cia
né co thé tich n-chiéu khong.

Ta ¢6 mot miéu ta tién dung cho cac tap khong dang ké:

Ménh dé 2.1.12. Do thi ctia mot ham khd tich trén mot tap con bi chan cia R™ c6 thé
tich khong trong R*+1.

Vi du 2.1.13. D6 thi cia mot ham lién tuc trén mot khoang déng c6 dien tich khong
trong R2. Vay mot doan théng, mot doan parabola, mot duong tron thi ¢é dién tich khong.

Vi du 2.1.14 (hinh tron cé dién tich). Xét hinh tron cho bdi 22 + y? < R2. Bien
ctia hinh tron nay la dudng tron z? + y?> = R?. Duong tron nay la hoi clia nita dudong
tron trén va nita duong tron dudi. Nita duong tron trén 1a do thi clia ham y = vV R? — 22,
—R < x < R. Theo Ménh dé tap nay c6 dién tich khong. Tuong tu nita duong tron
dudi c¢6 dién tich khong. Vay duong tron c¢6 dién tich khong, do d6 theo Hé qua ta
két luan hinh tron c6 dién tich.
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36 CHUONG 2. TICH PHAN BOI

Vi du 2.1.15. Tuong tu, mot hinh tam giac thi c6 dién tich vi bién ctia né la mot hoi
ctia hitu han nhing doan thang, 14 nhitng tap cé dién tich khong.

Vi du 2.1.16 (qua cau cé thé tich). Xét qua cau cho béi 22 + 42 + 22 < R2. Nita miit
cau tren la do thi cia ham z = /R? — 22 — y2 v6i (z,y) thuoc vé hinh tron 22 +y? < R2.
Vi hinh tron cé dién tich va ham trén lién tuc, nén theo Dinh ly ham trén kha tich,
va theo Ménh dé thi do thi ctia n6 c¢6 thé tich khong trong R®. Tuong tu nita mét
cau dudi ciing c6 thé tich khong, do dé mit cau cé thé tich khong, va do He qua
nén qua cau cé thé tich.

Cac vi du trén nhim minh hoa ring ching ta da cé thé thao luan cac doi tugng tich
phan va thé tich mot cach chiit ché, thdng nhat. Tuy nhién cic van dé nay khong phai la
trong tam cua gido trinh nay, nén ta sé khong ban thém nita.

2.1.5 Tinh chit cda tich phan

Ta c6 nhitng tinh chat co ban clia tich phan, tuong ti § truong hop ham mot bién:
Meénh dé 2.1.17. Néu f va g kha tich trén D thi:

(a) f+g khd tichva [,(f+9)= [pf+ [po

(b) Vi moi so thuc c thi cf khd tich va [pcf =c [, f.

(¢c) New f<gth [, f < [p9.

Tuy ching ta khong ching minh chit ché cic tinh chat nay tit dinh nghia nhung khong
khé dé giai thich chiing bing cach ding sy xap xi béi tong Riemann. Chéng han néu f < g
thi mot xap xi Riemann ctia f phai nhoé hon hay bang xap xi Riemann ciia g véi cling
cach chia va cling cach chon diém dai dién, do d6 tich phan ciia f nhé hon hay bang tich
phan ctia g. Ngudi doc nén thit dua ra i luan cho cac tinh chat con lai.

Két qua sau néi ring gid tri ciia mot ham bi chan trén mot tap cé thé tich
khong khong dnh hudng dén tich phan.

Ménh dé 2.1.18. Cho D la tap con bi chan cia R, f va g bi chan trén D, va f(x) = g(x)
trit ra mot tap co thé tich khong. Khi dé f khd tich khi va chi khi g khd tich, va khi do

Inf=Jpg
Mot hé qua nita 1 them b6t mot tap co thé tich khong khong anh huéng t6i tich phan.

Heé qua 2.1.19. Cho Dy va Dy la hai tap con bi chan ciia R™. Gid st D1 N Dy c6 thé tich
khong. Néu f khd tich tréen Dy va trén Do thi f khd tich trén Dy U Do |, va

L1UD2 f N Dy f+ Do f

Két qua nay cho phép ta tinh tich phan trén mot mién bang cdich chia mién dé
thanh nhitng mién don giin hon. Day la dang téng quét clia cong thitc quen thudc
cho ham mot bién: f;f + L f=[f

Trong ménh dé trén lay f = 1 ta c6 két qua: Néu Dy va Dy c6 thé tich va Dy N Dy
6 thé tich khong thi |[Dy U Do| = |D1| + |Ds|. Day chinh 1a tinh chit “cong tinh” ctia thé
tich. [j’ng dung, khi tinh dién tich mot hinh ta van thuong chia hinh d6 thanh nhiing hinh
don gian hon bing nhitng doan théng hay doan cong, roi cong cac dién tich lai.
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Bai tap

2.1.1. Mot hd nuée hinh chit nhat kich thuée 4m x 8m c¢6 do sau khong déu. Ngusi ta do duge

chiéu sau tai mot s6 diém trén hd nhu trong bang sau. Vi du trong bang nay do sau tai diém céach

bd trai 5m vA bd trén 1m la 4, 6m. Hay wéc lugng luong nude trong ho.

vitri | 1 3 5 7
T [ 3145 | 46| 4.0
3 (374145 | 44

2.1.2. Hay cho mot vi dy minh hoa ring xdp xi Riemann tng véi mot phép chia min hon khong
nhét thiét tot hon.

2.1.3. Tai sao khoang (a, b) c6 chiéu dai bang (b — a)?

2.1.4. Tai sao mién phéng bén dudi do thi y = 1 — 22, bén trén doan —1 < z < 1 ¢6 dién tich?
2.1.5. Tai sao mot khéi ti¢ dien thi c6 thé tich?

2.1.6. Cac ham sau c6 kha tich khong? Néu ham kha tich thi tich phan ctia n6 bing bao nhiéu?

g, 02 <1, 0<y<1,
b YY) =<1 Y
(b) flz,y) {07 0<z<1, y=0.
4, 0<z<1,0<y<1, (z,9) # (5,3);
(C) f(xay): 11 b
5a (.’Iﬁ,y #(5)5)
2, 0<x<1,0<y<1, y#u,
(d) f(z,y)=
z, 0<zx<1,0<y<l,y=x

3, 0<z2<1,0<y<l1, y#a?
(e) f(x7y):
2, 0<z<1, 0<y<l, y=a2

) flz,y) =4, 0<z<1, 0<y<2.

2, 0<2z<1,0<y<l1,
3, 1<ax<2 0<y<L1.

(8) flx,y) = {

2.1.7. Hay cho mot u6e lugng cho gia tri ctia tich phan (nghia la cho biét tich phan c6 thé cé gia

tri tr dau t6i dau)
// e’ dxdy.
[0,1]x[1,2]

2.1.8. Diéu sau day la ding hay sai, giai thich:
// (2% 4+ /y) sin(xy?) dA = 10.
[0,1]x[1,4]
2.1.9. Gia st A CR", A ¢6 thé tich. Cho ¢ € R. Giai thich visao [, ¢ = c|A].

2.1.10. Gid st A C B CR", A va B c6 thé tich. Giai thich vi sao |A| < |B].
2.1.11. Gid st A C B C R", f kha tich tréen A va B, va f > 0. Gidi thich vi sao [, f < [ f.

St < 1

2.1.12. Giai thich vi sao néu f kha tich va |f| kha tich thi

2.1.13. Tim tap D C R2 sao cho tich phan

//D(lfx2fy2) dA

dat gié tri 16n nhat.
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38 CHUONG 2. TICH PHAN BOI

2.2 Cong thic Fubini

Cong thitc Fubini trong khong gian hai chiéu c¢6 dang:

//[a,b]x[c,d] f@:9) dxdy:/ / fla,y) dy di”—/ / f(z,y) d:p

Mot tich phéan ctua tich phan duge goi la mot tich phan lap (iterated integral). Cong
thitc Fubini dua bai toan tinh tich phan boi vé bai toan tinh tich phan ctia ham mot bién.

Vé miit s6 lugng cong thiic Fubini néi ring tong gia tri clia ham trén hinh chi nhat
bing tong ciia cac tong gia tri trén cac doan cit song song.

Ta c6 thé giai thich bing hinh hoc cong thic trén nhu sau. Gid sit f > 0. Khi d6
f[a,b]x[c,d} f 14 “thé tich” ctia khdi bén dusi mat z = f(z,y) bén trén hinh chit nhat [a, b] x
[¢,d]. Khi d6 fcd f(xo,y) dy la “dién tich” clia mat cit (tiét dien) ctia khoi béi mat phing
& = x9. Vay cong thitc Fubini néi réing thé tich ctia khoi bing tong dién tich cdc
mat cdt song song.

z
! Tz
rd \_///
P [ fla,y) dy
c d Y
a 7 _—
x ,,,,,,,,,,
b

e

Co6 thé giai thich cong thiic nay bing cach xap xi thé tich ctia khéi nhu sau. Chia
khoéng [a,b] thanh nhing khoang con. Ung véi nhiing khoang con nay, khéi duge cit
thanh nhitng manh bdi nhitng mat cit song song. Vi chiéu dai méi khodng con 1a nhd, ta
c6 thé xap xi thé tich ctia méi manh bdi dien tich mot mit cit nhan véi chiéu dai cta
khoang con.

Chi tiét hon, ta xap xi theo téng Riemann: Gid st a = x9 < 21 < --- < &, = b 12 mot
phép chia ctia khoang [a,b] va ¢ = yp < y1 < -+ < y, = d la mot phép chia ctia khoang
[c,d]. V6i z7 1a diém dai dién bat ki thuoe khodng con Ax; = [z;-1, ;] va y; la diém bat
ki thuoc Ay; = [y;—1,y;] thi
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2.2. CONG THUC FUBINI 39

/ab(/cdf(x,y) dy) dx ~ f:(/df(x;f,y) dy )| A

=1 ¢
~ 30 (3 et Ay )l A
i=1  j=1

= S f= ) A Ayl

1<i<m,1<j<n

~ // fz,y) dzdy.
[a,b] x[c,d]

Dinh ly 2.2.1 (cong thuc Fubin. Cho A la mot hinh hop trong R™ va B la mot hinh
hop trong R™. Cho f khd tich trén hinh hop A x B trong R™t™. Gid s véi moi x € A tich
phan [ f(x,y) dy ton tai. Khi do

| =] ([ tew a) d.

Vi du 2.2.2. Tinh tich phan ff[o 1)x[2.3]
Vi ham (z,y) — « 1a lién tuc trén hinh chi nhat [0,1] x [2,4] nén tich phan trén ton
tai, cong thic Fubini 4p dung dugc, cho:

1/ 4 1 1
// x drdy = / </ x dy> dr = / a;y\zzl dr = / 2x dx = :c2|xi(1) = 1.
[0,1]x[2,4] 0 \J2 0 0 =

Ta cling c¢6 thé ap dung cong thic Fubini theo thit tu khéc:

4 1 4 1 =1 4 1 1
// xdfvdyz/ (/xdx) dy:/ —g? dy:/dy:y
[0,1]%[2,4] 2 \Jo 2 2 2 2 2

=0
Hé qua 2.2.3 (thé tich ctia mién duéi do thi). Gid st f la ham zdc dinh, khong
am trén mién bj chan D C R™. Goi E la mién dudi do thi cia f bén trén mien D, tic
E={(z,y) eR"xR |z €D, 0<y< f(x)}. NéuE c6 thé tich thi thé tich dé bing tich

phan cia f trén D:
8= [ 1
D

Day la mot cong thitc ma ta da huéng t6i ngay tu dau khi xay dyng tich phan nhung
phai t6i gic mdi xay dung dugc.

T dxdy.

y=4
= 1.
y=2

Chiing minh. Vi E c6 thé tich nén né bi chin, ¢6 mot hinh hop chita n6. Ta cé thé 1ay
hinh hop d6 1a I x [0,¢] v6i I 1a mot hinh hop n-chiéu trong R™ chia D va ¢ du 16n. Ap
dung cong thic Fubini:

Bo= [1=] XE:/(/ xE<:c,y>dy) dz.
E Ix[0,d] 1 \Jo

Néu z € I'\ D thi xg(z,y) = 0 Vy € [0,c], do d6 [ xp(z,y) dy = 0. Néu z € D thi
xe(x,y) = 1 khi va chi khi 0 <y < f(x), do d6 fOCXE(ac,y) dy = Of(x) 1 dy = f(x). Do d6

B = /JJ(/OCXE@,ydy) o= | (@) ds
O

4Guido Fubini ching minh mét dang tdng quat ctia cong thitc vao dau thé ki 20, nhung nhing két qua
dang nay da dudc biét trude dé kha lau.
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40 CHUONG 2. TICH PHAN BOI

Vi du 2.2.4 (tinh dién tich tam giac). Xét D la tam giac véi cac dinh (0,0), (a,0),
0,b), véi a,b > 0. Day 1a mién duéi do thi y = g:c v6i 0 < o < a. Nhu ta da biét ¢ Vi du
2.1.15| tam gidc D c6 dién tich. Vay

) 1
|D[—/ —x dx = —ab.
o a 2

2.2.1 Céng thitc Fubini cho mién phing

Viéc 4p dung cong thic Fubini sé dé dang hon ddi véi nhitng mién “don gidn”. Mot
tap con ciia R? dugc goi 1a mot mién don gian theo chiéu ding néu n6é c6 dang
{(z,y) €eR? |a <z <b, g(z) <y < h(z)}. Day la mot mién gitta hai d6 thi c6 ciing mién
xéc dinh. Mot duong thang ding néu cit mién nay thi phan giao 13 mot doan thing.

Tuong tu, mot tap con ciia R? duge goi 1a mot mién don gidn theo chiéu ngang
néu né6 cé dang {(z,y) € R? | c <y <d, gly) <z < h(y)}.

y Y
y = h(z) d
z=g(y) z = h(y)
9(x) y=g(x) ZC/
a x b ' 9(y) h(y) z

Hinh 2.2.1: Mién hai chiéu don gian.

Ménh dé 2.2.5. Cho mién don gidn theo chiéu ding D = {(z,y) € R? | a < z <
b, g(z) <y < h(x)}. Gid st f, g va h lién tuc. Khi dé

[ sy asas= [ ( / ?()) Fla,y) dy) do.

Cong thiic c6 thé ding dusi nhitng diéu kién tong quat hon nhuw & He qué nhung
chiing ta chi phat biéu ¢ dang thuong diing trong mon hoc nay. Trudng hop mién don gian
theo chiéu ndm ngang 13 tuong t.

Chitng minh. Ta c6 thé chi ra véi nhitng diéu kién nay thi mién D c6 dién tich, tuy nhién
1{ luan chi tiét vugt ra khoi pham vi mon hoc nay (xem [Vugt3d]). Ly mot hinh chit nhat
I = [a,b] x [e,d] chita D. Goi F 1a md rong ctia f len I bang khong ngoai D. Vi f lien
tuc trén tap c6 dién tich D nén f kha tich trén D, do d6 F kha tich trén I. Ngoai ra

fcd F(z,y) dy = fgh(g) f(z,y) dy ton tai. Ap dung cong thitc Fubini cho F:

//Df(wﬁy) dedy = //IF(:U,y) dxdy
= /ab (/CdF(w,y) dy) dx:/ab (/g::)f(x,y) dy> dr.
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2.2. CONG THUC FUBINI 41

Ghi chi 2.2.6. Trong trudng hop mién khong don gian ta c6 thé tim cach chia mién
thanh nhing phan don gian dé tinh, dya trén co sé He qua(2.1.19

Vi du 2.2.7 (tinh dién tich hinh tron). Xét hinh tron D cho béi phuong trinh

2?2 +y? < R?. Ap dung cong thitc 6 Menh dé cho ham f =1, g(z) = —VR? — 22,
h(z) = VR? — 22, v6i —R < x < R, hay nhanh hon dung ta co

R VR2—z2 R
\D|:// 1dxdy:/ / 1 dy d:c:/ 2V R? — 22 dx.
D r\JovE= R

D&i bién = Rsint, dr = Rcost dt, v = R = t=—7/2, x = R = t=7/2, ta
dugce

R jus
/ 2vV R?2 — x2 dx = /2 2R? cos®t dt = TR2.
R _

us
2

Vay dién tich ctia hinh tron ban kinh R 1a TR2.

Vi du 2.2.8. Tinh tich phan [[}, ¥’ dA, trong d6 D la tam gidic v6i cac dinh (0,0), (4,2),
(0,2).
Céac gia thiét 6 Menh dé duge thoéa. Ta c6 thé mieu t4 D theo hai cach

D={(z,y) eR*[0<z<4, S <y<2}={(z,y) eR?|0<y <2, 0<x <2}

z
2

Theo cach miéu ta thit nhat, titc 1a xem D 14 mién don gidn theo chiéu diing, thi cong

thitc Fubini cho:
4 2
I—//eysz—/ /edey dx.
D 0o \Jz

Tuy nhién ngudi ta biét nguyen ham ctia ham e¥” theo bién y khong phai 1a mot ham so
cap, do d6 khong c6 cong thitc cho né.
Ta chuyén huéng ding cadch miéu ta thit hai, xem D 14 mién don gian theo chiéu ngang:

2 2 2
I = / </ eY dw> dy:/ xeY
0 0 0

et —1.

2
—2 2 2| y=2
= dy = /0 2yeY dy = €Y Z=0

2.2.2 Cong thirc Fubini cho mién ba chiéu

Tuong tur trudng hop hai chiéu ta cé thé néi vé mién ba chiéu don gidn. Mot tap con
ctia R? dugc goi 1a mot mién don gidn theo chiéu truc z néu né c6 dang {(x,y,2) €
R3 | (z,y) € D, f(z,y) <z < g(z,y)}. Day 1a mién nim gitta hai dd thi c¢6 cting mién
xéac dinh. Mot duong thing ciing phuong véi truc z néu cit mién nay thi phan giao 13 mot
doan thing. Tuong tu c6 khai niem mién don gidn theo chiéu truc x va truc y.

Tuong ti trudng hgp hai chiéu 6 Ménh dé ta co:

Ménh dé 2.2.9. Cho mién D C R? c6 dién tich, va mién E = {(z,y,2) € R3 | (x,y) €
D, g(x,y) <z < h(z,y)}. Gid st f, g va h bj chan va lién tuc. Khi dé

// | fl@y.2) dadydz = //D ( /g Z)y) F(z,y,2) dz) dzdy.
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42 CHUONG 2. TICH PHAN BOI

Chaing minh. Ta c6 thé chi ra v6i nhitng diéu kién nay thi E c6 thé tich.
Lay mé rong F cta f lén I x [a, b] sao cho F bang khong ngoai E. Néu (z,y) ¢ D thi F

c6 gia tri 0 trén {(z,y)} x [a,b]. Néu (z,y) € D thi f; F(z,y,2) dz = fgh(gcx’yy)) f(z,y,2) dz.

Ap dung cong thitc Fubini cho F:

///IXW)] F(z,y,z) dV = //1 (/abF(a:,y,z) dz) dA
[ i) o
= //D (/g::)y) f(@,y, 2) dz) dA.

Vi du 2.2.10. Tinh tich phén fffE$ dV vé6i E la khéi ti dien véi cac dinh (0,0,0),
(1,0,0), (0,2,0), (0,0,3).

Buéc chinh 1a miéu ta khéi E. Ta c6 thé xem F 1a mot khéi don gidn theo chiéu truc
2, 14 mién bén dusi mat phang P qua ba diém (1,0,0), (0,2,0), (0,0,3) va bén trén tam
giac D v6i cac dinh (0,0,0), (1,0,0), (0,2,0) trong mat phang xy.

Trudce hét can viét phuong trinh mat phing P. Ta c6 hai vecto ciing phuong v6i mit
phéng nay 1 (0,0,3) — (1,0,0) = (=1,0,3) va (0,0,3) — (0,2,0) = (0, —2,3). Vectd tich
c6 huéng (—1,0,3) x (0,—2,3) = (6,3,2) vuong géc v6i mat phang P, 1a mot vectd phap
tuyén. Mot diém (z,y, z) ndm trén P khi va chi khi vectd (z,y, z) — (0,0, 3) vudng goc véi
vectd phap tuyén (6,3,2), dong nghia véi tich vo huéng ciia hai vecto nay bang 0. Vay
phuong trinh ctia P 1a (x,y, 2z — 3) - (6,3,2) = 0, titc 1a 62 + 3y + 2z = 6. Néu ta nhé dang
tdng quét ctia phuong trinh mat phang la ax + by + cz = d thi bang cach thé gia tri vao
ta c6 thé tim duge phuong trinh ctia P nhanh chéng hon.

Ta c6 thé chon coi tam giac D 14 mién don gidn theo chiéu truc y trong mit phing
xy. Khi d6 ta ¢6 mot miéu ta:

O

E={(z,9,2) eR’ [ 0< 2 <1,0<y <2—22,0< 2 < (6-—6x—3y)/2}.

Mot miéu ta khéi E nhut mot mién don gidn 1ap titc cho cach viét tich phan trén E nhu l1a
tich phan lap, cha ¥ 1a cac diéu kién ap dung cong thitc Fubini & Ménh dé déu dugc

e L))
LUt

1 3 y=2—2x
= / <:C(3 —3z)y — acy2> dx
0 4 y=0
! 1
= / (323 — 622 + 3x) dr = .
0 4

Nh& cong thitc Fubini céc tich phan nhiéu chiéu c6 thé duge dua vé cac tich phan mot
chiéu. Cac tich phan mot chiéu c¢é thé duge tinh ding hoic tinh xap xi. Viéc tinh xap
xi vé nguyén ly kha don gian, dya trén viéc tinh mot tong Riemann. Viéc tinh ding noi
chung phtc tap hon. Trong thiic té tinh xap xi 1an tinh ding thuong can mot lugng tinh
toan 16n va thich hop dé diing méy tinh. Ngudi hoc c¢6 thé doc lai phan tinh tich phan
trong gido trinh vi tich phan ham mot bién nhu [Bmgt1].
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2.2. CONG THUC FUBINI 43
Bai tap
2.2.1. Cho ham

f:0,1]x0,1] - R

(z,y) f(x,y){

r+y, Ty
xy, x> .
Tich phan ciia f bang bao nhieu?

2.2.2. Cho ham sé
) 22y, 0<zx<1,0<y<l1,y<a?
x,y) =
Y ny, 0§x§1,0§y§1,y>m2.

Tinh tich phan ciia ham f.
2.2.3. Tinh:
(a) Tinh:

[ va- s as

trong d6 D 13 mién bao bdi cic dudng cong y = 22, x = y*.
(b) Goi D la mién dugc bao bdi cac dudng cong & = y?, y—x =3,y = —3,y = 2. Tinh [[, z dA.

(c) Goi D la mién trong géc phan tu thit nhat, ndm bén trén dudng hyperbola zy = 1, bén trén
dudng théng y = x, bén dudi dudng théng y = 2. Tinh [[,y dA.

(d) Tinh tich phan ctia ham z2y3 trén mién dugce bao bdi cac dusng y = 422, y = 5 — /322,
2.2.4. D&i thit ty tich phan trong cac tich phan lip sau va tinh ching:
) fol (f:; ze V" dy) dx.
fo (ff Vad + dac) dy.
(f.?)y cos(z dm) dy.

> ycos(x?) dx) dy.
Jo (S weos(a?) de)

) fo (fﬁey dy) dx.

2.2.5. Tinh:

(a) Tinh tich phan [[[,y dV trong d6 E la khéi ti dien véi 4 dinh (0,0,0), (1,0,0), (2,1,0) va
(0,0,1).

(b) Tinh tich phan [[[, z dV trong d6 E la khéi duge bao béi cac mit z = 0, 2 = 0, y = =,
y=1, z=2x 4+ 3y.

(c) Tim thé tich ctia khéi duge bao bdi cac mit y =0, z2=0,z=1—z+y,y=1—2%

2.2.6. Cho f la ham lién tyc, hay viét lai tich phan f_ll f\il fol_y f(z,y,2) dz dy dx theo tht tu
dx dz dy.

2.2.7. Tinh f02 fol f; 23z cos(y?) dy dx dz.

2.2.8. Gia st f va g lien tuc va f < g trén [a,b]. Goi D la mién gitta do thi ciia f va g, tic
D={(z,y) eR? |a< <, f(z) <y<g(x)} Ching minh ring

o= [ (o) - @) da.
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44 CHUONG 2. TICH PHAN BOI

2.2.9. Cho g lién tuc trén hinh hop [a, b] X [¢,d] X [e, f], ching t6

///[a,b}x[c,d]x[e,f]g(x’y’z) v = /ab (/cd (/ef g(z,y, 2) dz) dy) dx.

2.2.10 (thé tich ciia khéi bing tdng dién tich cdc mit cit song song). Gia sit tap
E C R® c6 thé tich. Gia st @ < z < b véi moi (z,y,2) € E. Gia st v6i mdi z € [a,b] tap
E. ={(x,y) € R? | (x,9,2) € E} c6 dién tich . Chiing t6

b
E| = / B, | dz.

2.2.11. Tinh thé tich ctia khéi duge miéu ta trong Hinh

Hinh 2.2.2:

2.2.12 (khéi tron xoay). Cho f 1a ham lien tuc trén khoang [a, b] va f(z) > 0 tréen [a, b]. Chiing
t6 khéi tron xoay nhan dudce bing céch xoay mién dudi dd thi clia f quanh truc = cé thé tich va
thé tich bing V = Wf:[f(ac)]Q dx.

2.2.13 (nguyén ly Cavalier. Néu hai khoi ba chiéu c¢6 thé tich, vi c6 mot phuong sao cho
moi mat phing véi phuong dé cit hai khéi theo hai mat cit c6 cting dién tich, thi hai khéi d6 c6
ciing thé tich.

2.2.14. Chitng t6 ring thé tich ciia khdi bao béi mit 22 + (y — 2 — 3)2 = 1, 0 < z < 1 bing véi
thé tich ctia khoi bao bdi mat 2 +y% =1, 0 < z < 1 (Hinh [2.2.3)

Hinh 2.2.3: Mat 22 + % = 1 (trai) va miat 22 4 (y — z — 3)2 = 1 (phai).

Bonaventura Francesco Cavalieri 13 mot nha toan hoc Y séng vao dau thé ki 17.
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2.3. CONG THUC DOI BIEN 45

2.3 Céng thirc dai bién

Nhé lai trong tich phan ham mot bién, dé tinh fol V1 — 22 dx ta thuong lam nhu sau.
Dat x = sint thi de = cost dt, x = 0 tuong ung ¢t = 0, x = 1 tuong dng t = 7/2, va

1 w/2 w/2
/ V1—22dx = / V1 —sin?tcost dt:/ cos’ t dt
0 0 0

/21 11
= /0 5(1+0052t) dt = <2t+4sm2t>

Muc dich ctia bai nay 1a khao sat tdng quat héa phuong phap & trén len nhiéu chiéu: Véi
tich phan [, f(x) dz, néu ddi bién = = ¢(u) thi tich phan sé bién déi nhu thé nao?

7r/2 E
1

2.3.1 Phép dbi bién

Cho A va B la hai tap mé trong R™. Mot anh xa f : A — B duge goi 14 mot phép
déi bién néu f 1a song anh, kha vi lién tuc, vd anh xa ngude f~! cing kha vi lién tuc.

Vi du 2.3.1. Trong R” phép tinh tién = — z + a 13 mot phép doi bién.
Gia st f 1a mot phép ddi bién tren mot tap md. Tir dang thic (f~1o f)(x ) =z v6i
-1

moi z, lay dao ham hai vé, theo qui tidc dao ham ctia ham hop thi (f~1) ( ( ))of'(z) =1id
(identity: d&nh xa ddong nhat), hay (f~!)(y) o f/(z) = id v6i y = f(x). Tuong tu do

(fof H(y) =ymnen f/(fH(y) o (f71)(y) =id, hay f'(z) o (f~ ) (y) = id. Hai dicu nay
dan téi (f~1)'(y) chinh la 4nh xa ngugc cia f’(z), do dé

Jpa(y) = (Js() ™ (2.3.1)

2.3.2 Céng thirc d6i bién cho vi phan va tich phan

Dinh 1y 2.3.2 (cong thitc d6i bién). Cong thic doi bién

/p e [ (rowllaets] (2.3.2)

dugc théa dudi nhitng gid thiét: A la mot tap md trong R™, ¢ la mot phép doi bién tu A
len p(A), A va p(A) co thé tich, f va (f o )| det¢’| khd tich.

C6 mot cach viét hinh thic dé nhé tuong tiy truong hop mot chiéu nhu sau:
Dat

z = p(u)
thi
‘dﬂc = | det ¢'(u)]| du.
Néu
reX <= uel
thi

d:v—/f )| det ' (u)| du.

D@ tinh toan, nhé ring
det ¢’ = det J,,.
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46 CHUONG 2. TICH PHAN BOI

Néu viét z = z(u) va 9% = det (gff"_)‘ _thi ¢6 thé viét mot cach hinh thitc dé& nhd cong
Z7‘7
thiic cho doi bién ctia dang vi phan:

ox

d:z::%

du.

Dau tri tuyét ddi c6 thé duge bé di néu ta biét dau ctia det ¢’. Néu det ¢ luon duong
thi ¢ duge goi 1a mot phép doéi bién bdo toan dinh hwdng. Néu det ' luon am thi ¢
dudc goi 13 mot phép doi bién ddo nguwoc dinh hudng.

Nhu truong hop mot chiéu, doi bién c6 thé dung dé lam cho ham duéi dau tich phan,
titc dang vi phan, don gidn hon. Trong truong hgp nhiéu chiéu, déi bién hay dugc ding
dé lam cho mién lay tich phan don gidn hon.

Vi du 2.3.3 (d6i bién mot chiéu). Day la phuong phap ddi bién trong tich phan cho
ham mot bién quen thugc. Thyc vay, cho x = ¢(t) véi t € [a,b], & day ¢ lien tuc va
¢ : (a,b) = ¢((a,b)) 1a mot vi dong phoi. Cho f kha tich trén ¢([a,b]). Theo cong thiic

déi bién:
@((a‘ab)) ((l,b)

Do ¢/(t) # 0, ¥t € (a,b) nén hoac ¢'(t) > 0, Vt € (a,b) hoac ¢'(t) <0, Vt € (a,b). Vi
vay hoidic ¢ 1a ham tang hodc ¢ la ham giam trén [a, b].

Néu ¢ la ham tang (bdo toan dinh hudéng) thi ¢([a,b]) = [p(a), ¢(b)]. Do d6, dung ??
dé chuyén déi giita tich phan trén khodng md va tich phan trén khoang dong, ta dudc

b
/ Fle@)e'(t) dt = [ flo(t)¢'(t) dt = Fle(t))¢'(t) dt

[a,b] (a,b)

— [ fwde= [ ) ds
((a),p(b)) [v(a)p(b)]

@ (b)
= / f(x) dz.
¢(a)

Néu ¢ 1a ham gidm (ddo nguge dinh huéng) thi ¢([a,b]) = [p(b), p(a)] va |¢'(t)| =
—¢'(t). Do d6

b
/fw@wﬁwﬁz— Fe)lg' ()] dt

(a,b)

-/ f(@) do
(p(b),p(a))

¢(a) w(b)
— —/ f(:c) dr = / f(x) dx.
©(b) ®

Trong cé hai truong hgp ta duge cong thic ddi bién cho tich phan ham mot bién:

b o(b)
[ reansw a= [ @) a
a w(a)

Néu ta gia st ham f lien tuc thi trong vi tich phan ham mot bién cong thic déi bién

duge chitng minh bang cach dung cong thiic Newton—Leibniz vA qui tic dao ham ham
hop, va chi can ham ¢ 1 tron.
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2.3. CONG THUC DOI BIEN A7
Vi du 2.3.4 (ddi bién hai chiéu). Véi phép ddi bién (u,v) — (r,y) ngudi ta thuong

dung ki hiéu
oz
O, y) = det <35 >

O(u,v) e
V6i ki higu nay cong thitc ddi bién c6 dang nhu sau. Néu phép doi bién (u,v) — (z,y)
mang tap A thanh tap B thi

[ ey dody = [ et vt |52

Mot cach hinh thic ta c6 thé viét:

Qv‘w‘m
SESESRLS

dudv.

dxdy = 'x—‘ dudv.
U, v

Cht ¥ ring, do Phuong trinh ([2.3.1)):

2.3.3 Toa do cuc

Mot diém P = (x,y) trén mit phang R? c6 thé duge mieu ta bing hai s6 thuc (r,0),
v6i r 1a khodng cach tit O t6i P, va 0 < 6 < 27 la goc tit vects (1,0) (tia Ox) t6i vecto
E%. Vay x =rcosf, y =rsinf, r > 0,0 < 0 < 2.

Tuy nhién tuong tng (z,y) — (r,6) nay khong la song dnh va khong lién tuc trén tia
Oz. Vi vay ta phai han ché mién xéc dinh 134 mit phing bé di tia Oz. Khi dé6 anh xa
nguge 1a

(0,00) x (0,27) — R\ {(z,0) | z >0}
(r,0) — (z,y) = (rcosf,rsinf).

Ta tinh dugc g((f’g)) (r,0) = r > 0, vi vay day 14 mot phép déi bién. Mot cach hinh thiic,

c6 thé nhé rang

dady = r drdf. |

Vi du 2.3.5 (tich phan trén hinh tron). Goi B?(0O, R) la hinh tron déng tam O béan
kinh R. Dé 4p dung cong thiic doi bién ta dung phép doéi bién ¢ tit hinh chit nhat mé
(0, R) x (0,27) sang mién D la B?(0, R) bd di dudng tron bién va tia Oz. Gié sit f kha
tich tren B'2(O, R). Tap bi bo di c6 dién tich khong, do dé né khong anh huéng dén tich
phan, nén:

// f(z,y) dedy = // flz,y) dedy = // f(rcosf,rsinf)r drdf
B2(O,R) D (0,R) % (0,27)

= // f(rcosf,rsin@)r drdf.
[0,R] x[0,27]

Chéng han dién tich ctia hinh tron la:

R 27
|B%(0, R)| :// 1 dxdy:/ / 1-r df dr = wR>.
B’2(O,R) 0o Jo
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48 CHUONG 2. TICH PHAN BOI

Nhu vay chi ¥ rang v6i muc dich lay tich phan thi dé don gian ta thuong lay can trong
toadpcuclar>0va0 <6 <2m.

Vidu 2.3.6. Cho E la khéi dugc bao béi cdc mit z = 22 +y? va z = 1. Tinh [[[,, z dzdydz.
“Bao” ¢ day chi 14 mot miéu ta truyc quan, vi thé ta nén vé hinh réi tit d6 dua ra mot
miéu ta toan hoc, tic la miéu ta dudi dang tap hgp.

A

z=a?+y?

D

Xem E la mot khéi don gidn theo chiéu truc z, ndm trén mat z = 22 + y2, dudi mat
z=1.Nhuvay FE = {(2,y,2) € R3 | 22 + y? < z < 1}. Chiéu khéi F xudng mat phang
2Oy ta duge hinh tron 22 4+ 42 < 1. Ap dung cong thitc Fubini:

1
/// z drdydz = // </ zdz) dxdy
E 22+4y2<1 \Jz24y2
L o
= - dxd
//a:2+y2§1 2’2 z=a24y2 ALY
1 2
N (1= (2" +9%)") dad
//x?+y2§12( (= +y)) ray
1 2
= (1= (") r drdo
//0<r<1,0<9<27r 2 ( (%) )
1 1 27
= / </ (T—r5)d9> dr =2,
2 Jo 0 3

Trong vi du nay mot diém (x,y, z) trong R3 duge migu ti bing cich ding toa do cuc
(r,0) dé mieu ta (z,y). Ngudi ta thuong goi he toa do (r, 0, z) 1a he toa dé tru.

Y

2.3.4 Toa d6 cau

Mot diém P = (z,v, 2) trong R? c¢6 thé dugc mieu ta bing bo ba sb thue (p, ¢, 0), véi
p 1a khodng cach tut O t6i P, ¢ la goc gitta vecto (0,0,1) (tia Oz) va vecto OP, va néu
goi M = (x,%,0) 1a hinh chiéu ciia diém P xudng mit phang Oxy thi 6 14 goc tir vecto
(1,0,0) (tia Oz) t6i vects OM.

Trong hinhta tinh duge ngay z = PM = pcos ¢, OM = psing, x = OM cos ) =
psingcosf, y = OM sinf = psin ¢sin §. Tuong tu nhu trusng hgp toa do cuc, dé c6 mot
phép ddi bién thyc sy ta phai han ché mién xac dinh bing cach bo di tap {(z,y,z) €
R3 | y =0, = > 0}, titc mot nita clia mit phing xOz, ing véi p=0, ¢ =0, p =7, § = 0,
0 = 27. Khi d6 anh xa

@ :(0,00) x (0,7) x (0,27) — R3\ {(z,y,2) eR3 |y =0, = >0}
(p7 ¢79) = (.’E,y,Z) = (psind)cos@,psinqﬁsin@,pcos QZS)
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2.3. CONG THUC DOI BIEN 49

6 = const

Hinh 2.3.1: p = const tng véi mot mat cau. Trén moéi mit cau cac dudng ¢ = const 1a
cac duong vi tuyén, cac duong 6 = const 1a cdc duong kinh tuyén, véi 0 < p, 0 < ¢ <,
0 <6 <2m Bo (p,¢,0) dai dien cho (cao do, vi do, kinh do) ciia mot diém trong khong
gian.

14 mot song anh, ¢6 det J,(p, ¢,0) = p?sin¢g > 0. Vay day 1a mot phép déi bién. Ciing
nhu truong hop toa do cyc, phan bi bé di thuong khong anh hudéng t6i tich phan nén ta
thuong khong nhic t6i chi tiét ki thuat nay.

Mot cach hinh thic, ¢6 thé nhé ring

dadydz = psin ¢ dpdede.

Co tai lieu dung thi ty trong toa do cau la (p, 6, ¢). Thit tu toa do trong toa do cau
lien quan t6i dinh huéng trén mit cau, tuy khong dnh hudng téi tich phan boi nhung sé
anh hudng t6i tich phan méit & chuong sau.

Vi du 2.3.7 (thé tich qua cau). Goi B3(O, R) 14 qua cau mé tam O ban kinh R trong
R3. Thé tich ctia qua cau nay la:

R T 27
!B?’(O,R)I:/// 1dV:/ / / 1-p?sing df do dp:4£33,
B3(O,R) o Jo Jo 3

Sau day 1a mot s6 vi du céc phép ddi bién khac.

Vi du 2.3.8 (dién tich hinh bau duc). Mot hinh bau duc (e-lip, ellipse) D trong mit
phang 1a tap hop céc diém thda

(z — 900)2 (y — yo)2 <

a? + b2 =1

trong dé6 a,b > 0. Viét lai cong thic § dang

T — X0 2 Y—Yo 2
(=) +(55) <
a b

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

50 CHUONG 2. TICH PHAN BOI

ta thay c6 thé lam phép doéi bién

Phép déi bién nay dua hinh bau duc vé hinh tron u? 4+ v? < 1. Pay ching qua la mot phép
co dan (vi ty) truc toa do bién hinh bau duc thanh hinh tron hgp véi phép tinh tién ve
goc toa do. Ta tinh duge dudv = ﬁd:vdy, tr d6

|D| :// 1 dxdy:// 1-ab dudv:ab// 1 dudv = abm.
D u2402<1 u2+4+0v2<1

Vi du 2.3.9. Tinh [[, g;_QZ dA trong d6 R 1a hinh binh hanh bao béi cac dudong thing

r—2y=0,z—2y=4,3xr—y=1,vadxr—y=_8.
Dit v = 2 — 2y vi v = 3z — y. Mién bao bdi cac duong thang u =0, u =4, v =1, va
v = 8 14 hinh chit nhat D = [0,4] x [1, 8] trong mat phing (u,v).

Ou Ou
001,0) ey (90 v ) — det (1 _2> —540
O(z,y) 5 oy 3 —1
nén anh xa (z,y) — (u,v) & mot phép doéi bién tit phan trong ctia D sang phan trong clia
R. Bién ctia D vd R khong anh hudng dén tich phan vi chiing c6 dién tich khong va ta
dang lay tich phan ham lién tuc.

Chi ¥ ring

dudv

//x_2ydwdy = //u
R3T—Y DY
4, 8
- 1//ududv—1/ /udv du = Sins,
5 pv 5 0 1 v 5

2.3.5 Giai thich céng thic ddi bién

9(z,y)
d(u,v)

Chiing ta sé khong chitng minh cong thiic ddi bién vi mot chiing minh sé khé va dai
vugt khoi pham vi mon hoc nay. Dudi day chung ta dwa ra mot gidi thich, tuy chua phai
la mot chiing minh, nhung sé gitap ta hiéu ré hon cong thiic.
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2.3. CONG THUC DOI BIEN 51

Dé cho don gian, xét truong hop A 1a mot hinh chi nhat. Anh xa ¢ mang mién A tréen
mat phiang (u,v) sang mién ¢(A) trén mat phing (z,y).

Xét mot phép chia A thanh nhitng hinh chi nhat con. Ta xem tac dong clia ¢ [én mot
hinh chi nhat con dai dién [ug, up + Au] X [vg, vo + Av], c6 dién tich AuAv. Ham tron ¢
mang mdi canh ctia hinh chit nhat nay thanh mot doan cong trén mit phang (x,y), do d6
ta duge mot “hinh chit nhat cong” trén mit phang (z,y) v6i mot dinh 1a diém o(ug, vo).

v w(A)
A - //
(uo{vo)

Au

Hinh 2.3.2: Minh hoa coéng thtic dbi bién.

Bay gio ta tinh dién tich hinh chi nhat cong nay bang cich xap xi tuyén tinh. Doan
cong tit ¢(ug, vo) t6i o(ug + Au,vp) sé duge xap xi tuyén tinh bing mot doan thang tiép
tuyén tai p(ug,vo). Vi vecto tiép xuc chinh 1a %E(uo, vo) nén doan tiép tuyén nay cho béi
vecto g—i(ug,vg)Au.

<

—~
~

~—

Hinh 2.3.3: Xap xi tuyén tinh duong cong: r(t + At) — r(t) ~ r'(t)At.

Tuong tu, doan cong ¢(ug, vo + Av) duge xap xi bdi vecto tiép xic g—f(uo, vo)Av. Vay
hinh chit nhat cong dugc xap xi bdi hinh binh hanh sinh bdi hai vecto tiép xtuc trén.

Van dé bay gio 1a tinh dién tich hinh binh hanh sinh béi hai vecto. Gia st a = (a1, as)
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va b = (b1, be), dién tich ctia hinh binh hanh sinh béi a va b 1a

lal[b sine = /]al[o2(1 — cos? a) = /[a2[b]? — (a,0)?
= y/(a%‘+'a§)(b% +63) — (a1by + azbe)?

= (a1b2 — a2b1)2 = |a1b2 — a2b1|

— |det ( moh ) = ldet(a,b)].

a2

(2.3.3)

Ta vita dude mot két quad dang chi ¥, giai thich ¥ nghia hinh hoc ciia dinh thic: gia tri
tuyet doéi ctia dinh thitc ciia ma tran chinh 1a dién tich ctia hinh binh hanh sinh béi hai
vecto cot clia ma tran. Ban than diu ciia dinh thic cling c¢6 thé duge giai thich, nhung ta
gac viéc nay lai.

Ngusi doc ki tinh c¢6 thé thic mic ring cong thic tinh dién tich thong qua ham sin &
trén chua duge thiét 1ap trong ly thuyét ciia ching ta. Day 1a mot phan déi xac dang. Ly
luan trén chua phai 14 mot ching minh ma chi cho thay sy khong mau thuin véi nhitng
két qua da biét.

Tré lai cong thic ddi bién, vay dien tich ctia hinh binh hanh sinh béi hai vecto
g—i(uo,vo)Au va g—f(uo,vo)Av la

0 0 Oy Oy
|det (%(uo,vo)Au, 8—f(ug, UO)AU>] = |det (a(uo,vo), %(uo, Uo)> |AuAv

= |det J,(ug, vo)| Aulv.

Diéu nay ciing gidi thich sy xuat hién ciia dau tri tuyét doi.

Bai tap
Mot s bai tap tinh toan c¢6 thé dung may tinh va tinh xap xi.
2.3.1. Tinh:
(a) Tinh thé tich ctia khéi duge bao béi mat z = 4 — 2% — y? vA mat phang z0y.

(b) Tinh thé tich ctia khdi duge bao bsi mit z = 9 — 22 — y2, y < =z, trong géc phan tam thit
nhat (tic z,y, z > 0).

(¢) Tmh tich phan [[}, \/22 + y? trong d6 D la mién duge bao béi hai dudong cong z* + 4> = 4
and 22 + y? = 9.

(d) Tinh tich phan [[,,(2* +y?)*/? dA trong d6 D la mién trong géc phan tu thit nhat bao béi
duong tron 22 + 42 = 9, dudng thang y = 0 va y = /3z.

(e) Tinh tich phan [f, Z—z dA trong dé D 15 mién trong géc phan tu thi nhat bao bdi dusng
tron 22 +y? =1, 22 + y? = 4, duong thing y =0 va y = .

(f) Tmh tich phan [[,, 2* dA trong d6 D la mién duge bao bdi e-lip 322 4 4y = 8.

(g) Tinh tich phan [[f,, cos [(22 + y* + 22)3/2] dV trong d6 E la qua cau don vi 22442422 < 1.

(h) Tinh thé tich ctia khéi duge bao phia trén béi mit cau 22 + y? + 22 = 2 va duge bao phia
du6i bdi mat paraboloid z = 22 + y2.

(i) Tim thé tich cia khoi bi chan trén béi mat cau 22 + y? + 22 = 4 va bi chan dudi béi mat
nén 22 = 322 + 3y2, z > 0.

(j) Tim thé tich ctia khoi bi chin bsi mat cau 22 + y? + 22 = 9 va mat tru 22 + 32 = 2y.

(k) Tinh thé tich ctia mién phia dusi mat cau 22 + y% + 22 = 1 phia trén mit phing z = 1/v/2.
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2.3. CONG THUC DOI BIEN 53

Tinh thé tich ctia khéi bén dudi mit z = 4 — 22 — y? bén trén mat 22 + y? + 22 = 6.

)
(m) Tinh thé tich ctia khdi dude bao béi cac mat z = 9 — 22 — y?, z = 322 + 3y — 16.
(n) Tinh thé tich ctia khéi duge bao bdi cac mat z = 3 — 2y, z = x2 + ¢
(0) Tinh tich phan [[[,xz dV trong d6 E la khéi duge bao béi hai mat z = 6 — 2 — y* va
_ 2 2
z=z°+ 3y°.
2.3.2. Tinh thé tich ctia khéi dugc miéu ta béi diéu kien #2+y2 < 22 < 3(22+y?), 1 < 224y>+22 <
4, 2> 0.
2.3.3. Tinh:

(a) Tinh dién tich clia mién dugce bao bdi duvng cong hinh bong hoa r = 4 + 3 cos(116) (day la
duong trong mat phing zy dugc cho béi phuong trinh tham sé 2 = rcosd, y = rsind véi r
nhu trén).

6 %
2
E -6 -4 2 0

2 4 6 8
cos{t)*(3*cos(114)+4)

i

sin(D*(3*cos(11*)+4)
ES ) o

&

Hinh 2.3.4: Duong r = 4 + 3 cos(110).

(b) Tinh dién tich mién dugc bao béi dudng cong hinh trai tim r = 1 + cos 6.

Hinh 2.3.5: Duong r = 1 + cos 6.

(c) Dudng cong trong mat phing xy cho bdi phuong trinh r = V0,0 < 0 < 27 cling véi tia Oz
bao mot mién D hinh vé 6¢ duge vé trong hinh Hay tinh tich phan [[}, e+ dxdy.
2.3.4. Tinh:

(a) Tinh tich phan [[,(z? + 2zy) dA trong d6 R la hinh binh hanh bao bdi cdc dudng théng
y=2z+3,y=2z+1,y=5—-=x,y=2—=z.

(b) Tinh tich phan [[,(z + y)* dA trong d6 R la hinh binh hanh bao béi cac dudng thang
y=-z,y=-x+1,y=2z, y=2x—3.

(c) Tinh dién tich ctia mién phang duge bao béi cac dudng cong y? = z, y? = 2z, y = 1/x,
y=2/x.
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i -05
3 Bl
1.5
2
-25
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3
sqrt(t)*cos(t)
Hinh 2.3.6: Duong r = /0.
(d) Tinh dién tich ctia mién phing dugc bao béi cac dusng cong y? = =z, 3y* = z, y = 22,

y = 222
2.3.5. Xét khoi bau duc E dude bao bdi mat c6 phuong trinh 22 + 232 + 322 = 4. Hay tinh thé
tich ctia E bing cach dbi bién dé dua vé thé tich clia qui cau. Tim cong thiic thé tich ciia khoi
bau duc toéng quét.

2.3.6. Tim dién tich ctia mién phing duge bao bdi dudng cong x2 — 2xy + 22 + 3y — 2y = 2.

2.3.7. Goi D la mién phing dugc xac dinh béi 2% + 22 + 3y* + y? — 2y < 1. Hay tinh tich phan
[[p @ dzdy. Hay tong quat héa.

2.3.8. Tim thé tich ctia khéi duge tao bing cach xoay mién bao bdi do thi ciia ham f(z) = 2 — 2®
va truc x quanh truc y.

2.3.9. Ding may tinh hiy vé mit cau map mo cho bdi phuong trinh trong toa do cau p =
1 4 sin?(30) sin*(5¢). Tinh thé tich ctia khéi bao bdi mit nay.

2.3.10. Hay giai bai[2.2.12| (thé tich khdi tron xoay) bang cach déi bién.
2.3.11. Giai bai bing cach ding cong thitc d6i bién.

2.3.12. Mit xuyén (torus) c6 thé duge mieu ta nhu 14 mat tron xoay nhan duge bing cich xoay
quanh tryc z mot duong tron trén mat phang Oyz khong cit truc z. Hay kiém tra ring mat xuyén

| OO0 0000
PRSP SEIE NN

Hinh 2.3.7: Mt xuyén.

c6 phuong trinh dang an:

2
(\/x2+y2—b> +22=d% 0<a<b,

va dang tham s6: ((b+ acosf)cos ¢, (b+ acosf)singp,asinf), 0 < ¢, § < 27. (Hinh ) Hay
tinh thé tich ciia khéi bao béi mit xuyén.
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Hinh 2.3.8:

2.3.13 (thé tich ctia khdi nén). Gia sit D la mot mién trong mit phing Ozy. Cho A 1a mot
diém phia trén mit phing Oxy trong R3. Tap hop tat ci cac diém nim trén céc doan thing ndi
A véi cac diém thuoe D duge goi la mot khéi nén hay khéi chép. Ching han mot khéi ti dien
12 mot khoi nén. Mién D dude goi 1a day clia khdi nén, con khoang cach tit A téi mat phang Ozy
dudc goi 1a chiéu cao clia khéi nén. Hay ching to thé tich cia khéi nén ding bang mot phan
ba dién tich ddy mhan chiéu cao.

2.3.14. Trong mat phing R? mot phép quay quanh gbc toa do mot géc a c6 thé dude mieu ta
bang 2 cach: Trong toa do cic, d6 1a anh xa (r,0) — (7,0 + «). Tuong ting trong toa do Euclid d6

la
(m) (cosa sina)(m)
Y sina  cosa Y
Diing cong thic ddi bién, hay ching té mot phép quay quanh gbc toa do mang mot hinh c6 dien
tich thanh mot hinh cé cung dién tich.

2.3.15 (phép d&i hinh bo toan thé tich). Mot phép dai hinh trong R? duge dinh nghia la
mot song anh tit R? vio chinh né béo toan khodng cach.

Ngudi ta biét trong mit phiing mot phép doi hinh bat ki 1a mot hop ciia cac phép tinh tién,
phép quay quanh gbc toa do, va phép lay déi xting qua truc .

Diing cong thic ddi bién, hay ching té dién tich ctia mot hinh khong thay déi qua mot phép
doi hinh.

2.4 Ung dung cha tich phan boi

Tich phan la tdng, d6 la ¥ nghia chinh ctia tich phan. Vi vay méi khi c¢6 nhu cau tinh
tdng ctia vo han gia tri thi tich phan c6 thé xuat hien.

V& co ban, néu tai méi diém x;, 1 <4 < n c6 tuong tng cac gia tri f(z;) clia mot dai
lugng thi tong gia tri clia dai lugng d6 di nhien la Y"1 | f(x;). Néu tap hop D céc diém
dang xét la vo han thi ham f: D — R c6 khi dugc goi 1a ham mdat doé cua dai lugng, va
tong gia tri cta dai lugng la [}, f.

2.4.1 Gia tri trung binh

Néu tai cac diém x;, 1 < i < n c6 tuong ting cac gia tri f(x;) thi gid tri trung binh tai
cac diém nay nhu ta da biét 1a 2 3" | f(z;). Trong trudng hgp mién xac dinh ¢6 vo han

phan ti, gid sit f : D — R, thi gia tri trung binh ctia f dudce cho bing cong thiic tuong
tu, chi thay tong bang tich phan: IT%\ Inf

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

56 CHUONG 2. TICH PHAN BOI

Vi du 2.4.1. Nhiét do tai diém (z,y) trén mat phang 1a 50e %"~y (do Celcius). Hay tim
nhiét do trung binh trén dia tron don vi tam tai goc toa do.
Goi D la dia tron 22 + y? < 1. Nhiét do trung binh trén D duge cho béi

1 2,2 1 Lo 2
— 50e Videdy = — 50e”" r df dr
DI J/p T™Jo Jo

1
= 50 <1— ) ~ 31,6.
e

2.4.2 Tam khbi lugng

Ta gi6i thieu khéai niem tam khoi lugng (center of mass). Trong truong hgp hai chat
diém c6 khéi lugng my tai diém p; v c6 khoi lugng me tai diém po thi tam khéi luong
ctia hé hai diém nay, theo nguyen tic don bay ctia vat 1y, nim tai diém

m1p1 + map2
my+my

D6i véi he gdm n chat diém, bing qui nap ta tim dugc vi tri ciia tam khéi luong 1a

v6i téng khoi luong la m = >0 m;.

Xét truong hop khoi lugng lien tuc, gia st ta c6 mot khdi vat chat chiém phan khong
gian E trong R3. Tai mdi diém p = (z,y,2) € R3 goi p(p) 1& mat do khéi lugng clia khoi
tai p, d6 la giéi han clia khoi lugng trung binh quanh p, cé thé hiéu la khéi lugng tai diém
p. Khéi lugng ctia khéi chinh 13 tich phan ctia mat do khéi luong:

m=[
E

Tt cong thitc clia trudng hop rdi rac & trén ta suy ra vi trf ciia tam khdéi lugng trong
truong hgp lién tuc sé la

Jpew _ Jpev

Jer m

0 day tich phan ctia ham vects dugc hiéu la vecto tich phan ctia ting thanh phan. Cu

thé hon, néu p = (z,y,2) thi tam khoi lugng ndm & diém ([ pz, [ py, [ p2)-

m

Vi du 2.4.2. Ta tim tam khéi lugng ctia nita hinh tron dong chat. Goi D 1a nita trén clia
hinh tron tam O ban kinh R v& goi hing s6 p 1a mat do khdi lugng ctia né. Khoi lugng
ctia khéi nay 1a m = [[, p dA = prR?/2. Toa do cia tam khoi lugng 1a

1
r = //pxdz:dy:(),
m JJp

1 p R rm ) 4
y = — py dxdy = — (rsin@)r df dr = —R.
m J/p m Jo Jo 37

2.4.3 Xac suit coa su kién ngiu nhién

Mot bién ngdu nhién X 14 mot anh xa tit mot tap hgp cac sy kién vao R. Trong trudng
hop tap gia tri D clia X la hitu han thi ta n6i X 13 mot bién ngdu nhién roi rac. Véi
mdi gid tri 2 € D ¢6 mot s6 thue 0 < f(x) < 1 1a x4c sudt dé X c6 gia tri o, ki higu la
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2.4. UNG DUNG CUA TICH PHAN BOI 57

P(X = z). Ham f dugc goi 1a ham phan bd xac suat clia bién ngdu nhién X. X4ac suat dé
X ¢6 gia tri trong tap C C D dugc cho béi

P(XeC)=)_ f(x)

zeC

Mot he qua la Y p f(z) = P(X € D) = 1. Gia tri trung binh (mean) hay ky vong
(expected value) theo xac suat cia X duge cho bdi:

E(X)=Y_ xf(x).

zeD

Vi du 2.4.3. Xét mot tro chdi v6i con xtic sic nhu sau: Ngudi choi phai tra 20 dong cho
modi lan tung xic sic. Néu mat nglra 1a mit 6 nat thi nguoi choi duge nhan 60 dong, néu
13 cac mit con lai thi chi duge nhan 10 dong. Héi trong tro choi nay ai dude 1gi, ngudi
choi hay nguoi to chiic tro choi?

Goi X la bién xac suat nhu sau: Mat 6 nit clia xiic sic tng véi sd thuce 60, cac mat
con lai tng véi s6 thyc 10. Ham phan b6 xac suat trong truong hgp nay la f(10) = 5/6
va f(60) = 1/6. Cau tra 1i cho cau héi trén duge quyét dinh bdi gié tri trung binh cua
bién xéc suat X. Ta c6 E(X)=10-2+60- £ = 1% < 20, nhu vay néu choi nhiéu lan thi
ngudi choi sé bi thiét, con ngudi t6 chitc tro choi se huéng 1gi.

Trong truong hgp bién ngau nhién lién tuc, tap gia tri clia bién ngau nhién X 14 mot
tap con vo han D ciia R. Tuong ti véi truong hop rdi rac, c6 mot ham phan bo xac suat,
hay mat do xac suat (probability density function) f : D — R sao cho f(z) > 0 va xéac
suat dé X c6 gia tri trong tap C' C D dudc cho béi

P(XGC):/Cf.

Mot he qué 1a ham mat do xac suat phai théa P(X € D) = [, f D
Trung binh hay ky vong ctia bién ngau nhién X du’(jc cho béi:

E(X) = /Dxf.

Chia ¥ sy tuong tu ciia cong thitc ndy véi cong thite clia tam khoi lugng.

Vi du 2.4.4. Mot nha san xuat bao hanh mot sin pham 2 nam. Goi 7' 1a bién xéc suat
tng thoi diém hu héng ctia san pham véi s6 thuyc ¢ > 0 1a thoi gian tir khi san pham duge
san xuat theo nam. Gia sit ham mat do xac suat duge cho béi f(t) = 0, 1le~ 1. Xac suat
san pham bi hu trong thoi gian bao hanh sé 1a

2
PO<T<2)= / 0,1e %1 dt ~ 18%.
0

Trong truong hop c¢6 n bién ngau nhién thi tap gia tri clia bién ngau nhién 14 mot tap
con ctia R, ham phan bd xac suat sé 13 mot ham n bién, va cac tich phan trén sé 1a tich
phan boi.

Vi du 2.4.5. Xét tinh huéng mot chuyén xe buyt thudng t6i tram tré, nhung khong qua
10 phit, va dgi ¢ tram 5 phtat. Ham mat do xac suat clia gis xe t6i tram, goi 1a X, dudc
cho béi fi(x) = —0,022 + 0,2, 0 < = < 10. Mot ngusi thudng di xe buyt vao gid nay
nhung hay bi tré, c6 khi t6i 20 phit. Ham mat do xac suat clia gid ngudi nay téi tram,
goi 14 Y, dugc cho bdi fo(y) = —0,005y + 0,1, 0 < y < 20. Héi xéac suat dé ngudi nay don
dude chuyén xe buyt nay la bao nhiéu?
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O day c¢6 hai bién xéc suit doc lap nén ham phan b xac suat chung la f(z,y) =
f1(z) f2(y). Xac suat can tim duge cho béi

P(Y <X +5) = // f(z,y) dzdy
xy)E]R2 | 0<z<10, y<z+5}

10
= / / f(z,y) dy dz =~ 65%.

Vidu 2.4.6 (Tinh [~ e~** dzx). Tich phan e e~ dz rAt quan trong trong mon Xéc
suat (xem Bai tap . 0 day ta sé tinh n6 thong qua tich phan boi.

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

Y%oeh-x"2

0.4

03

0.2

0.1

0

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
X

Hinh 2.4.1: Dudng cong e’ thuong duge goi la duong hinh chuong.

Goi B'(R) 1a hinh tron déng tam 0 ban kinh R, tic B'(R) = {(z,y
Goi I(R) 1a hinh vuong tam 0 véi chiéu dai canh 2R, tic I(R) = |
Vi B'(R) C I(R) C B'(Rv/2) nén

// e~ (@) g4 < // e~ (@) g4 < // e~ @ +%) 44,
'(R) I(R) "(RV2)
// e~ @) g = // re”"” dA = (1l — e*R2),
B'(R) [0,R] % [0,27]

nén tir bat déng thitc trén, lay gisi han ta dugc

lim // @+9%) A = 7.
R—o0

Mait khac theo cong thic Fubini:

//I(R> = </Zex o) (/ieyQ y) = (/};62 d"’”)za
P}g%o //I(R) e~ (@) g4 — 1%1_{20 (/j; o dac>2 _ (/00 e d:c)Q.

Vay ta dudc cong thitc noi tiéng:

/ e dy = Nz

—00
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Bai tap
2.4.1. Tinh:
(a) Tim tam khdi lugng ctia hinh chit nhat dong chéat [—1,1] x [-2,2] C R?,

(b) Tim tam khéi lugng ctia vat ¢6 hinh dang mot miéng moéng chiém mién trén mit phing bao
béi dudng y = 12,3722 va duong y = 8,5 véi ham mat do khdi lugng p(z,y) = 103, 6xty'2,

(c) Tim tam khdi lugng ctia hinh trai tim & Hinh

(d) Tim tam khéi lugng ctia hinh vé 6¢ & Hinh

(e) Chitng t6 tam khéi lugng clia mot tam gidc chinh 1a trong tam (giao diém ctia ba dudng
trung tuyén) ctia tam giac.

(f) Tim tam khéi lugng ctia mot khoi dong chat ¢6 dang hinh nén nhon can chiéu cao 1a h va
v6i day la hinh tron ban kinh R.

(g) Tim tam khéi lugng ciia khéi ti dien dong chat duge bao bdi cac mit x =0, y =0, z = 0,
S+ 4+ 2=1v6ia,b,c>0.

2.4.2. Cho D C R? la mot tap dong chat, c6 dién tich, déi xitng qua goc toa do O tic 1a néu
p € D thi —p € D. Hay tim tam khéi lugng ctia D.

2.4.3. Xét mot mo hinh don gidn cho cau tric hanh tinh Trai dat, gom phan 16i cting & gan tam
c6 mat do khéi lugng cao va phan ngoai c6 mat do khoi lugng giam dan tit trong ra ngoai. Goi p 1
khoang cach tit mot diém t6i tam, thi mat do khéi lugng tai diém dé duge mo hinh héa nhu sau:

o) = 13-10°, 0 < p <1000,
P 1000 < p < 6400,

& day don vi khéi lugng 13 kg va don vi chidu dai 1a km. Hay uéc lugng khéi lugng ciia Trai dat.

2.4.4. Khu trung tam thanh phd dugc mieéu t& nhu mot hinh chit nhat [0,1] x [0,2] véi don
vi chid¢u dai 13 km. Gia dat trong khu vyc nay trong dudc mé hinh hoéa bing ham p, & vi tri
(z,y) € [0,1] x [0,2] thi p(z,y) = 200 — 10(z — 1)? — 15(y — 1)? (trieu dong/m?). Hay tinh gia dat
trung binh ¢ khu viyc nay.

2.4.5. Gia sit riing goc toa do ¢ trung tam thanh phd va mat do dan sé tai diém c6 toa do (z,vy)

c6 mo6 hinh p(z,y) = 2000(x? + y?)~%2 ngudi trén km?, hay tim s6 dan trong ban kinh 5 km tit
trung tam thanh pho.

2.4.6. Mot cai bon c6 dang hinh hop véi chiéu rong 3 mét, chi¢u dai 4 mét, chidu cao 5 mét chita
day nudc. Ta can tinh cong W — ning lugng can thiét dé bom hét nude ra khoéi bon qua mat trén
ctlia bon.

(a) Goi x la khodng cach tit mot chat diém trong bon t6i mit trén ctia bon. Gii thich vi sao
cong dé dua chat diém nay ra khéi bon 1a xpg, véi mat do khéi luong ctia nude 1a p = 1000
kg/m3, hing s6 trong lyc 1a g = 9,8 m/s?.

(b) Thiét lap cong thitc W = [ zpg -3 -4 dz. Tinh W.
2.4.7. Kim tu thap Vua Khufu & kim ty thap 16n nhat & Ai Cap, dudc xay dung trong khoang

ti nam 2580 TCN tdi 2560 TCN. D4y cia n6é 1a mot hinh vuéng vé6i chidu dai canh 13 230,4 mét
v chiéu cao 1a 146,5 mét.

(a) Hay udc lugng thé tich ctia kim tu thap.

(b) Kim ty thap duge lam bing da voi. Mat do khoi lugng ctia da voi vao khodng 2400 kg/mS3.
Hay u6c lugng khoi lugng clia kim tu thap.

(c¢) Hay u6c lugng cong xay dung kim tu thap nay. (Cong nay it nhit bing thé ning trong
truong ciia khdi kim ty thép.)
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60 CHUONG 2. TICH PHAN BOI

(d) Mdi ngudi nhan khoang 2000 kcal nang lugng mdi ngay tit thitc an. Gid st mdi ngusi dung
duge 20% nang lugng dé dé lam viec, 340 ngay mot nam, trong 20 nam, thi can it nhat bao
nhiéu ngudi dé xay dyng kim ty thap nay? (Gid sit ho khong c6 may moc, chua ké nhing
phan khéc clia cong viée va nhitng yéu t6 khac, nén day chi 1a mot uée lugng tho.)

2.4.8. Hai cong ty san xuat hai sdn pham canh tranh véi nhau. Goi X, Y la bién xéc suat ing
v6i thoi diém hu hong clia hai san pham tinh theo thai gian tit khi sdn pham dugc san xuat (theo
nam), va gid si hai bién nay 1a doc lap véi nhau. Gia st cac ham mat do xac suat duge cho béi
flx) = 0,2e7%2% v g(y) = 0.1e~%¥. Hay tinh xdc suit san pham ctia cong ty thit nhat bi hu
trude san pham ciia cong ty thit hai trong thdi gian bdo hanh 3 nam.

2.4.9. Chig t6 ham dugc dimg trong mo hinh phan b6 chuan (normal distribution) ctia mon
Xéc suat

théa man tinh chat can c6 ctia ham phan b xac suat: [~ f(z) dz=1.

2.4.10. Hay dua ra mot gidi thich cho cong thitc sau, thusng duge dung trong xac suét khi c¢6 hai
bién ngdu nhién:
// e~ (@) dxdy = 7.
R2

T d6 hay dua ra cong thic cho mé hinh phan bd chuén cta hai bién ngdu nhién.

Y%oM(-yN2-x"2)

Hinh 2.4.2: Ham e~ (@*+v%),

2.4.11 (ham Gamma). Ham Gamma la mot md rong ctia ham giai thita 1én tap hop céc s6 thuc.
Ta dinh nghia

I'(z) = / t*~le=t at, zeR, z>0.
0

(a) Chung t6 I'(z) dugce xac dinh.
(b) Kiém tra ring I'(z + 1) = 2I'(2). Suy ra véi s6 nguyén duong n thi I'(n + 1) = n!.
(¢) Kiém tra cong thic I'() = /7.

2.4.12 (cong thidc Pappus). Hay tim lai cong thic clia Pappusﬁ Thé tich ctia khéi tron xoay
nhan dugc bing cach xoay mot mién phing quanh mot truc bén ngoai bing dien tich cia mién
nhan véi chidu dai clia dudng di clia tam khdi lugng clia mién.

Cu thé hon, goi D la mién bao bdi hai do thi ctia hai ham f va g trén doan [a,b], véi 0 <
g(z) < f(x) trén [a,b]. Goi (z9,y0) 1 tam khdi lugng ctia D. Khi d6 thé tich ciia khdi tron xoay
nhan dugce bing cach xoay mién D quanh truc = bang 2myo|D|.

Ung dung, hay tim lai cong thic thé tich ctia khéi xuyén.

SPappus xt Alexandria, mot nha hinh hoc séng vao thé ki tht 4 sau Cong nguyen.
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Chuong 3

Giai tich vecto

Trong chuong trudc ching ta da khéao sat thé tich ctia mién trong khong gian n-chiéu
va tich phan trén nhitng mién d6. Tuy nhién nhing cau héi chang han nhu vé chu vi cia
duong tron, dién tich ctia mat cau, hay néi chung la do do clia tap con “k-chiéu” trong
khong gian n-chiéu v6i k < n va tich phan trén dé thi ching ta chua xét. Chuong nay sé
tra 16i nhing cau hoéi nay cho truong hop duong (k = 1) va mat (k = 2).

Chuong nay ciing gidi thiéu cac quan hé gitta phép tinh vi phan va phép tinh tich
phan clia ham nhiéu bién thong qua phép tinh tich phan duong, phép tinh tich phan mit,
va cac cong thitc lién hé ching, nhu céc cong thic Green, cong thitc Stokes, cong thic
Gauss—Ostrogradsky.

3.1 Tich phan duodong

3.1.1 Chiéu dai cha duodng di

Khi néi t6i mot “dudng” ta thudng nghi t6i mot “con duong”, tic 1a mot tap hop diém,
vi du mot dudng thing hay mot dudng tron. Muc dich ciia chiing ta trong muc nay la
thuc hieén cac do dac trén duong, chang han nhu do chiéu dai ctia dudsng. Cac do dac dé
sé dugc thuc hién qua mot chuyén di trén con dudng. Tuy nhién ta c6 thé di tréen mot con
dudng theo nhiéu cach khac nhau, vi ta chua c6 cin cit dé cho ring cac do dac bing cac
cach di khac nhau trén cing mot con dudng sé cho ra cting mot két qua. Do d6 trudc mat
chiing ta sé& lam viéc véi ting cach di cu thé ma ta goi la dudng di.

Mot duong di (path) la mot anh xa tit mot khoang dong [a, b] vao R™ (mot tuong tng
mdi thoi diém véi mot vi tri).

Tap hop cac diém ma duong di da di qua dude goi la vét cia dwong di (day la
“con duong” nhu da ban § tren). V6i duong di r : [a,b] — R™ thi vét cta r tap anh
r(la,b]) = {r(t) [ t € [a,b]}.

Duong di r : [a,b] — R"™ dugc goi la:

e déng hay kin néu r(a) = r(b), titc 1a diém dau va diém cudi tring nhau.

e don néu n6 khong di qua diém nao hai lan (khong c6 diém ty cat). Chinh xéac hon,
néu r khong phai 1a duong déng thi né duge goi 1a don néu r 1a don anh tren [a, b);

néu r 1a dudng déng thi né duge goi 1a don néu r 1a don anh trén [a, b).

e lién tuc néu r 1a ham lien tuc tréen [a, b].

61
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NJCOOY

Dudng cong don,
khong kin

. . buong cong kin, Dudng cong khon
bubng cong don, kin kh()ngg don don, fhang o

Duong di r : [a,b] — R™ dugc goi la tron néu r 1a ham tron trén [a,b], nghia 1a néu
r mS rong duge thanh mot ham tron trén mot khoang (c,d) chita [a,b]. Diéu nay dong
nghia véi viéc 7 ¢6 dao ham phai tai a va dao ham trai tai b.

Néu r 13 mot duong di tron thi dao ham 7/(¢) c6 ¥ nghia vat 1y 1a van téc chuyén
dong (velocity) tai thai diém ¢. Do 16n ciia van toc |r/(t)| 1a téc do (speed) tai thai diém
t.

Cho dudng di r : [a,b] — R™ Xét mot phép chia a = tg < t1 < -+ <ty = b
ciia [a,b]. Trén mdi khoang con [t;_1,t;], 1 < i < m, ta xap x{ tuyén tinh duong di:
r(t) —r(ti_1) ~ ' (t;_1)(t — ti_1). N6i cach khac, ta xap xi chuyén dong bing mot chuyén
dong déu véi van téc khong ddi r'(¢;_1). Quing duong di duge trong khoang thai gian tit
ti—1 161 t; duge xap xi béi vecto r/(t;_1)At;, véi chicu dai 1a |r'(t;—1) Aty

T(tifl)
Hinh 3.1.1: Xap xi tuyén tinh: r(t;) — r(t;—1) ~ r'(t;—1) At;.
Nhu vay “chiéu dai” ctia duong di duge xap xi béi > 10, |7/ (¢;—1)|At;. Day chinh la tong
Riemann ctia ham |r/(¢)| trén khoang [a, b].

Vay ta dua ra dinh nghia sau:

Dinh nghia 3.1.1. Chiéu dai ctia duong di r : [a, b] — R™ duge dinh nghia 1a

/ab|r’(t)\ n

Dinh nghia nay chita cong thitc da quen biét: quang dudng di duge = tdc do x thoi
gian.

Vi du 3.1.2. Gia st mot vat di chuyén trén mot dudng véi téc do hing v, trong khodng
thoi gian tit a t6i b. Khi d6 quang duong vat da di dugce c6 chieu dai 1a f;’ vdt =v(b—a),
dang nhu ta chg dgi.

Mot ¥ tuéng khac dé dua ra dinh nghia do dai duong 1a 1y gidi han tdng do dai cac

doan thang gap khic ndi cac diém lién tiép trén duong cong, khi s6 diém dan dén vo han
(Hinh [3.1.2). Céch tiép can nay ciing cho ra két qua tuong ty nhu trén.
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ZA

Hinh 3.1.2:

3.1.2 Tich phan duong loai mot

Cho duong di 7 : [a,b] — R". Gia stt f la mot ham thyc xac dinh trén vét clia duong,
tic f : r([a,b]) — R. Ta mudn tinh téng gid tri ciia ham trén dudng.

Ta lam mot cach tuwong ty nhu da lam khi dinh nghia chiéu dai duong di. Xét mot
phép chia a = tg < t; < .-+ < t,, = b. Trén khodng con [t;_1,%;] ta xap xi tuyén tinh
duong di 7(t) — r(ti—1) ~ r'(t;—1)(t — ti—1). Khi d6 phan duong tu r(t;—1) dén r(t;) dugc
xap xi bang r’(t;—1)At;. Trén phan dudng nay ta xap xi ham f bdi ham hing v6i gia tri
f(r(ti—1)). Do d6 tong gia tri ctia f trén phan dudng tit 7(¢;_1) dén r(¢;) dudc xap xi biang
fr(ti—1)|r'(tio1)|At;. Tong gia tri ctia f trén dudng r dude xap xi bang

m

Z f(r(ti—l))‘rl(ti—l)‘Ati.

i=1
Vay ta dinh nghia:

Dinh nghia 3.1.3. Cho f 12 mot ham xéac dinh trén vét ctia duong r : [a, b] — R™. Tich
phan ctia f trén r duge ki hieu la [ f ds va duge dinh nghia la:

/Tf ds = /abf(r(t))\r’(t)‘ dt.

Dé c¢6 tich phan thi duong di phai kha vi. Néu duong di chi khd vi tung khic, tic
14 ¢6 céc sd a =1ty <t <ty < -+ < ty, = b sao cho trén moi khoang [t;_1,t;] 4nh xa r 1a
kha vi, thi goi r; 1a han ché cia duong r lén khoang [t;_1,;], ta dinh nghia.

/des:;/nfds.

Vidu 3.1.4. Néu f=1thi [.1ds= ["|'(t)] dt 1a chidu dai ciia duong di 7.

Vi du 3.1.5. Xét truong hop hai chiéu, n = 2. Viét r(t) = (z(t),y(¢)), khi d6

b
[ #ds= [ $(ale)uo) a0+ 0 at
T a
Mot cach hinh thiic c¢6 thé nhé ring

ds = /' (t)? + y/(t)? dt.
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0 X
Hinh 3.1.3: Duong kha vi ting khic.

3.1.3 Tich phan dudng loai hai

Mot truong vects la mot tuong tng mdi diém véi mot vecto. Chinh xac hon, mot
truwomng vecto trén tap D C R™ 1a mot anh xa F : D — R™. Doi khi dé nhan manh hoic
dé dung ki hieu thudng cé trong vat 1y ta dé thém mii tén trén ki hiéu trudng, viét 1a F.

Cho duong di r : [a,b] — R™ va cho F 1a mot truong vecto xéc dinh trén vét ctia r. Ta
muén tinh téng thanh phan cida truong cung chiéu duong di.

Vi du 3.1.6. Trong vat 1y, néu mot vat di chuyén theo mot duong dudi tic dong clia
mot trudng luc thi tdng tac dong ciia luc, tiic tong thanh phan ciia luc ciing chiéu chuyén
dong, dugc goi la cong (work) ctia trudng hyc. Trong trudng hop don gidn, néu lyc 14 hang
F va vat chuyén dong déu tren mot duong thing theo mot vecto 5 thi cong ciia lyc bing
|F|cos(F,5)|5| = F - 3.

Xét mot phép chiaa =ty <ty < -+ < t,, = b ciia [a, b]. Trén mo6i khoang con [t;—1, t;],
1 <i < m, ta xap xi dudng bang xap x{ tuyén tinh: r(t) ~ r'(t;—1)(t — t;—1). Khi d6 phan
duong tur 7(t;—1) dén r(t;) duge xap xi bang r’(t;_1)At;. Trén phan duong nay truong F
6 thé duge xap xi bing trudng hing, dai dién bdi vecto F(r(t;—1)). Tong ctia thanh phan
cung chiéu dudng di ctia truong F trén phan duong tit r(t;—1) dén r(t;) duge xap xi bang
F(r(ti—1)) - ' (t;—1)At;. Tong thanh phan tiép tuyén ctia F' doc theo r duge xap xi bing
>oimy F(r(tizr)) - o' (tic1) At

Vay ta dinh nghia:

Dinh nghia 3.1.7. Cho F 13 mot truong vecto trén vét cia mot duong di r : [a, b] — R™.
Tich phan ctia F' trén r duge ki hiéu 1a fr F - d§ va duge dinh nghia la:

/TF . dg= /abF(r(t)) (1) dt.

Dinh nghia nay dugec mé rong cho dudng khé vi timg khic theo cdch nhu tich phan
duong loai mot.

Ghi cha 3.1.8. C6 mot s6 cach ki hieu khac cho tich phan dudng loai hai, chdng han
[ F-dr, [ F-dl.

Vi du 3.1.9. Xét truong hgp hai chieu, n = 2. Viét F(z,y) = (P(z,y),Q(x,y)) va
r(t) = (z(t),y(t)). Khi d6

b
[ a5 = [ PG50 0+ Q) y(e)y () d.
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3.1. TICH PHAN DUONG 65

Ta dua ra hai tich phan méi:

b
/P(:c,y) dx :/ P(x(t),y(t)2'(t) dt.

b
/Q(w,y) dy:/ Q(z(t),y(t))y'(t) dt.

Ngudi ta thuong viét

/F-d§: /P(a:,y) dr + Q(z,y) dy.

T

Mot cach hinh thtic c¢6 thé nhé ring

a5 =) dt, do=o/()dt, dy=1y/)dt.

3.1.4 Su phu thudc vao duong di

Nhu da ban & dau chuong, ta rat quan tam t6i viec cac két qua do dac c6 thay ddi hay
khong néu ta di theo nhitng duong di khic nhau trén cting mot con dudng.

Cho ¢ : [¢,d] — [a,b] 1a mot phép doi bién. Néu ¢/(t) > 0 véi moi t € [c,d] thi ta n6i
¢ bdo toan dinh hwdng. Néu ¢'(t) < 0 v6i moi t € [c,d] thi ta néi ¢ ddo ngudc dinh
huong.

Néu r : [a,b] — R™ la mot duong di thi r o ¢ 1a mot duong di cung vét v6i r. Ta noi
r o va r sai khac mot phép doi bién. Ta c6 két qua don gidn sau day vé sy bat bién ciia
tich phan dudng qua mot phép déi bién.

Dinh ly 3.1.10 (dbi bién trong tich phan dudng). (a) Tich phan duding logi mot
khong thay doi qua phép doi bién.

(b) Tich phan duong logi hai khong thay doi qua phép doi bién bdo toan dinh hudng va
doi dau qua phép doi bién ddo nguge dinh hudng.

Chitng minh. Cho f la mot ham thyc va F la mot trudng vecto xac dinh trén vét clia
duong r : [a,b] — R™. Cho ¢ : [¢,d] — [a,b] 1A mot phép ddi bién. Ta xét trudng hop ¢
déo nguge dinh hudng, trucng hgp con lai 1a tuong ty. Theo cong thic ddi bién ctia tich
phan boi, v6i phép déi bién u = p(t) thi

b d

/f ds =/ fr(w)|r'(w)] du =/ Fr(e®NIr' (e@)l1#(t)] dt
d

= [ Fle®)Ir' ()¢ (t)] dt

c

d
= [ flrow@®)l(royp)(t)| dt

Trong khi do
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66 CHUONG 3. GIAI TICH VECTO
b d
/ F.di= / F(r(w)) - (u) du = / F(r(() - (0]l (8)] dt

d

—— [ 1) e o d
d

—— [ Fowt)- (rop) (o d

:—/ F - ds.
rop

Vi du 3.1.11. C3 hai loai tich phan dudng khong thay doi duéi mot phép tinh tién clia
bién thoi gian t — t + ¢ v6i ¢ € R.

O]

Vi du 3.1.12. V6i duong di r(t), t € [a,b] thi duong r(a+b—t), t € [a,b], khéi dau & r(b)
va két thic & r(a), duge goi 1a dudng nguge ctia duong r, ki higu 1a —r. Ta n6i duong
—r trai chiéu v6i duosng r. Dinh 1y néi néu ddo nguoc dinh hudng cia duong
thi tich phan dwong loai mot khong thay déi trong khi dé tich phan duong logi
hai bi déi déu.

Duong di r : [a,b] — R™ dugc goi 1a chinh qui (regular) néu r tron trén [a,b] va van
toc r'(t) luon khac khong.

Ghi chu 3.1.13. Trong quyén sich ctia Stewart [Stel2] thuat ngit dudng tron chinh 1a
thudt ngt duong chinh qui 6 day.

Ngudi ta c6 thé ching t6 hai dudng di don chinh qui vé6i cling vét khac biét bdi mot
phép ddi bién (xem [Vugt3]). Tt d6 ta noéi hai dudng di don chinh qui c6 cuing vét 1a ¢6
cung dinh hudéng néu ching sai khac mot phép doéi bién béo toan dinh huéng, va ngudc
lai néu phép déi bién 1a ddo ngugc dinh huéng thi ta néi hai duong la trdi dinh hwdng.

Ta c¢6 két qué chinh clia phan nay ([Vugtd)):

Dinh 1y 3.1.14 (tich phan trén dudng cong). (a) Tich phan duong logi mot doc
theo hai duong di don chinh qui cé cung vét thi bang nhau.

(b) Tich phan duong logi hai doc theo hai duong di don chinh qui cé ciing vét thi bing
nhau néu cung dinh huéng va doi nhau néu trdi dinh hudng.

Nhu vay ta co thé néi dén tich phan duong loai moét (chéng han chiéu dai) trén mot

tap diém, vi du nhu mot dudng tron, mot do thi, ... néu tap diém ay 1a vét clia mot
duong di don chinh qui ndo d6. Trong trudng hop nay ta néi vét dé 1a mot duong cong
(curve).

Dé tinh tich phan trén mot duong cong ta cé thé chon mot duong di don chinh qui
bat ki dé thuc hién tinh toan. Déi véi tich phan duong loai hai thi ta duge cho thém mot
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3.1. TICH PHAN DUONG 67

“dinh huéng” tréen duong cong va ta c6 thé chon mot duong di don chinh qui ¢6 ciing dinh
huéng bat ki dé tinh.

Vi du 3.1.15. Gié sit ham thyc f xac dinh trén khoéng [a, b]. Goi v 14 mot dudng chinh
qui bat ki di tit a t6i b. Vi khodng [a, b] ciing la vét clia dudng don chinh qui a(t) = t véi

t € [a,b] nén
[ras=[ras= | e a= [0 ar

Day chinh la tich phan ctia ham f trén khodng [a,b]. Vay tich phan ctia ham thyc trén
khoang la mot trudng hgp riéng ctia tich phan duong loai mat.

Vidu 3.1.16 (chiéu dai ctia dudng tron). Xét dudng dir(t) = (Rcost, Rsint), 0 <t <
27, mot duong di véi téc do hing quanh dudng tron tam O ban kinh R. Chiéu dai ciia dudng
nay la f027rR dt = 2w R. Néu ta lay mot duong di khéc «(t) = (Rcos(2nt), Rsin(27t)),
0 <t <1, thi chiéu dai ciia duong nay la [, 27R dt = 27 R.

Bay git ta c6 thé néi chidu dai ctia dudng tron biang 27 R, khong phu thudc vao cach
chon mot tham s6 héa don chinh qui dé tinh. (Chiing ta khong noi la da tim ra cong thitc
chiéu dai cia dudng tron, vi khi dua ra tham s6 héa ching ta di thita nhan nhiing tinh
chat nhat dinh vé duong tron, trong d6 ¢6 thita nhan s6 7, géc ¢, ham cos va ham sin.)

Vi du 3.1.17. Cho trudng ﬁ(x,y) = (2y, —3z) va C la duong cong y = 22, 0 < x < 1,
dinh huéng tit (0,0) t6i (1,1). Hay tinh I = [, F - d3.

Ta can dua ra mot tham sé héa cho duong cong C. Vi C' 1a mot do thi, ta c6 ngay
tham s6 hoa Cy(z) = (z,2?), 0 < x < 1. Ta ciing c6 thé dimg cic tham s6 hoéa khac nhu
Cs(y) = (V¥,9), 0 <y <1, hodc C5(t) = (Int,In*t), 1 <t < e. Day déu la cac dudng di
don, chinh qui v6i vét C, theo dinh huéng da cho. Véi Ci:

. 1 1 4
/ P d.§':/ F(Cy(2)) - Cl(x) da = / (22, —32) - (1,22) da = — 2.
Cy 0 0 3

1

/CQF.dgz/()lﬁ(Cg(y))-cg(y) dy:/o (29, ~3V7) - (2\1@1) dy:_g

/ F.ds = /ﬁ(cg(t))-cg(t) dt:/ (21n2t,—3lnt)-<1,2lnt> dt
Cs 1 1 t t

¢ In%t 4 4
- /—4n dt = —— I3t = ——.
1 t 3 3

3.1.5 Lién hé giira hai loai tich phan dudng

Ta dua ra dinh nghia hwdng tiép tuyén cia duong cong duge dinh hudéng C, vét
ctia mot dudng di don chinh qui r(¢) theo huéng da dinh, a < t < b, tai diém p = r(¢),
a < t < b, 1a huéng ctia vects van toc r'(t). Huéng nay khong phu thudc vao cach chon
duong di don chinh qui trén dé6. Vi vay viéc dinh huéng cho dudng cong dong nghia véi
viéc chon huéng tiép tuyén.

Tai diém p = r(t) vecto tiép tuyén cung chiéu don vi dudge dinh nghia, d6 la

T(p) = - ﬁggp khong phu thude vao céch chon dudng di r theo dinh huéng ciia C.
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68 CHUONG 3. GIAI TICH VECTO

Néu F 13 mot truong vecto trén C' thi

/CF-d§‘ _ /abF(r(t))~r’(t) dt:/ab [F(r(t))- r(®) } v (1)] dt
b

' (¢)]
- / [F(r()) - T(r(t))] |r’(t)|dt:/CF~Tds.

Vay trong truong hgp nay tich phan duong loai hai c6 thé dugc biéu dién qua tich
phan duong loai mot. Biéu thiic trén ciing khing dinh lai ¥ nghia ctia tich phan loai hai,
dé 13 tdng thanh phan tiép tuyén ctia truong doc theo dudng.

Bai tap
3.1.1. Tinh:
(a) Chicu dai ctia dudng 7(t) = (2v/2t,e" 2, e?), 0 <t < 1.

(b) Tim khéi lugng ctia sgi day hinh parabol y = 2%, 1 < 2 < 2, v6i mat do khdi lugng
p(z,y) =y/x.

(c) [osinz?de + e®dy + eVdz, v6i C la dudng (2,¢,e'), 0 <t < 1.
(d) fcﬁ - dF, v6i F(z,y,z) = (sinz, 2z, —zy) va C la dudng (cos6,sinb,0), 0 < 6 < 9 /4.

(¢) Tim cong ctia truong F(z,y,z) = (y — 22, 22 4+ x,yz) tren dudng (¢,¢2,13), 0 <t < 1.

3.1.2. Cho truong F(z,y) = <2xyezzy,:c2ezzy). Tinh tich phan dudng cta truong nay doc theo
mot dudng di tit diém (0,0) t6i diém (1,1) bang cac cach sau:

(a) ding dudng thing,
(b) dung duong gap khiic,
(¢) dung dusng khéc.

3.1.3. (a) Mot vat di chuyén trong trudng trong luc ctia Qua dat tit mot diém c6 cao do 100
mét dén mot diém c6 cao do 200 mét. Hoi cong clia trong lie 1a am, bing khong, hay duong?

(b) Cho C la mot duong va n la vecto phap tuyén. Héi [, n-d51a am, bang khong, hay duong?

3.1.4. Phan tit DNA trong khong gian ba chidu c¢6 hinh dang dudng xoén ¢ kép, mdi duong céd
thé duge mo hinh hoa bdi duong (Rsint, Rcost, ht) (hdy vé dudng nay). Ban kinh ciia mdi dutng
xoan 6¢ khoang 10 angstrom (1 angstrom = 1078 cm). M&i dudng xoian 6c xoan lén khoidng 34
angstrom sau mdi vong xoay. Hiy u6c tinh chiéu dai clia mdi vong xoay ctia phan tit DNA.

3.1.5. Mot sgi day véi hai dau c¢d dinh duéi tac dong clia trong truong sé c6 hinh dang mot
duong xich (catenary) véi phuong trinh y = a cosh (f), v6i cosh 1a ham hyperbolic cosine cho béi
coshz = (e +e77)/2.

Dai tudng niéem Gateway Arch & Saint Louis nuéc My ¢6 dang mdt dudng xich ddo nguge. Vi
tri diém tam hinh hoc (ciing la tam khéi lugng clia mit ciat vuong géc) (centroid) clia cong duge
thiét ké theo cong thitc y = 693, 8597 — 68, 7672 cosh 0, 0100333z vé6i y 14 khodng cach t6i mat dat
va —299,2239 < z < 299,2239, don vi do 1a feet. Hay tinh chidu dai cia dudng tam hinh hoc.

3.1.6. Cau Akashi-Kaikyo ¢ Nhat Ban hién 13 mot trong nhitng cay cau treo dai nhat thé gisi.
Hai thap cao 297m tinh tit mat bién. Chiéu dai nhip chinh (khodng cach giita hai thap) 1a 1991m.
MBbi sgi cap chinh c6 dang mot dudng parabola. Diém thap nhat ciia soi cap chinh cach mit bién

khodng 97m. Hay tinh chiéu dai cia mot sdi cap chinh, bang tinh chinh x4c hodc tinh xap xi.

3.1.7. Khi ndo thi chiéu dai ctia mot duong di bang 07
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3.2. CONG THUC NEWTON-LEIBNIZ VA CONG THUC GREEN 69
3.1.8. Cho dudng di chinh qui 7 : [a,b] — R™. Dat

s(t) = /at I ()| .

Ham s duge goi 1a ham chiéu dai ctia r. Dat chiéu dai ctia r 1a [ = s(b).
(a) Chung t6 ham s(t) ¢6 ham nguge tron. Goi ham d6 1a ¢(s), 0 < s < 1.

(b) Kiém tra ring dudng a(s) = r(t(s)) c6 cuing vét véi duong r. Chiing t6 téc do clia o luon la
1.

Viée thay r bdi o duge goi la tham s6 héa lai theo chiéu dai. Cha ¥ ring % (t) = |/ (t)|. Diéu
ndy thudng duge viét dudi dang ki hieu 1a ds = |r/(¢)|dt.

3.2 Cong thitc Newton—Leibniz va Cong thirc
Green

3.2.1 Trudng bao toan

Dinh nghia 3.2.1. Mot trudng vecto F dugc goi 14 bdo toan néu c6 ham s6 thic f, goi
1a mot ham thé cia F, sao cho Vf = F.

Vecto Vf(z) dai dign cho dao ham f'(z), vi thé ta c6 thé hiéu 1a f’ = F: ham thé f
chinh 14 mdt nguyén ham ctia ham F.
Mot trudng bao toan con dugc goi la mot truong gradient.

Vi du 3.2.2 (trudng hing). Gid sit ¢ € R” vi F 1a trudng trén R™ cho bdi F(z) = c.
Mot nguyén ham cta F 1a f(x) = ¢- x, vay F 1a bdo toan.

Dinh 1y 3.2.3 (cong thitc Newton—Leibniz). Gid sir la mot duong di tron bat dau &
A wva két thic ¢ B. Cho f la mot ham thuc tron trén mot tap md chia vét cia r. Khi do:

‘/Vfww=f@ﬂ—fvﬁ

T

Dinh 1y trén ¢6 mot hé qua la tich phan fr V f - ds khong phu thudc vao sy lya chon
dudng di r tit diém A téi diém B. Ta néi tich phan nay la déc lap vdi dudng di.
Cong thiic trén c6 thé duge hiéu nhu:

B
/ 1= F(B) - £(4).
A

Day la dang tong quat hoa ctia cong thitc Newton-Leibniz ctia ham mot bién von duge
thuong goi 1a Dinh 1y co ban ctia Vi Tich phan, vi vAly cong thiic nay ciing duge goi la
Dinh lyj co ban cua tich phan dudng.

Chitng minh. Gia st r : [a,b] — R", r(a) = A va r(b) = B. Khi d6 theo cong thic
Newton—Leibniz ctia ham mot bién:

d

b b
/Vf-d§:/ VE(r(t) - r(t) dt:/ Z(for)(t) dt = for(b) - for(a)
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Hé qua 3.2.4 (tich phan ctia trudng bao toan chi phu thudc vao diém dau va
diém cubi ciia dudng di). Néu F la mot truong bio toan lién tuc trén mién D thi tich
phan cia F trén mot duong di tron trong D chi phu thudc vao diém dau va diém cudi cia
duong di.

Hé qua 3.2.5 (tich phan ctia trudng bao toan trén dudng di kin bang khéng).
Néu F la mot truong bdo toan lién tuc trén mién D thi tich phan cia F trén mot dudng
di tron kin trong D bang khong.

Nhiing két qua trong phan trén cé thé duge mé rong cho cac dudng tron timg khiic.
Vi du 3.2.6. Tinh tinh phan [, ydz + (z 4 6y)dy trong d6 C' la mot duong di ti (1,0)

t6i (2,1).
Ta tim mot ham thé cho trudng (y, x + 6y). Ta giai he phuong trinh dao ham rieng dé

tim nguyén ham:
0
g%(:r,y) = ¥
a—g(az,y) = z+ 6y.

Tu phuong trinh thd nhat ta dude f(z,y) = [y de = zy + D(y). Thay vao phuong trinh
thit hai ta duge D'(y) = 6y, suy ra D(y) = [ 6y dy = 3y> + E. Vay ta tim dugc mot ham
thé 1a f(x,y) = zy + 3y>. Suy ra tich phan da cho bang f(2,1) — f(1,0) = 5.

Vi du 3.2.7. Dy doan truong vecto trong hinh sau c6 bio toan quanh diém giita hay
khong?

3 LSS S e wwe—=yay  yy
N
2 Py 2711
N AAXA RN~ eerr r s g f A f A1 1 1
A AN RN XANNNRN S e emr s f 2 f 1 L1
NN XX AAAANRNNS S~ err s s 7 A7 S A1 1]
1 AN AN~ s g/ F PP
PAS VAN AN~ f ff p 1L
POt A AA AN it A AL L
0 _PHHHTHH\\/MHHHHHH
fretbtebttars~yytitbbebtttt
trttrtttfpr sz ~xXARA Pttty
PHEAMI L) A7 7m~~ NN TR T
S HEIEEREE R AR A s ONAR AN A Y
PH11P1 1177 A A NNNAAA N A AN
F1111777 7 rran NRNNAAXNAR YA
JI1PPIAr s maran NRRRNNRNAARYY
2 117775550 SRNANRRANNAY
Rt ecd SERRNRARRNAN
71 1P P IAA T A rmse s s RRRNA RN RN
3 VRN TN OO e e S SSS SN N

-3 -2 -1 0 1 2 3

Lay mot dudng kin quanh diém giita, ching han mot duong tron hay dudng vuong, ta
thay tich phan ctia truong doc theo dudng d6 bang 0. Do d6 ta du doan trudng trong hinh
la béao toan.

3.2.2 Y nghia vat ly chia khai niém trudng bao toan

Vi du 3.2.8. Xét vat c¢6 khdi lugng m & trong khong gian gan bé mit qua dat. Ta xap
xi bang cach gid st trong truong khong ddi trong phan khong gian nay. Néu ta dit truc
z vuong goéc véi mit dat, chi ra ngoai, va goc toa do tréen mat dat thi trong Iyc tac dong
len vat 1a F = —mgk = (0,0, —mg) trong d6 g ~ 9,8 m/s? la hiing s6 trong trudng gan
mit dat. Ta tim duge ham thé ctia trudng nay c6 dang f(z) = —mgz + C. Trong vat 1y
ta thuong cho thé ning ciia vat & trén mat dat 1a duong, con thé nang tai mat dat bang
0, do d6 thé nang ciia vat duge cho béi ham U(z) = mgz. Nhu vay ham thé trong vat 1y
la d6i clia ham thé trong toan.

Vi du 3.2.9 (trudng trong luc). Chinh x4c hon, gid st mot vat c6 khoi lugng M ndm
§ gbc toa do trong R3, v mot vat ¢ khéi lugng m ndm & diém 7= (x,y, ), theo cd hoc
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Newton, vat c6 khéi lugng m sé chiu tdc dong ciia lyc hap dan ti vat c6 khoéi luong M

bing
mMG
F(r) = —7“?13 7.

Ta tim mot nguyén ham cho F bang cach gidi hé phuong trinh

0
a%(l‘,y,Z) = —’mMGW
ﬂ(:v,y,z) =-mMG ¥

Jy (2242 +22)3/2
g—ﬁ(m,y,z) = -—-mMG

z
(22+y2+22)3/2"
Tt phuong trinh thit nhat, 1ay tich phan theo x ta dudc

x d mMG
x€r =
(2% +y2 + 22)3/2 (22 +y? + 22)

f(xayvz) :/_mMG 1/2 +C(y,z)

Thay vao hai phuong trinh con lai, ta duge C(y, z) thyc sy chi 1a mot hang s6 C. Vay

truong trong lyc 1a mot trudng bao toan véi mot ham thé 1a f(7) = mﬂf]G

Gié st mot vat di chuyén duéi tac dung ctia tong lwe F. Gia st truong F 13 bio toan véi
f 13 mot ham thé. Gid st vi tri ctia vat 6 thoi diém ¢ 1a 7(t). Gid st r(tg) = xo var(ty) = 1.
Ta dinh nghia déng ning (nang lugng tit chuyén dong) ctia vat 1a K (t) = smlr/(t)[%; va
thé nang (nang lugng tir vi tri) ctia vat 1a U(z) = — f(z).

Theo dinh 1y co ban cia tich phan dudng:

[ Fds = @)~ fan) = ~(U(@1) - Ulan)).

Vay cong clia truong bang doéi ctia bién thién thé nang. Mat khac theo co hoc Newton:
F = ma = mr". Do do:

1 t1 1

/ F.ds— / Far@) - @) dt = [ me"(8)-r'(t) dt.
oty) to to

Bay gio cha y he thic (xem Bai tap [1.4.5) (¢ - o) ="'+ 0" - " = 20" - /| hay

o' = L4(|r'|?), ta bién ddi

Tl t1 1
/ Pods = [ miroRy dt
o to 2

= gl @) - gl () = K () — K(to).

Vay cong ciia truong bang bién thién dong nang. Ta két luan K (t) + U(r(t)) khong ddi,
vay tong doéng nang va thé ndng, tic ndng lugng co hoc, dude bdo toan trong
qud trinh chuyén dong trong truong bdo toan.

3.2.3 Cong thirc Green

Trong phan nay ta chi lam viéc trén trén mit phang Euclid hai chiéu R2.

Gia st D 13 mot mién don gian cé bieén tron ting khic trén R2. Cu thé, nhu 1a mot
mién don gian theo chiéu thang ding, D c6 dang D = {(z,y) |a <z < b, f(z) <y < g(z)}
trong d6 f(z) va g(z) la ham tron, trong khi dé theo chiéu nam ngang thi D = {(z,y) | ¢ <
y <d, h(y) <z <k(y)} trong d6 h(y) va k(y) 1a ham tron.
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x = h(y) z = k(y)

Q
8Y

Bién cua D phai duogc dinh hudng tuong thich vot D. Miéu ta trirc quan la: bién
duge dinh huéng sao cho khi di trén bién thi mién nam bén tay trai; hodc: dat ban tay
phai theo huéng ctia bién thi mién nidm & phia long ban tay. Chinh xac nhu sau: D dugdc
dinh huéng cung chiéu v6i dinh huéng ctia cac duong di v1(x) = (x, f()), a <2 < b va
dudng —v2 véi y2(z) = (z,9(x)), a < x < b. C6 thé kiém tra dugc ring day ciing 14 dinh
huéng cta dudng —v3 véi v3(y) = (h(y),y), ¢ <y < d va duong 4 v6i 1a(y) = (k(v), ),
c<y<d.

Dinh ly 3.2.10 (cong thitc Green). Cho D la mot miéen don gidn vdi bién tron ting
khic duge dinh hudng tuong thich. Gid si (P,Q) la mot truong vecto tron trén mot tap

md chida D. Khi do:
P
Pdr+@Q dy:// [8—62—8—] dxdy.
8D p L0z y

Ching minh. Ta co:

/BDPda;:[YlPd:z:—l—[dem—/%Pda:—/dea;
:/abP(a;,f(a;)) d:c—/abP(a;,g(:v)) dz.

Xem D la mién don gian theo chiéu thang ding, do cac dao ham rieng ctia trudong la lien
tuc trén D nén ta c6

b g9(x)
/ —a—P dA = —/ / or dy | dx
D dy a f(z) dy

b
- [1P@.1@) - Ple.g(e))] da.

de:// —a—P dA.
oD p Oy

Tuong ty, xem D 13 mién don gidn theo chiéu nam ngang, ta dugc

Qdy:/ @dA.
oD p Oz

Cong lai ta dugc két qua. O

Vay
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Déi v6i mot mién khong don gidn nhung c6 thé duge phan chia thanh mot hoi ctia
hitu han nhitng mién don gidn véi nhitng phan chung chi ndm trén bién, ta cé thé ap dung
cong thitc Green cho tiing mién don gidn roi cong lai.

C,

Vi du 3.2.11. Cong thitc Green van diing cho mién D = {(z,y) | 1 < 22 +y? <2, y > 0},
mic dit mién ndy khong phai 1a mot mién don gian.

Cy

D,

C,

3

Chia D thanh hai ctia hai mién don gidn D; va Dy dudc miéu ta trong hinh vé. Cha
v rang khi duge dinh huéng duong tng v6i Do thi dusng C; dude dinh huéng nguge lai,
tré thanh —C, do d6 hai tich phan dudng tuong tng triet tieu. Ap dung cong thic Green
cho D; va Dy ta dudgc:

ER PR AT P AR
ox D, Do ox
—/ F-ds+ F-ds
8D1 8D2
= </ F-d§—i—/ F-ds+ F-d§—|—/ F‘d§>+
Ch Cr Cs Cs
—|—</ F-d§'—|—/ F~d§—|—/ F-d§+/ F-d§>
Ca Cs3 Cy —C7

= F-d§'—|—/ F-d§+/ F-d§+/ F-ds+
Cl 02 03 04

+ F'd§+/ F-ds
C5 CG

= F - ds.
oD
3.2.4 Diéu kién dé trudng vectd phing 13 bao toan

Dinh 1y 3.2.12 (diéu kién can dé trudng bao toan). Néu truong F = (P, Q) tron va
bdo toan trén maot tap mo chia tap D thi trén D ta phdi co

orP  0Q

dy  Ox’
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Chitng minh. Gia st f 13 ham thé cta F. Khi d6 6f =P va af = (). V6i gia thiét vé tinh

2
tron nhu trén thi cdc dao ham riéng cia P va Q ton tai va hen tuc trén D, va %1; 8(1 af o va

2Q _ 0%f 92 f 2 f _aQ
o = owoy Vi (%ay va Dy0r ton tai va lien tuc nén ching bing nhau, do d6 2 8y =ge. U

Vi du 3.2.13 (P, = Q, can nhung khéng du). Du6i day 1a mot vi du kinh dién. Xét
truong

F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) = (mz__i_yyw 22 -T—y2>

oP 0 . . .
Ta c6 i 8_Q trén trén mien xac dinh 1a mat phang bo di diem (0,0). Mat khéc, tinh
Y x
toan tryc tiép cho thay néu C la dudng tron ban kinh don vi tam tai (0,0) ngugc chiéu
kim dong ho thi [, F - d§ = 27 khéac 0. Vay F khong phéi 1a mot truong vecto béo toan

trén mién xac dinh ctia n6. Xem thém & Bai tap [3.2.9

Mot tap D C R™ duge goi 1a mot mién hinh sao néu c6 mot diém py € D sao cho
v6i moi diém p € D thi doan thing ndi py va p dugc chita trong D.

Vi du 3.2.14. R" ]l mot mién hinh sao. Mot tap con 106i ctia R™ 13 mot mién hinh sao.
R” trit di mot diém khong 1a mién hinh sao.

Két qua dudi day noi rang néu mien 13 mé hinh sao thi dieu kien Py = @, cling 13 mot
diéu kien di dé truong 1a béo toan.

Dinh 1y 3.2.15 (b6 dé Poincaré). Gid sit ' = (P,Q) la mot truong vecto tron trén

mién md hinh sao D. Néu %1; = ‘?92 trén D thi F la bdo toan trén D.

Chaing minh. Dé gdi ¥, & day ta dung ki hieu [ 15; F - d5 dé chi tich phan ctia F trén doan
thang pg +t(p — po), 0 <t < 1, ndi diém pg v6i diem p. Dat

f(p)=/pF-d§-
Po

thi day chinh 13 mot ham thé ctia F. Ta sé kiém tra riang g—g; = P, chiing minh g_;j =Q

Hinh 3.2.1: B6 dé Poincaré cho mién hinh sao.
la tuong tu. Theo dinh nghia ctia dao ham, véi i= (1,0), ta co:

af 1 p+hi B D -
%(p)—%lir{l)ﬁl/p F-ds—/p F.ds| .

0 0

Cht ¥ do D mé nén néu h di nhé thi diém p + hi sé nim trong D. Néu ba diém pg, p
va p + hi khong ciing ndm trén mot dudng thing thi ching tao thanh mot tam gidc. Tam
giac nay la mot mlén don gian do dé ta cé thé 4p dung dinh 1y Green cho mién nay, ding

gid thiét %—5 = Bx , ta dugc tich phan duong trén bién ciia tam giac bang 0, titc la
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p+hi p p+hi
/ F-d§—/F-d§:/ F - ds.
Po Po p

Cong thitc nay ciing ding néu ba diém 1a thang hang. Viét p = (z,y), va lay duong di
thang tit p t6i p+ hi la r(t) = (z + t,y) v6i 0 < t < h, ta duge

p+hi z+h
/ F-d§:/ P(t,y) dt.
p X

Do do

af 1 x+h
— = lim — P(t dt =P .
) =Jm [ Py at = Py
Déng thiic cubi ciing 13 mot két qua quen thuoc trong Giai tich 1, c6 thé dugc kiém dé
dang st dung viéc ham P lién tuc theo x, xem Bai tap|3.2.25 L]

Vi du 3.2.16. Truong ﬁ(z, y) = (exz,y?’) ¢6 bao toan hay khong?

86”‘2 —0=

3 X P . 2 N N ~ o X 2, ~ 2 X
Ta c6 oy = %%. Mién xac dinh cta truong 13 R?, mot mién mé hinh sao. B6 dé

Poincaré 4p dung dugc, cho ta két luan truong la bdo toan trén mién xac dinh.
Néu ¢6 mot truvsng (P, Q) ma 9 = g—Q
y T
cho biét mién xic dinh ciia truong khong phai 14 mot mién hinh sao. Nhu vay mot gia
thiét giai tich da dua dén mot két luan hinh hoc.
Két luan ctia bé dé Poincaré van ding néu thay mién hinh sao béi mién téng quét hon
goi 1a mién don lién, dai khai 14 mién chi gom mot manh khong c6 16 thing. Chi tiét
chinh xac vugt ra ngoai pham vi mon hoc nay.

nhung lai khong bao toan thi bé dé Poincaré

Mién don lien Cac mién khong don lién

3.2.5 Dang thong lugng cia cong thic Green

Cho D la mién phing va F la mot trudng trén D sao cho ta c6 thé ap dung cong thiic
Green. Gia st D dugc tham s6 hoa theo chiéu duong béi C(t) = (z(t),y(t)), a <t <b.

Vecto van téc ciia dudng bien la C'(t) = (2/(t),y'(t)). Vecto phdp tuyén ngoai n
ctia OD tai diém (z(t),y(t)) la

Ta giai thich diéu nay sau day. Vecto (—y/(t),2'(t)) vuong goc (2/(t),y'(t)) (do tich vo
huéng bang 0), vay n cung phuong véi (—y'(t),2/(t)). Chiéu ctia n duge xac dinh theo
nguyén tac chiéu tit phap tuyén ngoai sang tiép tuyén phai cuing chiéu véi chiéu duong
chudn tic ctia mit phing, tic 1a chidu tit (1,0) sang (0, 1).
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oD

Tt cong thic Green:

1

b
[ Pends = [(PC).QCW0). /.~ )T )] d

/ Qda;+de_// <8P+8Q> dA.

Nguoi ta thuong dat
oP 0Q

div(P, Q) = B + = oy

Toéan tit div sé duge thao luan nhiéu hon sau. Vay

/ F-nds=// div F' dA.
oD D

(3.2.1)

Tich phan [ F - n ds 1a tong thanh phan phap tuyén ngoai ctia F' doc theo bien dD.
Néu F 1a mot trudng vectd van toc thi tich phan nay thé hien thong lugng (flux) qua

oD.

Bai tap
3.2.1. Hinh vé cliia mot trudng vecto.

(a) Udc doan truong c6 bao toan khong?

(b) Udc doan tich phan ctia trudng doc theo dusng C 1a am, duong hay béing 07?
3.2.2. Udc doan truong trong Hinh ¢6 béao toan khong?

3.2.3. Tinh:
(a) Tim mot ham f(z,y, 2) sao cho f(0,0,0) =6 va Vf(z,y,z) = (2y, 2z, €*).

)

(c) Giai bai bing cach ding ham thé.
) Tim ham thé cho trudng (e*siny — yz,e® cosy — yz, z — xy).
)

(0,0,0) toi (0,1,2) t6i (3,4,3) rdi téi (2,3,1).

Tinh cong clia trudng luc F(x,y, z) = (2, 3y, 422) khi vat di tir diém (1, 1, 1) t6i diém (1,0, 0).

Tinh tich phan [,(2y — 3z) dz + (2z + 2)dy + (y — 3z) dz v6i C la dudng gap khic di tir

(f) Tinh [, (z— 49%) dx + (Iny — 8zy) dy v6i C 1a mot dudng trén nita mit phing y > 0 di tir

diém (—3,4) t6i diém (2, 6).
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Hinh 3.2.2:

(g) Tinh [ (v/z+8xy) dx+ (\/y+4x?) dy v6i C la mot duong trong goc phan tu thit nhat cla
mit phing di tir diém (3,2) t6i diém (4,1).

(h) Trudng sau c6 bao toan khong? Néu c6 tim mot ham thé:
, 1, e e
xy —sinz, —x° — —, — — T COSZ | .
2 z 22
3.2.4. Cho C la dudng y = 2> tit diém (0,0) t6i diém (1,1).
(a) Tinh [, 3y dx+ 2z dy.
(b) Dung cau trén, tinh [ (3y + ye*) dz + (2z + e + €¥) dy.
3.2.5. Cho C la dudng e-lip 422 + y? = 4.
(a) Tinh [, (e”siny + 2y) dz + (e* cosy + 2z — 2y) dy.
(b) Tinh [ (e*siny + 4y) dx + (e” cosy + 2z — 2y) dy.
3.2.6 (dién trudng la bao toan). Dinh luat Coulom la mot dinh luat cua vat Iy ¢6 dude ti
thuce nghiem duge phét biéu nhu sau: Néu trong R? ¢6 hai dién tich ¢ vi ¢o thi dien tich ¢; sé tac
dong lén dién tich ¢z mot lic bang

a9z .,
F(r)= —==7,
() 4reg|73
trong d6 7 1a vecto tir diém mang dién tich ¢; sang diém mang dién tich go, v& €y 1a mot hiing sb.
Dé don gian ta gia sit dien tich ¢; ndm & gbc toa do, khi d6 7= (z,y, 2) 1a vi trf clia dién tich go
Ching t6 dién trudng la mot truong bao toan.

3.2.7. Chiing t6é cong clia trong truong do vat & vi tri O tao ra khi mot vat khac di chuyén tit vi
tri P t6i vi tri @ chi phy thudc vao khoang cach tur O t6i P va khoang cach tir O t6i Q.

3.2.8. Tinh cong ctia trusng luc bao toan tac dong leén vat di chuyén tit diém P téi diém @ theo
duong C' trong Hinh Trong hinh cdc dudng cong khac C 1a cdc dudng mitc ciia mot ham thé
véi cac mifc tuong tng duge ghi. Chil ¥ cdc dudng miic nay déu vudng goc véi truong vecto (xem

Bai tap [3.2.11).

!Dinh luat nay dudc phét bidu lan diu tien bsi Charles Coulomb nam 1785.
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Hinh 3.2.3:

Hinh 3.2.4:

3.2.9 (tiép tuc Vi du[3.2.13). Trén mit phang Oxy, xét trudng
—y z
Fla,y)=| -2 -2 .

(a) Kiém tra ring néu « # 0 thi F ¢6 mot ham thé 14 § = arctan £, véi 6 chinh la bién géc
trong toa do cyc. Ngudi ta thudng viét mot cach hinh thic

—y T
do = d dy.
Tyt e

(b) C6 thé mé rong € thanh mot ham tron trén toan mién xac dinh ciia F khong?

(¢) Tich phan 5= [ df dugc goi s6 vong, tinh theo chidu nguge chiéu kim dong hd, ctia dudng
di C quanh diém O. Chiing t6 s6 vong ciia duong di (cost,sint), 0 < t < 2n7 ding bang n.
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Hinh 3.2.5: Truong (;cz__pyyza x?f—y?>

3.2.10. Trén mit phing Oxzy, xét truong

F(z,y) = (P(z,), Q(z,y)) = ( - Y )

x2+y2’x2+y2

(a) Kiém tra ring P, = @, trén mién xac dinh cta F.

(b) Trudng F c6 bao toan trén mién xac dinh khong?

3.2.11 (trudng gradient ludén vudng gbéc véi tap mic). Cho F la mot trudng béo toan trén
mat phing, tic 1a mot trudng gradient, F = Vf. Tap maic cia f la tap cac diém c6 cting mot
gia tri qua f, tic latap f~1(c) ={p e R? | f(p) =c}, c€R.
Néu véi moi p € f~1(c) thi F(p) = Vf(p) # 0 thi gid tri ¢ con dudc goi 1a mot gid tri chinh
qui (regular value) cla f.
(a) C6 thé chiing minh duge néu c 1a mot gid tri chinh qui ciia f thi tap mic f~'(c) 1& mot
dudng cong, chinh xéc hon phuong trinh “6 dang an” f(x,y) = ¢ xac dinh vét mot dudng
di C(t) = (z(t),y(t)) tréen mot lan can cta diém p. T diéu kien f(C(t)) = ¢ hay suy ra
Vf(C(t)) - C'(t) = 0. Hay giai thich vi sao dieu d6 c6 nghia 1a F(p) L C. Xem minh hoa &
Hinh

(b) Chiing minh réng

/Vf-dF:O.
C

Vay tich phan ciia trudng gradient trén dudng mic ludn bing 0.
3.2.12. Tinh:

(a) Cho C la bién ctia hinh vuong [0,1]?> C R? dinh huéng theo chidu kim ddng hod. Tinh tich
phan [, 3 dx + (z +sin(2y)) dy.

(b) Cho F(x,y) = 2zyi + x2j. Goi T la tam giac véi cac dinh (0,0), (0,1), (1,1), dinh huéng
nguge chiéu kim dong ho. Giai thich tai sao [ F' - d§ = 0 bang ba céch.

(¢) Tinh [, (z —y)*dz+ (x+y)?dy trong d6 C la chu tuyén (dudng bien) theo chiéu duong ctia

tam giac OAB v6i O = (0,0), A = (2,0), B = (4,2) bing cach tinh tryc tiép va bing cong
thic Green.
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(d) Cho F(x,y) = (22 + y,x + /y* +y2 +1). Trudng nay c6 bao toan khong? Goi C(t) =
(1 —cos®t,sin2t), 0 < ¢t < 7. Tinh fCF - ds.

(e) Cho F(z,y) = (y — 2xy67x2,67“"2 + y). Tinh tich phan cla truong nay trén cung tron don
vi trong goc phan tu thi nhat di tur (1,0) t6i (0,1).

(f) Hay kiém chitng cong thiic Green trong trudng hop mién duge bao bdi hai dudng cong y =
va y = 22 va trudng 1a (xy, y?).

(g) Tinh tich phan fc dydx — b5dy v6i C' 1a dudng e-lip x = 2+4cosf, y = 3+2sinf, 0 < 6 < 2«
bing 2 cach.

3.2.13. Goi D la mot mién trén dé cong thic Green c6 thé ap dung dude. Chimg t6 dién tich clia
D c6 thé dugc tinh theo cong thitc

1
|D|=—/ ydx:/ xdy:f/ x dy —y dx.
oD oD 2 Jop

3.2.14. Cho dudng cong trong mit phing (r,y) viét bang phuong trinh dung toa do cuc r =
44 3cos(1160), véi 0 < 6 < 27 (xem Hinh [2.3.4). Dung Bai tap [3.2.13} hay tinh dién tich ciia mién
dugc bao bdi dusng cong nay.

Gl

3.2.15. Cho dudng cong hinh sao (astroid) T3+ y% =23,
(a) Vé duong nay.
(b) Tinh dién tich ctia mién bao bdi dudng cong trén bing cach dung tich phan boi.

(c) Tinh dién tich mién nay bang cach dung tich phan dudng, dung tham s6 héa ctia dudong
astroid: z = 2cos® 0, y = 2sin® 4.

3.2.16. Cho F = (P, Q) 1a truong vecto tron xac dinh trén mit phang trit diém O, c6 % = %—g
tai moi diém. Gia sit [ F-d5=1va [, F-d§ =2 (xem Hinh 3.2.6). Hay tinh tich phan ciia F
trén ¢, d, va e.

e
Hinh 3.2.6:

3.2.17. Cho F(z,y) = (ﬁ, ﬁ) . Cho C; 1a dudng e-lip 922 + 4y? = 36 v C5 1a dudng tron

x? +y? = 1, déu dugce dinh huéng ciing chiéu kim dong hd. Chiing té tich phan cia F trén O va
trén Co 13 bang nhau.

3.2.18. Trén mit phing Oxy, xét truong

F(.I,y) = (P(I,y),@(ﬂ?,y)) = <2I— (E2i{y2,1+ x2j_y2>'

(a) Trong hinh vé& a 13 mot nita dudng tron di tit (—1,0) t6i (1,0)). Tinh tich phan chia F tren
a.

(b) Tinh tich phan ctia F trén f (mot nita dudng tron di tit (—1,0) t6i (1,0)).
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(c) Dung cong thiic Green, hay tinh tich phan cia F tren ¢ va d.
(d) Hay tinh tich phan ctia F tren b (mot dudng di tit (—1,0) t6i (1,0)).
(¢) Hay tinh tich phan ciia F tren e.
3.2.19 (tich phan titng phan). Cho D la mién don gian trén mait phang cé bién tron timg khic

dugc dinh huéng duong. Cho f va g 1a ham thyc kha vi lién tuc trén mot tap mé chia D. Hay
chiing minh cong thitc tich phan timg phan sau:

//D fug dudy = /6 gy //D fge dady.

3.2.20. Cho D la mién don gian trén mit phing véi bién tron ting khiic duge dinh huéng duong.
Cho f 13 mot ham tron trén mot tap md chia D. Hay kiém rang:
(a)

fo dx + fy dy = 0.
oD

/anfy dz + f, dy://DAf dzdy.

O day v6i f(z,y) 1a ham thyce trén mién D C R? ki hieu toén tit Laplace tac dong vao f 1a
o*f  O*f

Af = —%+ —=.

/ 0x? + Oy?

(b)

3.2.21. Cho D la mién don gidn trén mat phéng vé6i bien tron ting khic duge dinh huéng duong.
Cho (P, Q) 1a mot trudng vecto tron trén mot tap md chita D. Hay kiém ring

/ (QP, — PQ) de + (PQ, — QP,) dy =2 // (PQgzy — QPyy) dxdy.
oD D

3.2.22. Ki hiéu dao ham ctia f theo huéng cho bdi vects don vi v 1a D, f. Nhic lai cong thitc
D,f =V f-v. Kihiéu n la vécto phap tuyén don vi ngoai ctia D. Hay ching minh cac cong thiic
sau, ciing dudc goi la cac cong thitc Green, véi gia thiét dang thong lugng ciia cong thitc Green

c6 thé ap dung dugc.

(a) faD D, f dS:ffD Af dA.
(d) [op(fVg)-nds= [[(fAg+ V[ -Vg) dA.
(©) [op(fVg—gVf)-nds= [[,(fAg—gAf) dA.
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3.2.23 (dién tich ctia da giac). (a) Mot tam gidc trong mit phang c6 3 dinh c6 toa do
(z1,91), (z2,92), (z3,93). Chitng t6 dién tich clia tam gidc nay bing

1
5 |T1y2 — T2y1 + T2y3 — T3y2 + T3y1 — T1y3) -

(b) Téng quat hon, gia sit mot da gidc trong mit phéng bao mot mién ma cong thitc Green ap
dung duge. Gi4 stt cac dinh ctia da gidc nay c6 toa do (z;,y:), 1 < i < n véi thit ty theo dinh
huéng “da gidc ndm bén trai” ctia cong thitc Green. Dé cho tién, dat (7,41, Yni1) = (1,91)-
Khi d6 ta c6 cong thiic cho dién tich ctia da giac 1a

(ffiyiﬂ - $i+1yi) .
1

n

DN | =

K2

3.2.24. Gi4 sit nhigt do tai mot diém (z,y) trén mat phing duge cho béi f(x,y). Dung cong thiic
Green [3.2.22] hay giai thich vi sao néu phan bd nhiét do 1a diéu hoa, nghia la Af = 0, thi trén
mdi mién kin lugng nhiét di ra luon ding bang lugng nhiét di vao.

3.2.25. Lién quan t6i phan chiing minh ctia Dinh 1y |3.2.15) hay kiém tra: Néu f : [a,b] — R lien
tuc va x € [a,b] thi lim,_o + f5+h f(t) dt = f(z). Hay chi ra ring dinh 1y co ban ctia Vi Tich
phan ham mot bién néi réang [ f(t) dt 1 mot nguyen ham ctia f tren [a,b] 1a mot he qué cia két
qué trén.

7 A\ (4

3.3 Tich phan mat

Giéng nhu duong, doéi véi chiing ta mot mdt 1A mot anh xa r tit mot tap con D cla
R? vao R3. Tap anh r(D) dugc goi la vét ctia miit.
Vidu 3.3.1. Nita trén ctia mit cau la vét ctia mit (z,y, 2z = /1 — 22 — y2) véi 22 +5y? < 1
(toa do Euclid). D6 ciing 1a vét clia mat (sin ¢ cosf, sin¢sinf,cos¢) véi 0 < 0 < 27 va
0< ¢ <7/2 (toa do cau).
3.3.1 Dién tich mat

Cho mat

r:DCR* — R
(u,v) +— r(u,v) =(z,y,2).
Véi mot phép chia ctia D ta ¢6 mot phép chia clia mat thanh nhitng méanh nhé. Mot hinh
chit nhat con véi kich thuéc Au x Av sé duge mang thanh mot manh trén mat duge xap
xi tuyén tinh bang hinh binh hanh x4c dinh béi cac vecto r,,(u, v)Au va ry(u, v)Av. Dién
tich ctia hinh binh hanh nay dugc cho bdi do 16n ctia tich c6 hudng cta hai vecto nay, tic
1a |ry (u, v) X ry(u, v)| Aulwv.
T do6 ta dua ra dinh nghia:

Dinh nghia 3.3.2. Dién tich ctia mit r : D — R? 1a

// |7y X 7| dudv.
D
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Au

Vi du 3.3.3 (mit do thi). Gia st f : D — R 13 mot ham tron trén mot tap mé chita D.
Xét mat r(z,y) = (z,y, f(z,y)) ¢6 vét 1a do thi ctia ham f. Ta tinh duge r, = (1,0, fz),
ry = (0,1, fy), 72 X 7y = (= fz, — fy, 1). Dién tich ctia mat nay la

// L+ f2+ f2 dxdy.
D

Dic biet, néu day 1la mot mit phéng, tic f = 0, thi dién tich ctia mit chinh la dién tich
ctia mién phing D.

3.3.2 Tich phan mat loai mot

Cho mat r : D — R3 va cho f la mot ham thuc x4c dinh trén vét S = 7(D). Ta mudn
tinh téong gid tri cia ham trén mdt. Lam nhu trong phan dién tich mit, trén méi
manh con trén mit ta xap xi tuyén tinh dién tich ctia manh con bang dién tich ctia mot
hinh binh hanh, bang |r,(u,v) x 7,(u, v)|AulAv, va xap xi gia tri clia ham f bang gia tri
clia n6 tai mot diém r(u,v). Tit d6 ta dua ra dinh nghia:

Dinh nghia 3.3.4. Cho mat r : D — R3 véi vét S = (D). Cho f : S — R. Tich phan
mat loai mot cua f trén r la

//j dS = //va(u,v))vu(u,v) x 1y (1, 0)| dudv.

Vidu 3.3.5. Néu f =1thi [[ 1dS chinh la dién tich ctia mat r.

Vi du 3.3.6 (mat do thi). Gid st f : D — R 13 mot ham tron trén mot tap md chia
D. Xét mat r(x,y) = (2,9, f(z,y)) c6 vét 1a do thi S cia ham f. Gid stt g : S — R. Khi
do tich phan cua g trén r la

//Tg s = //Jjg(fc,y,f(x,y))m dxdy.

Trong cac tai lieu khac tich phan mit loai 1 con dugce ki hiéu bang fS f do, fS fdx.
Ghi chi 3.3.7. Nhu da thiy trong phan cong thiic déi bién, Phuong trinh (2.3.3)), ta c6

a-a a-b 1/2

— 2(p|2 2 _ ) ’

la x b] = \/]a|2]b|? — (a, b) [det(b-a b-b)} .

Cong thitc nay c6 thé duge diing dé dinh nghia tich phan mat loai 1 cho mit trong R”,

véi n > 2, khong phai han ché n = 3 nhu ¢ day. Khi n = 2 day chinh 14 cong thiic doi
bién ctia tich phan boi.
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3.3.3 Tich phan mat loai hai

Cho mit r : D — R3 véi vét S = 7(D). Cho F la mot trudng vectd tren S, tiic
F :S — R3. Ta mubn tinh téng cia thanh phan phdp tuyén cia truong trén mdat.

Nhu trong tich phan mit loai mot, dién tich clia mot manh con clia mat duge xap xi
béi dién tich hinh binh hanh |r,(u,v) X ry(u, v)|Aulv.

Trén manh con trusng F duge xap xi bing gia tri ctia né tai diém r(u, v). Vecto phap
tuyén don vi ciia mit tai diém 7(u,v) 1a

ru(u, v) X ry(u,v)

|70 (w, v) X 7y (u,v)|

Thanh phan phéap tuyén cta vecto F(r(u,v)) 1a s6 thuc

ru(u, v) X ry(u,v)

F(r(u,v)) - 70 (1w, v) X 7y (w,v)|

Tong thanh phan phap tuyén ctia F trén manh con dé duge xap xi bang

ru(u,v) X ry(u,v)

F(r(u,v))- |7 (w, v) X7y (w0, V)| AulAv = [F(r(u, v))ry(u, v) X1y (u, v)| Aulov.

|7u (w, v) X 7y (u,v)|

Chu y rang s6 thuc trén ciing 1a thé tich c6 hudéng ctia khéi binh hanh sinh béi ba vecto
F(r(u,v)), ry(u, v)Au, ry(u, v)Av. Tt day ta dua ra dinh nghia:

Dinh nghia 3.3.8. Cho mit 7 : D — R3 v6i vét S = r(D). Cho F la mot trudng vecto
tren S, tic F : S — R3. Tich phan mit loai hai ctia ctia F trén r 1a

//TF -dS = //DF(T(U,'U)) - (ru(u, v) X 7y (u,v)) dudv.

Ghi cha 3.3.9. Ta tinh dugc ngay

Tu(uav) X ’I“U(U,U) = i+ J+

Tit d6 trong mot so tai lieu ngudi ta ding thém cac tich phan mét:

//T P(z,y,z) dydz = // Pi-dS = // P(r(u,v))ggz: i; dudv,

//TQ(:L‘,@/, 2) dzda = //TQ]'.dS: //TQ(r(u, v))gEZ’j; dudo,
e iy = [ 5= ] rt0on 322

Vi céc ki hisu nay va F = Pi+ Qj + Rk thi

//F-d§://(P dydz + Q dzdx + R dzdy).

Tuy nhién trong tai liéu nay ta it dung cac ki hiéu nay.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

3.3. TICH PHAN MAT 85

3.3.4 Mit nhu 13 tap diém. Dinh hudéng

Tuong ty nhu da xdy ra véi duong, trong nhiéu ng dung ta mudén xem mit nhu 13
mot tap diém chi khong phai 1a mot 4nh xa. Bay gio ta xay dung quan diém nay.

Cho D va D’ 1a hai tap con md ciia R? va gid st ¢c6 mot phép déi bién ¢ tit D len D',
Nhitng phép déi bién nhu vay ching ta da nghién ctu trong phan cong thic ddi bién ciia
tich phan boi. Néu det de luon duong trén D thi ¢ dude goi 1d mot phép doi bién bdo
toan dinh hwdng. Néu det dp luon am thi ¢ dude goi 1a mot phép déi bién ddo nguoc
dinh huong.

Dinh 1y 3.3.10 (bat bién ctia tich phan mit qua phép doi bién). Gid st D va
D' la hai tap con md bi chan cia R? va ¢ : D' — D la mot phép doi bién. Cho mdt tron
r: D — R3. Khi dé:

(a) Tich phan mat loai mot khong doi qua phép doi bién:

//deS://rwde.

(b) Tich phan mdt logi hai khong doi qua phép doi bién bao toan dinh hudng:

//F-dgz// F.dS.
T ToP

(¢c) Tich phan mdt loai hai doi ddu qua phép doi bién ddo nguoc dinh hudng:

//F-d§:—// F.dS.
2 roY

Chitng minh. Theo qui tic dao ham ctia ham hgp:
Jrop(8,t) = Jp(u,v)J,(s,1).

Cu thé hon:
d(roy) Or Ou n or Ov

ds  Ou s  Ov Os’
drog) _or du _or o
ot ou ot Ov Ot
Nhan hai vecto nay, va don gidn hoa, ta duge

drow) droy) _ (87" 8r>'<8u v Ou 81})

bs ot ou " av) \os ot s
_ (or y or\ 9(u,v)
— \ou " dv) 9(s,t)
Viét cach khac:
(rop)s x (row) = (ry x ry)det Jy(s,t). (3.3.1)
Bay gio ding cong thic ddi bién ciia tich phan boi ta duge diéu phai ching minh. O

Ta néi hai mit r vi v’ ¢6 cung dinh hwong néu '~ or 1a mot phép doéi bién va bao
toan dinh huéng; va trdi dinh hwdéng néu '~ o r 1a mot phép ddi bién va ddo ngudc
dinh huéng. Mbi 16p cac tham sd héa c6 cuing dinh huéng ctia S duge goi 1a mot dinh
huwdng cua mat cong S.
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Vidu 3.3.11 (dinh huéng ctia mit cau). Xét phan mit cau 22 +y%+22 = 1, 2,9,z > 0.
Tap diém nay c6 thé duge tham s6 héa nhu 1d mot mat do thi (z,y, /1 — 22 — y2). Mot
cach khac dé tham s6 héa tap nay la ding toa do cau: z = sin¢gcosf, y = sin¢sinb,
z=-cosp, v6i 0 < ¢ < /2,0 < 0 < 7/2. VGi thit tu (¢,0) clia toa do cau, phép bién ddi

(¢,0) — (z,y) co ggqﬁ% = sin¢cos ¢ > 0, do d6 béo toan dinh huéng. Nhu vay hai tham

s6 hoéa nay c6 cuing dinh hudéng.

Mat 7 : D — R3 dudgce goi la:
e don néu r la don anh,

e chinh qui néu hai vecto ry(u,v) va r,(u,v) xac dinh va luon khong cting phuong
trén D; néi cach khac vecto ry(u,v) X ry(u,v) luon khac 0 trén D. Mot cach truc
quan, mat 1a chinh qui néu phap tuyén c6 thé dugc xac dinh.

Vi du 3.3.12 (mit do thi). Cho ham thyc f tron trén mot tap md chia D. Xét
mat r(x,y) = (z,y, f(x,y)) v6i (z,y) € D. Vét ciia r 1a mat do thi z = f(z,y). Ta c6
re = (1,0, fz) vary = (0,1, fy), do d6 1, x 7y = (—fz,—fy,1) # 0. Vay r la mot mat
don, chinh qui. Vi ry x ry = (—fz, — fy, 1) huéng vé nita khong gian trén (z > 0) nén day
thuong duge goi la mat huong lén.

Tuong tit nhu cho dudng, ta c6 két qua sau day cho biét khi ndo thi hai mit khac
nhau bdi mot phép ddi bién.

Ménh dé 3.3.13. Cho D wa D' la tap con dong, bi chan cia R? va cho r: D — R3 va
: D' — R? la hai mat don, liéen tuc, va chinh qm tren phan trong cia mién xdc dinh, cé

cting vét. Khi dé r(0D) = r'(0D"), va r'~tor: D D’ la. mot phép doi bién.

Ta goi tap 7(0D) = r/(0D’), anh ciia bién clia mién xac dinh ctia mit, 1a bién cia
mat cong S = r(D) = r'(D’), ki hiéu la 9S.
Duing Ménh dé [3.3.13| va Dinh 13 [3.3.10| ta c6 thé phat biéu mot két qua nhu sau:

Dinh ly 3.3.14 (tich phan trén mat cong). Trén nhing mat don xzdc dinh trén tap
con dong bi chan co dién tich ciia R?, chinh qui trén tap md chita mién xdc dinh, vdi ciing
vét, thi:

(a) tich phan mat logi mot la nhu nhau,

(b) tich phan mat logi hai la nhu nhau néu hai mat cung dinh hwdng va doi nhau néu
hai mat trai dinh hudng.

Nhu vay ta c6 thé néi téi tich phan mit trén mot tap diém (mot mit cong) néu tap
diém dé la vét clia mot mit nhu trong dinh 1y trén va bay gio ta c¢6 thé dung ki hieu

[l f dS va [[¢F -dS.

Vi du 3.3.15 (dién tich mat cau). Xét phan mit cau ndm trong géc phan tam thi
nhat, titc tap hop A = {(z,y,2) €R3 | 2?2 + 9> + 22 = R% 2 >0,y >0,z > 0}.

Tham s6 héa phan nay nhu 1a mot mat do thi r(x,y) = (z,y,2 = VR2 — 22 —32),
z?2 4+ y?2 < R?, 2 > 0,y > 0. Day la mot tham s6 héa don, lién tuc. Ta tinh dudc ngay

(re X ry)(z,y) = \/R2_mx2_ -, \/Rz—yzQ—yz , 1>, tuy nhién dai lugng nay chi c6 nghia trén

phan trong clia mién xac dinh, tic la tap 22 + y?> < R, > 0,y > 0. Dién tich ctia phan
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mit cau B = {(z,y,2) € R3 | 22 +y*> + 22 = R?, > 0,y > 0,2z > 0} tinh theo tham sb
héa nay bang

R

J 2 x )] dody = [ N —
z2+y?<R2?,2>0,y>0 224y2<R22>0,y>0 \/ R* — x4 — gy

n/2 rR

:/ /RT dr do
o Jo VRZ—r?

= 7R%/2.

dxdy

Tham s6 hoa tap A bang toa do cau s(¢,0) = R(sin¢cosf,sin¢sinf, cosg), 0 <
¢ < m/2,0 <60 < r/2. Day 1a mot tham s6 hoa don, chinh qui, véi (sg X s9)(4,0) =
R?sin ¢(sin ¢ cos @, sin ¢sin 6, cos ¢). Tap B ting v6i s han ché lai trén phan trong clia
mién xac dinh, titc 0 < ¢ < /2,0 < 6 < w/2. Ap dung Dinh ly va Ménh dé
ta c6 dién tich ctia phan miat cau B tinh theo s phai dung bang dién tich tinh theo tham
s6 hoa r & trén. That vay:

w/2 /2
// (56 % 50)(¢,0)| dpdd = / / R%sin¢ d¢ df
0<p<m/2,0<0<T/2 0 0
= 7R%/2.

Tt day ta néi dién tich ctia mit cau ban kinh R 1a 47 R2.
Tt tinh toan trén ta ciing co thé ghi lai mot cong thitc cho phan tit dién tich ctia mét
cau

dS = R?sin ¢dgde.

Cé6 thé thay viec tinh dien tich mat cau bing cach chia thanh nhiéu phan nhu trén
dan t6i nhitng cau héi, chang han vé sy phu thude vio cach chia. 0 day ching ta khong
gidi quyét duge hét cac van deé, can cac khao citu nang cao hon.

Vi du 3.3.16. Tinh tich phan cta truong F(z,y,z) = (z,y,1) trén mat S 1a do thi
2z = x? +y?, v6i 22 + 4% < 1, dinh huéng len trén. Miit S c6 thé duge tham sé héa bdi mat
don, chinh qui r(z,y) = (=, y, 2%+ %?), trén mieén 22 +y? < 1, xem Vi du Tham s6
héa nay cho dinh huéng lén trén nhu yéu cau. Vay:

//ﬁ'dg - // (For):(ry xry) drdy
S x2+y2§1
= // (z,y,1) - (=22, —2y,1) dzdy
z24y?<1
= // (—22% — 22 + 1) dady
x24y2<1

27 1
= / / (—27‘2 + 1)r dr df = 2.
0o Jo

3.3.5 Phép tuyén chia mit. Lién hé giira hai loai tich phan mit
Dudi cac gid thiét ctia Ménh dé [3.3.13] gid sit r va r’ ¢6 cung dinh huéng. Gia st

(o]
p = r(u,v) = r'(s,t) véi (u,v) € D va (s,t) € D'. Theo Phuong trinh (3.3.1)) tai p hai
vecto ry X 1, VA 7L X 7} ¢6 cing phuong cuing chiéu. Vay tai p vecto phap tuyén don vi

ru(u,v) X ry(u,v) (s, t) x ri(s,t)

" Jralw,0) X r(u,0)|  [ri(s,8) X (s, )]

n(p)
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duge xac dinh khong phu thuoc vao cach chon tham sé héa cing dinh huéng. Vi vay wviéc
dinh hudng mdat cong dong nghia vdi viéc chon chiéu phdp tuyén.
Ta co

Fonds= [ Fouv). ) Xmo) o )] dA
S D

. |ru(u, v) X 1y (u,v)|

://DF(r(u,v))-(ru(u,v) % ro(u,v)) dA

://SF-dg.
/[SF-d§://9F-nds.

Diéu nay khing dinh lai réing tich phan mat loai hai 13 tong thanh phan phap tuyén ciia
trudng trén mat.

Vay

Bai tap

3.3.1. Tinh:

Cho S 1a mit xdc dinh bdi z =22 +y v6i 1 <2 <2,0<y < 1. Tih ffsx ds.

)
)
(¢) Cho S 1a mit cau tam 0 ban kinh 2. Tinh [  z* dS.
) Cho S la tam giac trong R? véi cac dinh (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1). Tinh [[4y dS.
) Cho S la mét tru 2% +¢*> =9, 0 < z < 2. Tinh ([, z dS.

(f) Cho F(x,y,z) = (—,7,2). Cho S 1 mit tt dién bao bdi cac mat phing x = 0, y = 0,
z =0, x + 2y 4+ z = 2, dinh huéng ra ngoai. Tinh tich phan ffs F-dS.

(g) Cho khéi E x4c dinh béi diéu kien 22 + 92 < 1,1 < z < 2. Goi S 1a mat bién ctia E, dinh
huéng ra ngoai. Cho F(z,y, z) = (2z,3y,4z). Tinh thong lugng ctia F' qua S.

(h) Tinh tich phan cia trudng (z,y,z — 2y) trén mat (scost, ssint,t), 0 < s < 2,0 <t < 2.
Hay vé mat nay (bang may tinh).

3.3.2. Cho mit elliptic paraboloid z = (%)2 + (%)2 , 2 < 5.
(a) Béng cach d6i bién £ =rcosf, ¥ =rsinf dua ra mot phuong trinh tham s6 clia mét.

(b) Tinh xap x{ dién tich ctia mit nay.

3.3.3. Cho Slamit z =2y v6i 0 <z <2 va 0 <y < 3. Tinh tich phan mit

// xyz dS
s

ra s6 thap phan.
3.3.4. Mit helocoid c¢6 phuong trinh tham s6 ¢(r,60) = (rcosf,rsinf,0), 1 <r < 2,0 <6 < 2r.

Vé mit nay. Gid st mot vat ¢6 hinh dang mot mit helocoid c¢6 mat do khéi luong ti 1é v6i khoang
cach t6i truc, cu thé p(z,y, z) = r. Hay tinh khdi lugng ctia vat nay.
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3.3.5. Trén bé mat Qua dat, toa do kinh tuyén va vi tuyén c6 lién hé chat ché véi toa do cau. Dat
hé truc toa do Ozyz véi O & tam Qua dat, truc Oz di qua Cyc Béic, vi phan tu dudng tron ti tia
Oz sang tia Oz di qua Greenwich, nuéc Anh. Gia sit mot diém c6 toa do 1a ¢° vi do Bic va A\°
kinh do Dong, khi d6 toa do cau ctia diém do6 1a ¢ = (90 — ¢)° va 6 = \° (tuy nhién nhé la trong
toa do cau géc can duge do bing radian).

Thanh phé H6 Chi Minh niim trong viing tit 10°10" t6i 10°38’ vi do Bic va 106°22’ t6i 106°54
kinh do Dong (1’ = 1/60°). Tinh dién tich ctia ving nay. Ban kinh ciia Qua dat 1a 6378 km.

3.3.6. Cho v = (y2,22,2% + 2y) la trudng vecto van tdc (don vi centimeter/giay) clia mot dong
chat 16ng trong R3. Hay tinh tdc do chat 16ng di qua mit cau don vi tam tai gdc toa do (tic 1a
thé tich chat léng di qua mit trong mot don vi thoi gian).

3.3.7 (dinh luat Gauss vé dién trudng). Goi E la dién trudng gay bdi dien tich ¢ tai diém O.
Lay qua cau B(O, R) tam O, dinh huéng ra ngoai. Dimng dinh luat Coulomb (3.2.6)), hay tinh tich

phan va ching t6
// E-dS =21,
9B(O,R) 0

Vay thong lugng ctia dién trudng qua mot mit cau tam tai vi trf clia dién tich ti 1é véi dién tich
(xem dang téng quat hon & Muc [3.4.5)).
3.3.8. Gi4 tri trung binh ctia ham f trén mit S duge dinh nghia bing

|—;|/5de.

Nhiét do trén mot mai vom hinh nita mit ciu ban kinh 20 mét ti 1¢ véi cao do, cu thé nhiét do tai
diém (z,y, 2) trén mat cau 2% + y? + (z — 50)* = 202 1a T'(z,y, z) = 3z. Hay tinh nhiét do trung
binh trén mai vom nay.

3.3.9 (dién tich mat tron xoay). Gia si f(z) duong, tron trén [a,b]. Hay tinh dién tich cla
mat tron xoay nhan duge bang cdch xoay do thi y = f(x) quanh truc z.

3.3.10. Tinh dien tich mat ellipsoid Z + % + % = 1.
3.3.11. Tinh dién tich mit nén can véi day 13 hinh tron ban kinh R va chiéu cao h.

3.3.12. Khong can tinh, hay cho biét gia tri ctia tich phan

// x dS.
2 +y?+22=1

3.3.13. Cho S la mit cau tam 0 ban kinh R. Hay tinh [[ 2? dS ma khong can tham sb hoa.
C6 thé lam theo y sau day:

(a) Ching t6, ma khong can tinh, rang [[ 22 dS = [[;y* dS = [[42° dS.
(b) Tinh [[4(2? +y? + 2?) dS ma khong can tham s6 héa.

3.3.14. Hay tinh [[4(z,y,2) - dS trong d6 S la miat cAu tam 0 ban kinh R dinh huéng ra ngoai,
ma khong tham sb héa, ttc 1a hay tinh nham!

3.4 Cong thic Stokes va Cong thirc Gauss—
Ostrogradsky

3.4.1 Cong thidc Stokes

Dinh nghia 3.4.1. Cho F = (P, Q, R) la truong theo ba bién (z,y, z) trén R? thi
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Duéi dang ki hiéu hinh thic, v6i V = (a%, 6%7 %), thi curl ' =V x F. Truong curl F

con dugc goi la truong roay cta trusng F'. Toan ti curl con duge ki hiéu 1a rot
Dang chinh ctia cong thitc Stokes duge dung trong mon hoc nay la

/ F-d§=//curlF-d§.
oS S

oD

Trong cong thiic nay bién 0S can dwoc dinh hwdng twong thich vdi dinh hudng
cta S. Mot cach miéu ta truc quan cho dinh hudng trén bién 0S5 1a khi di doc theo bién
theo chiéu da dinh, than ngusi huéng theo chiéu phap tuyén da chon ctia S thi mit S
phai nam bén tay trai. Mot cich mieu ta khac la: dat long ban tay phdi huwéng theo
chiéu cia bién thi ngén tay cdi chi chiéu cia phdp tuyén cia mdit.

Coéng thiic Stokes la mot phat trién ctia cong thiic Green lén khong gian ba chiéu.
Thyc vay, néu S la mién phang va F la mot trudng phing tren S thi F(z,y,z2) =
(P(z,y),Q(x,y),0). Cong thic Stokes tré thanh

Pdz+ Qdy = //S(O,O,Qx—Py)-d§—//S(O,O,Qw—Py)-de

~ [[@.-ryas= [ @.-pdsd,
s s
chinh 1a cong thic Green.

Cong thiic Stokes con cé thé duge viét ¢ dang toa do:

oS

/ Pdx + Qdy + Rdz = // (R, — Q.) dydz + (P. — R,) dzdz + (Q, — P,) dady.
a8 S

Tuy ching ta it ding dang trén trong mon nay nhung né thé hién ré hon sy tuong tu ctia
cong thiic Stokes véi cong thic Green.
Duéi day 1a mot phat biéu chinh xac ma ta cé thé chiing minh dugc:

Dinh 1y 3.4.2 (céng thiic Stokes). Cho mién phdng D c6 bién 0D la vét ciia dudng v
c6 hudng tuong thich vdi D va gid st cong thitc Green cé thé dp dung duoc cho D. Cho

2Trong tiéng Anh curl c¢6 nghia la xoin, cudn, quan, ...; con rotation nghia 13 sy xoay.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

3.4. CONG THUC STOKES VA CONG THUC GAUSS-OSTROGRADSKY 91

mat r tron cap hai trén mot tap md chita D. Goi Or = r o~y la duong bién cia r. Cho
truong F tron trén mot tap md chia vét cia r. Khi do:

/ F«d§://curlF-d§.
or r

Chaing minh. Chitng minh duéi day tuy chita nhitng biéu thitc dai dong nhung chi gom
nhitng tinh toan tryc tiép va viec ap dung cong thic Green. Viét F = (P,Q,R) va
(x,y,2) = r(u,v). Viét y(t) = (u(t),v(t)), a < t < b, mot tham sd héa theo dinh huéng
duong ciia OD. Ta duge (trong vai biéu thitc dudi day bién duge luge bé cho gon hon):

. b d
/arF-ds _ /aF(r(u(t),v(t))-dtr(u(t),v(t)) dt

b
- / F(r(u(t),v(t)) - (Tuu, + Tvvl) dt

= /b[P(x, Y, 2)(zut + 2,0") + Q(a,y, 2) (yutt + yov') +
’ +R(x,y, 2)(zu' + z,0")] dt

= /b[(P(x, Y, 2)xy + Q(,y, 2)yu + R(x,y, 2) 20 )u’ + (P(2,y, 2)x0 +
QU 2+ Ry 2)20)0) d

= /(P:vu + Qyu + Rzy) du + (Pxy + Qyu + Rzy) dv.
i

Bay gio ap dung cong thitc Green cho D ta dudc tich phan trén bang
// 2(Pac +Q —i—Rz)—g(Px + Qyu + Rz,)| dudv
D 8’1], v y’U v 8'1) u y’LL u .

Tinh céc dao ham ham hgp, chang han
(va)u = (Pccxu + Pyyu + Pzzu) Ty + P.’L‘uv,

va don gidn hoéa, ding tinh tron cap hai cia r, ta dugce tich phan trén bang

//D[(Ry - QZ)(yuZU - Zuyv) + (Pz - Rx)(zuxv - xuzv)+

+ (Qz — Py)(zuyy — Tpyu)] dudv

— //D [curl(P, Q, R) - (ry x 1,)] dudv = // curl F - dS.
O

Ta c6 thé phat biéu mot hé qua doc lap véi tham sbé hoéa, 1a dang thudng gap trong
mon hoc nay, sit dung cac khai niém da duge dua ra & Ménh dé [3.3.13

Dinh 1y 3.4.3. Gid s S la vét ciia mot mdat xdc dinh trén tap déng bi chdn, cé bien la
vét cilia mot duong chinh qui ting khic, trén dé cong thiic Green dp dung duge. Gid si
mat nay la don, chinh qui, hon nita tron cap hai trén tap mdé chita mién zdc dinh. Gid si
S va 0S ¢6 dinh hudng tuong thich. Cho truong F tron trén mot tap md chia S. Khi do

/ F-d§://curlF-d§.
0S5 S
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Vi du 3.4.4. Cho F(z,y,2) = (22,43, z*). Cho C la dudng tam giac véi cac dinh (1,2, 3),
(2,0,-1), (4,3,1), dinh huéng theo thit ty d6. Ta tinh [, F - d5.

C6 thé tinh tryc tiép hodc ding phuong phap truong bio toan, nhung bay gis ta co
thém mot cong cu la cong thic Stokes. Duong tam giac C' bao hinh tam gidc S v6i dinh
huéng sinh béi C. Ap dung cong thitc Stokes:

/F-d§’://curlF-d§.
C S

O day curl F = 0. Vay tich phan trén bing 0.
Vi du 3.4.5. Cho F(x,y,z2) = (xy,yz,zx). Goi C la giao ciia mit phang v +y + 2 = 1
v6i mit tru 22 +y% = 1, dinh huéng ngudc chiéu kim dong ho néu nhin tir trén xubéng. Ta
tinh I = [, F - d5 bang hai cach: tinh tryc tiép, va dung cong thitc Stokes.

(a) Tinh tryc tiép: Ta ldy mot tham s6 hoa ctia duong C' 1a C(t) = (cost,sint,1—cost—

sint), 0 <t < 27, ngudc chiéu kim dong ho néu nhin tit trén xuéng. Tinh tryc tiép
I:

I = /CF(C(t))-C’(t) dt

27
= / (costsint,sint(1l — cost — sint) + (1 — cost — sint) cost) -
0
-(—sint, cost,sint — cost) dt

= —T.

(b) Dung cong thitc Stokes: Trude hét tinh duge curlF(z,y,2) = (—y, —z, —z). Tham
s6 héa mat S bao bdi C béi r(z,y) = (z,y,1 —x — y), 22 + y?> < 1. Tham s6 hoa
nay c6 vecto phap tuyén tuong tng 1a r, x ry(z,y) = (1,1,1), huéng len, do d6 phu
hop v6i dinh huéng can thiét trong cong thiic Stokes. Bay gio:

I = // curlF - dS = // curlF'(z,y) - (rz X ry(z,y)) dedy
S z2+9y2<1
> ﬂ (—y,—(l—x—y),—x) (17171) dxdy: —-m.
r2+y2<1

3.4.2 Diéu kién dé trudng ba chiéu 13 bao toan

Meénh dé 3.4.6 (curlgrad = 0). Néu f la ham thuc cé cic dao ham riéng cip hai lién
tuc trén mot tap md thi trén dé curl(Vf) = 0.

Dung ki hig¢u hinh thic thi V x (Vf) = 0.
Chitng minh. Tuong tu nhu trusng hop hai chiéu, tinh tryc tiép ta de(j

curl Vf = (fzy - fy27fa:z - fza:afya: - fxy) = 0.

3 Cha ¥ qui wéc vé ki hieu:
o*f
oxdy
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Hé qua 3.4.7 (diéu kién can dé trudng ba chiéu 1a bao toan). Néu F la truong
tron bao toan trén mot tap md thi curl F = 0 trén dé. Néi cach khdc dieu kién sau phdi
dugce théa:

Ry - Qz
Pz = Rx
Qr = Py-

Ta c6 thé ding két qua nay dé ching t6 mot trudng la khong bao toan bing cach chi
ra rang curl clia n6 khac 0.

Vi du 3.4.8. Truong F(z,y, z) = (y,2,y) c¢6 bio toan trén R hay khong?
Truong F tron cAp mot trén R3. Néu F 1a bio toan thi phai ¢6 curl F = 0. Nhung
trong truong hop nay curl F' = (1,0,0) # 0, vay F' khong bao toan.

Bing cach ching minh tuong ty 6 [3.2.15 nhung thay cong thiic Green bdi cong thiic
Stokes ta dugc:

Ménh dé 3.4.9 (bd dé Poincaré ba chiéu). Néu F tron trén mot mién md hinh sao
trong R3 va curl F = 0 thi F la bdo toan trén do.

3.4.3 Cong thic Gauss—Ostrogradsky

Dinh nghia 3.4.10. Cho F = (P, Q, R) 1 truong theo ba bién (x,y, z) trén R3 thi
0P

. 0Q OR

Dué6i dang ki hiéu hinh thic thi div F' = V - F. Ham div F' con dudc goi 1a ham phdn
tan (divergence) clia truong F'.

Cong thiic Gausststrogradsk con dudc goi 1a cong thitc Divergenc Day 1a tong
quat hoa ctia dang thong lugng ctia cong thitc Green cho mot cong thitc c6 dang

/ P dydz 4+ Q dzdx + R dxdy = /// (Py+Qy+ R.) dxdydz.
OF E

Duéi day ta sé phat biéu va ching minh cong thic nay cho khéi don gidn theo ci ba
chiéu. Theo mdi chiéu thi khéi 1a mién nam gitta hai do thi. Chéng han theo chiéu truc z thi
khéi 1a B = {(z,y,2) € R | (z,y) € D C R?, f(x,y) <z <g(z,y)}, v6i D dong, bi chan,
c6 dién tich. Gia st thém rang tréen D thi f = g hodc f < g. Gia st cac ham f, g 1a tron
thi bien OF 1a hoi cta mat duéi 1a {(z,y, f(z,y)) | (z,y) € D} (chinh qui, huéng xudng),
mat trén 1a {(z,y,9(z,y)) | (z,y) € D} (chinh qui, huéng lén), ngoai ra néu trén D ma
f < g thi bién con gom mat ben hong 1a {(z,y,2) | (z,y) € 9D, f(z,y) < z < g(x,y)}.
Gia stt them 0D la vét ciia mot dudng chinh qui ting khic. Ta néi E 1a mot khoi don
gian vdi bién tron tung madnh.

Vi du 3.4.11. Qua cau dong, khdi ellipsoid, khdi hop chit nhat 14 nhitng khdi don gian

véi bién tron ting manh.

Dinh 1y 3.4.12 (cong thitc Gauss—Ostrogradsky). Cho truong F' tron trén mot tap
mé chita mot khoi don gian E vdi bién tron ting mdnh dudc dinh hudng ra ngoai. Khi do:

//c’iEF'ndS://aEF'dg:///EdiVFdV,

4ten Ostrogradsky con dugc viét 13 Ostrogradski
Strong tiéng Anh “divergence” c6 nghia 13 sy phat tan, sy phan ki, sy phan ra, ...
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Chitng minh. Viét F = Pi+ Qj + Rk. Viét E nhu 1a khéi don theo chidu Oz nhu la tap
hgp nhitng diém (x,y, 2) véi f(z,y) < z < g(x,y) trong d6 f, g 1a ham tron x4c dinh trén
mién phing D. Ta sé ching t6

// RE-d?:// 2Rdv.
OF g 0z

Tuwong ty ta chitng minh hai biéu thiic tuong ting cho hai chiéu con lai, cong lai va dugc
déng thic phai duge ching minh.

Néu f < g trén 8D thi OF c6 mit hong, nhung tich phan ciia Rk bing khong trén do,
co ban 1a vi miit hong chita nhitng doan théng thing ding, nén phép tuyén ctia mit hong
nim ngang, vuong goc véi truong Rk. Chi tiét ddy di hon ching ta khong khao sat & day.

Nhu vay tich phan cta Rk trén OE bing tong tich phan cla RE trén mat trén va mat
duéi, 1a cAc mat do thi, bang:

A@faxﬂbg@ay»%~<—gm—gw1>dA+

+//D R(z,y, f(2,9))k - (fu, f,, —1) dA
// (z,y,9(z,y)) — R(z,y, f(z,y))] dA.

Mit khac, theo cong thic Fubini

g(z,y)
///dev /// R.dz| dA
E D\ f(z,y)

- //D(R(x’y’g(x’y) = R(z,y, f(2,y))) dA.

Vay ta dudce ddng thiic mong mudn. O

Vi du 3.4.13. Dung cong thic Gauss—Ostrogradsky, ta tinh thong lugng cta trucng
F(z,y,2) = (2x + €Yz, 2%y, yz) qua mat cau don vi 22 + 32 + 22 = 1 dinh huéng ra ngoai:

// F-dS = /// divF(z,y, 2) dedydz
224y2+22=1 224y2+22<1
_ /// (2+ 22 +y) dadyd>
22 4y2422<1

A7 1 pm 27 . 5 o .
= 2§+ (psin ¢ cos 0)“p* sin ¢ dfdpdp + 0
0
8T 1 % 447

37537 15
Vi du 3.4.14. Hay tinh thong lugng cta truong F(z,y, z) = (x,y,2 — 2z) qua mat S cho
bdi z =1 — 22 — y?, z > 0, dinh huéng lén trén, bing hai cach: (a) tinh tryec tiép, va (b)
tinh thong lugng ctia F' qua mot mat khac va dung dinh 1§ Gauss—Ostrogradsky.

(a) Tham sb héa mat S: r(z,y) = (x,y,1 — 22 —y?) v6i 22 +y> < 1. C6 1y X 1y, y) =
(2z,2y,1) huéng lén trén.

[ = /[gp-dﬁz//z2+y2§1F(r(x,y>).(rz < 1)@, y) dady

— // (2,9,2 — 2(1 — 2% — %)) (2,29,1) dudy
z2+92<1

- 2w 1
= // 4(z% + y?) dady = / / 472 rdrdf = 2.
o2 +y?<1 0 7o
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(b) Goi Sp 1a mit cho béi 22 +y? < 1, z = 0, dinh huéng xudng dudi. Mat S ciing S; tao
thanh mat kin Sy bao khéi E. Ap dung cong thic Gauss—Ostrogradsky:

//gF-d§+//glF.d§://SZF.dgz//EdideV:///DodV:O.

Mat khéac
//F.d§ = //F-ndS—// (z,,2—0)-(0,0,—1) dA
S1 S1 z2492<1
= // —2dA=-2r
z24+9y2<1

Tinh tric tiép tit cong thitc tuwong ty nhu 6 Ménh dé ta c6 két qua sau:

Do d6 [[ F - dS = 2.

Ménh dé 3.4.15 (divcurl = 0). Néu F la truong cé cic dao ham riéng cip hai lien tuc
trén mot tap md thi trén do div(curl F') = 0.

Viét bang ki hiéu hinh thic: V- (V x F) = 0. Ké qua nay cho mot diéu can dé mot
truong la truong curl cia mot trusng khac.

3.4.4 Y nghia vat ly caa div va curl
Trude hét ta can bo dé sau day:

B6 dé 3.4.16. Cho f la mot ham thace khd tich trén mot lan can cia diém p € R™ va lien
tuc tai p. Goi B'(p,r) la qud cau déng tam tai p vdi ban kinh r. Khi dé:
1

lim —— = .
P TB o S P

Vay gia tri trung binh ctia mot ham lién tuc quanh mot diém tién vé gidi han la gia
tri ctia ham tai diém dé.

Cluing minh. Vi f lien tuc tai p nén cho e > 0, v6i r dit nhé thi véi moi ¢ € B'(p,r) ta co
[f(g) = f(p)| < e T do

1 1
‘<|B’(p7 7| B’(pr)f>_f(p) = ‘B/(p, )| B,pT)[f(Q)_f(p)]
1
< B B/(pjr)lf(Q)—f(p)l
1
B Jepn

Ap dung b6 dé tren cho div ta duge

divF(p) = lim ——— /// divF dA = lim ——— // F-ndS. (34.1
( ) r—0 ‘B/ b,r | "(p,r) r—0 ‘B b, T | OB’ (p,r) ( )

Tich phan [[, Br(pr) F -1 dS 1a thong hugng clia trudng F ra khoi mat cau dB'(p,r). Vay
div F'(p) cht do phat tdn cta truong F trén don vi thé tich quanh p.
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div F(p div F(p) >0

Xét mot diém p. Lay mot mit phang qua p véi phuong dinh béi phap tuyén n. Xét
hinh tron B’(p,r) trén mit phing nay v6i tam tai p va ban kinh r. Ta c6:

1 o
curl F(p) - n—}gr%) |B ol ///pr curl F'-n dA—}l_l’)I(l) B Josis )F-ds. (3.4.2)

Vay curl F(p) - n thé hién luu lugng nguge chidu kim dong hd (do xoay) ciia truong F
trén phan ti dien tich quanh p trong mat phang qua p vuong goéc n.

Ta c6 curl F(p)-n dat gid tri 16n nhat khi n cing phuong cung chiéu véi curl F(p). Vay
curl F(p) cho phuong clia mit phang ma trén d6 do xoay ciia truong quanh p 1a 16n nhat,
chiéu ctia n6 duge xac dinh béi chiéu xoay clia truong theo qui tic ban tay phai. Hon nita
c6 thé ching t6 1a do 16n ctia curl F(p) ti 1¢ véi tdc do xoay theo géc clia trudng quanh p.
N6i vén tét, curl F(p) chi sw xoay cia truong F tai diém p. Tit diéu nay tich phan
I geurl F' - dS con duge goi l1a luu lugng (circulation) ctia trudng F' trén mit S.

?curlF(p)
g \T . \l
|, °
NS }\F;/

¢ curl F(p)

Ta c¢6 mot miéu ta tryc quan cho curl F(p): Tudng tugng rang ta thd mot cii chong
chong vao truong, c6 dinh no tai diém p nhung dé cho né tu do déi huéng va tu do xoay.
Khi d6 huéng on dinh ctia chong chéng chinh 1a huéng ctia curl F(p), chiéu xoay ctia n6
chinh 1& chiéu xoay clia trudng, con van téc xoay ciia chong chéng chi do xoay ciia trudng
quanh p.

Ghi chi 3.4.17. Cong thitc cho div (3.4.1) va cho curl (3.4.2) cho théy ching 14 nhiing
dai lugng vat 1y, khong phu thudc hé toa do.
3.4.5 Ung dung
Dién tu
Goi F la dién truong gay béi dién tich g tai diém O. Gia st S 1a mot mat kin, bien

ctia khoi D. Gia st cong thitc Gauss-Ostrogradsky cé thé 4p dung duge cho D. Nhic lai
tir[3.4.21{1a div E = 0. Néu D khong chita diém O thi

//gE-dgz///deivEdV:O.
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Néu D chita diém O & phan trong, néi cach khac néu S bao diém O, thi lay mot quai
cau B(O, R) di nho sao cho n6 khong cat S, va cho bien dB(O, R) dinh hudéng ra ngoai
B(O, R). Khi d6 S cung 0B(O, R) tao thanh bién ctia mot khéi D’ khong chita O. Gia st
cong thitc Gauss—Ostrogradsky cé thé 4p dung dudce cho D', ta dudc

//E ds — //E)BOR)E ds = ////leEdV—O

Suy ra [[4 E - ds = ffaB orE- dS. O Bai tap [3.3.7, ding Dinh luat Coulomb (Bai tap
3.2.6)), ta da tinh dugc ffaB(O rE- ds = 60

/ E-dS =Z,
S

thong lugng cia dién trucng qua mot mat kin bao dién tich khong phu thudc vao méit va
ti le véi dien tich. Day 13 noi dung ctia dinh luat duge phat biéu bsi Johann Carl Friedrich
Gauss. [

O trén ta vita trinh bay dinh luat Coulomb va dinh ludt Gauss cho mot dién tich.
Trong trudng hop moi trudng chita dién tich tai moi diém (moi truong lién tuc) thi ta co:

] Dinh luat Coulomb \ Dinh luat Gauss ‘
diVEZ%, v6i p 1a ham mat do dien | [[4 E- ds = 1 ffpodV * v6i D la
tich khéi dugc bao b6l mat S va Q la tong

dién tich trén D

Tuy c6 thé chi ra ring hai dinh luat 1a tuong duong vé mit toan hoc, nhung Dinh luat
Gauss c6 thé duge kiém ching bing thi nghiem dé& hon Dinh luat Coulomb, vi Dinh luat
Gauss ¢6 tinh vi mo6 trong khi Dinh luat Coulomb ¢6 tinh vi mé.

Khong 1au sau hai dinh lugt Coulomb va Gauss, trong thap ki 1820, André Marie
Ampére phat hién ra ring mot dong dién tao ra quanh né mot tit truong theo dinh luat:

/B'dé’:uol,
C

trong d6 C 1a mot dudng cong kin bao quanh mot dong dién c6 cuong do khong déi I, B
13 tir truong, va po 13 mot hing sb.

Nam 1831 Michael Faraday phat hién ring mot tit trusng thay ddi theo thai gian téi
lugt no lai tao ra mot dién truong. Dinh luat Faraday cho cong thiic:

E.dgz—d//B.dg.
s dt JJs

6Tlrong; céc tai lisu vat Iy dinh luat Gauss thudng duge phét biéu ma khong kém theo diéu kien gi vé
tinh tron ctia mat va ctia cdc ham trong cong thiic.
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Nam 1864, James Clerk Maxwell phat trién dinh luat Ampere va théng nhat dien
truong véi tu truong:
’ Cac phuong trinh Maxwell

Dang vi phan Dang tich phan
(1) (Coulomb) div E = £ (Gauss) [[gE-dS =2, véi S la mot
mat kin

(2) cwlE =-9%8 (Faraday) [oq B -d5= —g [[ B -dS
(3) divB =0 J[¢ B -dS =0, véi S la mot mit kin

N J oF q I d S A
(4) (Ampere) ﬁcurlB =+ % ﬁ Jog B -dS = sta [fs E - dS, véi
v6i J la mat do dong dién I 1a cudng do dong dién qua mat S

Chéang bao lau sau ly thuyét ciia Maxwell di duge tng dung trong thuc té véi viec
phat minh ra séng dién tit cia Heinrich Hertz nam 1887. Cac phuong trinh Maxwell cling
v6i cac dinh luat ctia Newton téng két vat 1y cd dién.

Co hoc chat léng

Goi F la trudng van téc chuyén dong clia mot dong chat 1éng. Néu div F = 0 (tai moi
diém) thi ngudi ta n6i dong chat 16ng 1a khong nén duge (incompressible) (vi né khong
c6 chd bom vao 1an chd thoat ra). Cac toan tit vi phan ctia Giai tich vects xuit hién phd
bién trong mo hinh héa cac hién tugng co hoc. Chang han, mot trong nhitng phuong trinh
quan trong nhat mo ta dong chay chat 16ng cho t6i nay van dang dugc tap trung nghien
citu 1a phuong trinh Navier—Stokes:

%—qu(ﬁ'V)Fquﬁ = —Vw+yg,
div F' = 0.

Bai tap

3.4.1. Truong sau c6 bao toan hay khong?
(a) F(z,y,2) = (y,2,9).
(b) F(z,y,2) = (2xew2,zsiny2,z3).

3.4.2. Cho S la mat z = 22 + 9% véi 2z < 1, dinh huéng léen trén. Tinh luu lugng cla trudng
F(x,y,z) = 3y, —xz,yz%) trén S (tic 1a [[ curlF - dS) béng hai cach:

(a) Tinh tryc tiép.
(b) Dung cong thic Stokes.
3.4.3. Cho S lamat z = 9 — 22 — y? v6i z > 0, dinh huéng len trén.

(a) Cho truong F(x,y,2) = (22 — y,z + 2,3z — 2y). Tinh tryc tiép luu lugng ctia F trén S, tic
J[gcurl F - dS.

(b) Dung cong thiic Stokes tinh [[g curlF - ds.

3.4.4. Cho C la duong giao ciia mit 4x2+4y2—tz2 =40 vamit z = 2 dudc dinh huéng ngudgc chidu
kim dong ho khi nhin tir trén xuong. Tim [, F' - d5 v6i F(z,y,2) = (y,2yz + 1, x2* + cos(2z + 1))
bing cach tinh truc tiép va bing cach dung cong thitc Stokes.

3.4.5. Cho F(z,y,z2) = (zy,yz, 2x). Goi C la giao clia mat phang = +y + 2z = 1 véi mit tru
x2 + y? = 1, dinh huéng ngudc chiéu kim dong hd néu nhin tir trén xubng. Dit I = fC F - ds.

(a) Tim mot tham s6 hoéa ciia duong C.
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(b) Tinh tryc tiép I.
(¢) Tinh curlF.
(d) Dung cong thitc Stokes, tinh I.
3.4.6. Cho f va ¢ 1a hai ham thyc tron cap hai tren R3.
(a) Chung t6 curl(fVg) =V f x Vg.
(b) Tinh tich phan [, fVf - ds trong d6 C(t) = (cost,sint,sint), 0 < ¢ < 2.

3.4.7. Trong R? cho S; la nita mit cau trén z2 + y? + 22 = 1, z > 0; cho Sy 14 mit paraboloid
z=1—2%—19% 2 >0, ca hai dugc dinh huéng lén trén.

(a) Vé hai mit nay trén cing mot hé toa do.
(b) Cho F la mot truong tron trén R®. Chiing t6 [[g curl F- ds = Jfg, curl F'- ds.
(c) Hay tdng quat hoa.

3.4.8. Néu S la mgt cau thi [ curl F - dS =0.

3.4.9. Cho ¥ € R3 1a mot vecto cb6 dinh. Cho S 14 mot mat ma trén dé cong thic Stokes cé thé

ap dung dugc. Hay chitng minh:
/ (17><F)-d§:2//17~ﬁd5,
as S

trong d6 7 1a vecto vi tri, tic 7(z,y, 2) = (z,y, 2).
3.4.10. (a) Chiing minh déng thic
ax (bxec)=(a-c)b—(a-b)c.
(b) Tt d6 chiing minh
curl(curl F) = V(div F') — AF.
0 day AF dugc hiéu 1a toan tit Laplace A = V-V = 86722‘ + 38—;2 + 88722 tac dong vao tung
thanh phan cia F.

3.4.11 (cAm tng dién tir). Dinh luat Faraday phat biéu ring khi thong lugng tit truong qua
mot mit gidi han béi mot mach kin thay déi thi trong mach xuét hién dong dién cam tng. Chinh
xéc hon, goi E la dien truong, B 1a tit truong, S 13 mot mét véi bien 1a duong 95 duge dinh huéng
tuong thich nhu trong cong thic Stokes, thi

/ E.dgz_i/g.dg.
a8 dt Jg

Gia st mot ngudn ning lugng cd hoc nhu sic nude hay stc gié lam quay mot truc véi van
téc w vong/don vi thoi gian. Mot vong day phéng duge gin vao truc nay, duge dat trong mot tit
trudng c6 dinh B. Goi A la dién tich ctia hinh phang bao béi vong day. Dai lugng fas E-ds thuong
dugc ki hiéu la em f. Ching t6

emf = —A|B|2rw sin(27wt).

Vay trong vong day xuét hién mot dong dién xoay chi¢u. Day 13 mot nguyén 1y cd s§ clia may phét
dién.

3.4.12. Tiép tuc bai tap va [3.2.2) xem F nhu la truong phing trong khong gian ba chiéu.
U6c doan divF tai diém goc toa do la am, duong hay bing khong? Hay miéu ta curlF tai diém
gbc toa do.

3.4.13. Ton tai hay khong mot truong F kha vi lién tuc cap hai théa curl F(z,y, z) = (e¥?,sin(z22), 25)?

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

100 CHUONG 3. GIAI TICH VECTO

3.4.14. Tinh:

(a) Tiép tuc cac bai tap Néu mit S la kin hay tinh tich phan [[g F - dS bing cach ding
cong thic Gauss—Ostrogradsky.

(b) Tinh thong lugng clia truong ﬁ(a:, y,2) = (3,92, 2?) qua mit cau don vi 22 +y? + 2% =1,
dinh huéng ra ngoai.

(c) Tinh thong lugng clia trudng F(z,y, 2) = (2z+¢eY?, 22y, y*) qua mat cau don vi 22 +y?+22 =
1 dinh huéng ra ngoai.

(d) Tinh thong lugng ciia truong F(z,y, 2) = (y, 2,7) qua mat 2% + y* + 2% = 2, dinh huéng ra
ngoai.
3.4.15. Cho truong
SR — : )

(1,2+y2+22)3/2’ ($2+y2+22)3/2’ (1’2+y2+22)3/2

Cha y day 1a mot truong xuyén tam, ti 1é v6i trong trudng va dién truong.
(a) Tinh div(F).

(b) Goi Sy 1a mat cau 22 + y? + (2 — 3)? = 1 duge dinh huéng ra ngoai. Ding cong thiic
Gauss—Ostrogradsky, hay tinh [ g, I+ dS.

(c) Goi Sy 1a mat cau 22 +y%+ 22 = 1 duge dinh huéng ra ngoai. Tinh tich phan mét ffSl F.dS
bing cach dung toa do Euclid (x,y, z) hodc dung toa do cau.

(d) Goi S5 la mat 22 + 4y? + 92% = 36 duge dinh huong ra ngoai. Hay tinh [[g F - dS.
3.4.16. Cho S la mit z = 9 — 22 — 32 v6i z > 0, dinh huéng lén trén.

(a) Cho G(z,y,2) = (Y cos z,2%2,y* + z). Cho S la dia 22 + 4% < 9, z = 0, dinh huéng xudng
duéi. Tinh thong lugng clia G qua Sy, tic [[g G- dS.

(b) Dung dinh 1y Gauss-Ostrogradsky tinh [[g ¢ G- ds.
(c) Tih [, G- dS.

3.4.17. Cho T la nhiét d6 trén mot mién D C R3, gia s 1a mot ham tron cip hai. Vi nhiét duge
chuyén tit noi ¢6 nhiet do cao t6i noi c6 nhiét do thap, va vecto gradient chi huéng ma ham c6 téc
do thay déi 16n nhat, nén sy thay doi nhiét trén mién nay duge mo hinh héa mot cdch don gidn
bing truong dong nhiét F' = —kVT, vé6i k 1 mot hing sd duong.

(a) Ching t6 curlF = 0.

(b) Chung t6 divF = —kAT, trong d6 A 1a toan tit Laplace: AT = ‘31:5 %ZZ + %22{.

(c) Chimg té6 néu T 1a ham diéu hoa, tic la AT = 0, thi tong dong nhiét qua mot mit cau
bat ki trong mién D luon bang khong. (Xem [3.2.24])

3.4.18 (dién tich mit cau). Ap dung cong thiic Gauss Ostrogradsky cho ham F(z,y,z) =
(z,y, z), hay tinh dién tich clia mit cau tam tai 0 v6i ban kinh R.

3.4.19. Hay ching minh céc cong thiic sau, ciing dugc goi la cic cong thic Green, véi gia thiét
cong thitc Gauss-Ostrogradsky c6 thé ap dung duge. (Xem |3.2.22})

@) [fyp 5 1 dS = [[[5 AF aV.
(b) [[op(fVg)-ndS= [[[y(fAg+Vf-Vg)dV.

(©) [orp(FVg =gV f)-ndS = [[[(fAg—gAf) aV.

() [[5 fri dS = [[[ 3‘% dV. O day n; 1a toa do thi i ciia vecto phap tuyén n.

(©) [fpp Fomi dS = [[[y 2Lg dV + [[f, f2L av.
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3.4.20. Diuing cong thitc Gauss-Ostrogradsky hay dua ra mot cdch khac dé tim ra thé tich ciia
mot khéi nén (xem [2.3.13)). Cu thé, dat dinh khdi nén ¢ O va day khéi non trén mot mit phing
nim ngang z = a, va ap dung cong thitc Gauss—Ostrogradsky cho truong (z,y, 2).

3.4.21. Gia st c6 mot dién tich ¢ tai mot diém O. Theo dinh luat Coulomb 1) dién truong
gay bdi dien tich ¢ nay tai mot diém bét ki trong khong gian cé vi tri cho béi vecto 7 di tir diém
mang dién tich ¢ t6i diém dang xét la:

q o
Ef=—1
() 47T60|7:13r

Dang chi y la dién trudng c6 do 16n ti 1 nghich véi |7]?, do d6 dinh luat Coulomb thudng duge
goi 1 mot luat nghich déo binh phuong (inverse-square law). Nhu ta da thay (3.2.9)), trong trudng
cing dugc cho bdi mot luat nghich dédo binh phuong.

(a) Tinh toan truc tiép, ching t6 div E = 0.
(b) Chitng t6 ring mot trusng c6 dang E = k% (duge goi 1a mot trudong xuyén tam, radial)

thi c6 div E = 0 khi va chi khi m = 3. (C4c thi nghiém sau nay kiém chiing hing sé m trong
dinh luat Coulomb bing 3 sai khac khong qua 3 x 10716.)

3.4.22. Mt cyclide nhan dugc tit mot mat xuyén qua phép nghich dio qua mot mit cau. Mit
xuyén duge cho béi tham sbé héa

r(u,v) = ((5 4 cosu) cosv, (5 + cosu) sinw,sinu), 0<wu,v <27,

Dua mat xuyén nay ra ngoai mat cau don vi tam O ban kinh 1 bing mot phép tinh tién, ching
han theo vecto (9,0,0), dugc mot mit xuyén méi véi tham s6 hoa

rtorus(u,v) = (9 + (5 + cosu) cosv, (5 + cosu) sinv,sinu), 0 < wu,v < 2.

Thuc hién phép lay nghich dio qua miit cau tam O béan kinh 1, tic 1a phép bién déi mang méi
diém p # 0 thanh diém W. Khi dé mat xuyén tré thanh mit cyclide S véi tham sd héa

) rtorus(u, v)
rCyCllde(U,U) = m

(a) Vé mit cyclide S.
(b) Tinh dién tich m#t cyclide S ra s6 thap phan.

(c) Cho truong F(z,y,z) = (y,z,3z). Tinh thong lugng ctia F' qua mat cyclide S ra sé thap
phan.

(d) Tinh thé tich ctia khéi bao bdi mit cyclide S ra s6 thap phan.
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Chi muc

Dinh Iy co ban cta tich phan dudng,

6 thi, [9
dong nang,
dao ham,

dao ham riéng,
dao ham theo hudng,
dinh luat Faraday,

duong di,

déng,
don,

cung dinh huéng,
chinh qui, |66
lién tuc,
trai dinh huéng,
vét,
duong chinh qui ting khic,
dusng cong, |66
huéng tiép tuyén,
dudng muic,

diém,

diém bien,
diém ding,
diém gbc toa do,
diém gisi han

diém t6i han,

diém tu,

diém tron

diém yen,

b6 dé Poincaré,

bien, [§

cong thite doi bién,

cong thic Divergence,

cong thic Fubini,

cong thic Gauss—Ostrogradsky,

cong thic Green,

cong thiic Newton—Leibniz,

cong thtc Pappus
90

cong thic Stokes,
cong thitc tich phan timg phan,
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cye dai dia phuong,
cue dai toan cuc,
cic dai tuong doi,
cue dai tuyét doi,
cuc tiéu dia phuong,
cuc tiéu toan cuc,
cuc tiéu tuong déi,
cuc tiéu tuyet dé,
cue tri, [20]

0 s vecto chinh tac,
chiéu dai Euclid, [d]
chuén, |§|

curl,

div, [76]

gbc gitta hai vect
gia tri chinh qui,

hau khiap,
hinh chiéu, (9
hinh hop,

con, [3]]

thé tich,
hinh sao,
ham dic trung,
ham diéu hoa,
ham Gamma, [60|
ham mat do,
ham thé,

khéi don gidn vé6i bién tron ting manh,

khéi noén,
kha tich,
kha vi,

kha vi lién tuc,
kha vi ttng khuc,
khoang cach Euclid, [7]

8

lan can,
lién tuc,
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mit,

dinh huéng,
don, [86)
bién,
chinh qui,
huéng lén, |86
vét,
mit phang tiép xic,
ma tran Hess,
ma tran Jacobi,

mién,
mién don gidn,

nhan t& Lagrange,

phép ddi bién,
ddo ngude dinh hudéng, [46]
bdo toan dinh huéng, 46

phép chia,
khoéng con,
phan hoach,
g

phan trong,
s6 chiéu,

tich phan,
tich phan duong
doc lap véi dudng di,
loai hai, [64
loai mot,
tich phan lap,
tich phan mit
loai hai,
loai mc}t
tich trong Euclid, EI
tich vo huéng Euclid, [7]
tap déng,
tap compac,
tap miic,
tap md, |§
toa do,
toa do cau,
toa do tru, |48
téng Riemann,
thé ning,
thong lugng,
thé tich,
thé tich khong,
tieu chuan kep,
toan tit Laplace,
truc giao, 9]

tron, [I7]
duong di,
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truong

bao toan,

gradient, [69
truong vecto,
vecta, [f]

ciing huéng, (9

cting phuong, |9

tich c6 hudng, |9
vecto gradient,
vectd phap tuyén,
vects phap tuyén ngoai,
vuong goc,
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