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Heä thöùc ñeä quy tuyeán tính vôùi heä
soá haèng

Ñònh nghóa
Moät heä thöùc ñeä quy tuyeán tính caáp k vôùi heä soá haèng laø moät heä
thöùc coù daïng

a0xn + a1xn−1 + · · ·+ akxn−k = fn

trong ñoù

• a0 6= 0, a1, a2, . . . , ak laø caùc heä soá thöïc,
• {fn} laø moät daõy caùc soá thöïc cho tröôùc,
• {xn} laø daõy aån nhaän giaù trò thöïc.
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Tröôøng hôïp daõy fn = 0 vôùi moïi n thì heä thöùc treân trôû thaønh

a0xn + a1xn−1 + · · ·+ akxn−k = 0(∗)

vaø ta goïi (∗) laø heä thöùc ñeä quy tuyeán tính thuaàn nhaát caáp k vôùi
heä soá haèng.

Ví duï

• 2xn + 3xn−1 + 5xn−2 = n2 + 1
• xn+2 − xn+1 + xn = 0
• xn + xn−1 − 2xn−2 = 3n(n3 + 1)
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Ñònh nghóa
Moãi daõy {xn} thoûa maõn heä thöùc

a0xn + a1xn−1 + · · ·+ akxn−k = fn

ñöôïc goïi laø moät nghieäm cuûa heä thöùc ñoù.
Ta thaáy moãi nghieäm {xn} cuûa heä thöùc treân ñöôïc hoaøn toaøn xaùc
ñònh bôûi k giaù trò ban ñaàu x0, x1, . . . , xk−1.
Hoï daõy soá {xn = xn(C1,C2, . . . ,Ck)} phuï thuoäc vaøo k hoï tham
soá C1,C2, . . . ,Ck ñöôïc goïi laø nghieäm toång quaùt neáu moïi daõy
cuûa hoï naøy ñeàu laø nghieäm.
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Vôùi k giaù trò ban ñaàu y0, y1, . . . , yk−1 toàn taïi duy nhaát caùc giaù trò
cuûa k tham soá C1,C2, . . . ,Ck sao cho nghieäm {xn} töông öùng
thoûa

x0 = y0, x1 = y1, . . . , xk−1 = yk−1
Khi ñoù nghieäm xn töông öùng ñöôïc goïi laø nghieäm rieâng öùng vôùi
ñieàu kieän ban ñaàu.
Chuù yù
Giaûi moät heä thöùc ñeä quy laø ñi tìm nghieäm toång quaùt cuûa noù.
Neáu heä thöùc ñeä quy coù ñi keøm ñieàu kieän ban ñaàu, ta phaûi tìm
nghieäm thoûa maõn ñieàu kieän ban ñaàu ñoù.

Ví duï

• 2xn − 3xn−1 = 0 coù nghieäm toång quaùt laø xn = C(32)
n.

•


xn − 5xn−1 + 6xn−2 = 0;
x0 = 4;
x1 = 9.

coù nghieäm laø xn = 3.2n + 3n.
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Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính khoâng thuaàn nhaát

Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán
tính thuaàn nhaát

Ñònh nghóa
Xeùt heä thöùc ñeä quy tuyeán tính thuaàn nhaát

a0xn + a1xn−1 + · · ·+ akxn−k = 0

Phöông trình ñaëc tröng cuûa heä thöùc treân laø phöông trình baäc
k ñònh bôûi

a0λk + a1λk−1 + · · ·+ ak = 0.
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• Vôùi k = 1, phöông trình ñaëc tröng trôû thaønh a0λ + a1 = 0,
vaø coù nghieäm laø λ0 = −a1a0 . Khi ñoù heä thöùc ñeä quy coù
nghieäm toång quaùt laø xn = C.λn0 .

• Vôùi k = 2, phöông trình ñaëc tröng trôû thaønh
a0λ2 + a1λ + a2 = 0.

• Neáu phöông trình ñaëc tröng coù hai nghieäm thöïc phaân bieät
λ1, λ2 thì heä thöùc ñeä quy coù nghieäm toång quaùt laø
xn = C1.λn1 + C2.λn2 .

• Neáu phöông trình ñaëc tröng coù nghieäm keùp thöïc λ0 thì heä
thöùc ñeä quy coù nghieäm toång quaùt laø xn = (C1 + nC2).λn0 .

• Neáu phöông trình ñaëc tröng coù hai nghieäm phöùc lieân hôïp
ñöôïc vieát döôùi daïng λ = r(cosϕ± i sinϕ) thì heä thöùc ñeä
quy coù nghieäm toång quaùt laø xn = rn(A cosnϕ + B sinnϕ).
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Ví duï
Giaûi heä thöùc ñeä quy

{
xn − 2xn−1 = 0
x0 = 5

Nghieäm xn = 5.2n.

Ví duï

Tìm nghieäm cuûa


xn = 5xn−1 − 6xn−2;
x0 = 4;
x1 = 9.

Nghieäm xn = 3.2n + 3n.
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Ví duï

Tìm nghieäm cuûa


4xn+1 − 12xn + 9xn−1 = 0;
x0 = 2;
x1 = 9.

Nghieäm xn = (2+ 4n)
( 3
2
)n

Ví duï

Tìm nghieäm cuûa


xn+2 − 2xn+1 + 4xn = 0;
x0 = 1;
x1 = 4.

Nghieäm xn = 2n
(
cos nπ3 +

√
3 sin nπ3

)
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Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán
tính khoâng thuaàn nhaát

Xeùt heä thöùc ñeä quy tuyeán tính khoâng thuaàn nhaát

a0xn + a1xn−1 + · · ·+ akxn−k = fn (1)

Heä thöùc ñeä quy tuyeán tính thuaàn nhaát töông öùng laø

a0xn + a1xn−1 + · · ·+ akxn−k = 0 (2)

Phöông trình ñaëc tröng cuûa (2) laø
a0λk + a1λk−1 + · · ·+ ak = 0. (∗)
Khi ñoù nghieäm toång quaùt cuûa (1) =nghieäm toång quaùt cuûa (2)+
nghieäm rieâng cuûa (1)
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Baøi giaûng moân
hoïc Toaùn Rôøi

Raïc

Nguyeãn Anh
Thi

Noäi dung
Heä thöùc ñeä quy tuyeán
tính vôùi heä soá haèng
Nghieäm cuûa heä thöùc
ñeä quy tuyeán tính
thuaàn nhaát
Nghieäm cuûa heä thöùc
ñeä quy tuyeán tính
khoâng thuaàn nhaát

Noäi dung
Heä thöùc ñeä quy tuyeán tính vôùi heä soá haèng
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính thuaàn nhaát
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính khoâng thuaàn nhaát

Ñeå tìm moät nghieäm rieâng cuûa (1), ta xem xeùt hai daïng ñaëc bieät
cuûa veá phaûi fn nhö sau:

• Daïng 1, fn = βnPr(n), trong ñoù Pr(n) laø moät ña thöùc baäc r
theo n, β laø moät haèng soá.

• Daïng 2, fn = fn1 + fn2 + · · ·+ fns , trong ñoù caùc
fn1 , fn2 , . . . , fns thuoäc daïng 1.

Nguyeãn Anh Thi Baøi giaûng moân hoïc Toaùn Rôøi RaïcCuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Baøi giaûng moân
hoïc Toaùn Rôøi
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Nguyeãn Anh
Thi

Noäi dung
Heä thöùc ñeä quy tuyeán
tính vôùi heä soá haèng
Nghieäm cuûa heä thöùc
ñeä quy tuyeán tính
thuaàn nhaát
Nghieäm cuûa heä thöùc
ñeä quy tuyeán tính
khoâng thuaàn nhaát

Noäi dung
Heä thöùc ñeä quy tuyeán tính vôùi heä soá haèng
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính thuaàn nhaát
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính khoâng thuaàn nhaát

Daïng 1
Daïng 1, fn = βnPr(n), coù ba tröôøng hôïp xaûy ra:
• TH1: Neáu β khoâng laø nghieäm cuûa phöông trình ñaëc tröng

(∗) thì (1) coù moät nghieäm rieâng daïng

xn = βnQr(n).

• TH2: Neáu β laø nghieäm ñôn cuûa phöông trình ñaëc tröng
(∗) thì (1) coù moät nghieäm rieâng daïng

xn = nβnQr(n).

• TH3: Neáu β laø nghieäm keùp cuûa phöông trình ñaëc tröng
(∗) thì (1) coù moät nghieäm rieâng daïng

xn = n2βnQr(n)
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hoïc Toaùn Rôøi
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Nguyeãn Anh
Thi

Noäi dung
Heä thöùc ñeä quy tuyeán
tính vôùi heä soá haèng
Nghieäm cuûa heä thöùc
ñeä quy tuyeán tính
thuaàn nhaát
Nghieäm cuûa heä thöùc
ñeä quy tuyeán tính
khoâng thuaàn nhaát

Noäi dung
Heä thöùc ñeä quy tuyeán tính vôùi heä soá haèng
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính thuaàn nhaát
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính khoâng thuaàn nhaát

Chuù yù
Qr(n) = Arnr + Ar−1nr−1 + · · ·+ A0 laø ña thöùc coù cuøng baäc r
vôùi Pr(n), trong ñoù Ar,Ar−1, . . . ,A0 laø r+ 1 heä soá caàn xaùc ñònh.
Ñeå xaùc ñònh caùc heä soá treân ta caàn theá xn, xn−1, . . . , xn−k vaøo
(1) vaø cho n nhaän r+ 1 giaù trò nguyeân naøo ñoù hoaëc ñoàng nhaát
caùc heä soá töông öùng ôû hai veá ñeå ñöôïc moät heä phöông trình.
Caùc heä soá treân laø nghieäm cuûa phöông trình naøy.
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hoïc Toaùn Rôøi
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Nguyeãn Anh
Thi

Noäi dung
Heä thöùc ñeä quy tuyeán
tính vôùi heä soá haèng
Nghieäm cuûa heä thöùc
ñeä quy tuyeán tính
thuaàn nhaát
Nghieäm cuûa heä thöùc
ñeä quy tuyeán tính
khoâng thuaàn nhaát

Noäi dung
Heä thöùc ñeä quy tuyeán tính vôùi heä soá haèng
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính thuaàn nhaát
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính khoâng thuaàn nhaát

Daïng 2

Daïng 2, fn = fn1 + fn2 + · · ·+ fns
Baèng caùch nhö treân ta tìm ñöôïc nghieäm rieâng xni(1 ≤ i ≤ s)
cuûa heä thöùc ñeä quy

a0xn + a1xn−1 + · · ·+ akxn−k = fni

Khi ñoù
xn = xn1 + xn2 + · · ·+ xns

laø moät nghieäm rieâng cuûa (1).
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Thi

Noäi dung
Heä thöùc ñeä quy tuyeán
tính vôùi heä soá haèng
Nghieäm cuûa heä thöùc
ñeä quy tuyeán tính
thuaàn nhaát
Nghieäm cuûa heä thöùc
ñeä quy tuyeán tính
khoâng thuaàn nhaát

Noäi dung
Heä thöùc ñeä quy tuyeán tính vôùi heä soá haèng
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính thuaàn nhaát
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính khoâng thuaàn nhaát

Ví duï
Cho heä thöùc ñeä quy

xn − 5xn−1 + 6xn−2 = fn (1)

Khi ñoù heä thöùc ñeä quy tuyeán tính thuaàn nhaát töông öùng laø

xn − 5xn−1 + 6xn−2 = 0 (2)

Phöông trình ñaëc tröng cuûa (2) laø

λ2 − 5λ + 6 = 0 (∗)

coù hai nghieäm thöïc laø λ1 = 2 vaø λ2 = 3
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Thi

Noäi dung
Heä thöùc ñeä quy tuyeán
tính vôùi heä soá haèng
Nghieäm cuûa heä thöùc
ñeä quy tuyeán tính
thuaàn nhaát
Nghieäm cuûa heä thöùc
ñeä quy tuyeán tính
khoâng thuaàn nhaát

Noäi dung
Heä thöùc ñeä quy tuyeán tính vôùi heä soá haèng
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính thuaàn nhaát
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính khoâng thuaàn nhaát

• Neáu fn = 2n+ 1 thì (1) coù nghieäm rieâng daïng
x(P)n = An+ B

• Neáu fn = 5n(3n2 + 2n+ 1) thì x(P)n = 5n(An2 + Bn+ C)
• Neáu fn = 5n, thì x(P)n = 5nA
• Neáu fn = 3n, thì x(P)n = n3nA
• Neáu fn = 2n(3n+ 1), thì x(P)n = n2n(An+ B)
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hoïc Toaùn Rôøi
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Nguyeãn Anh
Thi

Noäi dung
Heä thöùc ñeä quy tuyeán
tính vôùi heä soá haèng
Nghieäm cuûa heä thöùc
ñeä quy tuyeán tính
thuaàn nhaát
Nghieäm cuûa heä thöùc
ñeä quy tuyeán tính
khoâng thuaàn nhaát

Noäi dung
Heä thöùc ñeä quy tuyeán tính vôùi heä soá haèng
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính thuaàn nhaát
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính khoâng thuaàn nhaát

Ví duï
Cho heä thöùc ñeä quy xn − 6xn−1 + 9xn−2 = fn (1). Ta coù heä
thöùc ñeä quy tuyeán tính thuaàn nhaát laø

xn − 6xn−1 + 9xn−2 = 0 (2)

Phöông trình ñaëc tröng cuûa (2) laø

λ2 − 6λ + 9 = 0. (∗)

Phöông trình (∗) coù nghieäm keùp laø λ0 = 3.
• Neáu fn = 3n thì (1) coù nghieäm rieâng daïng x(P)n = n23nA.
• Neáu fn = 3n(2n+ 1) thì x(P)n = n23n(An+ B).
• Neáu fn = 4n(2n+ 1) thì x(P)n = 4n(An+ B).
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Thi

Noäi dung
Heä thöùc ñeä quy tuyeán
tính vôùi heä soá haèng
Nghieäm cuûa heä thöùc
ñeä quy tuyeán tính
thuaàn nhaát
Nghieäm cuûa heä thöùc
ñeä quy tuyeán tính
khoâng thuaàn nhaát

Noäi dung
Heä thöùc ñeä quy tuyeán tính vôùi heä soá haèng
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính thuaàn nhaát
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính khoâng thuaàn nhaát

Moät soá ví duï

Ví duï (Baøi toaùn Thaùp Haø Hoäi)
Cho n ≥ 1, coù ba coïc I, II, vaø III. Taïi coïc I ñang coù n caùi ñóa
troøn coù baùn kính khaùc nhau (ta ñaët ñóa theo nguyeân taéc laø ñóa
nhoû ôû phía treân ñóa lôùn). Chuyeån n caùi ñóa ôû coïc I sang coïc III,
coù theå qua trung gian coïc II, moãi laàn chuyeån ñöôïc 1 chieác ñóa.
Goïi xn laø soá laàn chuyeån ñóa, tìm xn?
Höôùng daãn. Vôùi n = 1, ta coù x1 = 1.
Vôùi n ≥ 1, ñaàu tieân ta chuyeån n− 1 ñóa beân treân sang coïc II
(laáy coïc III laøm trung gian), giöõ nguyeân ñóa thöù n cuoái cuøng ôû
coïc I. Ta thaáy soá laàn chuyeån n− 1 ñóa ñoù laø xn−1. Sau ñoù ta
chuyeån ñóa thöù n töø coïc I sang coïc III. Cuoái cuøng chuyeån n− 1
ñóa töø coïc II qua coïc III (laáy coïc I laøm trung gian). Soá laàn
chuyeån n− 1 ñóa ñoù laø xn−1.
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tính vôùi heä soá haèng
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ñeä quy tuyeán tính
thuaàn nhaát
Nghieäm cuûa heä thöùc
ñeä quy tuyeán tính
khoâng thuaàn nhaát

Noäi dung
Heä thöùc ñeä quy tuyeán tính vôùi heä soá haèng
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính thuaàn nhaát
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính khoâng thuaàn nhaát

Vaäy soá laàn chuyeån n ñóa töø coïc I sang III laø

xn = 2xn−1 + 1

Ta coù {
x1 = 1
xn = 2xn−1 + 1 vôùi n > 1.

SV giaûi heä thöùc ñeä quy treân.
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Noäi dung
Heä thöùc ñeä quy tuyeán tính vôùi heä soá haèng
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính thuaàn nhaát
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính khoâng thuaàn nhaát

Ví duï
Moät caàu thang coù n baäc. Moãi böôùc ñi goàm 1 hay 2 baäc. Goïi xn
laø soá caùch ñi heát caàu thang. Tìm xn?
Höôùng daãn.
• Vôùi n = 1, ta coù x1 = 1.
• Vôùi n = 2, ta coù x2 = 2.
• Vôùi n > 2, ta xeùt hai tröôøng hôïp:

• TH1: böôùc ñaàu tieân goàm 1 baäc. Khi ñoù, caàu thang coøn
n− 1 baäc neân soá caùch ñi heát caàu thang laø xn−1.

• TH2: böôùc ñaàu tieân goàm 2 baäc. Khi ñoù, caàu thang coøn
n− 2 baäc neân soá caùch ñi heát caàu thang laø xn−2.

Theo nguyeân lyù coäng, soá caùch ñi heát caàu thang laø
xn−1 + xn−2. Do ñoù xn = xn−1 + xn−2.

Nhö vaäy, {
x1 = 1, x2 = 2;
xn = xn−1 + xn−2 vôùi n > 2.

SV giaûi heä thöùc treân.
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Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính thuaàn nhaát
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính khoâng thuaàn nhaát

Ví duï
Giaûi heä thöùc ñeä quy

{
xn − 5xn−1 + 6xn−2 = 2n+ 1;
x0 = 1; x1 = 3.

Ñaùp aùn. xn = −7.2n + 4.3n + n+ 4.

Ví duï
Giaûi heä thöùc ñeä quy 2xn − 3xn−1 + xn−2 = 4n+ 1.
Ñaùp aùn. xn = C1 + C2

( 1
2
)n

+ n(2n− 1).
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Ví duï
Giaûi heä thöùc ñeä quy

{
xn − 5xn−1 + 6xn−2 = 2n+ 1;
x0 = 1; x1 = 3.

Ñaùp aùn. xn = −7.2n + 4.3n + n+ 4.

Ví duï
Giaûi heä thöùc ñeä quy 2xn − 3xn−1 + xn−2 = 4n+ 1.

Ñaùp aùn. xn = C1 + C2
( 1
2
)n

+ n(2n− 1).
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Giaûi heä thöùc ñeä quy

{
xn − 5xn−1 + 6xn−2 = 2n+ 1;
x0 = 1; x1 = 3.

Ñaùp aùn. xn = −7.2n + 4.3n + n+ 4.

Ví duï
Giaûi heä thöùc ñeä quy 2xn − 3xn−1 + xn−2 = 4n+ 1.
Ñaùp aùn. xn = C1 + C2

( 1
2
)n

+ n(2n− 1).
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Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính thuaàn nhaát
Nghieäm cuûa heä thöùc ñeä quy tuyeán tính khoâng thuaàn nhaát

Ví duï
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2n
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