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Lêi giíi thiÖu 
 
 

Do ¶nh h−ëng cña cuéc c¸ch m¹ng th«ng tin vµ do sù ph¸t 
triÓn néi t¹i cña to¸n häc, viÖc gi¶ng d¹y to¸n bËc ®¹i häc vµ cao 
häc cã nhiÒu thay ®æi. Xu h−íng chung lµ nhanh chãng cho häc 
viªn n¾m b¾t ®−îc c¸c kiÕn thøc c¬ b¶n vÒ to¸n häc vµ kh¶ n¨ng 
øng dông, ®ång thêi sö dông ®−îc c¸c ch−¬ng tr×nh tÝnh to¸n 
thùc hµnh mét c¸ch thuÇn thôc. 

§Ó ®¸p øng nhu cÇu ®ã, trªn c¬ së ®Ò tµi khoa häc PhÇn mÒm 
C¬ së To¸n häc  cña Trung t©m Khoa häc tù nhiªn vµ C«ng nghÖ 
Quèc gia do ViÖn To¸n häc chñ tr× thùc hiÖn tõ n¨m 1996 ®Õn 
n¨m 1998, chóng t«i biªn so¹n bé gi¸o tr×nh C¬ së To¸n häc Cao 
cÊp giµnh cho sinh viªn ®¹i häc vµ cao häc.  

 Bé gi¸o tr×nh nµy ®−îc biªn so¹n dùa theo néi dung ch−¬ng 
tr×nh to¸n cao cÊp cña c¸c khoa c¬ b¶n trong c¸c tr−êng ®¹i häc 
do Bé Gi¸o dôc vµ §µo t¹o qui ®Þnh, kÕt hîp víi c¸c gi¸o tr×nh 
to¸n hiÖn ®ang ®−îc gi¶ng d¹y trong c¸c tr−êng ®¹i häc ë Hµ Néi 
vµ mét sè n−íc tiªn tiÕn trªn thÕ giíi. Môc ®Ých cña gi¸o tr×nh lµ: 
 
1. Tr×nh bµy nh÷ng kh¸i niÖm, nh÷ng nguyªn lý c¬ b¶n vµ cÇn 

thiÕt nhÊt cña to¸n häc, víi nh÷ng chøng minh chÆt chÏ, l« 
gic; 

2. RÌn luyÖn kü n¨ng tÝnh to¸n thùc hµnh trªn m¸y tÝnh vµ kh¶ 
n¨ng ¸p dông c«ng cô to¸n häc trong viÖc gi¶i quyÕt c¸c bµi 
to¸n thùc tiÔn; 

3. Giíi thiÖu mét sè h−íng ph¸t triÓn míi trong to¸n häc hiÖn ®¹i 
®ang ®−îc quan t©m trªn thÕ giíi. 

 
§Ó ®¸p yªu cÇu thø nhÊt, chóng t«i chñ tr−¬ng tr¸nh ®−a 

vµo gi¸o tr×nh nh÷ng phÇn lý thuyÕt nÆng nÒ vµ Ýt sö dông ®Õn 
sau nµy. PhÇn bµi tËp ®−îc biªn so¹n víi môc ®Ých gióp häc viªn 
cñng cè kiÕn thøc lý thuyÕt, kh«ng sa vµo nh÷ng kü s¶o tÝnh to¸n 
phøc t¹p.  

Môc ®Ých thø hai ®−îc thÓ hiÖn trong gi¸o tr×nh bëi phÇn bµi 
tËp vµ tÝnh to¸n thùc hµnh biªn so¹n rÊt c«ng phu cho tõng 
ch−¬ng. Nã gióp cho häc viªn tiÕp cËn mét c¸ch nhÑ nhµng vµ 
tho¶i m¸i víi c«ng viÖc tÝnh to¸n cô thÓ, lÜnh vùc lu«n bÞ xem lµ 
®¸ng ng¹i nhÊt ®èi víi c¸c häc viªn bËc ®¹i häc ë n−íc ta x−a 



 ii

nay. Ng−êi häc kh«ng chØ cã thÓ thö søc víi nh÷ng bµi to¸n th¸ch 
®è (®Ó rÌn luyÖn t− duy), mµ cßn biÕt sö dông m¸y tÝnh ®Ó gi¶i 
mét c¸ch dÔ dµng nh÷ng bµi to¸n hãc bóa mµ hä t−ëng chõng 
kh«ng thÓ nµo gi¶i næi. Hi väng r»ng khi ra tr−êng hä sÏ kh«ng 
cßn ph¶i ng¹i ngïng trong viÖc ®−a c¸c c«ng cô to¸n häc vµo c«ng 
viÖc cña m×nh. Thùc tÕ cho thÊy, ë ®©u to¸n häc ph¸t huy ®−îc 
t¸c dông th× ë ®ã th−êng thu ®−îc nh÷ng kÕt qu¶ bÊt ngê. 
 

C«ng cô tÝnh to¸n thùc hµnh giíi thiÖu trong gi¸o tr×nh nµy 
lµ bé ch−¬ng tr×nh Maple V. §©y lµ bé ch−¬ng tr×nh tæng hîp, 
kh¸ ®å sé, nh−ng hiÖn nay ®· cã thÓ cµi ®Æt trªn m¸y tÝnh c¸ 
nh©n víi cÊu h×nh b×nh th−êng (bé nhí tèi thiÓu lµ 8MB). Víi kh¶ 
n¨ng biÓu diÔn vµ tÝnh to¸n cùc m¹nh (kÓ c¶ trªn c¸c ký hiÖu 
h×nh thøc), nã hiÖn ®ang ®−îc xem mét trong nh÷ng ch−¬ng tr×nh 
phæ biÕn nhÊt sö dông trong c«ng t¸c ®µo t¹o ë c¸c tr−êng ®¹i 
häc trªn thÕ giíi. NÕu sö dông ®−îc Maple mét c¸ch thuÇn thôc 
th× häc viªn còng dÔ dµng tiÕp cËn víi c¸c ch−¬ng tr×nh tÝnh to¸n 
phæ biÕn kh¸c nh−: Matematica, Matlab, Mathcad,.. B»ng c¸c 
h−íng dÉn cô thÓ cho tõng ch−¬ng, gi¸o tr×nh gióp ng−êi ®äc tù 
m×nh tõng b−íc tiÕn hµnh c«ng viÖc tÝnh to¸n mét c¸ch nhÑ 
nhµng nh− bÊm m¸y tÝnh bá tói, kh«ng cÇn chuÈn bÞ g× ®Æc biÖt 
vÒ kiÕn thøc lËp tr×nh. 
 

§Ó ®¹t ®−îc môc ®Ých thø ba, chóng t«i ®−a vµo gi¸o tr×nh 
mét sè ch−¬ng môc kh«ng kinh ®iÓn (kh«ng b¾t buéc ®èi víi häc 
viªn bËc ®¹i häc), gióp ng−êi ®äc lµm quen víi nh÷ng ý t−ëng míi 
trong to¸n häc hiÖn ®¹i, khÝch lÖ sù t×m tßi ph¸t triÓn nh÷ng c¸i 
mµ l©u nay ®−îc xem nh− lµ bÊt di bÊt dÞch trong to¸n häc cæ 
®iÓn. PhÇn nµy ch¾c ch¾n sÏ ®em l¹i høng thó vµ nh÷ng gîi ý vÒ 
mÆt ®Þnh h−íng cho nh÷ng ng−êi cã nguyÖn väng ®−îc ®µo t¹o 
cao h¬n vÒ to¸n häc, nhÊt lµ nh÷ng häc viªn cao häc. 
 

Gi¸o tr×nh nµy còng ®−îc thiÕt lËp d−íi d¹ng siªu v¨n b¶n, 
rÊt thuËn tiÖn cho viÖc ®äc vµ tra cøu trªn m¸y tÝnh. PhÇn tÝnh 
to¸n thùc hµnh ®−îc thùc hiÖn dÔ dµng vµ thuËn tiÖn ngay trong 
khu«n khæ cña gi¸o tr×nh (häc ®Õn ®©u thùc hµnh ®Õn ®ã), nh»m 
xo¸ nhoµ ranh giíi gi÷a häc to¸n vµ lµm to¸n. B¹n ®äc cã nhu 
cÇu vÒ gi¸o tr×nh d−íi d¹ng siªu v¨n b¶n vµ thùc hµnh tÝnh to¸n 
trªn Maple V xin liªn hÖ víi c¸c t¸c gi¶ theo ®Þa chØ cña ViÖn 
To¸n häc (§−êng Hoµng Quèc ViÖt, QuËn CÇu GiÊy, Hµ Néi).  
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rong phÇn nµy chóng t«i giíi thiÖu víi b¹n ®äc cuèn Gi¶i tÝch I 
cña c¸c t¸c gi¶ : Ts. §inh ThÕ Lôc (chñ biªn), Ts. Ph¹m Huy 

§iÓn, Ts. NguyÔn Xu©n TÊn, Pts. T¹ Duy Ph−îng. Néi dung quyÓn 
s¸ch bao gåm nh÷ng kiÕn thøc ®ßi hái häc viªn ph¶i n¾m ®−îc vÒ 
bé m«n Gi¶i tÝch trong n¨m thø nhÊt bËc ®¹i häc.  

Trong Ch−¬ng 1 chóng t«i kh«ng tr×nh bÇy chi tiÕt vÒ x©y dùng 
tr−êng sè thùc (®Ó kh«ng lµm l¹i phÇn viÖc cña nh÷ng ng−êi biªn 
so¹n gi¸o tr×nh Sè häc), mµ chØ sö dông l¸t c¾t ®Ó chøng minh sù 
tån t¹i biªn cña tËp bÞ chÆn, mét tÝnh chÊt quan träng ®−îc dïng 
nhiÒu lÇn trong ch−¬ng tr×nh Gi¶i tÝch, ®ång thêi lµm quen sinh 
viªn víi m«n häc T« p« ®¹i c−¬ng th«ng qua c¸c kh¸i niÖm trªn 
®−êng th¼ng thùc. Ngoµi viÖc sö dông trong gi¸o tr×nh nµy, nã gióp 
häc viªn hiÓu râ b¶n chÊt cña nh÷ng kh¸i niÖm trõu t−îng trong lý 
thuyÕt T« p« tæng qu¸t. Bªn c¹nh nh÷ng kh¸i niÖm kinh ®iÓn nh−: 
®¹o hµm, vi ph©n, tÝch ph©n, chuçi hµm,... chóng t«i giíi thiÖu 
(trong Ch−¬ng 7) mét sè mét kh¸i niÖm míi cña Gi¶i tÝch kh«ng 
tr¬n, mét lÜnh vùc ®ang ®−îc quan t©m vµ øng dông. Ch−¬ng 
ph−¬ng tr×nh vi ph©n (Ch−¬ng 11) ®−îc ®−a vµo nh»m cñng cè 
nh÷ng kiÕn thøc vÒ ®¹o hµm, tÝch ph©n vµ phôc vô nhu cÇu t×m hiÓu 
c¸c bµi to¸n ®Æt ra trong c¬ häc, vËt lý, hãa häc, sinh häc,... Chóng 
t«i kh«ng ®i s©u vµo lÜnh vùc nµy (®Ó tr¸nh g©y chång trÐo víi 
nh÷ng ng−êi biªn so¹n gi¸o tr×nh ph−¬ng tr×nh vi ph©n) mµ chØ ®Æt 
môc ®Ých giíi thiÖu kh¸i niÖm lµm c¬ së cho viÖc thùc hµnh tÝnh 
to¸n.  

§Ó ng−êi ®äc dÔ tiÕp thu, chóng t«i cè g¾ng tr×nh bµy gi¸o tr×nh 
mét c¸ch gän gµng, ®¬n gi¶n nh−ng ®Çy ®ñ. Ngo¹i trõ nh÷ng phÇn 
giµnh l¹i cho bé m«n kh¸c, c¸c vÊn ®Ò nªu ra trong khu«n khæ gi¸o 
tr×nh gi¶i tÝch ®Òu ®−îc chøng minh chÆt chÏ vµ khóc triÕt. PhÇn 
bµi tËp vµ tÝnh to¸n thùc hµnh ®−îc biªn so¹n c«ng phu, cã néi 
dung bao qu¸t tÊt c¶ nh÷ng chñ ®Ò c¬ b¶n. Chóng t«i hy väng r»ng 
gi¸o tr×nh sÏ lµ mét cÈm nang tèt cho sinh viªn c¸c tr−êng kü thuËt 
vµ tæng hîp.  

T
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Ch−¬ng 1 

__________________
 TËp hîp vµ Sè thùc  

1.1.  Kh¸i niÖm tËp hîp
______________________________

 

1.1.1.  TËp hîp 

TËp hîp, trong To¸n häc, ®−îc xem lµ mét kh¸i niÖm “khëi ®Çu” kh«ng ®Þnh nghÜa. 

Nã ®ång nghÜa víi c¸c tõ hä, hÖ, líp,... vµ ®−îc dïng ®Ó m« t¶ mét quÇn thÓ cña nh÷ng 
®èi t−îng ph©n biÖt ®−îc mµ chóng ta t− duy nh− mét thÓ trän vÑn.  

ThÝ dô Khi ta nãi: Hä c¸c ®−êng trßn ®ång t©m, hÖ c¸c ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh, líp c¸c hµm 
®a thøc,  còng cã nghÜa lµ tËp hîp cña c¸c ®èi t−îng nãi trªn. TËp hîp xe c¬ giíi cña 
thµnh phè Hµ Néi, tËp hîp c¸c sinh viªn ViÖt Nam, tËp hîp nh÷ng ®−êng phè xuÊt ph¸t 
tõ Hå G−¬m, v.v... lµ nh÷ng vÝ dô ®iÓn h×nh vÒ kh¸i niÖm tËp hîp kh«ng chØ trong 
To¸n häc, mµ c¶ trong ng«n ng÷ th«ng th−êng.  

Nh÷ng thµnh viªn cña tËp hîp gäi lµ phÇn tö (hay ®iÓm). Cho A  lµ mét tËp, ta viÕt 
Ax∈   (®äc: x  thuéc  A) cã nghÜa x lµ mét phÇn tö cña  A, vµ viÕt Ax∉  (®äc: x kh«ng 

thuéc  A)  cã nghÜa  x  kh«ng ph¶i lµ phÇn tö cña  A. 

1.1.2.  DiÔn t¶ tËp hîp 

§Ó diÔn t¶ tËp hîp ng−êi ta dïng dÊu mãc {...}. Trong dÊu mãc ta cã thÓ liÖt kª tÊt c¶ 
c¸c phÇn tö cña tËp hîp },...,{ 1 nxx , hoÆc nªu thuéc tÝnh chung (P) cña c¸c phÇn tö tËp 

hîp b»ng c¸ch viÕt {x : x tháa m·n (P)}. 

ThÝ dô A  = {1, 2, 3, 4, 5} 

hoÆc A  = {1, 2,...,5}  

hoÆc A  = {x : x lµ sè tù nhiªn sao cho  1 ≤  x ≤ 5}. 

1.1.3.  TËp rçng 

Ta quy −íc TËp rçng (hay tËp trèng) lµ tËp hîp kh«ng cã mét phÇn tö nµo c¶. Ng−êi ta 

th−êng ký hiÖu tËp rçng lµ  ∅.  

ThÝ dô TËp hîp c¸c cÇu thñ bãng ®¸ ViÖt Nam ®· ®o¹t gi¶i Olympic n¨m 1996 lµ tËp rçng; tËp 
hîp c¸c sè lÎ chia hÕt cho 4 lµ tËp rçng. 
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1.1.4.  TËp trïng nhau 
Ta nãi tËp  A  vµ tËp  B trïng nhau (hay b»ng nhau) vµ viÕt  A = B  (®äc: A  b»ng  B)  
nÕu chóng cã cïng nh÷ng phÇn tö, tøc lµ  Ax∈  khi vµ chØ khi Bx∈ . Khi chóng 
kh«ng trïng nhau ta viÕt  A ≠  B. 

ThÝ dô A  lµ tËp gåm sè  2  vµ sè  4, cßn  B  lµ tËp c¸c sè ch½n d−¬ng bÐ h¬n 5. Ta cã  A = B. 

1.1.5.  TËp hîp con 
Ta nãi  A  lµ tËp con cña tËp  B  nÕu mäi phÇn tö cña  A  lµ phÇn tö cña  B. Khi ®ã ta 
viÕt BA⊆  (®äc:  A  n»m trong  B), hoÆc AB ⊇  (®äc:  B  chøa  A). NÕu BA ⊆  vµ  
A≠B ta nãi  A  lµ tËp con thËt sù cña  B. Quy −íc: TËp rçng lµ tËp con cña mäi tËp. 

Chó ý Mçi phÇn tö  x  cña  A  t¹o thµnh tËp con  {x}  cña  A. CÇn ph©n biÖt phÇn tö  x  cña tËp 
hîp A (viÕt lµ Ax∈ ) víi tËp con {x} cña tËp hîp  A (viÕt lµ {x} ⊂ A) . 

1.2.  C¸c phÐp to¸n
____________________________________ 

1.2.1.  Hîp cña hai tËp 
Hîp cña hai tËp A  vµ  B  ®−îc ký hiÖu BA∪  (®äc: A hîp B) lµ tËp gåm tÊt c¶ c¸c 
phÇn tö thuéc A hoÆc thuéc B.  NghÜa lµ, BA∪   = {x : Ax∈  hoÆc Bx∈ }. 

ThÝ dô }},,{,102,1,{ baA =  B = {a,2,{a,b}}, =∪ BA  {1,2,10,{a,b},a}.  

Chó ý {a,b} lµ mét tËp nh−ng nã l¹i lµ mét phÇn tö cña  A  vµ cña  B. 

1.2.2.  Giao cña hai tËp 
Giao cña hai tËp A vµ  B  ®−îc ký hiÖu BA∩   (®äc: A giao B) lµ tËp gåm tÊt c¶ c¸c 
phÇn tö võa thuéc  A  l¹i võa thuéc  B. VËy =∩ BA { Axx ∈  :  vµ Bx∈ }. 

ThÝ dô Víi  A = {a,b,c},  B = {{a},b,d},   th× }{bBA =∩ . 

1.2.3.  PhÇn bï 
PhÇn bï cña  A  trong  B  ®−îc ký hiÖu AB \  lµ tËp gåm tÊt c¶ c¸c phÇn tö thuéc B 
nh−ng kh«ng thuéc A. §«i khi ng−êi ta gäi AB \  lµ hiÖu cña B vµ A.  
VËy BxxAB ∈=   :{\ vµ Ax∉ }. 

ThÝ dô A = {1,5,10,b}, B = {5,b}. Khi ®ã ∅=AB \ . 

Minh häa h×nh häc: 
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1.2.4.  TÝnh chÊt cña c¸c phÐp tÝnh 
Cho A, B  vµ C lµ ba tËp hîp bÊt kú. Khi ®ã ta cã: 

TÝnh kÕt hîp 

(1)     CBACBA ∪∪=∪∪ )()( , 
(1’)   CBACBA ∩∩=∩∩ )()( . 

TÝnh giao ho¸n 

(2)    ABBA ∪=∪ , 

(2’)  ABBA ∩=∩ .   

TÝnh ph©n phèi 

(3)    )()()( CABACBA ∪∩∪=∩∪ ,  

(3’)  )()()( CABACBA ∩∪∩=∪∩ ,   

(4)   ),\()\()(\ CABACBA ∩=∪         
(4’)  )\()\()(\ CABACBA ∪=∩ . 

Chøng minh  §Ó chøng minh ®¼ng thøc  X = Y  gi÷a hai tËp  X  vµ  Y  ta chØ ra r»ng 
víi  Xx∈  th× suy ra Yx∈  tøc lµ YX ⊆ , vµ ng−îc l¹i víi  y ∈ Y  th× suy ra  y ∈ X, 
tøc lµ XY ⊆ . 

Tr−íc hÕt ta chøng minh (3). Cho x lµ phÇn tö bÊt kú cña )( CBA ∩∪ . Khi ®ã Ax∈  
hoÆc )( CBx ∩∈ . NÕu Ax∈  th× BAx ∪∈  vµ CAx ∪∈ , cã nghÜa lµ 

)()( CABAx ∪∩∪∈ . NÕu )( CBx ∩∈  th× Bx∈  vµ Cx∈ . Lóc ®ã BAx ∪∈  vµ 
CAx ∪∈ , cã nghÜa lµ )()( CABAx ∪∩∪∈ . Ng−îc l¹i, cho y lµ phÇn tö bÊt kú cña 

)()( CABA ∪∩∪ . Khi ®ã BAy ∪∈  vµ CAy ∪∈ . VËy hoÆc Ay∈  tøc lµ 
)( CBAy ∩∪∈ , hoÆc Ay∉ . Nh−ng Ay∉  th× By∈  vµ Cy∈ , cã nghÜa lµ 

CBy ∩∈ . Rót cuéc )( CBAy ∩∪∈  vµ (3) lµ ®óng. 

Nh÷ng ®¼ng thøc kh¸c chøng minh t−¬ng tù.   

Chó ý 1) Dïng c¸ch diÔn t¶, chøng minh trªn cã thÓ viÕt ng¾n gän nh− sau: 

AxxCBA ∈=∩∪     :{)(  hoÆc )}( CBx ∩∈  

                    Axx ∈=    :{  hoÆc Bx∈{  vµ }}Cx∈  

                    Axx ∈= {:{     hoÆc }Bx∈  vµ Ax∈{  hoÆc }}Cx∈  

                    CABA ∪∩∪= {}{ }. 
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2)  Do tÝnh kÕt hîp, víi ba tËp A, B, C cho tr−íc ta cã thÓ lÊy hîp hai tËp bÊt kú sau ®ã 
míi hîp víi tËp cßn l¹i vµ kÕt qu¶ ®Òu cho ta mét tËp, ®ã lµ hîp CBA ∪∪ . T−¬ng 
tù nh− thÕ ®èi víi phÐp giao, còng nh− phÐp hîp vµ phÐp giao cña nhiÒu tËp h¬n. 

1.2.4.  TÝch cña c¸c tËp hîp  

Cho 2 tËp hîp A vµ  B. TËp hîp tÊt c¶ c¸c cÆp ®iÓm  (a,b), víi  a ∈ A vµ  b ∈ B, lËp 
thµnh mét tËp hîp míi gäi lµ tÝch cña hai tËp  A  vµ  B, vµ ®−îc ký hiÖu lµ  A × B.  Nh− 
vËy, mçi phÇn tö z cña tËp tÝch A × B lu«n biÓu diÔn d−íi d¹ng z=(a,b), víi a ∈ A, b ∈ 
B, vµ ng−êi ta gäi  a,b  lµ c¸c thµnh phÇn (hay to¹ ®é) cña  z.  

1.3.  PhÐp øng vµ lùc l−îng 
____________________________

 

1.3.1.  PhÐp øng 

Cho A vµ B lµ hai tËp kh¸c rçng. PhÐp øng tõ A tíi B lµ mét quy t¾c cho phÐp víi mçi 
phÇn tö Ax∈  chØ ra ®−îc mét phÇn tö By∈  øng víi nã. Th«ng th−êng ng−êi ta ký 
hiÖu BAf →  :  cã nghÜa f lµ phÐp øng tõ A tíi B, vµ viÕt )(xfy   =  cã nghÜa y ®−îc 
øng víi x, hoÆc x  øng víi  y (®«i lóc ta viÕt yx ). TËp A ®−îc gäi lµ miÒn x¸c ®Þnh 
cña phÐp øng vµ tËp B ®−îc gäi lµ miÒn gi¸ trÞ cña phÐp øng. Khi  B lµ mét tËp hîp sè 
nµo ®ã ng−êi ta cßn gäi  f  lµ hµm sè. 

Chó ý Cã thÓ nhiÒu phÇn tö cña B ®−îc øng víi mét phÇn tö cña A vµ cã thÓ mét phÇn tö cña 
B ®−îc øng víi nhiÒu phÇn tö cña A.  

§¬n øng lµ mét phÐp øng cho phÐp víi mçi phÇn tö cña  A  chØ ra ®−îc mét vµ chØ mét 
phÇn tö cña B øng víi nã. (§iÒu nµy kh«ng lo¹i trõ kh¶ n¨ng nhiÒu phÇn tö cña A cïng 
®−îc øng víi 1 phÇn tö cña B). 

PhÐp øng tõ A tíi B ®−îc gäi lµ phÐp øng 1-1 (hay phÐp tiªm) nÕu 2 phÇn tö kh¸c nhau 
trong A  th× ®−îc øng víi  2 phÇn tö kh¸c nhau trong B.    

Toµn øng lµ mét phÐp øng mµ mçi phÇn tö cña tËp B ®Òu ®−îc øng víi (Ýt nhÊt) mét 
phÇn tö trong A.  

Song øng  tõ A tíi B lµ mét phÐp øng mµ mçi Ax∈  chØ øng víi mét By∈  vµ mçi 
By∈  chØ ®−îc øng víi mét Ax∈ . Nh− vËy, song øng võa lµ toµn øng, võa lµ phÐp 

øng 1-1. 

ThÝ dô a)  A = {a,b,c,d}, B = {1,2,3}. 

PhÐp øng 2v¡ dcba 1,1,1  kh«ng ph¶i song øng tõ A tíi B. 

b) A = {1,2,...,n,...},  B = {2,4,...,2n,...}. 

PhÐp øng nn 2  lµ mét song øng tõ A tíi B. 

Chó ý NÕu cã mét song øng f  tõ A tíi B th× ta cã thÓ x©y dùng mét song øng tõ  B  tíi  A  
b»ng c¸ch víi mçi By∈  ta cho øng víi Ax∈  mµ yxf =)( .  Song øng nµy cã tªn gäi 

lµ song øng ng−îc cña  f  vµ th−êng ®−îc ký hiÖu lµ   1−f . 
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1.3.2.  T−¬ng ®−¬ng 

Hai tËp A vµ B gäi lµ t−¬ng ®−¬ng nÕu cã thÓ x©y dùng ®−îc mét song øng gi÷a A vµ B. 
Khi ®ã ta viÕt BA ∼ . 

ThÝ dô a) Víi A lµ tËp hîp c¸c sè thùc d−¬ng, B  lµ tËp hîp c¸c sè thùc ©m, th×  BA ∼  v× phÐp 
øng aa −  lµ mét song øng. 

b)  ,...2,1{,...},2,1{ ±±== BA  } . 

Khi ®ã BA ∼  v× phÐp øng nn −2  vµ   nn 12 −  lµ song øng. 

Chó ý NÕu A vµ B h÷u h¹n th× BA ∼  khi vµ chØ khi sè phÇn tö cña A b»ng sè phÇn tö cña B.  

1.3.3.  Lùc l−îng 
Nh÷ng tËp t−¬ng ®−¬ng th× ®−îc gäi lµ cïng lùc luîng. 

Khi A cã h÷u h¹n phÇn tö th× ng−êi ta th−êng xem lùc l−îng cña A lµ sè phÇn tö cña 
nã vµ ký hiÖu lµ card(A) (®äc lµ cac-®i-nal cña A) . 

ThÝ dô a) TËp A rçng th× card(A) = 0. 

b) A  = {1,a,{10,b}} th× card ;3)( =A  

Khi A cã v« h¹n phÇn tö th× ta nãi lùc l−îng cña A lµ v« h¹n (hay siªu h¹n), vµ viÕt 
∞=)(Acard . 

1.3.4.  TËp ®Õm ®−îc 

Ký hiÖu tËp sè tù nhiªn lµ . §©y lµ tËp v« h¹n.  

TËp A gäi lµ  ®Õm ®−îc nÕu nã h÷u h¹n hoÆc t−¬ng ®−¬ng víi . 

§Þnh lý TËp con cña tËp ®Õm ®−îc lµ tËp ®Õm ®−îc. 

Chøng minh  Dïng phÐp song øng ta chØ cÇn chøng tá tËp con cña  lµ tËp ®Õm 
®−îc. Cho ⊆A . Ký hiÖu 1a  lµ phÇn tö ®Çu cña A, 2a  lµ phÇn tö ®Çu cña \A { 1a }, 

v.v... na  lµ phÇn tö ®Çu cña \A { 11 ,..., −naa }. NÕu nh− ®Õn sè n nµo ®ã 

\A { 11 ,..., −naa } kh«ng cã phÇn tö nµo th× A h÷u h¹n (nã chØ chøa (n-1) phÇn tö) vµ, 

theo ®Þnh nghÜa, nã lµ ®Õm ®−îc. NÕu víi mäi n tËp ∅≠− },...,{\ 11 naaA  th× ta thiÕt lËp 

®−îc  phÐp øng nanf =)(  víi mäi n = 1,2,...  Nã lµ mét song øng tõ  tíi A. ThËt 

vËy, víi mçi  n ∈ ,  f(n) lµ phÇn tö ®Çu cña \A { 11 ,..., −naa } nªn sè nµy lµ duy nhÊt. 
Ng−îc l¹i víi mçi Aa∈ , ta biÕt ®−îc sè c¸c phÇn tö ®øng tr−íc nã, thÝ dô lµ k, vËy 

akf =+ )1( . Song øng f chØ ra r»ng A ∼   khi A kh«ng h÷u h¹n. 

Chó ý Kh«ng ph¶i tËp v« h¹n nµo còng ®Õm ®−îc. 

ThÝ dô a) Hä c¸c cÆp sè tù nhiªn {(m,n)}: m,n ∈  } lµ tËp ®Õm ®−îc.  

ThËt vËy, xÕp c¸c phÇn tö cña hä trªn theo hµng vµ cét nh− sau : 
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(1,1) (1,2) (1,3) (1,4)   .... 

(2,1) (2,2) (2,3) (2,4)   .... 

(3,1) (3,2) (3,3) (3,4)   .... 

(4,1) (4,2) (4,3) (4,4)   .... 

....... ....... ....... .......    .... 

X©y dùng phÐp øng tíi   theo quy t¾c “®i theo ®−êng xiªn”  : 

(1,1)  1 

(2,1)  2 ; (1,2)  3 ; 

(1,3)  4 ; (2,2)  5 ; (3,1)  6.... 

DÔ kiÓm tra ®©y lµ mét song øng. Do ®ã hä cÆp c¸c sè tù nhiªn lµ ®Õm ®−îc. 

b) Hä ℵ  gåm tÊt c¶ c¸c tËp con cña  lµ tËp kh«ng ®Õm ®−îc. Gi¶ sö tr¸i l¹i nã lµ ®Õm 
®−îc th× cã mét song øng  f  tõ  ℵ vµo .  Ký hiÖu  xn ∈ ℵ  lµ phÇn tö øng víi n, 

nghÜa lµ f( nx ) = n.  Khi Êy ta x©y dùng ®−îc tËp  X  gåm c¸c sè tù nhiªn kh«ng n»m 

trong tËp  øng víi nã, nghÜa lµ   X:={n ∈   | n  ∉ nx }. Ta sÏ chØ ra r»ng nã kh«ng 
®−îc øng víi sè tù nhiªn nµo. ThËt vËy, gi¶ sö ng−îc l¹i r»ng X  ®−îc øng víi sè tù 
nhiªn k nµo ®ã, tøc lµ  kXX = . Khi Êy chØ cã 2 kh¶ n¨ng:  hoÆc lµ k n»m trong kX     

hoÆc lµ k n»m ngoµi kX . Trong tr−êng hîp thø nhÊt th×  k  kh«ng thÓ lµ phÇn tö cña X  

vµ ®iÒu nµy m©u thuÉn víi viÖc  kXX = . Trong tr−êng hîp thø 2 th× k sÏ lµ phÇn tö 
cña X  vµ ®iÒu nµy còng l¹i dÉn ®Õn m©u thuÉn trªn. TÊt c¶ c¸c m©u thuÉn nµy chøng tá 
r»ng gi¶ thiÕt  ℵ  ®Õm ®−îc lµ kh«ng thÓ x¶y ra. 

NhËn xÐt Ph−¬ng ph¸p chøng minh trªn còng cho phÐp ta ®i ®Õn mét kh¼ng ®Þnh tæng qu¸t lµ: 
tËp tÊt c¶ c¸c tËp con cña mét tËp kh¸c rçng A (th−êng ®−îc ký hiÖu lµ 2A) lµ kh«ng 
cïng lùc l−îng víi A.   

1.4.  Sè thùc
___________________________________________ 

§Ó tËp trung tr×nh bµy c¸c ph−¬ng ph¸p c¬ b¶n cña Gi¶i tÝch to¸n häc, chóng ta kh«ng ®i 
s©u vµo viÖc x©y dùng kh¸i niÖm sè thùc, mét viÖc ®ßi hái nhiÒu c«ng phu vµ thêi gian. 
Trong phÇn nµy chóng ta chØ nh¾c l¹i mét sè tÝnh chÊt quan träng cña sè thùc cÇn thiÕt 
cho viÖc thiÕt lËp c¸c nguyªn lý c¬ b¶n cña Gi¶i tÝch vµ c¸c øng dông cña chóng.  

1.4.1.  Sè h÷u tû vµ sè v« tû 
Nh− trªn, ký hiÖu  lµ tËp c¸c sè tù nhiªn vµ   lµ tËp c¸c sè nguyªn. Theo ®Þnh 

nghÜa sè h÷u tû lµ sè cã d¹ng 
n
m

 trong ®ã ∈n  ,  ∈m   vµ  (m, n) = 1 (−íc sè 

chung lín nhÊt cña  m vµ  n lµ 1, hay  m  vµ  n  lµ hai sè nguyªn tè cïng nhau). Ta ký 
hiÖu  lµ tËp c¸c sè h÷u tû. Nh÷ng sè kh«ng biÓu diÔn ®−îc d¹ng trªn gäi lµ sè v« tû. 
Nh− vËy, tËp c¸c sè thùc bao gåm tÊt c¶ sè v« tû vµ h÷u tû, vµ sÏ ®−îc ký hiÖu lµ  . 
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ThÝ dô 0,5 lµ sè h÷u tû v× 
2
15,0 = . 

2=q  lµ sè v« tû v× kh«ng thÓ biÓu diÔn d−íi d¹ng 
n
m

 nªu ë trªn. ThËt vËy nÕu 

n
m

=2  th×  22nm =2 . Chøng tá 2m  lµ sè ch½n, do ®ã m lµ sè ch½n: '.2mm =  Khi Êy 

22 )'(2 mn =  vµ cã nghÜa  n  còng lµ sè ch½n. §iÒu nµy phi lý v×  (m,n) = 1. 

1.4.2.  BiÓu diÔn sè thùc 

§Ó dÔ h×nh dung ng−êi ta hay biÓu diÔn sè thùc trªn trôc sè Ox. Mçi ®iÓm trªn trôc nµy 

sÏ biÓu diÔn mét sè thùc. §iÓm  O lµ gèc vµ lµ biÓu diÔn cña sè kh«ng. Sè 1 ®−îc biÓu 

diÔn bëi ®iÓm bªn ph¶i gèc sao cho ®o¹n [0,1] cã ®é dµi b»ng ®¬n vÞ. Khi ®ã sè h÷u tû 

n
mq =  víi  m > 0 sÏ lµ ®iÓm n»m phÝa bªn ph¶i gèc sao cho ®o¹n [0, q] cã ®é dµi 

n
m

 

lÇn ®¬n vÞ. Sè h÷u tû 
n
mq =  víi  m < 0 sÏ lµ ®iÓm ®èi xøng víi 

n
m−

 qua gèc. Nh÷ng 

®iÓm kh¸c trªn trôc sè biÓu diÔn nh÷ng sè v« tû. 

ThÝ dô 2  lµ ®iÓm bªn ph¶i gèc täa ®é vµ c¸ch gèc täa ®é mét ®o¹n b»ng ®é dµi ®−êng chÐo 

cña h×nh vu«ng víi c¹nh ®¬n vÞ. Ta biÕt r»ng kho¶ng c¸ch nµy kh«ng thÓ biÓu diÔn 
®−îc d−íi d¹ng tû sè cña hai sè nguyªn, cho nªn nã biÓu diÔn mét sè v« tû. 

1.4.3.  C¸c phÐp tÝnh 

Trong  còng nh− trong   cã bèn phÐp tÝnh sè häc c¬ b¶n: céng, trõ, nh©n vµ chia. 
C¸c phÐp tÝnh nµy cã tÝnh chÊt sau: 

Giao ho¸n :   a + b = b + a vµ ab = ba. 

KÕt hîp :   (a + b) + c = a + (b + c) vµ    ab(c)=a(bc). 

Ph©n phèi :   a (b + c) = ab + ac. 

1.4.4.  Thø tù 

BÊt cø hai phÇn tö a, b (thuéc   hoÆc ) ®Òu cã thÓ so s¸nh a > b (a lín h¬n b), a = b 
hoÆc a < b (a nhá h¬n b). Thø tù (>) cã tÝnh chÊt sau: 

B¾c cÇu :  a > b, b > c  th×  a > c, 

Trï mËt :  a > b  th×  cã  c  ®Ó a > c > b. 

Tiªn ®Ò (Archimedes): Víi mäi sè 0>c  tån t¹i sè tù nhiªn cn > . 

Ngoµi ra sè h÷u tû cßn cã tÝnh chÊt trï mËt m¹nh h¬n sau ®©y: Cho a, b thuéc . NÕu 
a > b th×  cã  q  thuéc   ®Ó a > q > b. 
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1.5.  Biªn trªn vµ biªn d−íi
_____________________________ 

1.5.1.  TËp giíi néi  vµ  cËn 
Ta nãi ⊆A   bÞ chÆn trªn nÕu cã sè α  ®Ó α≤a  víi mäi Aa∈ ; sè α  nµy gäi lµ cËn 
trªn cña A. T−¬ng tù A bÞ chÆn d−íi nÕu cã sè β  (gäi lµ cËn d−íi) ®Ó β≥a  víi mäi 

Aa∈ . Mét tËp võa bÞ chÆn d−íi võa bÞ chÆn trªn gäi lµ bÞ chÆn hay giíi néi. 

Biªn trªn cña A, ký hiÖu Asup , lµ cËn trªn nhá nhÊt cña A. NÕu Asup ∈ A th× viÕt 

max A thay cho sup A. §©y lµ sè lín nhÊt trong A. 

Biªn d−íi cña A, ký hiÖu Ainf , lµ cËn d−íi lín nhÊt cña A. NÕu Ainf ∈ A th× viÕt min 
A thay cho Ainf . §©y lµ sè nhá nhÊt trong A.  

ThÝ dô }10:{ <<= xxA th× mäi 1≥α ®Òu lµ cËn trªn cña A, cßn biªn trªn cña A: Asup =1. 

Trong thÝ dô nµy max A kh«ng tån t¹i. 

1.5.2.  L¸t c¾t trong   vµ . 

Chia  lµm hai líp kh¸c rçng A vµ B sao cho =∪ BA  vµ a < b víi mäi BbAa ∈∈  , . 

PhÐp chia trªn gäi lµ l¸t c¾t vµ ký hiÖu A|B. DÔ thÊy chØ cã ba d¹ng l¸t c¾t: 

a) Trong A cã sè h÷u tû lín nhÊt vµ trong B kh«ng cã sè nhá nhÊt. 

b) Trong A kh«ng cã sè lín nhÊt vµ trong B cã sè nhá nhÊt. 

c) Trong A kh«ng cã sè lín nhÊt vµ trong B kh«ng cã sè nhá nhÊt. 

Trong 2 tr−êng hîp ®Çu l¸t c¾t  A|B  x¸c ®Þnh sè h÷u tû, vµ trong tr−êng hîp cßn l¹i l¸t 
c¾t  A|B  x¸c ®Þnh sè v« tû α  tháa m·n: 

BbAaba ∈∈∀<<  ,,α . 

T−¬ng tù, ta nãi  A|B  lµ l¸t c¾t trong   nÕu =∪∅≠∅≠ BABA   ,, , a < b víi mäi 
BbAa ∈∈  , .                    

Bæ ®Ò  (Dedekind): Víi l¸t c¾t  A|B  bÊt kú trong , lu«n lu«n tån t¹i sè thùc α  lín nhÊt trong A 
hoÆc α  nhá nhÊt trong  B. 

Chøng minh  XÐt ∩= AAQ , ∩= BBQ . Khi ®ã QQ BA |  lµ l¸t c¾t trong . Nã 

x¸c ®Þnh sè thùc α . Khi ®ã A∈α  hoÆc B∈α , do =∪ BA . NÕu A∈α  th× ®ã lµ 
sè lín nhÊt trong  A v× nÕu kh«ng sÏ cã sè A∈β  ®Ó βα <  vµ theo tÝnh trï mËt sÏ t×m 

®−îc sè h÷u tû Ar ∈  ®Ó βα << r . VËy QAr∈  vµ tr¸i víi ®iÒu ba ≤≤α , víi mäi 

QQ BbAa ∈∈  , . T−¬ng tù, nÕu α ∈ B th× nã lµ sè nhá nhÊt trong  B. 

1.5.3.  Tån t¹i biªn 
§Þnh lý Mäi tËp kh¸c rçng bÞ chÆn trªn (d−íi) ®Òu cã biªn trªn (d−íi). 
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Chøng minh  Gi¶ sö ⊆M  bÞ chÆn trªn. NÕu M cã ®iÓm lín nhÊt Mxo ∈ (tøc lµ 

oxa ≤ víi mäi Ma∈ ), th× Mxo sup= v× mäi cËn trªn cña M ®Òu lín h¬n hoÆc b»ng ox .  

NÕu M kh«ng cã ®iÓm lín nhÊt, ta x©y dùng l¸t c¾t A|B nh− sau: 

xxB :{=  lµ cËn trªn cña M}  vµ A=  \B.  

Do  ∅≠M  vµ bÞ chÆn trªn, nªn ∅≠A , ∅≠B , =∪ BA . Râ rµng a < b víi mäi 
BbAa ∈∈  , . Nãi c¸ch kh¸c A vµ B x¸c ®Þnh l¸t c¾t cña . Theo Bæ ®Ò Dedekind ta cã 

thÓ t×m ®−îc α lín nhÊt trong A hoÆc bÐ nhÊt trong B, ký hiÖu lµ α. DÔ thÊy A∉α  vµ 
v× thÕ B∈α . Ta cã Msup=α  theo ®Þnh nghÜa. 

§èi víi tËp bÞ chÆn d−íi, viÖc chøng minh hoµn toµn t−¬ng tù.  
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_________________________________
Bµi tËp vµ 

TÝnh to¸n thùc hµnh Ch−¬ng 1 

1.  C©u hái cñng cè lý thuyÕt 
_______________________

 

1.1.  TËp hîp 
Bµi 1 Gi¶ sö A lµ tËp tÊt c¶ c¸c −íc sè cña 60. C¸c kh¼ng ®Þnh sau ®©y ®óng hay sai: 

Aa ∈9) ; Ab ∈15) ;  Ac ∉30)  . 

LiÖt kª tÊt c¶ c¸c phÇn tö cña A. 

Bµi 2 Gi¶ sö A lµ tËp tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 

 01272 =+− xx .  
Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng, mÖnh ®Ò nµo sai? 

Aa ∉3) ;  Ab ∈5) ;  Ac ∈4) ; Ad ∉7) . 

LiÖt kª tÊt c¶ c¸c phÇn tö cña A. 

Bµi 3 Gi¶ sö A lµ tËp tÊt c¶ c¸c ®a thøc mét biÕn víi hÖ sè nguyªn, c¸c kÕt luËn sau ®©y ®óng 
hay sai: 

Axxa ∈+− 13) 3 ; Ab ∉15) ; Ayxc ∈++ 3) 22 ; 

Axxd ∉++
3
112) 4 ; Axxe ∈++ 1

2
1) 23 . 

Bµi 4 Trong c¸c tËp hîp d−íi ®©y, c¸c phÇn tö, trõ mét phÇn tö, ®Òu cã chung mét tÝnh chÊt 
nhÊt ®Þnh.  H·y t×m phÇn tö kh«ng mang tÝnh chÊt Êy: 

a) {6, 15, 84, 1670}, {2, 7, 13, 25, 29}, {1, 9, 25, 79, 121}; 

b) {tam gi¸c, h×nh vu«ng, h×nh trßn, h×nh thang, lôc gi¸c ®Òu}. 

Bµi 5 M« t¶ tÝnh chÊt cña c¸c tËp hîp v« h¹n sau vµ viÕt c«ng thøc sè h¹ng tæng qu¸t cña c¸c 
tËp hîp: 

,...}
25
6,

16
5,

9
4,

4
3{) a ; ,...}

14
8,

11
6,

8
4,

5
2{) b ; 

,...}
42
1,

30
1,

20
1,

12
1,

6
1,

2
1{) c ; ,...}150,80,36,12,2{) d . 

Bµi 6  XÐt xem c¸c sè sau ®©y: 
6
5,

7
1,

20
17,

5
2

−  sè nµo thuéc tËp hîp A:  },
4
1:{ 2

2

Nn
n
nxxA ∉

+
+

==  . 
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Bµi 7  Trong sè c¸c tËp sau ®©y, tËp nµo lµ rçng: 

a)  TËp hîp c¸c ch÷ nhËt cã c¸c ®−êng chÐo kh«ng b»ng nhau. 

b)  TËp hîp c¸c tam gi¸c cã c¸c ®uêng trung trùc  kh«ng ®ång quy. 

c)  TËp nghiÖm h÷u tû cña ph−¬ng tr×nh 022 =−x . 

d)  TËp nghiÖm thùc cña bÊt ph−¬ng tr×nh 012 <++ xx . 

e)  TËp nghiÖm nguyªn cña ph−¬ng tr×nh 014 2 =−x . 

f)  TËp nghiÖm tù nhiªn cña ph−¬ng tr×nh 0932 2 =−− xx . 

Bµi 8  M« t¶ tËp hîp c¸c ®iÓm M(x, y) cña mÆt ph¼ng tho¶ m·n: 

a) yx ≤+13             b) 1)1()1( 22 =−+− yx     

c) 322 −−≤ xxy        d)  2−≤ xy .  

1.2.  PhÐp øng vµ t−¬ng ®−¬ng 
Bµi 1  Hái c¸c tËp sau ®©y cã t−¬ng ®−¬ng nhau kh«ng: 

a)  TËp c¸c sè tù nhiªn   vµ c¸c tËp sè nguyªn . 

b)  TËp c¸c sè tù nhiªn vµ c¸c sè h÷u tû. 

c)  TËp c¸c nghiÖm phøc cña hai ®a thøc cã cïng bËc n. 

d)  TËp c¸c nghiÖm thùc cña hai ®a thøc cïng bËc n. 

e)  TËp c¸c ®iÓm cña mét c¹nh h×nh vu«ng vµ c¸c tËp ®iÓm trªn mét ®−êng chÐo cña nã. 

f)  TËp x¸c ®Þnh cña mét hµm sè vµ ®å thÞ cña nã. 

Bµi 2  B»ng c¸ch thiÕt lËp c¸c phÐp song øng, h·y chøng minh r»ng c¸c tËp sau ®©y lµ t−¬ng 
®−¬ng: 

a)  TËp c¸c sè thùc    vµ kho¶ng (0,1).   

b)  TËp hîp c¸c ®iÓm cña hai ®o¹n th¼ng [a,b] vµ [c,d]. 

c)  TËp c¸c ®iÓm cña h×nh trßn më vµ tËp c¸c ®iÓm cña mÆt ph¼ng. 

2.  C¸c phÐp to¸n trªn tËp hîp 
_____________________

 
Bµi 1  Cho A, B, C lµ c¸c tËp tïy ý. H·y chøng minh c¸c mÖnh ®Ò sau: 

1)  AAAAA ∪==∩ . 

2)  BABBBABAAABA ∪⊆⊆∩∪⊆⊆∩    ,,, . 

3)  NÕu BA ⊆  th× ABA =∩ . 

4)  NÕu BA ⊆  th× BBA =∪ . 

5)  NÕu BA ⊆  th× CB ⊆  th× CA ⊆ . 

6)  NÕu CA ⊆  vµ CB ⊆  th× CBA ⊆∪ . 

7)  NÕu AC ⊆  vµ BC ⊆  th× BAC ∩⊆ . 
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Bµi 2  Cho A vµ B lµ hai tËp con cña X. Ký hiÖu CA lµ phÇn bï cña A trong X, tøc lµ CA=X\A. 
H·y chøng minh c¸c tÝnh chÊt sau ®©y: 

1)  AAAXA =∅∪=∩  , , XXAA =∪∅=∅∩  , . 

2)  ∅=∩ CAA ,  XCAA =∪ . 

3)   CCA = A. 

4)  CABBAC ∪=)\( . 

5)   NÕu BA ⊆  th× CACB ⊆ . 

6)   LuËt Moorgan 
CBCABACCBCABAC ∩=∪∪=∩ )(,)(   . 

Bµi 3  Chøng minh: 

1)  TÝnh kÕt hîp cña hîp vµ giao c¸c tËp hîp 
a)  CBACBA ∪∪=∪∪ )()( ; 

b)  CBACBA ∩∩=∩∩ )()( . 

2)  TÝnh giao ho¸n cña phÐp hîp vµ giao c¸c tËp hîp 
a)  ABBA ∪=∪ ; 
b)  ABBA ∩=∩ . 

3) TÝnh ph©n phèi cña giao ®èi víi hîp (hoÆc cña hîp ®èi víi giao) c¸c tËp hîp  
a)  )()()( CABACBA ∪∩∪=∩∪ ; 

b)  )()()( CABACBA ∩∪∩=∪∩ . 

4) TÝnh ph©n phèi cña hiÖu ®èi víi hîp (hoÆc giao) c¸c tËp hîp 
a)  )\()\()(\ CABACBA ∪=∩ ; 

b)  )\()\()(\ CABACBA ∩=∪ . 

Bµi 4  Chøng minh 

a)  }..1,\{}]..1,{[\ niAAniAA ii =∩==∪   . 

b) }),\{(},{[\ IaAAIaAA aa ∈∪=∈∩   ,  I  lµ tËp chØ sè bÊt kú. 

Bµi 5 Ký hiÖu )\()\( ABBABA ∪=∆  lµ hiÖu ®èi xøng cña hai tËp hîp  A  vµ  B. Chøng 
minh r»ng 

)(\)( BABABA ∩∪=∆ . 

3.  PhÐp øng vµ
___________________________________

 
sù t−¬ng ®−¬ng cña hai tËp hîp 

Bµi 1  Cho phÐp øng YXf →:  vµ  A, B lµ hai tËp con cña X. Chøng minh: 

1)  NÕu BA ⊆  th× )()( BfAf ⊆ ; 

2)  )()()( BfAfBAf ∪=∪ ; 

3)  )()()( BfAfBAf ∩=∩ . 
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Bµi 2 Cho phÐp øng YXf →:  vµ  A, B lµ hai tËp con cña Y. H·y chøng minh: 

1)  )()()( 111 BfAfBAf −−− ∪=∪ ; 

2)  )()()( 111 BfAfBAf −−− ∩=∩ ; 

3)   )(\)()\( 111 BfAfBAf −−− = . 

Bµi 3 Cho ZYfYXg →→ :,:  vµ ZXh →: , h(x) = f(g(x)). Chøng minh r»ng: 

1)  XAAgfAh ⊂∀= )]([)( ; 

2)  ZBBfgBh ⊂∀= −−− )]([)( 111 . 

Bµi 4 Gäi    lµ tËp sè thùc.  XÐt phÐp øng   f  tõ    vµo    ®−îc cho bëi c«ng thøc sau: 

2
1

−
+

=→
x
xyx  víi 2≠x  vµ y(2) = 1.  

Chøng minh r»ng  f  lµ song øng. T×m phÐp øng ng−îc. 

Bµi 5 Cho phÐp øng xxyyx 21, −+=→   víi x≤0 . Chøng minh: 

1)  f  kh«ng ph¶i lµ mét song øng. 
2)  X¸c ®Þnh hai kho¶ng mµ trong mçi kho¶ng Êy f  lµ song øng. T×m phÐp øng ng−îc 
trong mçi tr−êng hîp. 

Bµi 6 Chøng minh ®Þnh lý Cantor-Bernstein: Cho hai tËp hîp bÊt kú  A  vµ  B. NÕu tån t¹i 
mét song øng  f  tõ  A  lªn mét tËp con  1B   cña  B  vµ mét song øng  g  tõ  B  lªn mét 

tËp con  1A   cña  A  th× c¸c tËp hîp  A  vµ  B t−¬ng ®−¬ng . 

4.  TËp hîp ®Õm ®−îc 
_____________________________

 
Bµi 1 Chøng minh c¸c tÝnh chÊt sau ®©y cña tËp ®Õm ®−îc: 

• TÝnh chÊt 1:  §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó mét tËp A ®Õm ®−îc lµ ta cã thÓ ®¸nh sè nã, 
tøc lµ cã thÓ biÓu diÔn nã d−íi d¹ng mét d·y: 

 ,...},...,,{ 21 naaaA = . 

• TÝnh chÊt 2:  Trong mäi tËp v« h¹n ®Òu cã mét tËp con ®Õm ®−îc. 

• TÝnh chÊt 3:  NÕu lÊy mét tËp h÷u h¹n M ra khái tËp ®Õm ®−îc A th× tËp cßn l¹i 
A\M (phÇn bï cña M trong A) lµ ®Õm ®−îc. 

• TÝnh chÊt 4:  Hîp cña mét tËp ®Õm ®−îc nh÷ng tËp ®Õm ®−îc lµ ®Õm ®−îc. 

Bµi 2 Chøng minh r»ng mäi tËp v« h¹n ®Òu cã chøa mét tËp con thùc sù t−¬ng ®−¬ng víi nã. 

5.  Sè thùc 
_______________________________________

 
Bµi 1 Chøng minh r»ng c¸c sè sau lµ c¸c sè v« tû 

5) a ; 32) + b ; 33 32) + c . 
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Bµi 2 Sè nµo lín h¬n 27474 −+−+  hay 0 ? 

Bµi 3 Chøng minh r»ng nÕu a, b, c thuéc   tho¶ m·n ®¼ng thøc cba =+  th× a  vµ 

b  còng thuéc . 

Bµi 4  Chøng minh r»ng tËp c¸c sè h÷u tû  lµ ®Õm ®−îc. 

Bµi 5 Chøng minh r»ng tËp c¸c sè v« tû cã cïng lùc l−îng víi  . 

Bµi 6 Chøng minh ®Þnh lý Kantor: TËp tÊt c¶ c¸c sè thùc n»m gi÷a 0 vµ 1 lµ kh«ng 
®Õm ®−îc. 

6.  TËp hîp nghiÖm cña 
___________________________

 
ph−¬ng tr×nh vµ bÊt ph−¬ng tr×nh 
NhiÒu tËp hîp sè trong To¸n häc th−êng ®−îc cho bëi mét hÖ ph−¬ng tr×nh vµ bÊt 
ph−¬ng tr×nh. Gi¶i ph−¬ng tr×nh còng chÝnh lµ t×m tËp tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña 
ph−¬ng tr×nh ®· cho. Trong ch−¬ng tr×nh phæ th«ng, chóng ta ®· biÕt gi¶i thµnh 
th¹o kh¸ nhiÒu lo¹i ph−¬ng tr×nh vµ bÊt ph−¬ng tr×nh. Tuy nhiªn, ë ®©y chóng t«i 
muèn cung cÊp mét sè bµi tËp gi¶i ph−¬ng tr×nh vµ bÊt ph−¬ng tr×nh cã c¸ch gi¶i 
hay hoÆc t−¬ng ®èi khã, nh»m gióp c¸c b¹n thö søc, so s¸nh vµ vËn dông kh¶ n¨ng 
cña m¸y tÝnh (nÕu lµ bµi tËp khã, b¹n cã thÓ nhê m¸y tÝnh gi¶i ra ®¸p sè, tõ ®ã b¹n 
cã nh÷ng gîi ý tÝch cùc ®Ó t×m ra lêi gi¶i; nÕu lµ bµi dÔ, b¹n cã thÓ dïng m¸y ®Ó 
kiÓm tra ®¸p sè). Ngoµi ra, b¹n cã thÓ t×m ra nh÷ng c¸ch gi¶i hay h¬n m¸y, do ®ã 
®¸p sè gän h¬n. Còng cÇn nãi thªm r»ng, cã nh÷ng bµi b¹n gi¶i ®−îc (nhê mÑo ®Æt 
Èn phô, v.v...) mµ m¸y kh«ng gi¶i næi. Cuèi cïng, viÖc gi¶i thµnh th¹o ph−¬ng tr×nh 
vµ bÊt ph−¬ng tr×nh (tù lùc vµ b»ng m¸y) ë ch−¬ng nµy gióp b¹n dÔ dµng gi¶i bµi 
tËp (tù lùc vµ b»ng m¸y) ë c¸c ch−¬ng tiÕp theo. 

6.1.  TËp hîp nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 
T×m tËp hîp nghiÖm cña c¸c ph−¬ng tr×nh sau: 

Bµi 1 016465 234 =−−++ xxxx . 

Bµi 2 55 =−+ xx . 

Bµi 3 





 +−=−+−

x
x

x
x 14122 2

2 . 

Bµi 4 5log3log 22 xxx =+ . 

Bµi 5 333 23112 −=−−− xxx . 

Bµi 6 2
2
1

2
1

1
2

33 =++
+ xx
x

. 
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6.2.  TËp hîp nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh 
Gi¶i c¸c bÊt phu¬ng tr×nh sau: 

Bµi 1 
x

x
x

x
x

x 111
−−+<

−
. 

Bµi 2 24542 22 +−≤+− xxxx . 

Bµi 3 xxx ≤−−+ 11 . 

Bµi 4 121 24 +−≤− xxx . 

Bµi 5 
xx

xx

−−

++







<
24

32
4

tan
0

π

. 

Bµi 6 152550 +−− +≤ xx . 

Bµi 7 0
62

15112 2

<
−

+−
x

xx
. 

Bµi 8 
15225

230 2 −+
−

<
xx

x

. 

Bµi 9 






 −

−−







<






 2

)1(21

2
1

2
1

3 xx

. 

Bµi 10 
12

64
1log

2
2

)6(log 222
3 2









+<
−

+
xx . 

6.3.   TËp hîp nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh 
T×m tËp hîp nghiÖm cña c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh sau: 

Bµi 1 






=+

=++

5
5

yx
xyyx

 

Bµi 2 






=+−

=−+

22

22

yx

yx
 

6.4.  TËp hîp nghiÖm cña hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh 
T×m tËp hîp nghiÖm cña c¸c hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh sau: 

Bµi1 






−++<

<−

554

74

xx

xx
 

Bµi 2 






−≤−+

−+≤−

25103

723
22

22

yxyx

yxyx
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7.  Thùc hµnh tÝnh to¸n trªn m¸y
____________________

 
Trong gi¸o tr×nh nµy chóng ta sÏ sö dông m¸y tÝnh ®Ó gi¶i quyÕt c¸c bµi to¸n khã trong chuyªn 
ngµnh gi¶i tÝch. HiÖn nay cã nhiÒu bé ch−¬ng tr×nh ®−îc thiÕt lËp cho môc ®Ých nµy. Mçi 
ch−¬ng tr×nh cã mét thÕ m¹nh riªng. ChØ cÇn sö dông thµnh th¹o mét ch−¬ng tr×nh lµ sÏ dÔ 
dµng sö dông c¸c ch−¬ng tr×nh kh¸c. Trong khu«n khæ gi¸o tr×nh nµy chóng t«i giíi thiÖu bé 
ch−¬ng tr×nh Maple V, hiÖn ®ang ®−îc sö dông réng r·i trong c¸c tr−êng häc ë n−íc ngoµi.  

7.0. S¬ l−îc vÒ Maple V 
Maple V lµ bé ch−¬ng tr×nh tÝnh to¸n ®a n¨ng kh¸ ®å sé, nh−ng cã thÓ cµi ®−îc trªn 
c¸c m¸y c¸ nh©n víi cÊu h×nh b×nh th−êng (bé nhí tèi thiÓu lµ 8MB). Cµi ®Æt ch−¬ng 
tr×nh trªn m¸y lµ phÇn viÖc cña c¸c nhµ cung cÊp phÇn mÒm, chóng ta chØ cÇn quan 
t©m tíi viÖc sö dông ch−¬ng tr×nh ®Ó tÝnh to¸n. ViÖc khëi ®éng ch−¬ng tr×nh còng dÔ 
dµng nh− bÊt kú ch−¬ng tr×nh øng dông nµo kh¸c (nh− Word, Excel,...).  

C¸c lÖnh cña Maple rÊt gÇn víi c¸c ng«n ng÷ to¸n häc, cho nªn ng−êi sö dông chØ cÇn 
n¾m v÷ng c¸c kh¸i niÖm to¸n häc c¬ b¶n vµ nh÷ng qui −íc th«ng th−êng vÒ thø tù thùc 
hiÖn c¸c phÐp tÝnh, mµ kh«ng cÇn ph¶i biÕt tr−íc mét ng«n ng÷ lËp tr×nh nµo. ViÖc viÕt 
tªn c¸c kh¸i niÖm to¸n häc b»ng tiÕng Anh kh«ng ph¶i lµ ®iÒu phiÒn hµ, v× c¸c kh¸i 
niÖm nµy vèn kh«ng nhiÒu, vµ ta còng kh«ng cÇn ph¶i biÕt tr−íc v× sÏ ®−îc giíi thiÖu 
trong qu¸ tr×nh thùc hµnh tÝnh to¸n. C¸c biÓu thøc to¸n häc ®−îc viÕt trùc tiÕp vµo 
dßng lÖnh vµ ®−îc thùc hiÖn theo thñ tôc th«ng th−êng. ChØ cÇn l−u ý r»ng phÐp nh©n 
®−îc biÓu diÔn b»ng dÊu sao (thÝ dô, ab  ®−îc viÕt lµ a*b), phÐp luü thõa b»ng dÊu mò 
(thÝ dô, a2 ®−îc viÕt lµ a^2), phÐp chia biÓu thÞ b»ng g¹ch chÐo (thÝ dô a chia cho b 
®−îc viÕt lµ a/b), c¨n bËc 2 cña sè a ®−îc viÕt lµ sqrt(a), v.v...  KÕt thóc dßng lÖnh 
ph¶i lµ dÊu chÊm phÈy (;), trõ phi ta kh«ng muèn cho kÕt qu¶ cña lÖnh hiÖn ra mµn 
h×nh (®Ó kh«ng ph¶i xem c¸c kÕt qu¶ tÝnh to¸n trung gian) th× ta kÕt thóc lÖnh b»ng dÊu 
2 chÊm (:). Thùc hiÖn lÖnh b»ng c¸ch nhÊn phÝm “Enter”, khi con trá ®ang ë trªn dßng 
lÖnh.  

C¸c tÝnh to¸n ®èi víi tõng chuyªn môc cô thÓ sÏ ®−îc h−íng dÉn song song víi c¸c 
phÇn lý thuyÕt. Ng−êi häc sÏ thÊy c«ng viÖc tÝnh to¸n còng nhÑ nhµng vµ hÊp dÉn, chø 
kh«ng ®¸ng ng¹i nh− tra b¶n sè vµ rót th−íc logarit.  

Ta b¾t ®Çu viÖc tÝnh to¸n thùc hµnh (cho chuyªn môc nµy còng nh− cho bÊt cø chuyªn 
môc nµo sau nµy) víi viÖc ®−a vµo mét côm xö lý b»ng c¸ch Ên chuét vµo nót cã biÓu 
t−îng “[>” (hoÆc b»ng chøc n¨ng  Insert/Execution Group/After Cursor cã s½n trªn thanh 
lÖnh cña giao diÖn lµm viÖc). Mét dÊu nh¾c lÖnh "[>" sÏ hiÖn ra chê ®îi ta ®−a lÖnh vµo 
thùc hiÖn.  

7.1. C¸c phÐp to¸n trªn tËp hîp 
ViÖc cho mét tËp hîp còng ®ång nghÜa víi viÖc ®Þnh nghÜa tËp hîp ®ã vµ ®−îc thùc 
hiÖn b»ng lÖnh cã có ph¸p nh− sau 

[> A:={ c¸c phÇn tö cña tËp hîp}; 

trong ®ã  A lµ tªn cña tËp hîp vµ  “:=”  lµ dÊu ®Þnh nghÜa (gåm dÊu 2 chÊm ®i liÒn víi 
dÊu b»ng). ThÝ dô, ta cho tËp A gåm 4 phÇn tö a,b,c,d  b»ng dßng lÖnh sau: 

[> A:={a,b,c,d}; 
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Sau khi Ên phÝm “Enter” ®Ó thùc hiÖn lÖnh, m¸y sÏ cho hiÖn kÕt qu¶ lµ 

{ }dcbaA ,,,:=   

vµ mét dÊu nh¾c lÖnh “[>” tù ®éng xuÊt hiÖn cho ta ®−a lÖnh kh¸c vµo thùc hiÖn. ThÝ 
dô, ta cã thÓ ®Þnh nghÜa tiÕp mét tËp hîp B gåm cã 6 phÇn tö  c,d,e,f,g,h nh− sau 

[> B:={c,d,e,f,g,h}; 

{ }hgfedcB ,,,,,:=  . 

B©y giê ta cã thÓ tiÕn hµnh c¸c phÐp to¸n trªn tËp hîp nh− ®· häc trong phÇn lý thuyÕt, 
chØ xin l−u ý mÊy tõ tiÕng anh: hîp lµ union, giao lµ intersect, phÇn bï (trõ) lµ 
minus. 

ThÝ dô   [> A union B ;  
{ }hgfedcba ,,,,,,,  

[> A intersect B ; 
{ }dc,  

[> B minus A ; 
{ }hgfe ,,,  . 

Muèn biÕt phÇn tö nµy cã thuéc tËp hîp kia hay kh«ng ta dïng lÖnh member. NÕu 
“cã” th× m¸y cho tr¶ lêi true (®óng), cßn nÕu “kh«ng” th× nã cho tr¶ lêi  false  (sai). 

ThÝ dô  [> member(a,A); 
true 

[> member(c,A); 
true 

[> member(a,B); 
false  . 

7.2. TÝnh to¸n trªn tËp sè thùc 
Mäi biÓu thøc sè häc ®Òu cã thÓ thùc hiÖn ®−îc trªn Maple mét c¸ch ®¬n gi¶n. ChØ 
viÖc viÕt biÓu thøc cÇn tÝnh vµo sau dÊu nh¾c lÖnh theo qui t¾c ®· nãi ë trªn (®õng quªn 
dÊu chÊm phÈy ë cuèi dßng lÖnh) vµ nhÊn phÝm “Enter”. 

ThÝ dô  [>(2^64+19!)/(31!-3^15+123456789); 

3941627814945508896140884111419327
0591918089284194587

 

Maple cã kh¶ n¨ng tÝnh to¸n chÝnh x¸c trªn mäi sè thùc, vµ v× vËy kh«ng cÇn ph¶i ®−a 
d÷ kiÖn v« tû d−íi d¹ng c¸c sè thËp ph©n xÊp xØ . ThÝ dô, c¸c sè v« tû nh− 

...,2,3, +ππ  ®−îc ®−a vµo tÝnh to¸n trùc tiÕp mµ kh«ng cÇn qua c«ng ®o¹n “xÊp 
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xØ b»ng c¸c sè thËp ph©n gÇn ®óng”. Ta cã thÓ xem xÊp xØ thËp ph©n cña bÊt kú sè v« 
tû nµo víi ®é chÝnh x¸c tuú thÝch (tíi hµng ngµn ch÷ sè thËp ph©n). §Ó thùc hiÖn ®iÒu 
nµy ta dïng lÖnh ®¸nh gi¸ d−íi d¹ng thËp ph©n cã có ph¸p nh− sau: 

[> evalf(a,n); 

Trong ®ã  a  lµ sè v« tû, cßn n lµ sè ch÷ sè thËp ph©n (tøc ®é chÝnh x¸c cña phÐp xÊp 
xØ).  

ThÝ dô  [> evalf(Pi,50); 

3.1415926535897932384626433832795028841971693993751 

NÕu kh«ng cho gi¸ trÞ n th× m¸y tù ®éng lÊy ®é chÝnh x¸c lµ 10 ch÷ sè thËp 
ph©n.Trong thùc tÕ, cã nh÷ng sè v« tû ®−îc biÓu diÔn b»ng nh÷ng c«ng thøc cång kÒnh 
vµ phøc t¹p, khiÕn ta rÊt khã h×nh dung gi¸ trÞ cña nã. ThÝ dô nh−: 

513 +π−+π+π  

Khi Êy viÖc biÕt ®−îc gi¸ trÞ thËp ph©n xÊp xØ cña nã lµ rÊt cã ý nghÜa. 

ThÝ dô  [> evalf(sqrt(sqrt(Pi+3*sqrt(Pi+1))-sqrt(Pi+5))); 

.4330334698 

Râ rµng, ®©y lµ mét c«ng cô h÷u hiÖu ®Ó so s¸nh c¸c sè v« tû phøc t¹p (chØ cÇn ®¸nh 
gi¸ hiÖu cña chóng lµ ta biÕt ®−îc sè nµo lín h¬n). 

Trong qu¸ tr×nh tÝnh to¸n, nhÊt lµ khi gi¶i ph−¬ng tr×nh, lÊy giíi h¹n, tÝnh vi ph©n vµ 
tÝch ph©n,... ta cã thÓ gÆp ph¶i nh÷ng sè v« tû ch−a tõng ®−îc biÕt ®Õn bao giê (nªn 
còng ch−a tõng ®Æt tªn hoÆc cã ký hiÖu biÓu diÔn cho nã). Khi Êy m¸y còng kh«ng cã 
c¸ch nµo biÓu thÞ cho ta xem ®−îc. Víi nh÷ng sè nh− vËy th× chØ cßn c¸ch lµ xem xÊp 
xØ thËp ph©n cña nã. 

7.3. T×m tËp nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh vµ bÊt ph−¬ng tr×nh   

1. T×m tËp nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh  f(x)=0. 

Ta biÕt r»ng ph−¬ng tr×nh bËc 2 cã thÓ gi¶i dÔ dµng b»ng c¨n thøc, vµ do ®ã cã thÓ kh«ng cÇn 
nhê tíi m¸y. Ph−¬ng tr×nh bËc 3 vµ bËc 4 còng gi¶i ®−îc b»ng c¨n thøc, nh−ng kh«ng mÊy ai 
nhí ®−îc c«ng thøc gi¶i chóng (v× qu¸ cång kÒnh phøc t¹p). Víi ph−¬ng tr×nh bËc 5 trë lªn (vµ 
c¸c ph−¬ng tr×nh v« tû) th× ch¼ng cã c«ng thøc nµo ®Ó nhí, dï muèn. Nãi chung, víi c¸c 
ph−¬ng tr×nh tõ bËc 3 trë lªn ta th−êng chØ quen gi¶i b»ng “mÑo” hoÆc “mß nghiÖm”, vµ chØ cã 
thÓ gi¶i ®−îc vµi ph−¬ng tr×nh ®Æc biÖt do con ng−êi tù “thiÕt kÕ” ra. Tr−íc c¸c ph−¬ng tr×nh 
n¶y sinh tõ c¸c bµi to¸n thùc tiÔn (kh«ng ®−îc t¹o ra theo ý muèn) th× ta th−êng ph¶i bã tay. 
Víi Maple, t×nh tr¹ng nµy sÏ kh«ng cßn n÷a. Nã sÏ gióp ta v−ît qua nh÷ng bµi to¸n khã thùc sù 
(chø ph¶i lµ “khã gi¶ t¹o” do ai ®ã dùng lªn).  

§Ó tiÕn hµnh gi¶i ph−¬ng tr×nh, ta ®−a vµo côm xö lý víi dÊu nh¾c lÖnh "[>" råi tiÕn 
hµnh khai b¸o ph−¬ng tr×nh cÇn gi¶i  f(x) = 0  (vµ ®Æt tªn cho nã lµ eqn) víi dßng lÖnh 
cã có ph¸p nh− sau:  
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[> eqn:=f(x)=0;      

Sau khi Ên phÝm "Enter" sÏ  xuÊt hiÖn ra c«ng thøc biÓu diÔn ph−¬ng tr×nh.  

Sau dÊu nh¾c "[>" ( tù ®éng sinh ra sau lÖnh tr−íc) ta ®¸nh tiÕp lÖnh gi¶i ph−¬ng tr×nh 
võa nhËp, cã có ph¸p nh− sau: 

[> solve(eqn,{x}); 

Sau khi Ên phÝm "Enter" m¸y sÏ thùc hiÖn viÖc tÝnh to¸n vµ cho ta tËp nghiÖm cña 
ph−¬ng tr×nh cÇn gi¶i. 

Víi nh÷ng ph−¬ng tr×nh ng¾n gän (kh«ng sî nhÇm lÉn), ta cã thÓ gãi gän c¶ 2 b−íc 
trªn trong 1 c©u lÖnh 

[> solve(f(x)=0,{x}); 

ThÝ dô  Gi¶i ph−¬ng tr×nh     

  016465 234 =−−++ xxxx     

NhËp ph−¬ng tr×nh 

[> eqn:= x^4+5*x^3+6*x^2-4*x-16 = 0; 

Sau dÊu (;) ta Ên phÝm "Enter" m¸y hiÖn ph−¬ng tr×nh cÇn gi¶i, tøc lµ 

016465: 234 =−−++= xxxxeqn ; 

Gi¶i ph−¬ng tr×nh 

[> solve(eqn,{x}); 

Sau dÊu (;) ta Ên phÝm "Enter" m¸y sÏ hiÖn tËp nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh gåm hai 
nghiÖm thùc vµ hai nghiÖm phøc nh− sau 

}51{},15{ −−=−= xx , 

}7
2
1

2
3{},7

2
1

2
3{ IxIx −−=+−= ,   

trong ®ã I  lµ ký kiÖu ®¬n vÞ ¶o (chø kh«ng ph¶i lµ  i  nh− ta vÉn quen dïng). 

L−u ý Khi ph−¬ng tr×nh cã nhiÒu nghiÖm víi biÓu diÔn cång kÒnh th× m¸y cã thÓ chØ 
cho ta mét trong sè c¸c nghiÖm. NÕu muèn biÕt tÊt c¶, ta dïng lÖnh xem tÊt c¶ c¸c gi¸ 
trÞ tËp nghiÖm víi có ph¸p  

[> allvalues(“); 

vµ khi nghiÖm lµ mét sè v« tû ch−a tõng thÊy bao giê th× m¸y ®−a ra nghiÖm t−îng 
tr−ng d−íi d¹ng  RootOf{...}. Ta cã thÓ biÕt gi¸ trÞ xÊp xØ thËp ph©n cña nã (víi ®é 
chÝnh x¸c tuú ý) b»ng lÖnh ®¸nh gi¸ xÊp xØ thËp ph©n (®· giíi thiÖu ë trªn). 

ThÝ dô   Ta gi¶i ph−¬ng tr×nh  036 234 =+−+− xxxx    b»ng lÖnh 
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[> solve(x^4-x^3+6*x^2-x+3=0,{x}); 

{ }36 234 +−+− ZZZZRootOf    

vµ ®Ó biÕt nã lµ g× ta dïng tiÕp lÖnh xem xÊp xØ thËp ph©n cña tÊt c¶ c¸c thµnh phÇn 
trong tËp hîp trªn 

[> evalf(allvalues(")); 

{x = .4541395393-2.269448485*I}, {x = .4541395381+2.269448485*I}, 

{x = .4586046318e-1+.7469601590*I}, {x = .4586045942e-1-.7469601584*I} 

NhËn xÐt  Râ rµng trªn ®©y lµ nh÷ng ph−¬ng tr×nh mµ kh«ng thÓ gi¶i ®−îc b»ng “mÑo” hay b»ng 
“mß nghiÖm”, mµ chØ cã thÓ gi¶i b»ng c¸c ph−¬ng ph¸p c¬ b¶n víi sù hç trî cña m¸y 
tÝnh.  

a. Thùc hµnh 

1) KiÓm tra c¸c lÖnh gi¶i ph−¬ng tr×nh 55 =−+ xx  d−íi ®©y råi thùc hiÖn 

[> eqn:=sqrt(x)+sqrt(x-5)=sqrt(5); 
[> solve(eqn,{x}); 

hoÆc dïng 1 lÖnh sau 

[>solve(sqrt(x)+sqrt(x-5)=sqrt(5),{x}); 

2) KiÓm tra c¸c lÖnh gi¶i ph−¬ng tr×nh 1632 =−+ xx d−íi ®©y råi thùc hiÖn 

[> eqn:=2*x+sqrt(x-3)=16; 
[> solve(eqn,{x}); 

hoÆc dïng 1 lÖnh sau 

[>solve(2*x+sqrt(x-3)=16,{x}); 

b. Bµi tËp rÌn luyÖn kü n¨ng  

H·y gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau b»ng c¶ 2 c¸ch (dïng m¸y vµ kh«ng dïng m¸y)  

1)  





 +−=−+−

x
x

x
x 14122 2

2    ; 2)    53322 −=−−+ xxx   ; 

3)    
2

31212 +
=−−+−+

xxxxx ; 4)   1221)14( 22 ++=+− xxxx   ; 

5)  2332 12))1()1((11 xxxx −+=−−+++   . 6)   
x

x
x

x
−

=
−

1
23    . 

2. T×m tËp hîp nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh   f(x)< 0. 

Sau ®−a vµo dÊu nh¾c " [> " th× nhËp dßng lÖnh khai b¸o vµ ®Æt tªn cho bÊt ph−¬ng 
tr×nh  f(x) < 0   cÇn gi¶i  
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[> ineq:=f(x)<0;      

Sau khi Ên phÝm "Enter" sÏ xuÊt hiÖn bÊt ph−¬ng tr×nh cÇn gi¶i vµ dÊu nh¾c míi. Ta 
vµo tiÕp lÖnh gi¶i  

[> solve(ineq, {x}); 

Sau khi Ên phÝm "Enter" m¸y sÏ hiÖn tËp nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh cÇn gi¶i. 

L−u ý r»ng dÊu  ≤  ®−îc biÓu thÞ trong c©u lÖnh b»ng 2 dÊu “<” vµ “=” ®i liÒn nhau.  

ThÝ dô  Ta gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh  24542 22 +−≤+− xxxx  nh− sau 

 [> ineq:=2*sqrt(x^2-4*x+5) <= x^2-4*x+2; 

24542: 22 +−≤+−= xxxxineq  

[> solve(ineq,{x}); 
}222{},222{ xx ≤+−≤  

a. Thùc hµnh    

1) Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh 
x

x
x

x
x

x 111
−−+<

−
 b»ng c¸c lÖnh sau: 

[> ineq:=sqrt(x+1/x)-sqrt(x-1/x)>(x-1)/x;      
[> solve(ineq,{x}); 

3) Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh xxx ≤−−+ 11  b»ng c¸c lÖnh 

[> ineq:=sqrt(1+x)-sqrt(1-x) <= x; 
[> solve(ineq,{x}); 

4) Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh  121 24 +−≤− xxx  b»ng c¸c lÖnh 
[> ineq:= 1-x <= sqrt(x^4-2*x^2+1); 
[> solve(ineq,{x}); 

b. Bµi tËp rÌn luyÖn kü n¨ng  

Gi¶i c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh sau b»ng c¶ 2 c¸ch (dïng m¸y vµ kh«ng dïng m¸y)  

1) 3212 −<− xx ;   2) 123 −<−+− xxx ; 

3) 13
2
1

+−−< xx ;   4) 9425 +<+− xx ; 

5) 4
2
12

2
55 ++<+

x
x

x
x  

3. T×m tËp hîp nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh vµ bÊt ph−¬ng tr×nh 

Tr−íc hÕt cÇn tõng nhËp ph−¬ng tr×nh cña hÖ, thÝ dô:  

[> eqn1:=f[1](x,y)=0;      
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[> eqn2:=f[2](x,y); 

Sau ®ã ta ra lÖnh gi¶i cã có ph¸p nh− sau: 

[> solve({eqn1,eqn2},{x,y}); 

Sau khi Ên phÝm "Enter" m¸y sÏ hiÖn tËp nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh cÇn gi¶i. 

Víi hÖ cã nhiÒu ph−¬ng tr×nh vµ nhiÒu Èn ta còng lµm t−¬ng tù. 
ThÝ dô   Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh 







=+

=++

5
5

yx
xyyx

 

b»ng c¸c lÖnh nh− sau ®©y: 

[> eqn1 := sqrt(x)+sqrt(y)+sqrt(x*y)=5; 
5: =++= xyyxeqnl  

[> eqn2:=x+y=5; 
eqn2:= x + y = 5 

[> solve({eqn1,eqn2},{x,y}); 

{y = 4, x = 1}, {x = 4, y = 1}     . 
 

 

ThÝ dô  Gi¶i hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh 







−++<

<−

xx

xx

554

74
   . 

b»ng c¸c lÖnh sau: 

[> ineq1:=sqrt(4*x-7)<x;      
xxineq <−= 74:1  

[> ineq2:=sqrt(x+5)+sqrt(5-x)>4; 
xxineq −++<= 554:2  

[> solve({ineq1,ineq2},{x}); 
{-4 < x, x < 4}   ,    {4 < x}   . 

Thùc hµnh 
1) Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh  







=+−

=−+

22

22

yx

yx
        

b»ng c¸c lÖnh: 

[> eqn1:=sqrt(x)+sqrt(2-y)=sqrt(2); 

[> eqn2:=sqrt(2-x)+sqrt(y)=sqrt(2); 

[> solve({eqn1,eqn2},{x,y}); 
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2)  Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh   

  






=+

=++

4

28222

yx

xyyx
     

b»ng c¸c lÖnh: 

[> qn1:=sqrt(x^2+y^2)+sqrt(2*x*y)=8*sqrt(2); 

[> eqn2:=sqrt(x)+sqrt(y)=4; 

[> solve({eqn1,eqn2},{x,y}); 
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Ch−¬ng 2 

________________________________
D·y sè vµ 

Chuçi sè 

2.1.  Giíi h¹n cña d·y sè
____________________________

 

2.1.1.  D·y sè 
D·y sè lµ mét tËp v« h¹n c¸c sè thùc ®−îc ®¸nh sè vµ xÕp thø tù ®¸nh sè t¨ng dÇn. 

D·y sè th−êng ®−îc ký hiÖu lµ 

,...},...,,{ 21 naaa   
hay { 1} ≥nna  hoÆc ®¬n gi¶n h¬n { na }.  

Còng cã thÓ xem d·y sè lµ tËp gi¸ trÞ cña hµm víi biÕn sè tù nhiªn, ®−îc xÕp theo thø 
tù biÕn t¨ng dÇn: )(nfan = . Ta gäi na  lµ sè h¹ng tæng qu¸t còa d·y sè, n lµ chØ sè. 

ThÝ dô Víi hµm f(n) = n,  ta cã na = n,     tøc lµ cã d·y {1,2,...,n,...}. 

Víi na = 1 khi  n ch½n vµ na = 0  khi n lÎ ta cã d·y {0,1,0,1,0,...}. 

2.1.2.  Giíi h¹n 

Sè a ®−îc gäi lµ giíi h¹n cña d·y sè { na } nÕu víi mçi sè d−¬ng ε  bÊt kú ta cã thÓ t×m 

®−îc chØ sè on  (phô thuéc ε ) sao cho ),( εε +−∈ aaan   (tøc lµ ε<− aan ) víi mäi 

onn ≥ .  

Khi ®ã ta viÕt nn
aa

∞→
= lim  vµ nãi r»ng d·y sè { na } lµ héi tô (tíi a). 

ThÝ dô Víi 
n

a
n

n
)1(−

=   ta cã 0lim =na  v× víi 0>ε  bÊt kú, lÊy on  ®ñ lín ®Ó 
ε
1

>on  th× 

ε<=−
n

an
10  khi onn ≥ . 

DÔ dµng kiÓm chøng r»ng víi n
na )1(−=  th× { na } kh«ng héi tô. 

MÖnh ®Ò NÕu { na } héi tô th× giíi h¹n cña nã duy nhÊt. 
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Chøng minh Gi¶ sö a vµ b lµ hai giíi h¹n cña { na } víi a > b. Khi ®ã víi 

0)(
4
1

>−= baε  ta sÏ t×m ®−îc on  sao cho ),( εε +−∈ aaan   vµ víi mäi onn ≥ . 

§iÒu nµy v« lý v× ∅=+−∩+− ),(),( εεεε baaa   . 

2.2.  TÝnh chÊt cña c¸c d·y héi tô
_____________________

 

2.2.1.  TÝnh giíi néi 

D·y sè { na } gäi lµ bÞ chÆn trªn (bÞ chÆn d−íi) nÕu tån t¹i sè c sao cho can <  

( nac < ) víi mäi n. Khi d·y sè võa bÞ chÆn trªn võa bÞ chÆn d−íi ta nãi nã giíi néi. 

MÖnh ®Ò Mäi d·y héi tô ®Òu  giíi néi. 

Chøng minh Gi¶ sö naa lim= . LÊy 1=ε , theo ®Þnh nghÜa cña giíi h¹n, tån t¹i on  

sao cho 1<− aan  víi mäi onn ≥ . §Æt }1,,...,max{ 1 += aaac
on

 ta cã can <  víi 

mäi n=1,2,... VËy { na } giíi néi. 

Chó ý Kh«ng ph¶i d·y giíi néi nµo còng héi tô, nh− d·y })1{( n−  ch¼ng h¹n. 

2.2.2.  TÝnh b¶o toµn thø tù 

MÖnh ®Ò Gi¶ sö nn
aa

∞→
= lim , nn

bb
∞→

= lim  vµ  nn ba ≥   víi mäi onn ≥  nµo ®ã.  Khi Êy ba ≥ . 

Chøng minh Gi¶ sö ng−îc l¹i lµ ba < . LÊy 
2
ab −

=ε . Theo ®Þnh nghÜa, tån t¹i 

onn >1  ®ñ lín ®Ó ),( εε +−∈ aaan  vµ ),( εε +−∈ bbbn  víi mäi 1nn ≥ . DÜ nhiªn 

εε −<+ ba . Do vËy nn ba <  víi  1nn ≥ , m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt, nh− vËy ba ≥ . 

2.3.  D·y nhá v« cïng vµ d·y lín v« cïng
_____________

 

2.3.1.  D·y nhá v« cïng 

Ta nãi { na } lµ d·y nhá v« cïng nÕu nã héi tô tíi 0. 

Gi¶ sö { na } vµ { nb } lµ hai d·y bÊt kú. Khi ®ã c¸c d·y { nn ba + }, { nn ba − }, 

{ nnba }, { nn ba / } (khi 0≠nb ) gäi lµ d·y tæng, hiÖu, tÝch vµ th−¬ng cña hai d·y trªn. 

NhËn xÐt { na } héi tô tíi a khi vµ chØ khi d·y { aan − } nhá v« cïng. 

MÖnh ®Ò Gi¶ sö { na } lµ d·y nhá v« cïng. Khi ®ã: 

i. NÕu { nb } lµ d·y nhá v« cïng th× { nn ba + } còng lµ nhá v« cïng; 

ii. NÕu { nb } giíi néi th× { nnba } lµ d·y nhá v« cïng. 
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Chøng minh Gi¶ sö { na } vµ { nb } nhá v« cïng, khi ®ã víi mäi 0>ε , ta t×m ®−îc 

1N  ®Ó ]
2
,
2

[ εε
−∈na  khi 1Nn ≥  vµ t×m ®−îc 2N  ®Ó ]

2
,
2

[ εε
−∈nb  khi 2Nn ≥ . Do ®ã 

[ ]εε ,−∈+ nn ba  khi ),max( 21 NNn ≥ , chøng tá 0)lim( =+ nn ba , tøc lµ { nn ba + } 
nhá v« cïng. 

B©y giê gi¶ sö { na } nhá v« cïng, cßn { nb } giíi néi, tøc lµ cã sè c ®Ó cbn ≤  víi mäi 

n. Cho ε > 0 bÊt kú ta t×m ®−îc 1N  ®Ó ],[
cc

an
εε

−∈   khi 1Nn ≥ . VËy [ ]εε ,−∈nnba  

khi 1Nn ≥ , chøng tá 0lim =nnba  vµ { nnba } lµ nhá v« cïng. 

HÖ qu¶ NÕu { na } nhá v« cïng vµ { nb } héi tô th× tÝch { nnba } nhá v« cïng. 

Chøng minh Ta cã { na } nhá v« cïng vµ { nb } giíi néi. Theo mÖnh ®Ò trªn { nnba } 
nhá v« cïng. 

2.3.2.  D·y lín v« cïng 

Ta gäi { na } lµ d·y lín v« cïng nÕu víi mäi sè d−¬ng α  ta cã thÓ t×m ®−îc N ®Ó 

α>na  víi mäi Nn ≥ .  

D·y d−¬ng (d·y ©m) lín v« cïng nÕu ®ã lµ d·y lín v« cïng vµ víi n ®ñ lín 
)0(0 <> nn aa . Khi ®ã ta viÕt )(limlim −∞=+∞= nn aa . 

NhËn xÐt 1) { na } lµ d·y lín v« cïng khi vµ chØ khi {
na
1

} lµ d·y nhá v« cïng. 

2) { na } vµ { nb } lµ nh÷ng d·y lín v« cïng ®ång dÊu (d−¬ng hoÆc ©m), th× { nn ba + } 

lµ d·y lín v« cïng. 

3) { na } lµ d·y lín v« cïng, { nb } héi tô víi giíi h¹n kh¸c kh«ng th× { nnba } lín v« cïng. 

2.4.  Mét sè quy t¾c tÝnh giíi h¹n
______________________

 

2.4.1.  C¸c phÐp tÝnh 

MÖnh ®Ò Cho aan =lim , bbn =lim . Khi ®ã: 

babababa nnnn −=−+=+ )(lim,)(lim  ;  

abba nn =)(lim , baba nn /)/(lim =  (khi 0≠b ). 

Chøng minh Ta cã { )( aan − } vµ { )( bbn − } lµ nh÷ng d·y nhá v« cïng. Cho nªn 

{ )()( baba nn +−+ },  { )()( baba nn −−− },  

{ )( abba nn − }, { )()( baba nn −−− },  { )( abba nn − }  
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lµ nh÷ng d·y nhá v« cïng. Do ®ã: 

abbababababa nnnnnn =−=−+=+ )(lim,)(lim,)(lim .  

Khi  b ≠ 0 ta t×m ®−îc α > 0 ®Ó α>nb  víi mäi n  ®ñ lín. Do ®ã 

)()((
.
1)(

.
1 bbaaab

bb
abba

bbb
a

b
a

nn
n

nn
nn

n −−−=−=− )  

vµ 








−
b
a

b
a

n

n  lµ d·y nhá v« cïng, v× 
nbb.
1

 bÞ chÆn bëi 
αb
1

 vµ c¸c d·y { )( aan − }, 

{ )( bbn − } lµ nhá v« cïng. Chøng tá 
b
a

b
a

n

n =lim . 

2.4.2.  Hai nguyªn lý c¬ b¶n vÒ giíi h¹n 

Ta gäi { na } lµ d·y kh«ng gi¶m (kh«ng t¨ng) nÕu nn aa ≥+1  )( 1 nn aa ≤+ . NÕu bÊt 
®¼ng thøc lu«n lu«n chÆt ta sÏ cã d·y ®¬n ®iÖu t¨ng (®¬n ®iÖu gi¶m). 

§Þnh lý (Weierstrass): Mäi d·y kh«ng gi¶m vµ bÞ chÆn trªn (kh«ng t¨ng vµ bÞ chÆn d−íi) ®Òu 
héi tô. 

Chøng minh Ta chØ cÇn chøng minh cho tr−êng hîp d·y kh«ng gi¶m vµ bÞ chÆn trªn 
(tr−êng hîp cßn l¹i chøng minh t−¬ng tù). Khi tËp },...2,1:{ == naA n  bÞ chÆn trªn th×  

Asup=α  tån t¹i (h÷u h¹n). Ta cã na≥α  víi mäi n,  vµ víi bÊt kú 0>ε , t×m ®−îc N 

®Ó ],[ αεα −∈Na . Nh−ng { na } kh«ng gi¶m nªn Nn aa ≥  tøc lµ ],[ αεα −∈na  víi 

mäi Nn ≥ . §iÒu nµy chøng tá α=nalim . 

§Þnh lý ®· ®−îc chøng minh xong. 

Chó ý NÕu }{ na  kh«ng gi¶m (kh«ng t¨ng) vµ kh«ng bÞ chÆn trªn (d−íi) th× +∞=nalim  

)(lim −∞=na . 

§Þnh lý Gi¶ sö aba nn == limlim  vµ tån t¹i chØ sè on  ®Ó sao cho khi onn >  th× nc  bÞ kÑp 

gi÷a na  vµ nb  (tøc lµ nnn bca ≤≤ ). Khi ®ã { nc } héi tô vµ acn =lim . 

Chøng minh Víi mäi 0>ε , tån t¹i 21 , NN   sao cho ),( εε +−∈ aaan  khi 1Nn ≥  

vµ ),( εε +−∈ aabn  khi 2Nn ≥ . LÊy ),max( 210 NNN =  ta cã ),(, εε +−∈ aaba nn  víi 

mäi 0Nn ≥ . ThÕ nh−ng nnn bca ≤≤  khi 0nn ≥ , nªn ),( εε +−∈ aacn , víi mäi 

),max( 00 nNn ≥ . Chøng tá a lµ giíi h¹n cña }{ nc . 

§Þnh lý ®· ®−îc chøng minh xong. 

L−u ý Hai nguyªn lý trªn tuy ®¬n gi¶n nh−ng cã ý nghÜa v« cïng quan träng. Nã chÝnh lµ 

“ch×a khoa” cho ta tÝnh giíi h¹n cña hÇu hÕt c¸c d·y (vµ sau nµy lµ c¸c hµm) kh«ng 

tÇm th−êng mµ chóng ta sÏ gÆp trong suèt gi¸o tr×nh gi¶i tÝch. 
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2.4.3.  Mét sè vÝ dô vÒ tÝnh giíi h¹n cña d·y sè 

ThÝ dô 1 ∈∀=





 +

∞→
c

n
c n

n
,11lim 2 , 

ThËt vËy, bÊt ®¼ng thøc Bernoulli (dÔ dµng chøng minh b»ng quy n¹p) nãi r»ng 

Nnanaa n ∈∀−∈∀+≥+ ,]1,1[,.1)1( . 

Cho nªn khi n ®ñ lín ta cã  2|| nc ≤ , vµ  

1||1.||1||11 222  →−=−≥





 −≥






 + ∞→n

nn

n
cn

n
c

n
c

n
c

, 

1

||
||.1

1

||
||1

1

||

1||11

2
22

222 →

+
−

≤










+
−

=










+

=





 +≤






 +

cn
cn

cn
c

cn
nn

c
n
c

nn

nn
.  

Tõ tÝnh chÊt cña d·y sè bÞ kÑp gi÷a 2 d·y sè cã cïng giíi h¹n ta suy ra ®iÒu cÇn 
chøng minh.  

ThÝ dô 2 XÐt d·y sè 

n

n n
u 






 +=

11  .  

B»ng c¸ch khai triÓn theo nhÞ thøc Newton  







 −






 −
−






 −
−=

−
= ∑∑

=

−

= nn
k

n
k

k
n

knk
nu

n

k

k
n

k
n

11...2111
!
1

)!(!
!

00
 

vµ so s¸nh trùc tiÕp ta thÊy ngay  1+< nn uu  vµ 

313
1
1

.
12

)1.(
12

!
1 1

1

1

10
<−=








+
−+=

+
+<≤ ∑∑∑

−

=

=

== nkkkkk
u

n

k

n

k

n

k
n , 

víi mäi sè n. Nh− vËy d·y sè t¨ng vµ bÞ chÆn trªn, cho nªn giíi h¹n n

n n
)11(lim +

∞→
 tån 

t¹i. Ng−êi ta ký hiÖu giíi h¹n nµy lµ e. §©y lµ mét sè kh¸ ®Æc biÖt mµ chóng ta sÏ gÆp 
th−êng xuyªn trong ch−¬ng tr×nh gi¶i tÝch. 

ThÝ dô 3 Víi mçi sè d−¬ng  x  ta xÐt d·y sè 
n

n n
xv 





 += 1  . 

T−¬ng tù nh− trªn, ta thÊy ngay d·y lµ ®¬n ®iÖu t¨ng. MÆt kh¸c, nã còng bÞ chÆn trªn. 
Thùc vËy, lÊy sè nguyªn d−¬ng  N>x, ta cã 

 

N

N
nnn

n n
N

n
N

n
xv






















 +=






 +<






 += 111 ,  

vµ sÏ cã  N
nv 3<   víi mäi n  ®ñ lín, nÕu nh− víi mäi sè h÷u tû q ®ñ lín bÊt ®¼ng thøc 

sau lu«n x¶y ra 
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 311 <







+

q

q
  . 

§iÒu nµy ®−îc suy ra tõ nhËn xÐt r»ng lu«n t×m ®−îc sè tù nhiªn n sao cho 
1+≤≤ nqn vµ   

3111111111111
1

<+=





 +<






 +






 +=






 +<






 +<








+

+

n
ee

n
e

nnnnq

nnqq

,  

khi  n  ®ñ lín.  

Nh− vËy d·y vn  lµ t¨ng vµ bÞ chÆn trªn, cho nªn nã cã giíi h¹n. 

ThÝ dô 4 Víi  sè d−¬ng  x  ta xÐt d·y sè  
n

n n
xb 





 −= 1 . 

Chó ý r»ng  

 n

n

n

n
x

n
x

n
x







 +









−

=





 −

1

1
1

2

2

  

cho nªn tõ sù tån t¹i cña c¸c giíi h¹n trong c¸c ThÝ dô 1,3 vµ c«ng thøc tÝnh giíi h¹n 
cña th−¬ng ta suy ra tån t¹i giíi h¹n 

1

1lim1lim
−

∞→∞→ 
















 +=






 −

n

n

n

n n
x

n
x

. 

MÖnh ®Ò  Giíi h¹n  
n

n n
x






 +

∞→
1lim  tån t¹i víi mäi sè thùc x. 

Chøng minh MÖnh ®Ò trªn lµ sù tæng hîp c¸c kÕt qu¶ cña c¸c ThÝ dô 3,4.  

MÖnh ®Ò  Víi mäi sè thùc a,b ta cã ®¼ng thøc sau 
n

n

n

n n
a

n
b

n
a







 +=






 ++

∞→∞→
1lim1lim 2 . 

Chøng minh Chó ý r»ng ph−¬ng ph¸p chøng minh trong ThÝ dô 1 cho thÊy kÕt qu¶ 
vÉn ®óng víi c kh«ng ph¶i lµ h»ng sè mµ lµ mét ®¹i l−îng bÞ chÆn khi n tiÕn ra v« 

cïng, cho nªn víi c=
an

bn
+

 ta cã 

1.11lim
1

1
lim 2

2
=








+
+=







 +







 ++

∞→∞→

n

nn

n

n na
bn

n
n
a
n
b

n
a

 . 

Tõ ®©y ta cã ngay ®iÒu cÇn chøng minh. 
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HÖ qu¶  
n

n n
yx






 +
+

∞→
1lim

n

n

n

n n
y

n
x







 +






 +=

∞→∞→
1lim.1lim . 

Chøng minh  Sö dông mÖnh ®Ò trªn víi  a=x+y, b=x.y  ta sÏ cã 

=





 ++=






 +

+
+=






 +
+

∞→∞→∞→

n

n

n

n

n

n n
y

n
x

n
xy

n
yx

n
yx )1)(1(lim1lim1lim 2  

 
n

n

n

n n
y

n
x







 +






 +=

∞→∞→
1lim.1lim . 

2.5.  C¸c kh¸i niÖm liªn quan vµ
______________________  

tiªu chuÈn Cauchy 

2.5.1.  D·y con 

Gi¶ sö { na } lµ d·y sè vµ ...21 << nn  lµ nh÷ng sè tù nhiªn. Khi ®ã {
ina } ®−îc gäi lµ 

d·y con cña { na }. 

MÖnh ®Ò aan =lim  khi vµ chØ khi  mäi d·y con {
ina }  ®Òu héi tô tíi a. 

Chøng minh Gi¶ sö { na } héi tô tíi a vµ {
ina } lµ mét d·y con. Cho 0>ε  bÊt kú, ta 

t×m ®−îc 0n  ®Ó ],[ εε +−∈ aaai  khi i > 0n . HiÓn nhiªn lµ 0nini ≥≥ , do vËy 

],[ εε +−∈ aaa
in , víi mäi 0nni ≥ . Chøng tá aa

in =lim . 

Tr¸i l¹i, gi¶ sö mäi d·y con héi tô tíi a, v× { na } còng lµ d·y con cña chÝnh nã nªn 

aan =lim . 

2.5.2.  §iÓm tô 

Ta nãi a lµ ®iÓm tô cña d·y sè { na } nÕu víi mäi 0>ε  vµ mäi 0>k  ta t×m ®−îc 

kn >  ®Ó ),( εε +−∈ aaan . 

Chó ý NÕu a lµ giíi h¹n cña { na } th× a lµ ®iÓm tô cña d·y nµy nh−ng tr¸i l¹i kh«ng ®óng, thÝ 

dô víi n
na )1(−=  th× c¶ ®iÓm 1 vµ −1  ®Òu lµ nh÷ng ®iÓm tô cña { na } nh−ng râ rµng 

d·y nµy kh«ng cã giíi h¹n. 

MÖnh ®Ò §iÓm a lµ ®iÓm tô cña { na } khi vµ chØ khi cã d·y con cña { na } héi tô tíi a.  

Chøng minh Gi¶ sö a lµ ®iÓm tô cña {an}.  

LÊy 
k
1

=ε  ta t×m ®−îc )1,1(
k

a
k

aa
kn +−∈ . DÔ thÊy }{

kna  héi tô tíi a. Ng−îc l¹i nÕu 

cã d·y con }{
ina  héi tô tíi a th× víi mäi 0>ε , ta t×m ®−îc 0n  ®Ó ),( εε +−∈ aaa

in  
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khi 0nni ≥ . Víi ε > 0 vµ k cho tr−íc chØ cÇn lÊy ),max( 0 knni ≥  lµ ta cã 

).,( εε +−∈ aaa
in  Chøng tá a lµ ®iÓm tô. 

§Þnh lý (Bolzano-Weierstrass): Mäi d·y giíi néi ®Òu cã ®iÓm tô. 

Chøng minh Gi¶ sö ],[ βα∈na  víi mäi n. §Æt ββαα == 11 , . Chia ®«i ],[ 11 βα . 

Ký hiÖu ],[ 22 βα  lµ nöa chøa v« sè na . L¹i chia ®«i ],[ 22 βα  vµ ký hiÖu ],[ 33 βα  lµ 

nöa chøa v« sè phÇn tö cña { na },...  

Ta cã }{);(
2
1

nnnn αβααβ −=−  lµ d·y sè kh«ng gi¶m, { nβ } lµ d·y sè kh«ng t¨ng. 

Chóng bÞ chÆn nªn tån t¹i giíi h¹n nn ba βα lim,lim == . Do 0)lim( =− nn αβ  ta cã 
ba = . Râ rµng a lµ ®iÓm tô. 

2.5.3. Tiªu chuÈn héi tô (Cauchy)  

§Þnh nghÜa  D·y { na } gäi lµ d·y c¬ b¶n (d·y Cauchy) nÕu víi mçi 0>ε  tån t¹i 0n  

sao cho ε<− mn aa  víi mäi 0, nmn ≥ . 

§Þnh lý D·y { na } héi tô khi vµ chØ khi nã lµ d·y c¬ b¶n. 

Chøng minh Gi¶ sö aan =lim . Khi ®ã víi mäi 0>ε  ta cã thÓ t×m ®−îc sè 0n  ®Ó 

2
,
2

εε
<−<− aaaa mn  víi mäi 0, nnm > . Do vËy εεε

=+<−+−
22

aaaa mn . 

Tr¸i l¹i, khi { na } lµ d·y c¬ b¶n  th× nã giíi néi. ThËt vËy, lÊy 1=ε  ta t×m ®−îc sè N  

sao cho 1<− Nn aa  víi mäi Nn > . §Æt  

}1,1,...,1max{ +−= NaNaac  ,  

ta cã can ≤  víi mäi n. Theo §Þnh lý Bolzano-Weierstrass sÏ tån t¹i mét d·y con cña 

d·y { na } lµ { )(ina } héi tô tíi a ch¼ng h¹n. Ta sÏ chøng minh r»ng chÝnh d·y { na }còng 

héi tô tíi a. ThËt vËy, víi mäi 0>ε  ta t×m ®−îc sè oi  ®Ó )
2

,
2

()(
εε

+−∈ aaa in  khi 

0ii ≥ . Còng víi 0>ε  trªn, do { na } lµ d·y c¬ b¶n, ta l¹i t×m ®−îc M ®Ó  ,
2
ε

<− mn aa  

víi mäi  Mmn ≥, . LÊy ))(,max( 01 inMn = , víi 1nn ≥  ta cã 

εεε
=+<−+−≤−

22)()( aaaaaa ininnn .  

VËy aan =lim . 
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2.5.4. Giíi h¹n trªn vµ giíi h¹n d−íi 
§iÓm a gäi lµ giíi h¹n trªn (giíi h¹n d−íi) cña { na } nÕu víi mäi 0>ε  vµ mäi k ta t×m 

®−îc 00 >n  vµ knk >  ®Ó ,ε+≤ aan ( ε−≥ aan ), víi mäi 0nn ≥  vµ 

),( εε +−∈ aaa
kn . 

Ký hiÖu giíi h¹n trªn lµ nn
asuplim

∞→
 hay nalim , giíi h¹n d−íi lµ nn

ainflim
∞→

 hay nalim . 

§Þnh lý D·y sè { na } lµ héi tô khi vµ chØ khi 

 nn
asuplim

∞→
 = n

n
ainflim

∞→
. 

Chøng minh Gi¶ sö { na } héi tô tíi a. Víi ε > 0 bÊt kú, ta t×m ®−îc N ®Ó 

],[ εε +−∈ aaan  víi mäi n > N. Do vËy a = n
n

asuplim
∞→

 vµ  a= n
n

ainflim
∞→

. Tr¸i l¹i, nÕu 

a = n
n

asuplim
∞→

 = nn
ainflim

∞→
, th× cho ε > 0 bÊt kú ta sÏ t×m ®−îc c¸c sè 21,NN  sao cho 

ε+≤ aan  víi  mäi 1Nn ≥  vµ  ε−≥ aan  víi mäi 2Nn ≥ . 

LÊy N lµ sè lín h¬n c¶ hai sè 21,NN , ta thÊy ],[ εε +−∈ aaan  mçi khi n > N. §iÒu 

nµy chøng tá nn
aa

∞→
= lim . 

ThÝ dô Sö dông ®Þnh lý trªn ta thÊy r»ng d·y { )11()1(
n

n +− } kh«ng héi tô, v× 

1)11()1sup(lim =+−
∞→ n

n

n
  vµ  1)11()1inf(lim −=+−

∞→ n
n

n
.  

2.6.  Chuçi sè
__________________________________________

 

2.6.1.  Kh¸i niÖm 
Cho { na } lµ mét d·y. Ta gäi  nn aaaS +++= ...21  lµ tæng riªng . NÕu d·y { nS } héi tô 

tíi  S  (h÷u h¹n) th× ta nãi chuçi sè ...,21 ++ aa  lµ héi tô vµ gäi S lµ tæng cña chuçi sè.   
Ký hiÖu 

∑
∞

=
=

1i iaS   

NÕu d·y { nS } kh«ng héi tô, ta nãi chuçi ph©n kú. 

ThÝ dô a)  
n

n

Sa nnnn 





−=

−

−







=+++==
2
11

1
2
1

1
2
1

2
1

2
1...

4
1

2
1,

2
1 .  

DÔ dµng chøng minh r»ng 

1)
2
11lim(lim =





−=

n
nS , 
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cho nªn chuçi héi tô vµ 1
12
1
=

∞

=
= ∑
n

S n
 . 

b)  nSa nn == ,1  tiÕn tíi ∞  . VËy, chuçi ∑
∞

=1n
na  lµ  ph©n kú. 

2.6.2.  Mét sè tÝnh chÊt 

MÖnh ®Ò NÕu ∑
∞

=1n
na  vµ ∑

∞

=1n
nb  héi tô th× chuçi tæng ∑

∞

=

+
1

)(
n

nn ba  lµ  héi tô vµ 

 ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

−

+=+
111

)(
n

n
n

nn
n

n baba . 

 NÕu ∑
∞

=1n
na  th× víi mäi sè α, chuçi ∑

∞

=1n
naα  còng héi tô vµ  

∑∑
∞

=

∞

=

=
11 n

n
n

n aa αα . 

Chøng minh Gäi a
n

ba
n

b
n

a
n SSSS α,,, +  lµ tæng riªng cña c¸c chuçi nªu trong ®Þnh lý.  

Khi Êy: b
n

a
n

ba
n SSS +=+ , 

 a
n

a
n SS αα = . 

Dïng c¸c tÝnh chÊt cña d·y héi tô ta sÏ cã 

b
nn

a
nn

ba
nn

SSS
∞→∞→

+

∞→
+= limlimlim    vµ    a

nn

a
nn

SS
∞→∞→

= limlim αα . 

Tõ ®©y rót ra kÕt luËn cña mÖnh ®Ò. 

MÖnh ®Ò NÕu ∑
∞

=1n
na  héi tô th×  0lim =

∞→ nn
a . 

Chøng minh NÕu chuçi trªn héi tô th× c¸c d·y tæng riªng { nS } vµ { 1+nS } ®Òu héi tô 

tíi mét giíi h¹n ∑
∞

=

=
1n

naS . 

Do vËy: 
  0limlim)lim(lim 11 =−=−=−=

∞→+∞→+∞→
SSSSSSa nnnnnnnn

. 

Chó ý Tõ 0lim =
∞→ nn
a  ch−a thÓ suy ra chuçi ∑

∞

=1n
na  héi tô. ThÝ dô chuçi ∑

∞

=1

1
n n

 ph©n kú, mÆc dï 

n
an

1
=  lµ héi tô ®Õn 0. ThËt vËy: 

n

n
e 






 +>

11  suy ra 
n

n






 +>

11ln1  hay )ln()1ln(1ln1 nn
n
n

n
−+=

+
> . 
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Tõ ®©y ta cã )1ln(1
1

+>= ∑
=

n
i

S
n

i
n  

Do ®ã ∞=
∞→ nSn

lim , nghÜa lµ chuçi ∑
∞

= 1

1

n n
 ph©n kú. 

2.7.  So s¸nh chuçi
_____________________________________

 

2.7.1.  So s¸nh trùc tiÕp 

MÖnh ®Ò NÕu ∑
∞

=1n
na  héi tô vµ nn ab ≤  víi mäi n, th× chuçi ∑

∞

=1n
nb  héi tô. 

Chøng minh Ta chøng minh d·y tæng riªng {∑
=

n

i
ib

1
} héi tô. ThËt vËy, víi n vµ m bÊt kú: 

∑∑∑∑
=

+
=

+
=

+

=

≤=







−







 m

i
in

m

i
in

n

i
i

mn

i
i abbb

1111
. 

V× ∑
∞

=1n
na  héi tô, tõ tiªu chuÈn Cauchy ta suy ra ngay ®iÒu cÇn chøng minh. 

ThÝ dô Chøng minh chuçi  ∑
∞

=

−

1
2

3

3
)1(

n
n

n n
 héi tô. 

Ta biÕt chuçi ∑
∞

=1 2
1

n
n  héi tô tíi 1. So s¸nh hai chuçi ta cã:  

( )−
= ≤

1
3

1
3 3

1
2

3

2

3n

n n n n

n n
 . 

Theo ®Þnh lý ∑
∞

=

−

1
2

3

3
)1(

n
n

n n
 héi tô. 

2.7.2.  So s¸nh tû sè 

MÖnh ®Ò Cho hai chuçi bÊt kú ∑
∞

=1n
na  vµ ∑

∞

=1n
nb  víi 0>nb . 

(i)  NÕu ∑
∞

=1n
nb  héi tô vµ ∞<

∞→ n

n

n b
a

lim  th× ∑
∞

=1n
na  héi tô;  

(ii)  NÕu ∑
∞

=1n
nb  ph©n kú vµ 0lim >

∞→ n

n

n b
a

 th× ∑
∞

=1n
na  ph©n kú.  
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Chøng minh GØ¶ thiÕt ∑
∞

=1n
nb héi tô vµ α=

∞→ n

n

n b
a

lim . Khi Êy tån t¹i sè αβ >  ®Ó 

nn ba β≤  víi mäi n. Chuçi ∑
∞

=1n
nb héi tô, vµ theo ®Þnh lý so s¸nh trùc tiÕp ∑

∞

=1n
na còng héi 

tô. 

Trong tr−êng hîp sau, do 0lim >
∞→ n

n

n b
a

 ta t×m ®−îc sè 10 ≥n  vµ 0>ε  ®Ó nn ba ≥
ε
1

 víi 

mäi 0nn ≥ . NÕu ∑
∞

=1n
na  héi tô, th× ∑

∞

= 0nn
na  còng héi tô. Theo ®Þnh lý so s¸nh trùc tiÕp, 

∑
∞

= 0nn
nb  héi tô, vµ do ®ã ∑

∞

=1n
nb  héi tô, tr¸i víi gi¶ thiÕt ∑

∞

=1n
nb  ph©n kú. VËy ∑

∞

=1n
na  ph©n 

kú. 

ThÝ dô XÐt tÝnh héi tô cña chuçi   ∑
∞

=1
2

3

3n
n
n

.  

Ta biÕt r»ng chuçi ∑
∞

=1 2
1

n
n  héi tô. H¬n n÷a 0

2/1
3/lim
23

=
∞→ n

n

n

n
. Do vËy ∑

∞

=1
2

3

3n
n
n

 héi tô. 

2.7.3.  Chuçi ®an dÊu 

Chuçi ∑
∞

=1n
na gäi lµ chuçi ®an dÊu nÕu 0,0 122 >< +nn aa  (hoÆc 0,0 122 <> +nn aa  ) víi mäi n.  

§Ó tiÖn lîi nhiÒu khi ng−êi ta viÕt chuçi ®an dÊu d−íi d¹ng ...321
−+− aaa  víi 0>na .  

MÖnh ®Ò Gi¶ sö chuçi ®an dÊu ...321
−+− aaa  víi 0>na  tháa m·n c¸c tÝnh chÊt sau: 

i)  D·y { na } lµ d·y gi¶m; 

ii)  0lim =
∞→ nn
a . 

Khi ®ã chuçi héi tô. 

Chøng minh XÐt c¸c tæng riªng nS2  vµ 12 +nS  ta cã: 

)(...)()( 21243212 nnn aaaaaaS −++−+−= − ,  

12212 ++ += nnn aSS .  

NhËn xÐt r»ng { nS2 } lµ mét d·y t¨ng, bÞ chÆn trªn bëi 1a . Do ®ã nn
SS 2lim

∞→
=  tån t¹i. 

H¬n n÷a 0lim 12 =+∞→ nn
a , nªn 

SaSS nnnnnn
=+= +∞→∞→+∞→ 12212 limlimlim .   
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Do d·y { nS2 } vµ d·y { 12 +nS } vÐt hÕt d·y { nS }, chóng l¹i cïng cã giíi h¹n S, nªn ta 

kÕt luËn SSnn
=

∞→
lim  vµ chøng tá chuçi  cho tr−íc héi tô. 

ThÝ dô XÐt héi tô cña chuçi 

 ∑
∞

=

−

1

)1(
n

n

n
. 

§©y lµ chuçi ®an dÊu, tháa m·n mäi yªu cÇu cña ®Þnh lý, nªn chuçi héi tô. 

2.7.4.  Chuçi héi tô tuyÖt ®èi 

Chuçi ∑
∞

=1n
na  gäi lµ héi tô tuyÖt ®èi nÕu chuçi ∑

∞

=1n
na  héi tô. 

Chuçi ∑
∞

=1n
na  héi tô mµ chuçi ∑

∞

=1n
na  ph©n kú th× ta nãi chuçi ∑

∞

=1n
na  héi tô kh«ng tuyÖt 

®èi. 

ThÝ dô Chuçi ∑
∞

=

−

1 2
)1(

n
n

n

 héi tô tuyÖt ®èi v× chuçi ∑
∞

=1 2
1

n
n  héi tô. 

Chuçi ∑
∞

=

−

1

)1(
n

n

n
 héi tô kh«ng tuyÖt ®èi v× chuçi ∑

∞

=1

1
n n

 ph©n kú. 

MÖnh ®Ò Mäi chuçi héi tô tuyÖt ®èi ®Òu héi tô. 

Chøng minh XÐt d·y tæng riªng { nS } cña chuçi héi tô tuyÖt ®èi ∑
∞

=1n
na  vµ d·y tæng 

riªng { nS } cña chuçi ∑
∞

=1n
na .  Ta cã   nmnmnnnmn SSaaSS

−

+

−

+++ −≤++=− ...1 . V× 

d·y { nS } héi tô, nªn ®ã lµ d·y c¬ b¶n. Do vËy { nS } còng lµ d·y c¬ b¶n vµ suy ra d·y 

{ nS } héi tô. Chøng tá chuçi ∑
∞

=1n
na  héi tô.  
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_________________________________
Bµi tËp vµ 

TÝnh to¸n thùc hµnh Ch−¬ng 2 

1.  D·y sè 
________________________________________

 

1.1.   C©u hái cñng cè lý thuyÕt 
Bµi 1  ViÕt bèn sè h¹ng ®Çu cña d·y cã sè h¹ng tæng qu¸t sau: 

1) n)1(1 −+   ;       2) 
1
)1(

+
−
n

n

  ;       3)  2
sin πn

e   ;      4)  
!
2
n

n

. 

Bµi 2  Trong nh÷ng mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng, mÖnh ®Ò nµo sai, gi¶i thÝch: 

1.  Mét d·y héi tô th× giíi néi. 

2.  Mét d·y giíi néi th× héi tô. 

3.  Mét d·y dÇn ra v« cïng  th× kh«ng bÞ chÆn. 

4.  Mét d·y kh«ng bÞ chÆn th× dÇn ra v« cïng. 

5.  §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó aunn
=

∞→
lim  lµ au knn

=+∞→
lim  víi k lµ mét sè tù nhiªn cè ®Þnh 

nµo ®ã. 

6.  §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó aunn
=

∞→
lim  lµ au

k
k

nn
=

∞→
lim  víi { }1n  lµ mét d·y con cña d·y 

sè tù nhiªn. 

7.  §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó  aunn
=

∞→
lim  (a  h÷u h¹n hoÆc v« h¹n)  lµ  

au nn
=

∞→ 2lim  vµ au nn
=+∞→ 12lim . 

Bµi 3  Gi¶ sö d·y }{ nx  héi tô, d·y }{ ny  ph©n kú. Cã thÓ nãi g× vÒ sù héi tô cña c¸c d·y { }nu  
víi: 

1) nnn yxu += ;      2) nnn yxu = . 

Bµi 4  Gi¶ sö 0,lim ≠=
∞→

aaunn
. H·y chøng minh 1lim 1 =+

∞→ n

n
n u

u
. 
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Víi  a = 0   h·y chøng minh r»ng nÕu 
n

n

n u
u 1lim +

∞→
 tån t¹i th× 1lim1 1 ≤≤− +

∞→ n

n
n u

u
. víi mçi 

1≤q  h·y t×m vÝ dô chØ ra q
u
u

n

n
n

=+

∞→

1lim . Tuy nhiªn, h·y lÊy vÝ dô chøng tá 
n

n

n u
u 1lim +

∞→
 

cã thÓ kh«ng tån t¹i. 

Bµi 5 Tån t¹i hay kh«ng giíi h¹n  n
n
sinlim

∞→
. 

Bµi 6 Chøng minh c¸c d·y sau ®©y lµ nhá v« cïng: 

1) 
n

un
1

=  ;        2) 
n

u
n

n
)1(−

= ;         3) nn n
u

)1(
1
−+

=  ; 

4) 
n

un
πsin=  ;               5) n

n nqu =  víi 1<q . 

Bµi 7 Chøng minh c¸c d·y sau lµ lín v« cïng: 

1) nu n
n )1(−=  ;     2) n

nu 2=  ;      3) nun lnln= ;   

4) αnun =  víi 0>α  ;   5) n
n qu =  víi 1>q . 

Bµi 8 Gäi  nu  lµ sè h¹ng tæng qu¸t cña cÊp sè céng. Chøng minh r»ng ∞=
∞→ nn
ulim . §iÒu ®ã 

cßn ®óng víi cÊp sè nh©n kh«ng? 

Bµi 9 Chøng minh r»ng nÕu  aunn
=

∞→
lim  th× aunn

=
∞→

lim . Ng−îc l¹i cã ®óng kh«ng? 

1.2.  TÝnh giíi h¹n cña d·y 
Bµi 1 TÝnh c¸c giíi h¹n sau:  

1) n

n

n n
n

)1(
)1(lim

−−
−+

∞→
;  2) 

627
75lim 2

2

+−
−+

∞→ nn
nn

n
 ;  3) 

1
lim

2 ++∞→ nn

n
n

;     

4)  125
25lim

+∞→ +
−

n

n

n
  ;  5)    

2
cos1lim πn
nn ∞→

;           6) 
19

...21lim
4 +

+++
∞→ n

n
n

;            

7)  )
)1.(

1...
3.2
1

2.1
1(lim

+
+++

∞→ nnn
;           8)    

1
!sin.lim 2 +∞→ n
nn

n
;          

9)  )11)...(
3
11)(

2
11(lim 222 nn

−−−
∞→

.    

Bµi 2 T×m c¸c sè thùc  b,c,d  sao cho d·y sè }{ na  x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc  

dcn
bnan +

+
=  (n=1,2,3...)  

tho¶ m·n ®iÒu kiÖn: 

8
3

1 =a  vµ 
2
1lim =

∞→ nn
a . 
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Bµi 3 Chøng minh         

1)  0
!

lim =
∞→ n
an

n
.  2)  0lim =

∞→ n

k

n a
n

   (a >1) .  

3)  1lim =
∞→

n
n

n .  4)  ∞=
∞→

n
n

n!lim . 

1.3.   D·y ®¬n ®iÖu vµ d·y bÞ chÆn 

Bµi 1 Chøng minh d·y 
23
12

2

2

+
+

=
n
nun  lµ d·y ®¬n ®iÖu t¨ng.  T×m nn

u
∞→

lim . 

Bµi 2 Cho a vµ b lµ hai sè d−¬ng (a < b). Hai d·y sè }{ nu  vµ  }{ nv  ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau: 

2
,,, 1100

nn
nnnn

uvvvuubvau +
==== ++ .    

Chøng minh r»ng 

nnnn
vu

∞→∞→
= limlim =

2
ba +

. 

Bµi 3 T×m giíi h¹n cña c¸c d·y sau: 

1)   ;...333,0;33,0;3,0   ;   

2)   ;...222;22;2    

Bµi 4  T×m tÊt c¶ nh÷ng 0a  thuéc   sao cho d·y }{ na  x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc  

n
n

n aa 321 −=+ , n lµ sè tù nhiªn, 
lµ d·y sè t¨ng. 

Bµi 5 Chøng minh r»ng d·y   n
n n
x )11( +=  , n = 1,2,... ®¬n ®iÖu t¨ng vµ bÞ chÆn trªn, cßn 

d·y  1)11( ++= n
n n
x  , n = 1,2,...  ®¬n ®iÖu gi¶m vµ bÞ chÆn d−íi. Suy ra 

eyx nnnn
==

∞→∞→
limlim . 

Bµi 6 Chøng minh r»ng mét d·y ®¬n ®iÖu sÏ héi tô nÕu nã cã mét d·y con héi tô. 

1.4.  Tiªu chuÈn Cauchy 
Bµi 1 Chøng minh sù héi tô cña c¸c d·y sau b»ng  tiªu chuÈn Cauchy: 

1)   nn
nx

2
sin...

2
2sin

2
1sin

2 +++= ; 2)   
)1(
!cos...

3.2
!2cos

2.1
!1cos

+
+++=

nn
nxn ; 

3)   222
1...

3
1

2
11

n
xn ++++= . 

Bµi 2 Dïng tiªu chuÈn Cauchy, h·y chøng minh sù ph©n kú cña c¸c d·y sau: 

1)   
n

xn
1...

3
1

2
11 ++++= ; 2)   

n
xn ln

1...
3ln
1

2ln
1

+++= . 
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1.5.  Giíi h¹n trªn, giíi h¹n d−íi 
Bµi 1  Chøng minh r»ng 

nnnnnnnnnn
n

nn
n

n
n

n
n

yxyxyxyxyx
∞→∞→∞→∞→∞→∞→∞→∞→

+≤+≤+≤+≤+ limlim)(limlimlim)(limlimlim   

H·y chØ ra c¸c vÝ dô chøng tá cã c¸c dÊu bÊt ®¼ng thøc thËt sù. 

Bµi 2 Chøng minh r»ng nÕu nn
x

∞→
lim  tån t¹i th× víi mäi d·y { }ny ta lu«n  cã 

1) nnnnnnn
yxyx

∞→∞→∞→
+=+ limlim)(lim ; 

2) nnnnnnn
yxyx

∞→∞→∞→
= lim.lim).(lim . 

Ng−îc l¹i, cho tr−íc d·y { }xn , nÕu víi mçi d·y { }yn Ýt nhÊt mét trong hai bÊt ®¼ng 

thøc sau ®−îc tho¶ m·n  

1')  nnnnnnn
yxyx

∞→∞→∞→
+=+ limlim)(lim ; 

2') nnnnnnn
yxyx

∞→∞→∞→
= lim.lim).(lim   ( )0≥nx  

th× d·y { }nx  héi tô.  

Bµi 3 Chøng minh r»ng nÕu 0>nx vµ 11lim.lim =
∞→∞→ nnnn x

x  th× d·y { }xn  héi tô.         

Bµi 4 T×m  giíi h¹n trªn vµ giíi h¹n d−íi cña c¸c d·y sau: 

1) 
n

xn
11−=   ;      2) )32()1(

n
x n
n +−=  ;     3) 

2
cos
1

1 πn
n
nxn +

+= . 

1.6.  Bµi tËp n©ng cao 
Bµi 1 Chøng minh r»ng víi mçi sè  n  nguyªn d−¬ng cho tr−íc ph−¬ng tr×nh  

 1)12( +=+ xx n  
cã ®óng mét nghiÖm thùc nx .  T×m nn

x
∞→

lim . 

Bµi 2 Cho d·y sè ®−îc x¸c ®Þnh bëi n
n

n xxxx +== + 1997
,1

2

11 víi mäi n > 1. T×m  ∑
= +

∞→

n

i i

i
n x

x
1 1

lim . 

Bµi 3 D·y sè   bÞ chÆn  tho¶ m·n ®iÒu kiÖn: 122 ++ +≤ nnn xxx  víi mäi  n > 1  cã nhÊt thiÕt 
héi tô kh«ng? 

Bµi 4 Trong d·y sè d−¬ng, na  hoÆc b»ng 
2
1−na  hoÆc b»ng 1−na . D·y sè nµy cã thÓ cã giíi 

h¹n thuéc kho¶ng (0,1) kh«ng? 
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Bµi 5  Cho 1)1()( 22 +++= nnnf  vµ 

∏

∏

=

=

−
= n

i

n

ni
n

if

if
a

1
)2(

)12(
. Chøng minh r»ng 

2
1lim =

∞→ nn
na . 

Bµi 6 Cho sè tù nhiªn c≤3 . D·y sè tù nhiªn }{ na  ®−îc x©y dùng nh− sau: 

...3,2,1
2

, 1
11 =+








−== −

− n
a

aaca n
nn    ([x] lµ ký hiÖu sè nguyªn lín nhÊt kh«ng v−ît 

qu¸ x). Chøng minh 3lim =
∞→ nn
a . 

Bµi 7 Cho sè thùc  a  thuéc kho¶ng (0,1).  D·y sè   }{ nx ®−îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc 

  ,...2,1,
arcsin

2
arccos4

, 2

11

0 =
+






 +

==
−−

n
xx

xax
nn

n π

π

 

Chøng minh r»ng d·y { }xn cã giíi h¹n h÷u h¹n. H·y t×m giíi h¹n ®ã. 

Bµi 8  Cho sè thùc a.   D·y }{ nx  ®−îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc: 

x a x xn n
n

0 1 2= = −+
−, ( )  víi mäi   n=0,1,... 

Chøng minh r»ng d·y }{ nx cã giíi h¹n h÷u h¹n vµ h·y t×m giíi h¹n Êy. 

Bµi 9 Cho d·y 13,
9

cos 11 −=





= + nn xxx π

. T×m nn
x

∞→
lim . 

Bµi 10 Cho d·y sè }{ nx  tho¶ m·n 21 << nx  vµ 
2

1
2

1
n

nn
xxx =+=+ víi mäi n≤1 .  

Chøng minh r»ng  d·y }{ nx  héi tô. TÝnh giíi h¹n cña d·y. 

Bµi 11 Cho d·y sè }{ nx  ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau:  

11 =x ,
2

1

112

1

n

n

x
x

−−
=+ . 

Chøng minh r»ng tån t¹i nn
x

∞→
lim .  H·y t×m giíi h¹n ®ã. 

2.  Chuçi vµ tæng cña chuçi 
__________________________

 

2.1.  Chøng minh trùc tiÕp  sù héi tô cña c¸c chuçi sau vµ tÝnh tæng  

Bµi 1    ∑
∞

= +−1 )23)(23(
1

n nn
. 

Bµi 2    ∑
∞

= +
++

1
33

2

)1(
133

n nn
nn

. 
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Bµi 3   )122(
1

nnn
n

++−+∑
∞

=

. 

2.2.   Chøng minh sù héi tô hay ph©n kú cña chuçi b»ng dÊu hiÖu so 
s¸nh vµ tÝnh tæng c¸c chuçi héi tô 

Bµi1    ∑
∞

= +1
2 3
1

n n
. 

Bµi 2   ∑
∞

= +
+

1 )2(
1

n nn
n

. 

Bµi 3   ∑
∞

= +
+

1 )1(
2

n nn
n

. 

Bµi 4   ∑
∞

=1 2
1

n
nn

. 

Bµi 5   ∑
∞

=







 +

1
2

11

n

n

n
n

. 

Bµi 6   ∑
∞

=

+

1 3
2

n
n

n n
. 

Bµi 7    ∑
∞

=1
2

2sin
n n

n
. 

2.3.  Chøng minh sù héi tô hay ph©n kú cña chuçi b»ng tiªu chuÈn 
Cauchy 

Cho chuçi sè d−¬ng ∑
∞

=1n
nu , gi¶ sö  Cnn

n
=

∞→
lim . 

1) NÕu C < 1 th× chuçi héi tô; 

2) NÕu C > 1 th× chuçi ph©n kú; 

3) NÕu C = 1 th× ch−a cã kÕt luËn vÒ sù héi tô cña chuçi. 

H·y chøng minh sù héi tô cña c¸c chuçi sau theo tiªu chuÈn Cauchy:  

Bµi 1 
2
)11(

2
1

1

n

n
n n∑

∞

=

+ . 

Bµi 2  ∑
∞

=

+

−
+

2

)1()
1
1(

n

nn

n
n

. 
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Bµi 3 ∑
∞

=1
ln2n
n

n

n

n
. 

2.4.  Chøng minh sù héi tô hay ph©n kú cña chuçi b»ng  tiªu chuÈn 
D′Alembert 

Cho chuçi sè d−¬ng ∑
∞

=1n
nu , gi¶ sö  D

u
u

n

n
n

=+

∞→

1lim . 

1) NÕu  D < 1 th× chuçi héi tô; 

2) NÕu  D > 1 th× chuçi ph©n kú; 

3) NÕu  D = 1 th× ch−a cã kÕt luËn vÒ sù héi tô cña chuçi. 

Dïng tiªu chuÈn D’Alembert h·y xÐt sù héi tô cña c¸c chuçi sau:  

Bµi 1    ∑
∞

=1
)(

2

2
2
)!(

n
n

n
. 

Bµi 2    ∑ ∏
∞

= =








−
+

1 1 24
13

n

n

i i
i

. 

Bµi 3   ∑ ∏
∞

= =









++1 1
22

2

cos1
sin

n

n

k kax
kanx . 

2.5.   Bµi tËp n©ng cao 
TÝnh c¸c tæng sau: 

Bµi 1    ∑
∞

=

−+

1

3

3
))1(2(

n
n

nnn
. 

Bµi 2    ∑
∞

=
+

1
)(

!
n

pn

n

n
en

. 

Bµi 3    ∑
∏

∞

=

=

+1

1
)2(

!
n

n

i
i

n
. 

Bµi 4   ∑ ∏
∞

= =








−+

1 1
)1(

n

n

i
ip . 

Bµi 5   p

p

n
n

i

n

i

ni

i
1

2

)12(

1

1

1∑
∏

∏∞

=

=

=


















−

. 
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Bµi 6   ∑
∞

=


















−+






 +

1
2

2

2
1111

n
n

nn

n
. 

Bµi 7    ∑
∞

=1
2

ln
n n

n
. 

Bµi 8   ∑
∞

=1 ln
1

n nn
. 

Bµi 9 T×m  x  ®Ó chuçi ∑
∞

=1
sin

n
nx  lµ héi tô.   

Bµi 10 T×m  x  ®Ó chuçi  ∑
∞

=0
cos

n
nx   lµ héi tô.   

Bµi 11 D·y }{ nb   cã tÝnh chÊt: +∞=<
∞→ nnn
bb lim,0 . 

H·y x©y dùng d·y ,0},{ nn aa <   víi ∑
∞

=

∞<
1n
na  mµ ∑

∞

=

+∞=
1n

nnba . 

3.  Thùc hµnh tÝnh to¸n trªn m¸y 
______________________

 

3.1.   TÝnh giíi h¹n cña d·y 
Sau khi ®−a vµo côm xö lý (nh− ®· nãi ë phÇn thùc hµnh tÝnh to¸n trong Ch−¬ng 1) t¹i 
dÊu nh¾c " [> " ta ®−a vµo dßng lÖnh cã có ph¸p d−íi ®©y (trong ®ã a[n] lµ sè h¹ng 
tæng qu¸t cña d·y) 

[> limit(a[n],n=infinity); 

Chó ý ®õng quªn dÊu chÊm phÈy (;) ë cuèi dßng lÖnh. Sau dÊu nµy  Ên phÝm "Enter" 
th× viÖc tÝnh giíi h¹n cña d·y sÏ ®−îc thùc hiÖn vµ ta sÏ cã ngay ®¸p sè.  

ThÝ dô TÝnh giíi h¹n 

)1(lim nnn
n

−+
∞→

 

[> limit(sqrt(n)*(sqrt(n+1)-sqrt(n)),n=infinity); 

2
1

 

Muèn cã ®−îc biÓu thøc hiÓn vÒ giíi h¹n cña d·y, ta vµo lÖnh sau: 

[> Limit(a[n],n=infinity); 

Chó ý ChØ viÖc thay ch÷ c¸i "L" vµo "l" trong tõ "limit".  

ThÝ dô [> Limit(sqrt(n)*(sqrt(n+1)-sqrt(n)),n=infinity); 
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Ên phÝm "Enter"  sau dÊu chÊm phÈy (;) ë cuèi dßng lÖnh,m¸y sÏ hiÖn biÓu thøc cÇn 
tÝnh giíi h¹n: 

)1(lim nnn
n

−+
∞→

 

Sau ®ã ®¸nh lÖnh 

[> value("): 

m¸y sÏ hiÖn ®¸p sè: 
2
1

 

§Ó cho c«ng viÖc ®−îc m« t¶ mét c¸ch t−êng minh h¬n (vµ sÏ tr¸nh ®−îc nhÇm lÉn ®èi 
víi c¸c bµi to¸n cång kÒnh) ta h·y tiÕn hµnh qua c¸c b−íc sau: 

B−íc 1: G¸n tªn cho sè h¹ng tæng qu¸t cña d·y b»ng  lÖnh: 

[> a[n]:=sqrt(n)*(sqrt(n+1)- sqrt(n)); 
Ên phÝm "Enter"  sau dÊu chÊm phÈy (;) ë cuèi dßng lÖnh,m¸y  hiÖn sè h¹ng tæng  qu¸t 
cña d·y sè: 

)1(: nnnan −+=  

B−íc 2:  §¸nh lÖnh: 

[> limit(a[n],n=infinity); 
Ên phÝm "Enter"  sau dÊu chÊm phÈy (;) ë cuèi dßng lÖnh,m¸y  hiÖn ®¸p sè: 

2
1

 

3.2.  TÝnh tæng cña chuçi  
§Ó thùc hµnh viÖc tÝnh tæng cña  k  sè h¹ng ®Çu cña mét chuçi sè, h·y vµo dßng lÖnh 
cã có ph¸p d−íi ®©y: 

[> sum(a[n], n=1..k);  

(trong ®ã  a[n] lµ sè h¹ng tæng qu¸t cña tæng).  

Muèn tÝnh gi¸ trÞ cña chuçi cã sè h¹ng tæng qu¸t lµ  a[n] th× ta còng lµm t−¬ng tù nh− 
trªn, chØ kh¸c ë chç ta thay k b»ng infinity, tøc lµ ®−a vµo dßng lÖnh sau: 

[> sum(a[n], n=1..infinity) ; 

Sau dÊu chÊm phÈy (;) ta Ên phÝm "Enter" th× viÖc tÝnh tæng sÏ ®−îc thùc hiÖn vµ ta sÏ 
cã ®¸p sè .  

ThÝ dô [> sum(1/(n^2),n=1..10); 

1270080
1968329

 

[> sum(1/(n^2),n=1..infinity); 
2

6
1π  

Muèn cã biÓu thøc t−êng minh cña chuçi, h·y thao t¸c nh− trong phÇn giíi h¹n cña d·y. 
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Ch−¬ng 3 

________________ 
T«p« trªn trôc sè thùc 

3.1.  TËp ®ãng, tËp më
_______________________________

 

3.1.1.  TËp ®ãng 
Cho  A ⊆ �. Ta nãi A lµ tËp ®ãng nÕu mäi d·y héi tô trong A cã giíi h¹n thuéc A. 

ThÝ dô Víi ∈ba, �, ba <  th× ®o¹n ],[ ba := { bxax ≤≤: } lµ tËp ®ãng v× nÕu ],[ baan ∈  vµ  

zan =lim , ta cã baa n ≤≤  , do ®ã bza ≤≤ ;  

Trong khi ®ã kho¶ng (a,b):={ bxax <<: } kh«ng ph¶i lµ tËp ®ãng v× d·y 

),(
1

ba
n

abaan ∈
+
−

+= , nh−ng ),(lim baaa n ∉= . 

3.1.2.  TËp më 
Ta nãi ⊆A � lµ tËp më nÕu � \ A lµ tËp ®ãng. 

ThÝ dô Víi ∈ba, �, ba < th× kho¶ng ),( ba  lµ tËp më v× � \ (a,b) = { axx ≤:  hoÆc bx ≥ } lµ 
tËp ®ãng. 

Chó ý Cã nh÷ng tËp võa ®ãng, võa më nh− tËp � vµ tËp rçng. Cã nh÷ng tËp kh«ng më vµ 
kh«ng ®ãng nh− nöa ®o¹n }:{:],( bxaxba ≤<=  hoÆc  }:{:),[ bxaxba <≤= . 

Bæ ®Ò TËp ⊆A � lµ më khi vµ chØ khi cho ®iÓm Ax∈  bÊt kú ta cã thÓ t×m thÊy sè tù nhiªn n 

sao cho kho¶ng )1,1(
n

x
n

x +− n»m gän trong A. 

Chøng minh ( )⇒  Dïng ph¶n chøng. Gi¶ sö A më, nh−ng cã Ax ∈0  ®Ó víi mäi n, 

®o¹n )1,1( 00 n
x

n
x +−  kh«ng n»m trän trong A, tøc lµ t×m ®−îc )1,1( 00 n

x
n

xan +−∈  vµ 

Aan ∉ .  VËy ∈na � \ A.  H¬n n÷a nax lim0 =  mµ ∉0x � \ A.  §iÒu nµy chøng tá � \ 
A kh«ng ®ãng, tr¸i víi gi¶ thiÕt A më. 

( )⇐  Ta sÏ chøng minh � \ A ®ãng nÕu nh− ®iÒu kiÖn nªu ra ë bæ ®Ò tháa m·n. Thùc 

vËy, cho { na } lµ d·y trong � \ A héi tô tíi 0x . Khi ®ã theo ®Þnh nghÜa giíi h¹n víi 

mäi n sÏ t×m ®−îc 0m  ®Ó )1,1( 00 n
x

n
xam +−∈  khi 0mm ≥ .  

§iÒu nµy chøng tá Ax ∉0  vµ do ®ã ∈0x � \ A, vËy � \ A  ®ãng. 
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3.1.3.  TÝnh chÊt 

MÖnh ®Ò Giao h÷u h¹n tËp më lµ më vµ hîp cña hä bÊt kú tËp më lµ më. 

Chøng minh  Cho kAA ,...,1  lµ nh÷ng tËp më trong �. NÕu i

k

i
AA ∩

1=
=  lµ rçng th× dÜ 

nhiªn A më. NÕu A kh¸c rçng, lÊy Ax∈  bÊt kú. Theo bæ ®Ò, tån t¹i knn ,...,1  sao cho 

kiA
n

x
n

x i
ii

   ,...,1,)1,1( =⊆+− . Chän max0 =n { knn ,...1 }. Khi Êy A
n

x
n

x
ii
⊆+− )1,1( . 

Theo bæ ®Ò, A më. B©y giê cho { IA ∈αα  : } hä tËp më trong � (ë ®©y tËp chØ sè I cã 

thÓ h÷u h¹n hoÆc v« h¹n). Ký hiÖu αα
AA

I∈
∪= . LÊy Ax∈  bÊt kú. Khi Êy tån t¹i I∈α  

®Ó αAx∈ . V× αA  më, theo bæ ®Ò ta t×m ®−îc n ®Ó αA
n

x
n

x ⊆+− )1,1(  . Do vËy 

A
n

x
n

x ⊆+− )1,1(  , vµ l¹i theo bæ ®Ò,  A  më. 

MÖnh ®Ò Hîp h÷u h¹n tËp ®ãng lµ ®ãng vµ giao cña hä bÊt kú tËp ®ãng lµ ®ãng. 

Chøng minh Cho kAA ,...,1  lµ nh÷ng tËp ®ãng trong �. Khi Êy 

� \ ∩∪
==

=
k

i
i

k

i
A

11
)( (� \ Ai).  

Ta cã � \ Ai  më. Theo mÖnh ®Ò trªn, ∩
=

k

i 1
(� \ Ai) më, do vËy i

k

i
A∪

=1
 ®ãng. T−¬ng tù, 

cho  { IB ∈αα  : } lµ hä tËp ®ãng. Ta cã � \ 
II

B
∈∈
∪=∩
ααα

)( (� \ Bα). V× � \ Bα  më, theo 

mÖnh ®Ò trªn,  
I∈

∪
α

(� \ Bα) më, vµ do ®ã αα
B

I∈
∩  ®ãng. 

Chó ý a) Giao v« h¹n tËp më kh«ng nhÊt thiÕt lµ më.  

ThÝ dô víi   
n

+, 
n

-=An )111( th×  ,=An
n=

]10[
1
∩
∞

lµ tËp ®ãng. 

b) Hîp v« h¹n tËp ®ãng kh«ng nhÊt thiÕt lµ ®ãng.  

ThÝ dô víi ]11,1[
nn

An −=   th× )1,0(
2

=∪
∞

=
n

n
A  lµ tËp më. 

3.2.  T«p«
__________________________________________

 

3.2.1.  T«p« trªn � 
T«p« trªn �  lµ hä  A  cña c¸c tËp trong �  tháa m·n nh÷ng tÝnh chÊt sau: 
i)   Giao cña hai phÇn tö cña  A  thuéc A. 
ii)  Hîp cña hä bÊt kú c¸c phÇn tö cña  A  thuéc A. 
iii) A chøa  �  vµ  ∅ .   

C¸c phÇn tö cña   A  th−êng ®−îc gäi lµ tËp  A - më. 
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ThÝ dô a)  A AA   :{=  lµ tËp më trong �} lµ mét t«p« trªn � (Theo MÖnh ®Ò 2). 

b)  A = {� vµ ∅ } lµ mét t«p« trªn �. §©y lµ t«p« tÇm th−êng. 

c)  A AA   :{=  lµ tËp con cña �} lµ mét t«p« trªn �. §©y lµ t«p« rêi r¹c. 

d) A AA   :{=  lµ tËp ®ãng trong �} kh«ng ph¶i lµ t«p« trªn � v× (ii) kh«ng tháa m·n. 

T«p« th«ng dông nhÊt trªn � lµ t«p« trong ThÝ dô a) vµ trong gi¸o tr×nh ta chØ nãi ®Õn 
t«p« nµy. 

3.2.2.  L©n cËn 

§Þnh nghÜa TËp U⊆ � ®−îc gäi lµ l©n cËn cña x nÕu trong U cã mét tËp më chøa x. 

ThÝ dô }11:{ ≤≤−= xxU    lµ l©n cËn cña ®iÓm O nh−ng kh«ng ph¶i lµ l©n cËn cña ®iÓm -1. 

MÖnh ®Ò TËp ⊆A � më khi vµ chØ khi mäi ®iÓm cña A ®Òu cã l©n cËn n»m trän trong A. 

Chøng minh Gi¶ thiÕt A më. Theo bæ ®Ò , víi mäi Ax∈  ta t×m ®−îc 1≥n  sao cho 

A
n

x
n

x ⊆+− )1,1( . TËp )1,1(
n

x
n

x +−  lµ mét l©n cËn cña x n»m trän trong A. 

Ng−îc l¹i, lÊy x ∈ A bÊt kú. Khi ®ã cã l©n cËn U cña x n»m trän trong A. Theo ®Þnh 
nghÜa U chøa tËp më V ®Ó Vx∈ . Theo bæ ®Ò, tån t¹i n ®Ó  

AUV
n

x
n

x ⊆⊆⊆+− )1,1( .  

Còng theo bæ ®Ò trªn ta kÕt luËn A më. 

3.2.3.  §iÓm tô 
§iÓm ∈x � gäi lµ ®iÓm tô cña tËp ⊆A � nÕu mçi l©n cËn cña x ®Òu chøa ®iÓm cña A 

kh¸c víi x. 

ThÝ dô a) A= { ...2,1,1: == n
n

xx } th× ®iÓm 0 lµ ®iÓm tô cña A. 

b) A = (1, 2)  th× mäi ®iÓm x víi 21 ≤≤ x  lµ ®iÓm tô cña A. 

MÖnh ®Ò TËp ⊆A � ®ãng khi vµ chØ khi A chøa mäi ®iÓm tô cña nã. 

Chøng minh Gi¶ thiÕt A ®ãng vµ x lµ ®iÓm tô cña A. Khi Êy víi mçi ≥n 1, ta cã 

∅≠∩+− A
n

x
n

x )1,1(  . Chän na  bÊt kú trong tËp giao nµy. D·y }{ na   héi tô tíi x. 

V× A  ®ãng nªn x ∈ A. Ng−îc l¹i, cho { na } A⊆  lµ d·y bÊt kú héi tô tíi x. Khi Êy, hoÆc 

lµ x trïng víi mét trong c¸c phÇn tö cña d·y vµ suy ra x ∈ A, hoÆc lµ x kh¸c mäi na . 
Trong tr−êng hîp sau mäi l©n cËn cña x ®Òu chøa v« sè phÇn tö cña d·y kh¸c x, do ®ã 
x lµ ®iÓm tô cña A. Theo gi¶ thiÕt x ∈ A vµ ta kÕt luËn A ®ãng. 
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3.2.4.  C¬ së l©n cËn 

Hä U c¸c tËp më trong � ®−îc gäi lµ c¬ së l©n cËn trong � nÕu víi mçi ∈x � vµ mçi 
l©n cËn V cña x  ta cã thÓ t×m ®−îc U∈ U sao cho x ∈U V⊆ . 

ThÝ dô a)  U  :={   )1,1(
n

x
n

x +− , x ∈ �, n=1,2,3,...}  lµ c¬ së l©n cËn trong �.  ThËt vËy, gi¶ 

sö  x ∈ �  vµ  V lµ mét l©n cËn cña  x  trong �.  Theo ®Þnh nghÜa sÏ t×m ®−îc tËp më   

U⊆ V chøa  x. Theo bæ ®Ò  tån t¹i  n  sao cho kho¶ng VU
n

x
n

x ⊆⊆





 +−

1,1 . Chøng 

tá  U  lµ c¬ së l©n cËn trong �.    

b) U  :={   )1,1(
n

x
n

x +− , x ∈ 4 , n=1,2,3,...}  còng lµ c¬ së l©n cËn trong �. ThËt vËy, 

t−¬ng tù nh− trong thÝ dô trªn, cho x ∈ �  vµ V lµ mét l©n cËn cña x trong �. Theo ®Þnh 
nghÜa sÏ t×m ®−îc tËp më  U ⊆ V chøa x. Theo bæ ®Ò  tån t¹i n sao cho 

VU
n

x
n

x ⊆⊆





 +−

1,1 .  

NÕu x ∈ 4 th× kho¶ng 





 +−

n
x

n
x 1,1 lµ phÇn tö cña hä U.  NÕu x ∉ 4 theo tÝnh trï mËt 

vµ do 
n

xx
2
1

+< , t×m ®−îc sè c ∈ 4 sao cho 
n

xcx
2
1

+<< . Khi ®ã ®o¹n 

VU
n

c
n

c ⊆⊆





 +−

1,1 vµ lµ phÇn tö cña hä U chøa x. Nh− vËy U lµ c¬ së l©n cËn trong �.  

MÖnh ®Ò Trong  �  tån t¹i c¬ së l©n cËn ®Õm ®−îc.  

Chøng minh ThËt vËy, trong ThÝ dô b) trªn ®©y ta thÊy 4 lµ tËp ®Õm ®−îc nªn c¬ së 
l©n cËn ®ã ®Õm ®−îc. 

3.3.  TËp Compact
__________________________________

 

3.3.1.  TËp compact 
TËp ⊆A � gäi lµ compact nÕu mäi d·y trong A ®Òu chøa d·y con héi tô cã giíi 
h¹n trong A. 

ThÝ dô a) NÕu A chøa h÷u h¹n phÇn tö, th× A lµ tËp compact. ThËt vËy, cho { na } lµ d·y trong 
A. V× sè phÇn tö A h÷u h¹n, sÏ cã Ýt nhÊt mét phÇn  tö Aa∈  sao cho cã v« h¹n phÇn tö 
trong d·y trïng víi nã. C¸c phÇn tö nµy lËp thµnh mét d·y con héi tô tíi  Aa∈ . 

b) A={ ,...2,1,1: == n
n

xx }∪{0} lµ tËp compact. ThËt vËy, A chøa mét d·y héi tô vµ 

®iÓm giíi h¹n cña d·y (lµ {0}). Cho nªn, mäi d·y trong A hoÆc lµ chØ chøa h÷u h¹n 
phÇn tö cña A, hoÆc lµ chøa mét d·y con cña d·y héi tô. DÔ thÊy r»ng trong c¶ 2 tr−êng 
hîp nã ®Òu chøa mét d·y con héi tô ®Õn mét phÇn tö nµo ®ã trong A.   
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c)  A={ 10: ≤< xx   } kh«ng compact v× d·y {
1
n

} héi tô tíi 0 ∉ A. 

d)  A={ 0: ≥xx   } kh«ng compact v× d·y {n} kh«ng cã mét d·y con nµo héi tô c¶. 

3.3.2.  TÝnh chÊt 
§Þnh lý TËp ⊆A � lµ compact khi vµ chØ khi A ®ãng vµ giíi néi. 

Chøng minh Gi¶ thiÕt A compact. A ph¶i giíi néi v× nÕu kh«ng sÏ cã d·y Aan ⊆}{  

víi liman = ∞  hoÆc liman = −∞ . Trong c¶ hai tr−êng hîp }{ na  kh«ng chøa d·y 
con héi tô. TËp A ®ãng v× mäi d·y héi tô sÏ cã giíi h¹n trong A. 

Ng−îc l¹i, nÕu A giíi néi th× mäi d·y trong A ®Òu giíi néi vµ do ®ã, theo §Þnh lý 
Bolzano-Weierstrass, sÏ cã ®iÓm tô, tøc lµ cã d·y con héi tô. NÕu A ®ãng th× giíi h¹n 
thuéc A. Do vËy A compact. 

MÖnh ®Ò Hîp h÷u h¹n c¸c tËp compact lµ compact; vµ giao cña hä bÊt kú c¸c tËp compact 
lµ compact. 

Chøng minh V× hîp h÷u h¹n c¸c tËp ®ãng lµ ®ãng vµ hîp h÷u h¹n c¸c tËp giíi néi lµ 
giíi néi, nªn ¸p dông §Þnh lý 1 ta cã ngay kÕt qu¶. §èi víi giao cña hä bÊt kú c¸c tËp 
compact phÐp chøng minh hßan toµn t−¬ng tù. 

3.3.3.  Phñ 
Cho  U  lµ hä bÊt kú c¸c tËp më  trong �.  
Ta nãi U  lµ phñ cña tËp ⊆A � nÕu mçi ®iÓm cña A ®Òu n»m trong mét phÇn tö nµo 
®ã cña U. 

Cho  U  vµ  U' lµ c¸c phñ cña A. NÕu U' ⊆  U, ta nãi  U' lµ phñ con cña U . 

ThÝ dô a) Víi ]1,0[=A , hä U1 ,...}2,1:)11,1{( =+−= n
nn

   lµ mét phñ cña A. Hä 

U2 ,...}2,1:)
2
11,

2
1{( =+−= n

nn
   còng lµ phñ cña  A, ®ång thêi lµ phñ con cña  U1.   

b) Víi =A �, hä U1 ,...}2,1:),{( =−= nnn    lµ phñ cña A. Nh−ng hä 

U2 ,...}2,1:)1,{( ±±=+= nnn    kh«ng ph¶i lµ phñ cña  A. 

Bæ ®Ò NÕu  U  lµ  phñ bÊt kú cña tËp ⊆A �  th×  U cã mét phñ con ®Õm ®−îc (cña A).  

Chøng minh NÕu  U = }:{ IU ∈αα h÷u h¹n th× ®ã lµ phñ ®Õm ®−îc cña A. Gi¶ thiÕt 

U v« h¹n. LÊy mét c¬ së l©n cËn ®Õm ®−îc bÊt kú { ,...2,1: =nVn  } trong �. Víi mçi n, 

lÊy In ∈= )(αα  sao cho )(nn UV α⊆  (nÕu cã) vµ ký hiÖu 0I  lµ tËp c¸c chØ sè )(nα  

nµy. Khi Êy 0I  ®Õm ®−îc vµ ta chøng minh }:{ 0IU   ∈αα  phñ A. Thùc vËy, cho 

Ax∈ , do ®Þnh nghÜa cña phñ ta t×m ®−îc I∈α  sao cho αUx∈ .  Theo ®Þnh nghÜa cña 

c¬ së l©n cËn th× tån t¹i n ®Ó αUVx n ⊆∈ . §iÒu nµy cã nghÜa lµ cã 0)( In ∈=αα  ®Ó 

)(nn UV α⊆ , do ®ã )(nUx α∈ . 
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§Þnh lý TËp ⊆A � lµ compact khi vµ chØ khi mäi phñ cña A ®Òu chøa mét phñ con h÷u h¹n. 

Chøng minh Gi¶ thiÕt A compact vµ U  lµ phñ cña A. NÕu U h÷u h¹n th× ®ã lµ phñ 
con h÷u h¹n cÇn t×m. NÕu U v« h¹n, theo bæ ®Ò ta cã thÓ gi¶ thiÕt U ®Õm ®−îc, tøc lµ 
ta cã U ,...}2,1:{ == iUi . NÕu víi mäi k, hä { kUU ,...,1 } kh«ng phñ A th× ta t×m ®−îc 

}{\
1

i

k

i
k UAx ∪

=

∈ . V× A compact ta trÝch ®−îc d·y con { )(nkx } héi tô tíi  mét phÇn tö 

Axo ∈ . Gi¶ sö Um chøa ox . Khi Êy sÏ cã N ®ñ lín ®Ó NnUx mnk >∀∈ ,)( . Ngoµi ra, 

do tËp ®iÓm { })()2()1( ,..., nkkk xxx lµ h÷u h¹n ta t×m ®−îc sè L ®ñ lín ®Ó 

i

L

i
nkk Uxx ∪

1
)()1( },...,{

=
⊆ .  LÊy },max{ mLM =  ta sÏ cã i

M

i
nk Ux ∪

1
)( }{

=
⊆ . §iÒu nµy m©u 

thuÉn víi viÖc lùa chän )(nkx . Do vËy ph¶i t×m ®−îc sè k  ®Ó },...,{ 1 kUU  phñ A. 

Ng−îc l¹i, gi¶ thiÕt ®iÒu kiÖn vÒ phñ cña ®Þnh lý ®óng. Ta chøng minh A compact. 
Tr−íc hÕt ta chØ ra r»ng A giíi néi. Muèn thÕ, lÊy { na } lµ d·y tÊt c¶ c¸c sè h÷u tû. Khi 

®ã hä { ,...2,1:)1,1( =+−= naaU nnn } phñ �, do ®ã phñ A. Theo ®iÒu kiÖn, sÏ t×m ®−îc 

k ®Ó },...,{ 1 kUU  phñ A. Khi ®ã A sÏ bÞ giíi néi bëi sè max{ knan ,...,2,1:1 =+ }. Theo 

®Þnh lý ë phÇn trªn, ta chØ cßn ph¶i chøng minh A ®ãng. B»ng ph¶n chøng gi¶ sö A 
kh«ng ®ãng ta sÏ t×m ®−îc d·y { nx } A⊆  héi tô tíi Axo ∉ . Cã thÓ xem nh− c¸c phÇn 

tö cña d·y lµ kh¸c nhau.  

XÐt hä  { ,...2,1: =kU k  } trong ®ã 

Uk ∪++== ,...}2,1:({\ kknxR n { ox }).  

§©y lµ hä c¸c tËp më trong �. Hä nµy lµ phñ cña A. ThËt vËy, víi Ax ∈ bÊt kú, ta 
cã hoÆc x ∉{xn} khi Êy kUx∈  víi mäi k, hoÆc mxx =  nµo ®ã, khi Êy mUx∈ .  

DÔ thÊy víi mäi k, hä { kUU ,...,1 } kh«ng thÓ nµo phñ A ®−îc. §iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ 

thiÕt. VËy A ®ãng. Theo ®Þnh lý trªn, A compact. 

3.4.  Nguyªn lý giao cña hä c¸c tËp compact _________  

3.4.1.  Nguyªn lý 
Cho }:{ IA ∈αα   lµ hä bÊt kú c¸c tËp kh¸c rçng trong �.  

Ta nãi hä nµy cã tÝnh chÊt giao h÷u h¹n nÕu víi mäi bé h÷u h¹n chØ sè In ∈αα ,...,1 , 

ta cã ∅≠
=

i
A

n

i
α∩

1

. 

§Þnh lý Cho }:{ IA ∈αα   lµ hä c¸c tËp compact kh¸c rçng cã tÝnh chÊt giao h÷u h¹n. Khi ®ã  

∅≠
∈

α
α

A
I
∩ . 
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Chøng minh  Cè ®Þnh I∈0α  vµ ®Æt =αU � \ Aα. Gi¶ sö ∅≠
∈

α
α

A
I
∩ , khi ®ã 

}:{ IU ∈αα   lµ phñ cña  � v× αU  më vµ 

∪∪
II

U
∈∈

=
α

α
α

(� \ Aα) = � \ ( α
α

A
I∈
∩ ) = �.  

Do vËy }:{ IU ∈αα   phñ 
0αA . Theo ®Þnh lý phñ tËp compact, ta cã thÓ trÝch ®−îc h÷u 

h¹n phÇn tö kUU αα ,...,1  ®Ó t¹o thµnh phñ 
0α

A . Nh− vËy 

 ∪∪
kk

i
i

UA
11

0
==

=⊆
α

αα (� \ A =)
iα

� \ ( )
1

i
A

k

i
α∩

=

.  

NghÜa lµ ∅=∩∩∩
k

AAA ααα ...
10

. §iÒu nµy lµ m©u thuÉn víi tÝnh chÊt giao h÷u h¹n 

cña hä }:{ IA ∈αα  . VËy ∅≠
∈

α
α

A
I
∩ . 

3.4.2.  øng dông 

HÖ qu¶ Cho tr−íc hä v« h¹n c¸c ®o¹n ,...}2,1:],{[ =nba nn  lång nhau (nghÜa lµ 

],[],[ 11 −−⊆ nnnn baba , ,...3,2=n ). Khi Êy ta cã 

  ∅≠
∞

=

],[
1

nn
n

ba∩ . 

Chøng minh NhËn xÐt r»ng hä trªn lµ hä c¸c tËp compact. Hä nµy cã tÝnh chÊt giao 
h÷u h¹n v×  giao cña mäi hä h÷u h¹n c¸c ®o¹n nµy sÏ lµ ®o¹n cã chØ sè cao nhÊt (trong 
hä) vµ do ®ã lµ kh¸c rçng. Theo nguyªn lý giao cña hä tËp compact suy ra ®iÒu cÇn 
chøng minh. 



56 

_____________________________________
Bµi tËp 

Ch−¬ng 3 

1. TËp më, tËp ®ãng 
______________________________

 

Bµi 1 Cho  E
n n

nn =
+

=[ , ], , , ...1
2 1

1
2

1 2 Chøng minh r»ng En
n=

∞

1
∪ lµ mét tËp kh«ng ®ãng. 

Bµi 2  Bao ®ãng cña  A lµ tËp gåm c¸c ®iÓm thuéc  A  vµ c¸c ®iÓm tô cña nã. Ký hiÖu  bao 

®ãng cña  A  lµ  [A]. H·y chøng minh: 

1)  Bao ®ãng cña A  lµ tËp ®ãng nhá nhÊt chøa  A. 

2)  Bao ®ãng cña bao ®ãng cña A  lµ bao  ®ãng cña  A :  [[ ]] [ ]A A= . 

3)  NÕu  A ⊂ B  th×  [A] ⊂ [B]. 

4)  [A ∪ B] = [A] ∪ [B].  

Bµi 3 Gi¶ sö  A  lµ tËp më trong �.  Chøng minh r»ng víi mäi  B  thuéc � ta ®Òu cã bao hµm 

thøc   A ∩ [B] ⊂ [A ∩ B]. 

Bµi 4 T×m nh÷ng vÝ dô vÒ hai tËp  A,B  trong � sao cho c¶ bèn tËp  A ∩ [B], [A] ∩ B,  

          [A] ∩ [B]  vµ  [A ∩ B]  ®Òu kh¸c nhau. 

Bµi 5 T×m vÝ dô hai tËp  A, B  trªn �,  sao cho  A ∩ [B]  kh«ng chøa trong  [A ∩ B]. 

2.  §iÓm tô 
_______________________________________

 

Bµi 1 T×m tÊt c¶ c¸c ®iÓm tô cña tËp { }E
n

n= − =







∪ ∪
1 1 2 1 2 3, , , ... ( , ] .  

Bµi 2 Chøng minh r»ng tËp }
122

1;
122

1{
+

−
+

+=
n
n

n
nX , n ∈ N  chØ cã hai ®iÓm tô lµ 0 vµ  1.  

Bµi 3 D·y }{ nx  ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau: ax =1  lµ mét  ®iÓm bÊt kú trong ®o¹n [0,1] vµ 

2
1−

= n
n

xx  khi  n  ch½n vµ  
2

1 1−+
= n

n
xx  khi n lÎ. Hái d·y }{ nx  cã bao nhiªu ®iÓm tô ? 
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Bµi 4 Mét d·y }{ na  tho¶ m·n ®iÒu kiÖn: 0)(lim 1 =+ +∞→ nnn
aa .  Chøng minh r»ng  d·y }{ na  

hoÆc cã kh«ng nhiÒu h¬n 2, hoÆc cã v« h¹n ®iÓm tô.  

Bµi 5  H·y x©y dùng mét d·y c¸c phÇn tö kh¸c nhau mµ mçi sè h¹ng cña d·y lµ mét ®iÓm tô. 

TËp phÇn tö cña mét d·y nh− trªn cã thÓ lµ tËp ®ãng hay kh«ng? 

Bµi 6  H·y chøng minh tËp bao gåm c¸c phÇn tö cña mét d·y bÊt kú vµ c¸c ®iÓm tô cña nã 

kh«ng thÓ lµ tËp më.  

Bµi 7 Kh¶o s¸t tÝnh héi tô cña mét d·y chØ cã mét ®iÓm tô (xÐt tr−êng hîp d·y giíi néi vµ 

tr−êng hîp kh«ng giíi néi). 

Bµi 8 Mét ®iÓm cña mét tËp ®−îc gäi lµ c« lËp nÕu tån t¹i mét l©n cËn mµ trong ®ã kh«ng cã 

®iÓm nµo kh¸c cña tËp ngoµi ®iÓm ®· cho.  H·y chøng minh r»ng mét d·y cã v« h¹n 

®iÓm tô c« lËp kh«ng thÓ giíi néi.  

3.  TËp compact 
_____________________________________

 
Bµi 1  Cho  a vµ  b  lµ hai sè d−¬ng (a < b).  Hai d·y sè }{ nu vµ }{ nv  ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau: 

 
2

,,, 11
nn

nnnnoo
uv

vvuubvau
+

==== ++ .   

Chøng minh r»ng 

nnnn
vu

→∞→∞
= limlim . 

Bµi 2  H·y t×m tÊt c¶ c¸c tËp compact trong � khi trang bÞ cho �  mét trong nh÷ng t«p« 

sau: 

i)   T«p« tÇm th−êng (chØ cã � vµ  ∅ lµ nh÷ng tËp më); 

ii)  T«p« rêi r¹c (mçi ®iÓm cña � lµ tËp më); 

iii) T«p« th«ng th−êng (t«p« víi c¬ së l©n cËn lµ c¸c kho¶ng). 

Bµi 3  NÕu hîp v« h¹n cña c¸c tËp compact lµ tËp ®ãng (hay giíi néi) th× tËp hîp nµy cã 

compact kh«ng? Gi¶i thÝch v× sao. 

Bµi 4  Cho { }A nn : , , ...= 1 2  lµ hä c¸c tËp compact trong �.  Gi¶ sö t×m ®−îc sè k ≥ 3  ®Ó víi 

mäi bé k  sè  n n nk1 2, , ... , ta cã An
i

n

i
≠

=
φ

1
∩ . Hái r»ng hä nµy cã ®iÓm chung hay 

kh«ng? V× sao? 
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Bµi 5  T×m thÝ dô mét tËp ®ãng, kh«ng giíi néi cã phñ v« h¹n nh−ng tõ ®ã kh«ng thÓ trÝch ra 

®−îc mét phñ con h÷u h¹n.  

T×m thÝ dô mét tËp kh«ng ®ãng, giíi néi cã phñ v« h¹n nh−ng tõ ®ã kh«ng thÓ trÝch ra 

®−îc mét phñ con h÷u h¹n.  

Bµi 6  H·y chØ ra v× sao trôc sè  �  (víi t«p« th«ng th−êng) l¹i kh«ng compact. NÕu nh− ta 

më réng  � mét c¸ch h×nh thøc b»ng viÖc thªm hai ®iÓm, ký hiÖu lµ  − ∞  vµ + ∞  cã 

tÝnh chÊt sau: − ∞ < < +∞r  víi mäi  r ∈ �. Sau ®ã ta trang bÞ trªn tËp më réng 
� { }∪ − ∞ +∞,  mét t«p« sau ®©y: c¬ së l©n cËn cña mçi ®iÓm  r ∈ � lµ c¬ së l©n cËn 

trong t«p« b×nh th−êng; c¬ së l©n cËn cña ®iÓm − ∞  gåm c¸c tËp con d¹ng 

 {r∈� :r n< − };  

C¬ së l©n cËn cña + ∞  gåm c¸c tËp con cã d¹ng  

{ r∈� :r n> − }.  

H·y chøng minh r»ng � víi t«p« võa nªu trªn lµ tËp compact. 
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Ch−¬ng 4 

____________________________________
Hµm sè  

4.1.  Kh¸i niÖm hµm sè
______________________________

 
Cho X vµ Y  lµ hai tËp con kh¸c rçng cña tËp sè thùc �.  

PhÐp øng  f  tõ  X vµo Y ®−îc gäi lµ hµm sè trªn X.   

Ta viÕt y = f (x)  cã nghÜa y lµ gi¸ trÞ (trong Y) øng víi  x  (trong  X ).  

Ng−êi ta gäi  x  lµ biÕn ®éc lËp  (hay ®èi sè) vµ  y lµ biÕn phô thuéc hay gi¸ trÞ cña 
hµm sè  f  t¹i  x.   

TËp X ®−îc gäi lµ miÒn x¸c ®Þnh cña hµm sè f. 

TËp })(:/{: yxfXxYyR f =∈∃∈=  ®−îc gäi lµ miÒn gi¸ trÞ (hay tËp ¶nh) cña hµm  f.  
MiÒn gi¸ trÞ kh«ng nhÊt thiÕt b»ng toµn bé Y. 

Víi mçi x ∈  X  cã thÓ cã nhiÒu gi¸ trÞ  y cña  Y  sao cho  y = f (x),  khi Êy ta nãi  f  lµ 
mét hµm  ®a trÞ.  NÕu víi mçi x ∈  X  chØ cã duy nhÊt mét gi¸ trÞ cña  y ∈ Y  sao cho   
y  = f (x)  th× ta nãi  f  lµ mét hµm ®¬n trÞ.  Trong gi¸o tr×nh nµy,  nÕu kh«ng nãi g× 
thªm,  ta chØ xÐt   f  lµ mét hµm ®¬n trÞ. 

4.2.  C¸c ph−¬ng ph¸p biÓu diÔn  hµm sè
_____________

 
Muèn x¸c ®Þnh hµm sè  ta ph¶i  chØ ra  miÒn x¸c ®Þnh ⊆X � vµ quy t¾c (phÐp øng) f. 
Hµm sè th−êng ®−îc x¸c ®Þnh theo mét trong ba ph−¬ng ph¸p sau ®©y: 

4.2.1.  Ph−¬ng ph¸p gi¶i tÝch    
NÕu  f  ®−îc  cho bëi mét biÓu thøc gi¶i tÝch th× ta nãi hµm sè ®−îc cho b»ng ph−¬ng 
ph¸p gi¶i tÝch. Trong tr−êng hîp nµy, miÒn x¸c ®Þnh cña hµm sè lµ tËp tÊt c¶ nh÷ng gi¸ 
trÞ cña ®èi sè sao cho biÓu thøc cã nghÜa.  

ThÝ dô Hµm sè 
2

11
−

+−=
x

xy   cã miÒn x¸c ®Þnh lµ 

{ x ∈ � : x ≥ 1,  x ≠ 2}. 

Bµi to¸n t×m miÒn x¸c ®Þnh cña hµm sè th−êng ®−îc ®−a vÒ viÖc gi¶i mét hay nhiÒu hÖ 
ph−¬ng tr×nh vµ bÊt ph−¬ng tr×nh. 
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Chó ý §«i khi miÒn x¸c ®Þnh cña hµm sè ®−îc ghÐp thµnh tõ nhiÒu khóc, vµ trªn mçi khóc 
hµm sè ®−îc cho bëi mét biÓu thøc gi¶i tÝch riªng. Nh÷ng hµm nh− vËy cßn ®−îc gäi 
lµ hµm x¸c ®Þnh tõng khóc, hay ®¬n gi¶n lµ hµm tõng khóc. 

ThÝ dô Hµm dÊu  y= sign(x)  (®«i khi viÕt lµ sgn(x), ®äc lµ: signum cña x) lµ mét hµm tõng 
khóc, x¸c ®Þnh nh− sau: 









>
=
<−

=
1khi1
0khi0
0khi1

)sign(
x
x
x

x
          

         

       

 

4.2.2.  Ph−¬ng ph¸p b¶ng  
Trong tù nhiªn còng nh− trong kü thuËt, nhiÒu khi quan hÖ hµm gi÷a hai ®¹i l−îng 
®−îc thiÕt lËp qua thùc nghiÖm hoÆc quan s¸t t¹i nh÷ng thêi ®iÓm (hoÆc vÞ trÝ) nµo ®ã. 
ThÝ dô, sè ®o nhiÖt ®é t¹i mét ®iÓm x¸c ®Þnh nµo ®ã lµ mét ®¹i l−îng phô thuéc vµo 
thêi gian. Nh÷ng gi¸ trÞ ®o ®¹c (quan s¸t) t¹i nh÷ng thêi ®iÓm (vÞ trÝ) kh¸c nhau cã thÓ 
®−îc xem lµ hµm phô thuéc vµo thêi ®iÓm (vÞ trÝ) ®o ®¹c. Ta cã thÓ x¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña 
hµm t¹i bÊt kú thêi ®iÓm (vÞ trÝ nµo) b»ng c¸c thiÕt bÞ ®o ®¹c s½n cã, nh−ng nãi chung 
ta kh«ng thÓ t×m ®−îc biÓu thøc gi¶i tÝch biÓu diÔn ®−îc kÕt qu¶ ®o ®¹c theo thêi gian 
(vÞ trÝ) mét c¸ch chÝnh x¸c, mµ th−êng biÓu thÞ chóng d−íi d¹ng b¶ng ghi sè liÖu. Khi 
Êy ta nãi hµm ®−îc cho d−íi d¹ng b¶ng. C¸ch cho hµm nh− vËy, mÆc dï th−êng cho 
th«ng tin vÒ hµm kh«ng ®Çy ®ñ (kh«ng t¹i mäi ®iÓm), nh−ng l¹i rÊt phæ biÕn trong thùc 
tiÔn. Mét trong nh÷ng lÜnh vùc quan träng cña gi¶i tÝch to¸n häc lµ nghiªn cøu ph−¬ng 
ph¸p “kh«i phôc” th«ng tin (t¹i nh÷ng ®iÓm kh«ng ®−îc cho) ®Ó biÕn nh÷ng hµm lo¹i 
nµy thµnh mét hµm mµ c¸c c«ng cô gi¶i tÝch cã thÓ xö lý ®−îc nh− mäi hµm th«ng 
th−êng kh¸c.     

4.2.3.  Ph−¬ng ph¸p ®å thÞ  

Ph−¬ng ph¸p nµy thùc chÊt lµ mét biÕn thÓ cña ph−¬ng ph¸p b¶ng. Thay v× cho mét 
b¶ng sè liÖu, ng−êi ta cho mét tËp hîp ®iÓm trong mÆt ph¼ng täa ®é vu«ng gãc (tøc lµ 
mÆt ph¼ng víi hÖ täa ®é Descartes (®äc lµ  §Ò-c¸c)), vµ hµm sè f  ®−îc x¸c ®Þnh bëi 
phÐp cho t−¬ng øng hoµnh ®é cña mçi ®iÓm (trong tËp ®iÓm ®· cho) víi tung ®é cña 
nã. Trong tr−êng hîp cã nhiÒu ®iÓm kh¸c nhau cïng cã chung mét hoµnh ®é th× phÐp 
øng sÏ lµ x¸c ®Þnh kh«ng duy nhÊt, vµ khi Êy ta cã thÓ thiÕt lËp hµm ®a trÞ, cho t−¬ng 
øng mét hoµnh ®é víi tËp c¸c tung ®é cña c¸c ®iÓm cã chung hoµnh ®é nµy. Trong 
khu«n khæ gi¸o tr×nh nµy ta th−êng chØ xÐt c¸c hµm ®¬n trÞ, vµ khi Êy ph¶i gi¶ thiÕt lµ 
tËp hîp ®−îc cho ph¶i tháa m·n ®iÒu kiÖn lµ: kh«ng cã 2 ®iÓm ph©n biÖt nµo cã cïng 
hoµnh ®é. 

TËp hîp ®· cho cßn cã tªn gäi lµ ®å thÞ cña hµm f, vµ th−êng ®−îc ký hiÖu lµ  fG .  Râ 

rµng h×nh chiÕu cña tËp fG  lªn trôc hoµnh chÝnh lµ miÒn x¸c ®Þnh cña hµm f , vµ h×nh 

chiÕu cña  fG  lªn trôc tung chÝnh lµ miÒn gi¸ trÞ cña hµm  f.  DÔ thÊy r»ng mét hµm sè 

®−îc cho bëi ph−¬ng ph¸p b¶ng hay ph−¬ng ph¸p gi¶i tÝch th× còng cã thÓ cho ®−îc 
b»ng ph−¬ng ph¸p ®å thÞ, khi ta lÊy fG  lµ tËp nh÷ng ®iÓm (x,y), víi x ∈ X vµ  y=f (x). 
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ViÖc biÓu diÔn tËp fG  trong mÆt ph¼ng täa ®é Descartes (®èi víi hµm sè  f  cho b»ng 

ph−¬ng ph¸p gi¶i tÝch) còng chÝnh lµ viÖc vÏ ®å thÞ cña hµm sè ®ã. 

Trong thùc tÕ, ta th−êng kÕt hîp c¶ ba ph−¬ng ph¸p trªn ®Ó m« t¶  hµm sè. BiÓu thøc 
gi¶i tÝch cho phÐp ta nghiªn cøu c¸c tÝnh chÊt  ®Þnh tÝnh, ®å thÞ cho ta mét h×nh ¶nh 
trùc quan vµ b¶ng cho ta mét ®Þnh l−îng cô thÓ cña hµm sè. Còng cÇn chó ý thªm lµ 
kh«ng ph¶i hµm sè nµo còng cã thÓ m« t¶ chÝnh x¸c ®−îc b»ng ®å thÞ, ®ång thêi còng 
cã nh÷ng hµm sè m« t¶ ®−îc b»ng ®å thÞ hoÆc b»ng b¶ng mµ kh«ng m« t¶ ®−îc b»ng 
biÓu thøc gi¶i tÝch. 

4.2.4.  VÏ ®å thÞ cña hµm sè 
Nh− ®· nãi ë trªn, vÏ ®å thÞ cña mét hµm sè f (®−îc cho b»ng ph−¬ng ph¸p gi¶i tÝch) 
cã nghÜa lµ biÓu diÔn trªn mÆt ph¼ng täa ®é Descartes tËp ®iÓm sau ®©y 

∈= ),{(: yxG f � × � )}(, xfyDx f =∈ ; 

trong ®ã  fD  lµ ký hiÖu miÒn x¸c ®Þnh cña hµm sè f. VÒ lý thuyÕt,  ®Ó lµm ®−îc ®iÒu 

®ã ta ph¶i biÕt ®−îc gi¸ trÞ cña hµm sè t¹i mäi ®iÓm vµ biÓu diÔn tÊt c¶ c¸c ®iÓm cña ®å 
thÞ, nh−ng trªn thùc tÕ ®iÒu ®ã kh«ng thÓ thùc hiÖn ®−îc. Ng−êi ta chØ cã thÓ cho ®−îc 
nh÷ng biÓu diÔn xÊp xØ cña ®å thÞ. Cã 2 c¸ch ®Ó thùc hiÖn ®iÒu nµy: 

Ph−¬ng ph¸p 1: VÏ trùc tiÕp  

Dùa trªn nhËn xÐt r»ng mét ®−êng cong b×nh th−êng lu«n cã thÓ xÊp xØ ®−îc b»ng 
®−êng gÊp khóc víi c¸c khóc nhá. §−êng gÊp khóc nµy hoµn toµn ®−îc x¸c ®Þnh bëi 
c¸c ®iÓm ®Ønh, cho nªn nÕu ta biÕt ®−îc c¸c ®iÓm ®Ønh nµy th× còng cã ®−îc biÓu diÔn 
xÊp xØ cña ®å thÞ. §é xÊp xØ cµng chÝnh x¸c nÕu c¸c khóc cµng nhá (c¸c ®Ønh cµng 
nhiÒu). Ph−¬ng ph¸p nµy nÕu thùc hiÖn mét c¸ch thñ c«ng sÏ rÊt vÊt v¶ (v× ®Ó cã mét 
xÊp xØ tèt ph¶i biÕt ®−îc rÊt nhiÒu ®Ønh), nh−ng ®èi víi m¸y tÝnh th× ®iÒu nµy trë nªn 
rÊt dÔ dµng, vµ trªn thùc tÕ víi sù trî gióp cña m¸y tÝnh ng−êi ta vÏ ®−îc c¸c ®å thÞ víi 
®é chÝnh x¸c cao tïy ý (b»ng m¾t th−êng kh«ng thÓ biÕt ®−îc ®ã lµ chØ mét h×nh ¶nh 
xÊp xØ). TÊt c¶ c¸c ®å thÞ minh häa trong gi¸o tr×nh ®Òu ®−îc vÏ b»ng ph−¬ng ph¸p 
nµy. PhÇn thùc hµnh tÝnh to¸n vÏ ®å thÞ trªn m¸y tÝnh (cuèi ch−¬ng) sÏ thªm mét lÇn 
gióp chóng ta kiÓm nghiÖm. 

Ph−¬ng ph¸p 2: VÏ th«ng qua kh¶o s¸t 

Ng−êi ta kh¶o s¸t c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña hµm sè ®Ó dù ®o¸n d¸ng ®iÖu cña nã tr−íc khi 
vÏ. B»ng c¸ch nµy ng−êi ta kh«ng cÇn ph¶i biÕt th«ng tin vÒ hµm t¹i qu¸ nhiÒu ®iÓm nh− 
ph−¬ng ph¸p trªn, mµ chØ cÇn quan t©m ®Õn mét sè ®iÓm ®Æc biÖt, ph©n chia ®å thÞ thµnh 
nh÷ng vïng víi nh÷ng d¸ng ®iÖu c¬ b¶n dÔ thÓ hiÖn. Ph−¬ng ph¸p nµy gióp cho viÖc vÏ 
®å thÞ thñ c«ng mét c¸ch dÔ dµng h¬n so víi ph−¬ng ph¸p thø nhÊt. Tuy nhiªn, líp hµm 
mµ ng−êi ta cã thÓ vÏ ®−îc ®å thÞ theo ph−¬ng ph¸p 2 kh«ng ph¶i lµ réng, vµ ®Ó tiÕn hµnh 
®−îc ph−¬ng ph¸p nµy, ng−êi vÏ ph¶i n¾m ®−îc nh÷ng kiÕn thøc c¬ b¶n vÒ kh¶o s¸t hµm 
sè.  Khi viÖc tÝnh to¸n trªn m¸y tÝnh trë nªn phæ biÕn th× ph−¬ng ph¸p 2 chØ cßn lµ 
ph−¬ng tiÖn ®Ó cñng cè kiÕn thøc lý thuyÕt vÒ kh¶o s¸t hµm sè.  
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4.3.  C¸c phÐp to¸n trªn c¸c hµm sè
__________________

 

4.3.1.  So s¸nh hai hµm sè 
Gi¶ sö  f  vµ  g  lµ hai hµm sè x¸c ®Þnh trªn tËp  X.  Ta nãi  f  vµ g  b»ng nhau (f = g) 
trªn  X  nÕu  f (x) = g (x) víi mäi ,Xx∈  f  vµ g  kh¸c nhau  ( gf ≠ ) nÕu tån t¹i mét 

gi¸ trÞ Xx ∈0  mµ )()( 00 xgxf ≠ .  Ta nãi hµm   f  lín h¬n hay b»ng  g  (hay g nhá h¬n 

hay b»ng  f)  trªn  X  nÕu  f (x) ≥ g (x) víi mäi x X∈ .  Khi kh«ng tån t¹i x  ®Ó  dÊu 
b»ng x¶y ra th× ta nãi   f  lín h¬n  g  (hay g nhá h¬n   f). 

4.3.2.  C¸c phÐp to¸n sè häc 
Cho  f  vµ  g  lµ hai hµm sè cã cïng tËp x¸c ®Þnh lµ  X. Khi Êy c¸c hµm sè ®Þnh nghÜa 
nh− sau 

(f+g)(x) :=  f (x) + g (x) ;  

(f - g)(x) :=  f (x) - g (x) ;  

(f.g)(x) := f (x). g (x) ; 

)(x
g
f








:=

)(
)(

xg
xf    (khi g(x) ≠ 0)   

®−îc gäi lÇn l−ît lµ tæng, hiÖu, tÝch, th−¬ng cña hai hµm sè  f  vµ  g  trªn  X. 

4.3.3.  Hµm hîp 
Cho hµm sè u= f(x) x¸c ®Þnh trªn ⊆X � vµ hµm sè  y = g(u) x¸c ®Þnh trªn 

⊆U � sao cho miÒn gi¸ trÞ cña  f  n»m trong miÒn x¸c ®Þnh cña  g. 

Hµm hîp cña f vµ g (ký hiÖu: fg ) lµ mét hµm x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc 

))(())(( xfgxfg =  víi mäi Xx∈ . 

ThÝ dô y = sin( 2x ) lµ hµm hîp cña  hai hµm  y =sin(u)   vµ  2xu = . 

Còng cÇn l−u ý r»ng  nãi chung .gffg ≠  

4.3.4.  Hµm ng−îc 

Cho hµm YXf →: , ta x¸c ®Þnh mét hµm míi XYf →− :1   theo quy t¾c: víi mçi 

Yy∈  ta cho øng víi  x  sao cho  f (x) = y,  tøc lµ: .)()(1 yxfxyf =⇔=−  

1−f  ®−îc gäi lµ hµm ng−îc cña  f.  Nh− vËy, miÒn x¸c ®Þnh cña 1−f  lµ miÒn gi¸ 
trÞ cña  f .  

Ta thÊy, ®å thÞ cña c¸c hµm  f  vµ 1−f  lµ trïng nhau (trªn cïng mét hÖ trôc täa ®é). 

Khi ta dïng  x  ®Ó  chØ biÕn ®éc lËp vµ  y lµ biÕn phô thuéc cña hµm ng−îc  1−f ,  th× 

®å thÞ cña nã sÏ chuyÓn sang vÞ trÝ ®èi xøng víi vÞ trÝ cò qua ®−êng ph©n gi¸c thø nhÊt 



Ch−¬ng 4. Hµm sè 

 63

(do ®iÓm (x, y) ®èi xøng víi ®iÓm (y, x) qua ph©n gi¸c thø nhÊt). Nh− vËy ®å thÞ cña 

hµm sè )(1 xfy −=   ®èi xøng víi ®å thÞ cña hµm )(xfy =  qua ph©n gi¸c thø nhÊt. 

§Ó t×m hµm ng−îc cña  f,  coi y lµ cho tr−íc vµ ta gi¶i ph−¬ng tr×nh )(xfy =  t×m x  
theo  y. Do ph−¬ng tr×nh nµy cã thÓ cã nhiÒu nghiÖm (ngay c¶ khi  f  lµ ®¬n trÞ), cho 
nªn hµm ng−îc cña nã nãi chung lµ ®a trÞ. NÕu víi mçi  y   ta chØ chän  mét nghiÖm x 
cña ph−¬ng tr×nh trªn th× ta ®−îc mét hµm ®¬n trÞ, gäi lµ nh¸nh ®¬n trÞ cña hµm ng−îc 

®a trÞ 1−f . 

Râ rµng khi   f  lµ mét phÐp øng 1-1 th× 1−f  lµ mét hµm ®¬n trÞ.  

 NhËn xÐt C¸c phÐp to¸n trªn hµm sè thùc chÊt lµ nh÷ng c«ng cô "lµm giµu" líp c¸c hµm ®· biÕt. 
ThÝ dô, chØ tõ c¸c ®¬n thøc, b»ng 4 phÐp to¸n sè häc trªn hµm sè, ng−êi ta x©y dùng 
®−îc líp c¸c hµm ®a thøc vµ ph©n thøc v« cïng phong phó; toµn bé líp hµm l−îng 
gi¸c vµ l−îng gi¸c ng−îc ®−îc x©y dùng tõ 2 hµm l−îng gi¸c c¬ b¶n sin(x) vµ cos(x). 

4.4.  C¸c líp hµm cã cÊu tróc ®Æc biÖt
________________

 
Khi nghiªn cøu hµm sè, ta cè g¾ng ph¸t hiÖn nh÷ng tÝnh chÊt ®Æc biÖt cña nã. §iÒu nµy 
cho phÐp ta h×nh dung d¸ng ®iÖu toµn côc cña hµm sè (trªn toµn miÒn x¸c ®Þnh) dùa 
trªn c¸c th«ng tin trªn miÒn hÑp h¬n. Sau ®©y lµ mét sè cÊu tróc c¬ b¶n cÇn ®−îc l−u ý. 

4.4.1.  Hµm ®¬n ®iÖu 
Hµm  f x¸c ®Þnh trªn tËp X  ®−îc gäi lµ kh«ng gi¶m (kh«ng t¨ng) trªn X  nÕu víi mäi 

,, 21 Xxx ∈  21 xx <  ta cã 

)()( 21 xfxf ≤      ( )()( 21 xfxf ≥ ). 

NÕu víi mäi ,, 21 Xxx ∈  21 xx <  ta cã 

)()( 21 xfxf <     ( )()( 21 xfxf > ) 

th×  f   ®−îc gäi lµ t¨ng chÆt  (gi¶m chÆt) trªn X. 

Hµm kh«ng t¨ng (kh«ng gi¶m) ®−îc gäi chung lµ ®¬n ®iÖu.  

Hµm ®¬n ®iÖu t¨ng (gi¶m)  cßn ®−îc gäi lµ hµm ®ång biÕn (nghÞch biÕn). 

TÝnh chÊt ®¬n ®iÖu cho ta h×nh dung d¸ng ®iÖu ®å thÞ cña hµm trªn X: §å thÞ cña hµm 
®¬n ®iÖu t¨ng (gi¶m) ®i lªn (®i xuèng) tõ tr¸i sang ph¶i. 

ThÝ dô 1) y = [ x ] (Hµm phÇn nguyªn cña x ) lµ mét hµm t¨ng (kh«ng chÆt)  trªn toµn trôc sè. 

Cã nh÷ng hµm chØ ®¬n ®iÖu trªn tõng kho¶ng chø kh«ng ®¬n ®iÖu trªn toµn tËp x¸c ®Þnh. 

2) Hµm  y = x - [ x ] lµ mét hµm t¨ng trªn tõng kho¶ng[n ; n-1) víi mäi sè nguyªn n. 

Mét hµm cã thÓ t¨ng trªn kho¶ng nµy  vµ gi¶m trªn kho¶ng kh¸c. 

3) Hµm  y = x  t¨ng trªn [0; +∞ ) vµ gi¶m trªn (-∞ ; 0]. 

Còng cÇn l−u ý r»ng cã nh÷ng hµm kh«ng ®¬n ®iÖu trªn bÊt kú mét kho¶ng nµo. 
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4) Hµm Dirichlet (.)χ x¸c ®Þnh nh− sau:  

,1)( =xχ  nÕu x h÷u tØ, 

,0)( =xχ  nÕu x v« tØ , 

lµ hµm kh«ng ®¬n ®iÖu trªn bÊt kú kho¶ng nµo. 

4.4.2.  Hµm tuÇn hoµn 
Hµm sè  f  ®−îc gäi lµ tuÇn hoµn nÕu tån t¹i sè  T > 0 sao cho  f (x + T) = f (x) víi mäi  
x  thuéc miÒn x¸c ®Þnh cña hµm sè.  

Khi Êy  T ®−îc gäi lµ chu kú cña hµm sè. 

Tõ ®Þnh nghÜa ta thÊy ngay r»ng nÕu  f  lµ hµm tuÇn hoµn víi chu kú  T th× nã còng 
tuÇn hoµn víi chu kú  nT (víi mäi  sè tù nhiªn n), chøng tá tËp x¸c ®Þnh cña hµm tuÇn 
hoµn lµ kh«ng bÞ chÆn. 

Sè 0T  > 0 bÐ nhÊt (nÕu cã)  trong sè  c¸c chu kú  T  ®−îc gäi lµ chu kú c¬ b¶n  cña  f.    

Tõ nay vÒ sau,  ®Ó ng¾n gän, nÕu kh«ng nãi g× thªm, thuËt ng÷ "chu kú cña  f "  ®−îc 
dïng ®Ó chØ chu kú c¬ b¶n cña nã. 

C¸c hµm tuÇn hoµn th−êng gÆp khi ta nghiªn cøu hiÖn t−îng dao ®éng trong c¸c hÖ c¬ 
häc, vËt lý, hoÆc sinh vËt... 

Khi  f  lµ hµm tuÇn hoµn víi chu kú T th× ®Ó nghiªn cøu  f  trªn toµn trôc sè, ta chØ cÇn 
nghiªn cøu nã trªn mét kho¶ng b»ng chu kú cña nã lµ ®ñ. 

ThÝ dô 1) Hµm  y = x- [ x ] lµ mét hµm tuÇn hoµn chu kú  T = 1. 

2) Hµm Dirichlet lµ mét hµm tuÇn hoµn kh«ng cã chu kú c¬ b¶n, nh−ng cã chu kú  T lµ 
sè h÷u tØ bÊt kú. 

3) Hµm h»ng   y = c  còng lµ mét hµm tuÇn hoµn kh«ng cã chu kú c¬ b¶n, nh−ng cã 
chu kú  T lµ mét sè bÊt kú. 

4.4.3.  Hµm bÞ chÆn 
Tr−íc ®©y ta ®· cã kh¸i niÖm tËp bÞ chÆn. §èi víi hµm sè, ta còng cã c¸c ®Þnh nghÜa 
vÒ tÝnh bÞ chÆn sau ®©y: 

Ta nãi  f  bÞ chÆn trªn (bÞ chÆn d−íi) trong miÒn  X  nÕu tån t¹i  sè M (m) sao cho  
f(x)≤ M   (f (x) ≥  m ) víi mäi x ∈  X. 

NÕu  f  võa bÞ chÆn trªn, võa bÞ chÆn d−íi trong miÒn  X  th× ta nãi r»ng  f  bÞ chÆn (giíi 
néi)  trªn  X. 

DÔ dµng nhËn thÊy r»ng  f  giíi néi khi vµ chØ khi tån t¹i sè d−¬ng M sao cho 

Mxf ≤)(  víi mäi Xx∈ . 

NÕu  f  bÞ chÆn trªn th× ®å thÞ cña nã n»m ë phÝa d−íi ®−êng th¼ng y= M; nÕu f  bÞ 
chÆn d−íi th× ®å thÞ cña nã n»m ë phÝa trªn ®−êng th¼ng y = m; nÕu f  bÞ chÆn th× ®å 
thÞ cña nã bÞ "kÂp" trong d¶i t¹o bëi hai ®−êng th¼ng y = m  vµ  y = M. 
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4.4.4.  Hµm ch½n, hµm lÎ 
Ta nãi  X ⊆ � lµ mét tËp ®èi xøng (qua gèc täa ®é)  nÕu x X∈  kÐo theo -x ∈ X. 

Gi¶ sö  hµm  f x¸c ®Þnh trªn tËp ®èi xøng X. Ta nãi  f  lµ hµm ch½n trªn  X  nÕu f(-x)= 
f(x) víi mäi x ∈ X , vµ ta nãi  f  lµ hµm lÎ  trªn  X  nÕu  f (- x) = -f (x) víi mäi x ∈ X. 

ThÝ dô C¸c hµm  y = cos(x); xy = ; 2xy =  lµ nh÷ng hµm ch½n trªn �. C¸c hµm  y = sin(x) ; 
3xy =  lµ nh÷ng hµm lÎ trªn  �. 

TÝnh chÊt 1) Hµm ch½n cã ®å thÞ ®èi xøng qua trôc tung; 

2) Hµm lÎ cã ®å thÞ ®èi xøng qua gèc täa ®é. 

Chøng minh ThËt vËy, gäi  M(x,y) lµ mét ®iÓm trªn ®å thÞ cña hµm ch½n y = f(x). Khi 
Êy  y = f (x) = f (- x), suy ra ®iÓm M ′ (-x,y) ®èi xøng víi M(x,y) qua trôc tung còng 
n»m trªn ®å thÞ. 

T−¬ng tù nÕu M(x,y) lµ mét ®iÓm n»m trªn ®å thÞ cña hµm lÀ y= f(x) th× do 
)()( xfxfy −=−=− , nªn ®iÓm ),( yxM −− , ®èi xøng víi  M(x,y) qua gèc täa ®é, 

còng n»m trªn ®å thÞ. 

4.4.5.  Hµm låi 
Hµm  f  x¸c ®Þnh trªn mét kho¶ng  X  ®−îc gäi lµ låi trªn  X  nÕu bÊt ®¼ng thøc 

)()1()())1(( 2121 xfxfxxf αααα −+≤−+             (4.1) 

®−îc nghiÖm ®óng víi mäi Xxx ∈21,  vµ mäi [ ]1,0∈α . 

Hµm  f  ®−îc gäi lµ lâm trªn X nÕu -f  lµ låi trªn X. 

ThÝ dô xyxy == ,2  lµ nh÷ng hµm låi trªn �. 

Hµm 3xy =  låi trªn ),0( +∞  vµ lâm trªn ).0,(−∞  

Hµm låi cã ®Æc tr−ng h×nh häc ®¬n gi¶n nh− sau: 

XÐt ®å thÞ cña hµm f vµ mét cung nèi hai ®iÓm 
),( 111 yxM  vµ ),( 222 yxM , trong ®ã )( 11 xfy = , 

)( 22 xfy = . Khi Êy vÕ ph¶i cña (4.1) lµ ®iÓm n»m 

trªn ®o¹n th¼ng nèi hai ®iÓm 21 ,MM , cßn vÕ tr¸i 

cña (4.1) lµ ®iÓm n»m trªn cung 21MM  víi cïng mét hoµnh ®é 21 )1( xxx αα −+= . 

Nh− vËy, hµm låi ®−îc ®Æc tr−ng bëi tÝnh chÊt: Mäi ®iÓm trªn mét cung bÊt kú cña ®å 
thÞ n»m ë phÝa d−íi d©y cung hoÆc ë ngay trªn d©y cung Êy.   

TÝnh chÊt 1) Tæng cña hai hµm låi trªn X  lµ mét hµm låi trªn X. 

2) NÕu )(ugy =  lµ mét hµm låi vµ ®¬n ®iÖu t¨ng, cßn )(xfu =  lµ hµm låi, th× fg  
còng lµ mét hµm låi.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
H×nh 4.1 
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C¸c tÝnh chÊt vµ c¸c ®Æc tr−ng kh¸c cña hµm låi sÏ ®−îc ®Ò cËp s©u h¬n khi ta nghiªn 
cøu c¸c øng dông cña ®¹o hµm. 

4.5.  C¸c hµm s¬ cÊp
_______________________________

 

4.5.1.  Hµm ®a thøc 

Hµm ++= −1
10

nn xaxay ... nn axa ++ −1  víi n lµ sè 

nguyªn d−¬ng, ,Rai ∈  ;,...,1 ni =  00 ≠a ®−îc gäi lµ ®a 
thøc bËc  n  cña  x. 

Khi  n=1 ta cã hµm affine (nh−ng ®«i khi vÉn quen gäi  lµ 
hµm tuyÕn tÝnh). 

ThÝ dô Hµm  y= 2x+1  lµ mét hµm affine vµ cã ®å thÞ lµ mét 
®−êng th¼ng (nh− H×nh 4.2) 

Hµm  y = x3-3x+1  lµ mét hµm ®a thøc bËc 3 vµ cã ®å thÞ nh− 
H×nh 4.3. 

4.5.2.  Hµm ph©n thøc 
Hµm ph©n thøc 

mn
mm

nn
nn

bxbxbxb
axaxaxa

y
++++
++++

=
−

−
−

−

1
1

10

1
1

10

...
...

 

lµ th−¬ng cña hai hµm ®a thøc. 

ThÝ dô Hµm ph©n thøc 

1
12

−
+

=
x

xy  

cã ®å thÞ nh− H×nh  4.4. 

4.5.3.  Hµm lòy thõa  
α= xy , α ∈ � 

Khi α lµ sè nguyªn d−¬ng th× lòy thõa bËc α cña 
mét sè ®−îc ®Þnh nghÜa nh− phÐp nh©n cña sè Êy víi chÝnh nã (α lÇn), khi α lµ sè 
nguyªn ©m th× lòy thõa bËc α ®−îc ®Þnh nghÜa nh− nghÞch ®¶o cña luü thõa bËc -α. 
PhÐp khai c¨n bËc nguyªn d−¬ng cña mét sè ®−îc ®Þnh nghÜa nh− phÐp tÝnh ng−îc cña 

phÐp n©ng lªn luü thõa. Khi α lµ mét sè h÷u tû (nghÜa lµ 
q
p

=α , víi p lµ sè nguyªn vµ 

q lµ sè tù nhiªn) th× lòy thõa bËc α  cña mét sè ®−îc ®Þnh nghÜa nh− lµ hîp cña 2 phÐp 
to¸n: n©ng lªn luü thõa (víi bËc p) vµ khai c¨n (víi bËc q). Mét c¸ch tù nhiªn, ng−êi ta 
cã thÓ h×nh dung luü thõa bËc v« tû nh− lµ giíi h¹n cña d·y c¸c luü thõa bËc h÷u tû, 
nh−ng ®Ó cã ®−îc mét ®Þnh nghÜa chÆt chÏ vÒ mÆt to¸n häc th× hoµn toµn kh«ng ®¬n 
gi¶n. Mét c¸ch ®Þnh nghÜa hµm luü thõa (víi sè mò bÊt kú) lµ th«ng qua hµm sè mò vµ 
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H×nh 4.3 
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hµm sè logarit sÏ ®−îc ®−a trong phÇn sau. 
Tr−íc m¾t, ta t¹m thêi lµm viÖc víi hµm luü thõa 
víi sè mò h÷u tû.   

TËp x¸c ®Þnh cña hµm lòy thõa phô thuéc vµo 

gi¸ trÞ cña sè mò α . ThÝ dô, Hµm nxy =  (n 
nguyªn d−¬ng) x¸c ®Þnh víi mäi x; hµm  

nxy −=  x¸c ®Þnh víi .0≠x  Hµm  xxy == 2
1

  
x¸c ®Þnh víi  .0≥x  

 

 

ThÝ dô 1) Hµm lòy thõa 1/3 (hay cßn gäi lµ c¨n bËc 3) 
3 xy =   x¸c ®Þnh víi mäi  x vµ cã ®å thÞ nh− 

H×nh 4.5. 

 

 

2) Hµm y = x-1/3  x¸c ®Þnh víi  x  ≠ 0, vµ cã ®å thÞ 
nh−  H×nh 4.6. 

 

4.5.4.  Hµm mò   

Víi hµm sè mò ta còng gÆp ph¶i t×nh huèng t−¬ng tù nh− víi hµm luü thõa, nghÜa lµ 
ch−a biÕt ®Þnh nghÜa gi¸ trÞ cña nã t¹i c¸c ®iÓm v« tû nh− thÕ nµo. Tuy nhiªn, víi 
nh÷ng kiÕn thøc ®· biÕt vÒ  d·y sè ta còng cã mét ph−¬ng ph¸p ®Þnh nghÜa hµm mò. 
Tr−íc hÕt ta ®Þnh nghÜa mét hµm sè ®iÓn h×nh sau ®©y: 

PhÐp cho t−¬ng øng mçi sè thùc  x  víi giíi h¹n cña cña d·y sè 

  
n

n
x






 +1  , 

khi n tiÕn ra v« cïng, ®−îc gäi lµ hµm sè  exp(.). 

Trong khi nghiªn cøu vÒ giíi h¹n d·y sè ta ®· biÕt r»ng giíi h¹n trªn lµ tån t¹i víi mäi 
x, cho nªn hµm sè  exp(.) cã miÒn x¸c ®Þnh lµ toµn bé trôc sè. DÔ thÊy r»ng miÒn gi¸ trÞ 
cña hµm chØ lµ nöa trôc sè d−¬ng.  

Ta biÕt r»ng e
n

n

n
=






 +=

∞→

11lim)1exp( , vµ còng ®·  chøng minh ®−îc r»ng khi x  lµ mét 

sè h÷u tû, tøc lµ cã d¹ng 
q
px = , th× 

xq p ee
q
px ==







= exp)exp( . 

Cho nªn hµm exp(.) lµ mét më réng tù nhiªn cña hµm mò (c¬ sè e) tõ miÒn h÷u tû ra 
miÒn v« tû. 
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Còng dÔ dµng chøng minh ®−îc r»ng nã lµ mét 
hµm ®¬n ®iÖu t¨ng, cã c¸c tÝnh chÊt t−¬ng tù nh− 
luü thõa bËc h÷u tû. B»ng c¸ch vÏ trùc tiÕp, ta biÕt  
®å thÞ cña hµm exp(.) ®−îc m« t¶ trong H×nh 4.7. 

Hµm mò xay = víi c¬ sè a bÊt kú ( 1,0 ≠≥ aa ) sÏ 
®−îc ®Þnh nghÜa sau khi ta cã hµm logarit tù nhiªn 
(hµm ng−îc cña exp(.)). 

NhËn xÐt C¸ch ®Þnh nghÜa hµm mò (exp(.)) nh− trªn kh«ng 
cho ®−îc ph−¬ng ph¸p ®¬n gi¶n ®Ó tÝnh gi¸ trÞ cña 
hµm, trõ ë nh÷ng ®iÓm h÷u tû (mµ ta cã thÓ tÝnh 
®−îc, mét c¸ch kh«ng lÊy g× lµm dÔ dµng, qua c¸c phÐp luü thõa vµ khai c¨n cña sè e). 
Tuy nhiªn, c¸ch ®Þnh nghÜa trªn còng cho mét c¸ch tÝnh xÊp xØ kh¸ ®¬n gi¶n (víi 3 
phÐp tÝnh: céng, chia vµ n©ng lªn lòy thõa bËc nguyªn d−¬ng), dï kh«ng cã ®−îc c«ng 
thøc ®¸nh gi¸ ®é lÖch. Mét c¸ch ®Þnh nghÜa hµm exp(.) kh¸c, thuËn tiÖn h¬n cho viÖc 
®¸nh gi¸ ®é lÖch khi tÝnh to¸n xÊp xØ sÏ ®−îc ®−a ra dùa trªn c¸c nghiªn cøu vÒ chuçi 
hµm sau nµy.   

4.5.5.  Hµm l«garit   
)ln(xy =  

Hµm )ln(x  lµ hµm ng−îc cña hµm mò 

  )exp(xy = . 

DÔ thÊy r»ng nã cã miÒn x¸c ®Þnh lµ (0;+∞ ) , 
miÒn gi¸ trÞ lµ toµn bé trôc sè, vµ lµ mét hµm ®¬n 
®iÖu t¨ng. §å thÞ hµm lu«n ®i qua ®iÓm  (1; 0) vµ 
®−îc m« t¶ trong H×nh 4.8.  

Hµm nµy cßn cã tªn gäi lµ logarit tù nhiªn.  

Hµm sè logarit víi c¬ sè  a  bÊt kú ( 1,0 ≠≥ aa ) ®−îc ®Þnh nghÜa theo c«ng thøc 

)ln(
)ln(:)(log

a
xxa =    

ThÝ dô  Hµm y = log10x cã ®å thÞ ®−îc m« t¶ trong H×nh 4.9. 

Hµm sè mò víi c¬ sè a bÊt kú ( 1,0 ≠≥ aa ) ®−îc 
®Þnh nghÜa theo c«ng thøc sau 

)ln())ln(.exp(: axx eaxa == . 

Râ rµng nã lµ hµm x¸c ®Þnh trªn toµn trôc sè vµ 
®ång biÕn khi  a > 1, nghÞch biÕn khi a < 1. 

Hµm sè luü thõa víi sè mò bÊt kú cã thÓ ®−îc 
®Þnh nghÜa theo c«ng thøc sau: 

)ln(.))ln(exp(: xaa exax == . 

Râ rµng nã chØ x¸c ®Þnh trªn nöa trôc sè d−¬ng vµ trïng víi hµm luü thõa theo nghÜa 
th«ng th−êng khi  a lµ sè h÷u tû. 
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4.5.6.  C¸c hµm l−îng  gi¸c  

1) Hµm  y = sin(x)  cã tËp x¸c ®Þnh lµ toµn bé 
trôc sè, miÒn gi¸ trÞ lµ [-1, 1].  Hµm  y= sin(x)  lµ 
hµm lÀ  vµ tuÇn hoµn víi chu kú  2π . 

 

 
2) Hµm  y = cos(x)  cã tËp x¸c ®Þnh lµ toµn bé 
trôc sè, miÒn gi¸ trÞ  lµ [-1, 1].  
Hµm y = cos(x)  lµ mét hµm ch½n vµ tuÇn hoµn 
víi chu kú  2π . 
 
 
 
3) Hµm y = tan(x) (cã s¸ch viÕt lµ tg(x)) ®−îc 
x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc 

)cos(
)sin()tan(

x
xx =  . 

Nã cã miÒn x¸c ®Þnh lµ mäi ππ kx +≠
2

, Zk ∈ , 

vµ cã tËp gi¸ trÞ lµ toµn bé trôc sè. §å thÞ cña nã 
®−îc thÓ hiÖn trong H×nh 4.12. 

 

4) Hµm cotang:  y = cot(x) (cã s¸ch viÕt lµ cotg(x)) 
x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc 

)sin(
)cos()cot(

x
xx =  . 

Nã cã miÒn x¸c ®Þnh lµ mäi  πkx ≠ , Zk ∈ , vµ cã 
tËp gi¸ trÞ lµ  toµn bé trôc sè. §å thÞ cña hµm  cot(x) 
®−îc thÓ hiÖn trong H×nh 4.13. 

C¸c hµm  y = tan(x)   vµ  y = cot(x)  ®Òu lµ nh÷ng 
hµm lÎ vµ tuÇn hoµn víi chu kú π . 

L−u ý  Trong c¸c s¸ch gi¸o khoa ë n−íc ta c¸c hµm  tan(x)  vµ  cot(x)  th−êng ®−îc viÕt lµ 
tg(x) vµ ctg(x). §Ó häc sinh kh«ng bÞ bì ngì khi tiÕp xóc víi c¸c tµi liÖu cña n−íc 
ngoµi, chóng t«i m¹nh d¹n ®−a vµo gi¸o tr×nh nµy tªn gäi cña chóng theo th«ng lÖ 
chung, ®−îc nhiÒu n−íc quen dïng, nhÊt lµ trong c¸c ch−¬ng tr×nh tÝnh to¸n thùc hµnh 
trªn m¸y. Mét ®iÒu ®¸ng l−u ý n÷a lµ c¸c ch−¬ng tr×nh tÝnh to¸n trªn m¸y lu«n ®ßi hái 
ph¶i viÕt hµm sè theo ®óng “có ph¸p” lµ: biÕn sè ph¶i lu«n lu«n ë trong dÊu ngoÆc 
®¬n. Chóng t«i khuyªn c¸c b¹n häc trÎ nªn tu©n thñ nguyªn t¾c nµy (®Ó tr¸nh m¾c lçi 
khi thùc hµnh tÝnh to¸n), nh−ng chóng t«i còng kh«ng cã ý ®Þnh bµi trõ thãi quen cña 
c¸c thÕ hÖ tr−íc th−êng bá qua dÊu ngoÆc, nhÊt lµ ®èi víi c¸c hµm l−îng gi¸c vµ l−îng 
gi¸c ng−îc  
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4.5.7.  C¸c hµm l−îng gi¸c ng−îc  
1) Hµm   Arcsin:   y = Arcsin(x).  

Víi mçi  x∈ [-1,1] ph−¬ng tr×nh  x = sin(y) cã v« sè nghiÖm 
y. Ta ký hiÖu tËp tÊt c¶ c¸c nghiÖm ®ã lµ  y = Arcsin(x).  §Ó 
cã mét nh¸nh ®¬n trÞ ta xÐt mét kho¶ng, trong ®ã ph−¬ng 

tr×nh  x=sin(y) chØ cã mét nghiÖm duy nhÊt, thÝ dô [
2

,
2

ππ
− ]. 

Trªn ®o¹n nµy, ta cã  hµm ng−îc ®¬n trÞ,  ký hiÖu lµ  
arcsin(x) vµ gäi lµ nh¸nh chÝnh.  

Tõ tÝnh chÊt cña c¸c hµm l−îng gi¸c ta cã  biÓu diÔn sau : 

πkxx k +−= )arcsin()1()sin(Arc  , Zk ∈  

Chó ý V× sin(x)=0 nªn arsin(0)=0, t−¬ng tù ta cã  arcsin )
2
2( =

4
π

,  

arcsin
2
1

=
6
π

. MÆc dï sin
6

5π
=

2
1

 nh−ng ta kh«ng cã  

arcsin(
2
1

)=
6

5π
 v× hµm arcsin(x) cã miÒn gi¸ trÞ lµ  [

2
,

2
ππ

− ]. 

2) Hµm Arccos: y = Arccos(x) lµ hµm ng−îc cña  y= cos(x). 

(x)k(x) arccos2cosArc ±π= , Zk ∈  
trong ®ã, arccos(x) lµ nh¸nh chÝnh, ,)arccos(0 π≤≤ x  

]1,1[−∈x , cã ®å thÞ nh− H×nh 4.15. 

3) Hµm Arctang:  y = Arctan(x) lµ hµm ng−îc cña  tan(x). 

π+= k(x)(x) arctantanArc  , Zk ∈  
trong ®ã, arctan(x) lµ nh¸nh chÝnh, 

 );(,
2

)
2

+∞−∞∈<<− xx ππ
arctan(  

cã ®å thÞ nh− H×nh 4.16.   

4) Hµm  Arccotang: y = Arccot(x) 

lµ hµm ng−îc cña  y = cot(x). 
π+= kxx )cot(arc)cot(Arc  

trong ®ã, Zk ∈ ,  arccot(x) lµ nh¸nh chÝnh, 

);(x,(x) ∞+∞−∈π<< cotarc0  
vµ cã ®å thÞ nh− H×nh 4.17. 

Ta cã thÓ tÝnh gi¸ trÞ cña c¸c hµm  arccos(x) ,  
arctan(x) vµ  arccot(x) mét c¸ch t−¬ng tù nh− 
®· lµm cho hµm  arcsin(x) . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

H×nh 4.14 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

H×nh 4.15 
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_________________________________
Bµi tËp vµ 

TÝnh to¸n thùc hµnh Ch−¬ng 4 

1.  C©u hái cñng cè lý thuyÕt 
_______________________

 
Bµi 1 Cho y = f(x) vµ y = g(x) lµ ch½n. Cã thÓ nãi g× vÒ tÝnh ch½n, lÎ cña c¸c hµm sau ®©y: 

1)    y= f(x)+g(x),    y= f(x)-g(x)  ; 
2)    y=f(x)g(x)   ; 
3)    y=f(x)+c,   trong ®ã  c  lµ h»ng sè bÊt kú. 

Bµi 2 Cho y=f(x) vµ y=g(x) lµ lÎ. Cã thÓ nãi g× vÒ tÝnh ch½n,lÎ cña c¸c hµm sau ®©y: 

1)    y= f(x)+g(x) ,    y= f(x)-g(x)  ; 
2)    y=f(x)g(x)  ;      
3)    y=f(x)+c,   trong ®ã  c  lµ h»ng sè bÊt kú. 

Bµi 3 TÝch cña hai hµm lâm cã lu«n lµ lâm kh«ng? 

Bµi 4 Chøng minh r»ng  

1) NÕu f(x) t¨ng th× -f(x) gi¶m; 

2) NÕu f(x) t¨ng vµ  f(x) > 0 víi mäi  x  trªn (a,b) th× 
)(

1
xf

 gi¶m trªn (a,b). 

Bµi 5 Cã kÕt luËn g× vÒ: 

1) Tæng cña mét hµm ch½n vµ mét hµm lÎ; 

2) TÝch cña mét hµm ch½n vµ mét hµm lÎ. 

Bµi 6 1) Tæng cña hai hµm tuÇn hoµn cã lµ mét hµm tuÇn hoµn kh«ng? 

2) TÝch cña hai hµm tuÇn hoµn cã lµ mét hµm tuÇn hoµn kh«ng? 

T×m kho¶ng x¸c ®Þnh cña hµm sè 

2.  Bµi tËp 
________________________________________

 

2.1.  T×m kho¶ng x¸c ®Þnh cóa hµm sè 
1)  132 +−= xxy ; 2)  )552ln( 23 +−+= xxxy ; 

3)   







+

+−
+−

−
−

=
x
xx

x
xy

1
132log3

2
11 2

2    . 
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2.2.   Xem xÐt cÊu tróc cña hµm sè  

1. TÝnh ch½n, lÎ 

Bµi 1 Chøng minh r»ng c¸c hµm sau ®©y lµ ch½n: 

1) 199725 24 ++= xxy ;   2) )2cos(sin 2 xxy += ;  3) 32 −= xy   . 

Bµi 2 Chøng minh r»ng c¸c hµm sau lµ lÎ:   

1) xxy 73 += ;      2) 53 5sin xxy += . 

Bµi 3 X¸c ®Þnh tÝnh ch½n lÎ cña c¸c hµm sè sau: 

1) 22 11 xxxxy +−−++= ; 2) 
1
1

+
−

= x

x

a
ay   ; 

3) 21lg( xxy ++= )  ; 4) 







−
+

+=
3
3lg

x
xxy   . 

2. TÝnh ®¬n ®iÖu vµ sù tån t¹i hµm ng−îc 

Bµi 1 T×m hµm ng−îc cña c¸c hµm sau ®©y: 

1) x

x

y
21

2
+

=   ;           2) 
dcx
baxy

−
−

=    ; 

3) 21 xy −=    nÕu       a)  X = [−1,0],           b)  X = [0,1]   . 

Bµi 2 Cho y lµ hµm Èn cña x theo c«ng thøc: 02sin32 =−++ yxy . T×m hµm ng−îc cña nã. 

3. TÝnh tuÇn hoµn 

Bµi 1 XÐt tÝnh  tuÇn hoµn vµ t×m chu kú (nÕu cã) cña c¸c hµm sè sau: 

1)  y =  [x] ,  trong ®ã  [x]  lµ sè nguyªn lín nhÊt kh«ng v−ît qu¸ x. 

2)  y = x - [x]     ;  3) 





+=

2
cos)tan( xxy  . 

Bµi 2 XÐt tÝnh tuÇn hoµn cña c¸c hµm sè sau: 

1) 
2)]2[sin(1

)2cos(
x

xy
+

=    ; 2) 
2)2sin(1

)sin(
x
xy

+
=  

Bµi 3 Cho hµm sè x¸c ®Þnh nh− sau: 

 f(x) = 0,   nÕu   ππ kx +=
2

,  vµ  
)(tan1

1)( 2 x
xf

+
= ,  nÕu    ππ kx +≠

2
. 

Chøng minh r»ng  hµm sè  g(x) = f(x)+f(ax)  lµ tuÇn hoµn khi vµ chØ khi a lµ sè h÷u tû.  

4. TÝnh låi vµ chøng minh bÊt ®¼ng thøc 

Bµi 1 Chøng minh bÊt ®¼ng thøc Jensen: 

Cho f(x) lµ hµm låi trªn [a,b], nxxx ,...,, 21 lµ c¸c ®iÓm thuéc ®o¹n [a,b] vµ ,0 1a<   

ni ...1=  tho¶ m·n ®iÒu kiÖn:∑
=

n

i
ia

1
=1. Khi Êy: 
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( )∑∑
==

≤






 n

i
ii

n

i
ii xfaxaf

11
. 

Bµi 2 Víi  a,b, x, y lµ nh÷ng sè d−¬ng, h·y chøng minh bÊt ®¼ng thøc: 







+






≤








+
+

+
b
yy

a
xx

ba
yxyx lnlnln)(     . 

Bµi 3 Cho a,b,c lµ nh÷ng sè d−¬ng. Chøng minh r»ng: 









++








++








++≤
++

cba
c

cba
b

cba
a

cba
cba )(3

1
   . 

  

2.3.   VÏ ®å thÞ  
Bµi 1 H·y vÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè 1 biÕn sau: 

1)    
2

1
−

=
x

y   ; 2)    
2

1
2 −

=
x

y   ; 3)    
x

xy 13 +=   ; 

4)    2

2

1 x
xy
+

=   ; 5)    24 xy −=   . 

Bµi 2 VÏ ®å thÞ cña c¸c hµm Èn sau: 

1)    x y2 2 1+ =   ; 2)   x y y x2 2 4+ =   . 

Bµi 3  VÏ ®å thÞ c¸c hµm (2 biÕn) sau ®©y: 

1)  z = sin(x+y)   ; 2) z = sin(x)cos(y)  ; 

3) 








+
+= 22

1sin)(
yx

yxz  ;        4) )cos()()sin()( 22 yyxxyxz +++=  ; 

5) )sin()cos( 22 xyyxz +=   6) ))cos()(sin()( yxez yx += +   

3.  Thùc hµnh tÝnh to¸n trªn m¸y 
____________________

 
ViÖc vµo ch−¬ng tr×nh vµ thiÕt lËp côm xö lý ®−îc tiÕn hµnh nh− ®· giíi thiÖu trong 
phÇn tÝnh to¸n thùc hµnh ë Ch−¬ng 1. 

3.1.  Thùc hµnh t×m tËp x¸c ®Þnh cña hµm sè 
Bµi to¸n t×m tËp x¸c ®Þnh cña hµm sè thùc chÊt lµ bµi to¸n gi¶i ph−¬ng tr×nh, bÊt 
ph−¬ng tr×nh, hoÆc gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh vµ hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh. V× vËy ®Ó t×m tËp x¸c 
®Þnh cña hµm sè ta cã thÓ thùc hiÖn c¸c thao t¸c trªn m¸y nh− c¸c thao t¸c víi bµi to¸n 
gi¶i ph−¬ng tr×nh vµ bÊt ph−¬ng tr×nh. ThÝ dô, ta t×m tËp x¸c ®Þnh cña hµm sè 

12 −= xy   
b»ng c¸c b−íc sau: 

B−íc 1: Vµo lÖnh x¸c ®Þnh bÊt ph−¬ng tr×nh 

[> ineq :=x^2-1>=0; 
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Sau dÊu ";" ®¸nh lÖnh "Enter", m¸y sÏ hiÖn ph−¬ng tr×nh hoÆc bÊt ph−¬ng tr×nh m« t¶ 
®iÒu kiÖn ®Ó hµm sè cã nghÜa. Trong tr−êng hîp nµy sÏ lµ 

10: 2 −≤= xineq  

B−íc 2: Ra lÖnh gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh 

[> solve(ineq,{x}); 

Sau dÊu ";",  ®¸nh lÖnh "Enter", m¸y sÏ hiÖn nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh trªn, ®ã 
còng chÝnh lµ tËp x¸c ®Þnh cña hµm sè ®· cho, tøc lµ 

}1{};1{ xx ≤−≤  

3.2.  Thùc hµnh x¸c ®Þnh mét hµm sè: 
ViÖc x¸c ®Þnh (hay ®Þnh nghÜa) mét hµm sè (cho b»ng biÓu thøc gi¶i tÝch) thùc hiÖn 
®−îc nhê dßng lÖnh cã có ph¸p nh− sau: 

[> f:=x-> Bieu thuc cua x; 
ThÝ dô  Ta khai b¸o (®Þnh nghÜa) hµm sè ∑

=
=

100

1

)sin(
:)(

k k
kxxf  b»ng dßng lÖnh: 

[> f:=x->sum(sin(k*x)/k,k=1..100); 
Sau khi nhÊn phÝm Enter ®Ó thùc hiÖn lÖnh sÏ xuÊt hiÖn c«ng thøc biÓu diÔn hµm sè 

∑
=

→=
100

1

)sin(
:

k k
kxxf , 

vµ khi Êy ta cã thÓ tÝnh gi¸ trÞ cña hµm t¹i mçi ®iÓm bÊt kú (víi ®é chÝnh x¸c tïy chän) 
b»ng c¸c c©u lÖnh ®¬n gi¶n nh− sau: 

[> evalf(f(1)); 
1.060428939  

[> evalf(f(Pi/5)); 
1.241256676 

[> evalf(f(Pi/2)); 
.7803986631. 

Ta cã vÏ ®å thÞ cña hµm nµy nh− mäi hµm th«ng th−êng kh¸c (nh− sÏ h−íng dÉn trong 
phÇn tiÕp theo). 
L−u ý r»ng “biÓu thøc cña x“ ë ®©y cã thÓ lµ mét biÓu thøc gi¶i tÝch nãi chung, vµ cã 
thÓ chøa c¶ phÐp tÝnh giíi h¹n, thÝ dô hµm sè exp(x) còng lµ hµm ®−îc ®Þnh nghÜa theo 
ph−¬ng ph¸p nµy, b»ng dßng lÖnh  

[> f:=x->limit((1+x/n)^n,n=infinity); 

3.3.  Thùc hµnh vÏ ®å thÞ cña hµm 1 biÕn 
Sau dÊu nh¾c " [> " ta ®−a vµo dßng lÖnh khëi ®éng ch−¬ng tr×nh vÏ ®å thÞ cã có ph¸p 
nh− sau:  

[> restart; 
[> with(plots); 

Sau ®ã ta vÏ ®å thÞ cña hµm  y = f(x) b»ng dßng lÖnh cã có ph¸p nh− sau: 

[> plot(f(x),x=a..b,y=c..d,title=`y=f(x)`); 
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Trong ®ã c¸c tham biÕn biÓu thÞ r»ng ta vÏ phÇn ®å thÞ cña hµm  f(x) n»m trong h×nh 
ch÷ nhËt lµ tÝch Descartes cña miÒn x¸c ®Þnh [a,b] vµ miÒn gi¸ trÞ [c,d] , víi tiªu ®Ò  "y 
= f(x)".  NÕu kh«ng cho gi¸ trÞ cña tham sè c,d  th× ch−¬ng tr×nh sÏ tù ®éng x¸c ®Þnh 
miÒn gi¸ trÞ cña hµm (¶nh cña miÒn x¸c ®Þnh ®· cho) vµ g¸n gi¸ trÞ biªn cña miÒn nµy 
vµo cho c¸c tham sè c,d. 

ThÝ dô, ®Ó vÏ ®å thÞ cña hµm sè  y = tan(x), 
trong h×nh ch÷ nhËt víi x tõ π2− ®Õn π2 , 

vµ y  tõ  −4 ®Õn 4, ta lµm nh− sau: 
[> plot(tan(x), x=-2*Pi..2*Pi, 
y=-4..4, title = `y=tan(x)`); 

Cã thÓ vÏ ®å thÞ cña nhiÒu hµm (trªn cïng 
mét miÒn x¸c ®Þnh vµ miÒn gi¸ trÞ), vµ cho 
mçi ®å thÞ mét mÇu kh¸c nhau.  

ThÝ dô VÏ ®å thÞ cña 2 hµm 2xy =  (mµu ®á) vµ  
)sin(xy =  (mµu xanh) trong miÒn x¸c ®Þnh 

lµ ®o¹n [−2, 2] : 

 [> plot([x^2,sin(x)],x=-2..2, 
color=[red,blue]); 

Khi hµm kh«ng liªn tôc (gi¸n ®o¹n) th× ch−¬ng tr×nh 
tù ®éng nèi c¸c ®iÓm gi¸n ®o¹n l¹i thµnh mét ®−êng 
liÒn. 

ThÝ dô VÏ ®å thÞ hµm  
1
1

−
−

=
x
xy   

[> plot((x-1)/abs(x-1),x=-2..2, 
y=-2..2); 

Muèn lo¹i bá chøc n¨ng sinh ®−êng tù nèi liÒn 
trong ®å thÞ (khi hµm gi¸n ®o¹n) ta ®−a vµo tham 
sè "discont = true", cô thÓ lµ   

[>  plot((x-1)/abs(x-1),x=-2..2, 
y=-2..2,discont=true); 

3.4.  Hµm x¸c ®Þnh tõng khóc 

Hµm x¸c ®Þnh tõng khóc (gäi t¾t lµ hµm tõng khóc) lµ hµm ®−îc thiÕt lËp tõ mét sè hµm 
kh¸c ®· biÕt tr−íc 121 ,,..., +nn ffff  theo ph−¬ng thøc sau ®©y: 

1ff =   nÕu x tho¶ m·n ®iÒu kiÖn dk-1  

2ff =   nÕu x tho¶ m·n ®iÒu kiÖn dk-2 vµ kh«ng tho¶ dk-1  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

nff =   nÕu x tho¶ m·n ®iÒu kiÖn  dk-n  vµ kh«ng tho¶ c¸c ®iÒu kiÖn dk-i, víi i < n    
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1+= nff  trong tr−êng hîp cßn l¹i (tøc lµ trong tr−êng hîp tÊt c¶ c¸c ®iÒu kiÖn dk-1, 

dk-2,... dk-n  ®Òu kh«ng ®−îc tho¶ m·n). 

C¸c hµm d¹ng nµy rÊt hay gÆp trong thùc tiÔn. Chóng rÊt phong phó vµ ®a d¹ng. ViÖc 
x©y dùng mét hµm nh− vËy ®−îc thùc hiÖn nhê thñ tôc cã có ph¸p nh− sau: 

[>  f := piecewise ),,dk,...,,2dk,,1(dk 121 +−−− nn ffnff ; 

C¸c ®iÒu kiÖn dk-i cã thÓ lµ mét quan hÖ hoÆc mét tæ hîp Boolean cña mét sè bÊt ®¼ng 
thøc (nh−ng kh«ng thÓ cã ®¼ng thøc). Trong thùc tÕ, ng−êi ta th−êng chia trôc sè ra 
thµnh  n+1 ®o¹n bëi c¸c ®iÓm : naaa ,...,, 21 vµ trªn mçi ®o¹n cho hµm nhËn gi¸ trÞ cña 
mét trong sè c¸c hµm cho tr−íc. Khi Êy hµm  f  ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau: 

[>  f := piecewise ),,,...,,,,( 12211 +≤≤≤ nnn ffaxfaxfax ; 

§å thÞ cña hµm nµy còng ®−îc vÏ nh− mäi hµm th«ng th−êng. 

ThÝ dô [> f:=piecewise(x<=-1, 
x^2-1,x<=1,-abs(x)+1, 
sin(x-1)/x);  














−

≤−

−≤−

=

otherwise
x
x

xx
xx

f

      

            

           

)1sin(
11

11
:

2

 

[> plot(f,x=-2..5); 
 

3.5.  VÏ ®å thÞ hµm Èn 
Mét líp hµm thó vÞ lµ líp c¸c hµm Èn, ®−îc cho bëi mét ph−¬ng tr×nh 2 Èn: f(x,y) = 0. 
D−íi mét sè ®iÒu kiÖn nhÊt ®Þnh, ph−¬ng tr×nh nµy x¸c ®Þnh mét hµm sè  y = h(x). 
Trong tr−êng hîp chung, c¸c ®iÓm (x,y) tháa m·n ph−¬ng tr×nh nµy t¹o thµnh mét 
®−êng cong cho d−íi d¹ng tham sè. Ta cã thÓ vÏ ®å thÞ cña hµm nµy b»ng lÖnh 
implicitplot sau khi khëi ®éng ch−¬ng tr×nh 
b»ng lÖnh with(plots) víi có ph¸p nh− sau: 

[> with(plots): 
[> implicitplot(f(x,y)=0,x=a..b,y=c..d);  

ThÝ dô 1) Ta vÏ Ellipse 1
94

22

=+
yx

  b»ng mét lÖnh: 

 

[> implicitplot(x^2/9+y^2/4=1,  x=-4..4,y=-2..2); 

2) VÏ ®−êng cong  0242 =−+ xxy   

[> implicitplot(x^2-y^2-x^4=0,x=-1..1, y=-1..1); 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H×nh 4.21 
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CÇn l−u ý khi vÏ ®å thÞ, nªn thay ®æi c¸c kho¶ng 
[a,b] vµ [c,d] ®Ó ®−îc mét ®å thÞ gÇn víi thùc tÕ 
h¬n. Tuy nhiªn, ®å thÞ chØ cho ta mét h×nh ¶nh 
gÇn ®óng víi thùc tÕ th«i.  

3) VÏ ®å thÞ cña hµm Èn 122 =− yx  vµ hµm hiÓn 
xey =  trªn cïng mét miÒn 

[> implicitplot({x^2-y^2=1,y=exp(x)}, 
x=-Pi..Pi,y=-Pi..Pi); 

3.6.  Thùc hµnh vÏ ®å thÞ hµm 2 biÕn 
C¸c hµm 2 biÕn cã ®å thÞ lµ mét mÆt (cong) trong 
kh«ng gian 3 chiÒu. T−¬ng tù nh− trong tr−êng hîp hµm 1 biÕn, ta chØ cã thÓ vÏ mÆt 
nµy trong mét miÒn giíi h¹n bëi mét h×nh hép. Tham sè vÒ miÒn x¸c ®Þnh (h×nh ch÷ 
nhËt) cÇn ph¶i cho tr−íc, cßn miÒn gi¸ trÞ sÏ ®−îc tÝnh mét c¸ch tù ®éng. Mét ®iÓm 
kh¸c c¬ b¶n lµ lÖnh vÏ ®å thÞ sÏ lµ  plot3d, 
thay v× plot  nh− trong tr−êng hîp 1 chiÒu.  

ThÝ dô Ta vÏ ®å thÞ hµm hai biÕn  
22 yxez −−=  b»ng 

c¸c dßng lÖnh sau: 

[> plot3d(x*exp(-x^2-y^2), 
x=-2..2,y=-2..2); 

T−¬ng tù nh− ®èi víi hµm 1 biÕn, ta cã thÓ 
vÏ ®å thÞ cña nhiÒu hµm (trªn cïng 1 miÒn 
x¸c ®Þnh). 
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Ch−¬ng 5 

______________________________  
Giíi h¹n vµ 

TÝnh liªn tôc cña hµm sè 

5.1.  Giíi h¹n cña hµm sè ___________________________  

5.1.1.  Kh¸i niÖm giíi h¹n  
Gi¶ sö  f  lµ mét hµm sè x¸c ®Þnh trªn tËp  X  vµ  a  lµ mét ®iÓm tô cña tËp  X. 

§Þnh nghÜa   Sè  L  ®−îc gäi  lµ giíi h¹n cña hµm  f  khi  x  dÇn tíi  a (hay: giíi h¹n 
cña hµm f  t¹i a) nÕu víi mçi ε  > 0  bÊt kú, cã thÓ t×m ®−îc sè 0>δ  sao cho víi mäi  

x ∈ X  tho¶ m·n  δ<−< ax0  th× ta cã 

 ε<− Lxf )(    

Ký hiÖu Lxf
ax

=
→

)(lim  hay Lxf →)(   khi .ax →  

VÒ mÆt h×nh häc, ta cã thÓ h×nh dung nh− 
sau: nÕu  L lµ giíi h¹n cña  f  t¹i  a  th× víi 
mçi 0> ε  ta cã thÓ t×m  ®−îc mét sè  0>δ  
sao cho ®å thÞ cña hµm  f  trªn kho¶ng  
(a-δ,a+δ) n»m trän trong h×nh ch÷ nhËt t©m 
(a, L) kÝch th−íc  lµ  εδ 22 × . 

ThÝ dô 0lim 2

0
=

→
x

x
. ThËt vËy, víi mçi 0> ε   

cho tr−íc, ta t×m ®−îc sè εδ = , vµ 

tõ bÊt ®¼ng thøc ε<− 0x  ta cã 

ngay ε<− 02x .  

Chó ý T¹i ®iÓm  x = a  hµm sè  f  cã thÓ 
kh«ng x¸c ®Þnh, nh−ng giíi h¹n cña 
hµm sè t¹i ®ã cã thÓ vÉn tån t¹i. 

ThÝ dô Hµm sè 
x

xy 1sin=  kh«ng x¸c ®Þnh 

t¹i  0, nh−ng vÉn tån t¹i  giíi h¹n 01sinlim
0

=
→ x

x
x

 (H×nh 5.2).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H×nh 5.1 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

H×nh 5.2. 
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ThËt vËy, víi mçi ε  > 0  cho tr−íc, chän  εδ = . Do 1|sin| ≤α , nªn víi mäi x ≠ 0, 

δ<− 0x , ta cã 

εδ =<≤=− x
x

x
x

x 1sin01sin . 

Chó ý Kh«ng nhÊt thiÕt bao giê còng cã    )()(lim afxf
ax

=
→

. 

ThÝ dô Hµm sè  [ ]xxfy −== 1)(  cã giíi h¹n b»ng  0  khi x  tiÕn tíi 0, tuy nhiªn  f(0) = 1.  

Tõ c¸c vÝ dô trªn, ta thÊy r»ng  sè δ  ®−îc chän nãi chung phô thuéc vµo ba yÕu tè: sè 
ε , ®iÓm  a  vµ hµm  f. 

Trong Ch−¬ng 2, chóng ta ®· biÕt kh¸i niÖm d·y sè vµ giíi h¹n cña d·y sè. §Ó thÊy 
®−îc mèi liªn quan gi÷a c¸c kh¸i niÖm giíi h¹n cña hµm sè vµ giíi h¹n cña d·y sè, 
chóng ta cã  

§Þnh lý Lxf
ax

=
→

)(lim  khi vµ chØ khi, víi mäi d·y sè { } { }aXxn \⊂  tiÕn dÇn ®Õn  a, d·y sè 

)}({ nxf   héi tô vµ Lxf nn
=

∞→
)(lim .  

Chøng minh  1) Gi¶ sö  Lxf
ax

=
→

)(lim . LÊy d·y sè bÊt kú { } { }aXxn \⊂  tiÕn dÇn ®Õn  a, 

ta chØ ra r»ng d·y sè )}({ nxf  héi tô tíi  L. ThËt vËy, víi sè d−¬ng ε  nhá bao nhiªu tïy ý, 

tõ ®Þnh nghÜa giíi h¹n cña hµm  f  ta t×m ®−îc sè  δ > 0 sao cho víi  δ<− ax  th×  

ε<− Lxf )( .  V×  a  lµ giíi h¹n cña d·y sè {xn} nªn, theo ®Þnh nghÜa, tån t¹i sè N  sao 

cho víi  n > N  th×  δ<− axn . KÕt hîp l¹i ta thÊy r»ng nÕu  n > N  th×  ε<− Lxf n )( . 

Theo ®Þnh nghÜa vÒ giíi h¹n cña d·y sè chóng ta cã d·y sè )}({ nxf   héi tô tíi  L. 

2) Ng−îc l¹i, gi¶ sö  hµm  f  kh«ng cã giíi h¹n t¹i  a  b»ng  L, ta sÏ chØ ra r»ng tån t¹i 
d·y sè { } { }aXxn \⊂  tiÕn dÇn ®Õn  a, mµ d·y c¸c gi¸ trÞ t−¬ng øng cña nã )}({ nxf  

kh«ng héi tô tíi L. ThËt vËy, khi hµm  f  kh«ng cã giíi h¹n t¹i a  b»ng L  th× cã nghÜa 
lµ tån t¹i sè d−¬ng  α  sao cho víi mäi  δ > 0 lu«n t×m ®−îc ®iÓm  x  c¸ch a  kh«ng qu¸  
δ, mµ  α>− Lxf )( . LÇn l−ît cho  δ  nhËn c¸c gi¸ trÞ b»ng  1/n (víi n=1,2,3,....), ta sÏ 

t×m ®−îc d·y c¸c ®iÓm {xn} tháa m·n  naxn /1<−   vµ  α>− Lxf n )( . DÔ dµng thÊy 

r»ng d·y  {xn}   héi tô ®Õn  a  vµ  {f(xn)} kh«ng héi tô tíi  L. 

§Þnh lý ®· ®−îc chøng minh ®Çy ®ñ. 

NhËn xÐt §Þnh lý trªn  kh«ng chØ cho phÐp ta h×nh dung giíi h¹n cña hµm sè th«ng qua ng«n 

ng÷ giíi h¹n cña d·y sè, mµ nã cßn ®Æc biÖt tiÖn lîi khi ta cÇn chøng minh sù kh«ng 
tån t¹i cña giíi h¹n. Muèn vËy, ta chØ cÇn x©y dùng hai d·y sè { }nx vµ }'{ nx  cïng tiÕn 

tíi a, sao cho  )'(lim)(lim nnnn
xfxf

∞→∞→
≠ .   

ThÝ dô 1) Hµm y = sgn(x) kh«ng cã giíi h¹n t¹i 0. ThËt vËy, chän { } 0,0 >→ nn xx  vµ 

{ } 0',0' <→ nn xx . Khi Êy ta cã 

1)sgn(lim1)sgn(lim , −=≠=
∞→∞→ nnnn

xx . 
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2) Hµm 
x

y 1sin=  kh«ng cã giíi h¹n t¹i 0. ThËt vËy, chän 
πn

xn
1

=  vµ  

)2
2

/(1' ππ nx n +=  ,  Nn ∈ . Khi Êy, c¸c d·y { nx } vµ  { nx' } cïng tiÕn tíi  0, nh−ng 

   nnnn
xx 'sinlim10sinlim

∞→∞→
=≠= . 

3) Hµm Dirichlet 





=
tû v« sèlµ   x  khi

tû h−ò sèlµ   x  khi 

0
1

)(xχ  

lµ hµm kh«ng cã giíi h¹n t¹i bÊt kú ®iÓm nµo. ThËt vËy, víi mçi ®iÓm a  bÊt kú, do 

tÝnh trï mËt cña  vµ tÝnh trï mËt cña \   trong  chóng ta lu«n t×m ®−îc d·y sè 

h÷u tû  {xn} vµ d·y sè v« tû  {x’n} cïng tiÕn tíi ®iÓm a. Râ rµng 

)'(lim01)(lim nnnn
xx χχ

∞→∞→
=≠=  

cho nªn hµm kh«ng cã giíi h¹n t¹i a.  

5.1.2.  Mét sè kh¸i niÖm liªn quan 

1. Giíi h¹n mét phÝa 

Sè  L  ®−îc gäi lµ giíi h¹n ph¶i (giíi h¹n tr¸i) cña hµm  f  khi  x  tiÕn tíi a  tõ bªn ph¶i 
(tõ bªn tr¸i) nÕu víi mçi 0>ε  tån t¹i sè 0>δ  sao cho ε<− Lxf )(  víi mäi 

x X∈ , δ<−< ax0  ( δ<−< xa0 ).  

Ký hiÖu Giíi h¹n ph¶i: )()(lim +=
+→

afxf
ax

 ; 

Giíi h¹n tr¸i: )()(lim −=
−→

afxf
ax

. 

Trong ThÝ dô 5 ta cã: 

 1)sgn(lim)0sgn(
0

==+
+→

x
x

,        1)sgn(lim)0sgn(
0

−==−
−→

x
x

 

ThÝ dô 1) Hµm phÇn nguyªn:  y = [ x ] cã giíi h¹n tr¸i vµ ph¶i t¹i 0 nh− sau: 
[ ] 0lim

0
=

+→
x

x
   ;   [ ] 1lim

0
−=

−→
x

x
. 

2) Hµm 1−= xy  chØ cã giíi h¹n ph¶i t¹i x = 1 b»ng 0, kh«ng cã giíi h¹n tr¸i v× víi  
x < 1 hµm sè kh«ng x¸c ®Þnh. 

MÖnh ®Ò §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó tån t¹i giíi h¹n Lxf
ax

=
→

)(lim  lµ tån t¹i giíi h¹n tr¸i, giíi h¹n 

ph¶i t¹i a  vµ 

Lxfxf
axax

==
−→+→

)(lim)(lim .   

Chøng minh.  §iÒu kiÖn cÇn.  Gi¶ sö  Lxf
ax

=
→

)(lim . Tõ ®Þnh nghÜa ta suy ra ngay 

Lxf
ax

=
+→

)(lim  vµ Lxf
ax

=
−→

)(lim . 
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§iÒu kiÖn ®ñ. Víi mäi sè d−¬ng ε, tõ ®iÒu kiÖn Lxf
ax

=
+→

)(lim   suy ra t×m ®−îc sè 

d−¬ng δ1 sao cho ε<− Lxf )(  víi mäi Xx ∈ , 10 δ<−< ax , vµ tõ ®iÒu kiÖn 

Lxf
ax

=
−→

)(lim  suy ra t×m ®−îc sè d−¬ng δ2 sao cho ε<− Lxf )(  víi mäi Xx ∈ , 

20 δ<−< xa . LÊy { }21,min δδδ =  ta sÏ cã ε<− Lxf )(  víi mäi Xx ∈ , 

δ<−< ax0  vµ δ<−< xa0 , hay δ<−< ||0 xa . Chøng tá Lxf
ax

=
→

)(lim . 

MÖnh ®Ò ®· ®−îc chøng minh xong. 

2. Giíi h¹n b»ng v« cïng vµ giíi h¹n ë v« cïng 

NÕu víi mçi sè  E > 0 tån t¹i sè 0>δ  sao cho  f(x) > E  (f(x)<-E) víi mäi x tho¶ m·n 
bÊt ®¼ng thøc δ<−< ax0  th× ta nãi  f  cã giíi h¹n b»ng )(−∞∞+   khi x  tiÕn tíi a  

vµ ký hiÖu: 
 +∞=

→
)(lim xf

ax
 ( −∞=

→
)(lim xf

ax
). 

ThÝ dô 1) +∞=
→ 20

1lim
xx

. 

B©y giê ta gi¶ thiÕt r»ng hµm  f  x¸c ®Þnh trªn tËp kh«ng bÞ chÆn. 

Sè  L  ®−îc gäi lµ giíi h¹n cña  f  khi  x  tiÕn ra )(−∞∞+   nÕu víi mçi 0>ε  tån t¹i sè  
M > 0 sao cho víi mäi Xx ∈ tho¶ m·n bÊt ®¼ng thøc x > M (x < -M) ta cã:  

ε<− Lxf )( . 

Ký hiÖu:  Lxf
x

=
+∞→

)(lim   ( Lxf
x

=
−∞→

)(lim ). 

2) 01lim =
+∞→ xx

. 

NÕu víi mçi sè  E > 0 tån t¹i  sè M > 0 sao cho  f(x) > E  (f(x) < -E)  víi mäi Xx ∈  
tho¶ m·n x > M th× ta nãi hµm  f  cã giíi h¹n )(−∞∞+   khi  x  tiÕn ra + ∞  vµ ký hiÖu: 

+∞=
+∞→

)(lim xf
x

    ( +∞=
−∞→

)(lim xf
x

) 

T−¬ng tù cho −∞=
+∞→

)(lim xf
x

  vµ   −∞=
−∞→

)(lim xf
x

. 

3) XÐt hµm mò xay =  

Víi  a > 1  ta cã : +∞=
+∞→

x

x
alim  vµ     0lim =

−∞→

x

x
a .    

Víi  0 < a < 1   ta cã : 0lim =
+∞→

x

x
a  vµ   +∞=

−∞→

x

x
alim .  

Ta còng cã thÓ më réng kh¸i niÖm giíi h¹n vÒ mét phÝa  cho giíi h¹n v« tËn. Nh− 

trong ThÝ dô 2 ta cã: +∞=
+→ xx

1lim
0

 vµ −∞=
−→ xx

1lim
0

. 

4) y = tan(x). 
−∞=

++→
)tan(lim

)
2

(
x

kx π
π

   vµ   +∞=
−+→

)tan(lim
)

2
(

x
kx π

π
. 
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5) )(log xy a=  

Víi  a > 1 :  +∞=
+∞→

)(loglim xax
 vµ  −∞=

+→
)(loglim

0
xa

x
, 

Víi  0 < a < 1 : −∞=
+∞→

)(loglim xax
 vµ  +∞=

+→
)(loglim

0
xa

x
 

Còng cÇn l−u ý r»ng )(loglim
0

xa
x −→

 kh«ng  tån t¹i v× hµm logarit kh«ng x¸c ®Þnh bªn 

tr¸i trôc sè thùc. 

3. Giíi h¹n trªn vµ giíi h¹n d−íi 

Cho  }{ nx  lµ mét d·y bÊt kú (trong X ) héi tô tíi a. Ta gäi giíi h¹n )(lim nn
xf

∞→
(nÕu cã) 

lµ giíi h¹n riªng cña f. Trong tËp tÊt c¶ nh÷ng giíi h¹n riªng ta cã biªn trªn (gäi lµ giíi 
h¹n trªn) vµ biªn d−íi (gäi lµ giíi h¹n d−íi) ký hiÖu  

)(lim xf
ax→

  vµ   )(lim xf
ax→

  hay  )(suplim xf
ax→

  vµ  )(inflim xf
ax→

. 

MÖnh ®Ò Tån t¹i  )(lim xf
ax→

 khi vµ chØ khi  )(lim)(lim xfxf
axax →→

= . 

Chøng minh §iÒu kiÖn cÇn  Gi¶ sö tån t¹i )(lim xf
ax→

. Khi Êy víi mäi d·y { } ,Xxn ⊂  

axn →  ta ®Òu cã )(lim)(lim xfxf
axnaxx →→

= . §iÒu nµy chøng tá giíi h¹n trªn vµ giíi h¹n 

d−íi ®Òu tån t¹i vµ b»ng nhau, tøc lµ  

)(lim)(lim xfxf
axax →→

= . 

§iÒu kiÖn ®ñ  Gi¶ sö  )(lim)(lim xfxfA
axax →→

== . Khi  Êy víi mäi d·y { } ,Xxn ⊂  

axn →  giíi h¹n )(lim nax
xf

→
 tån t¹i vµ b»ng A. VËy )(lim xf

ax→
 tån t¹i. 

5.1.3.  Tiªu chuÈn tån t¹i giíi h¹n 

§Þnh lý Tån t¹i giíi h¹n h÷u h¹n cña  f  t¹i  a  (t¹i ∝)  khi vµ chØ khi víi mçi 0>ε  tån t¹i sè 
0>δ  )0( >∆  sao cho  ε<− )()( 21 xfxf  víi mäi Xxx ∈21, , δ<−< ax10 , 

δ<−< ax20  ),( 21 ∆>xx . 

Chøng minh §iÒu kiÖn cÇn XÐt tr−êng hîp a h÷u h¹n. Gi¶ sö Lxf
ax

=
→

)(lim . Theo ®Þnh 

nghÜa giíi h¹n víi mçi 0>ε  tån t¹i 0>δ sao cho 2/)( ε<− Lxf  víi mäi 

,Xx ∈ δ<−< ax0 . Chøng tá víi ,, 21 Xxx ∈ δ<−< ax10 , δ<−< ax20 , ta cã: 

ε<−+−≤−+−=− LxfLxfxfLLxfxfxf )()()(())(()()( 212121 . 

§iÒu kiÖn ®ñ Cho 0>ε . Theo gi¶ thiÕt tån t¹i sè 0>δ sao cho víi mäi cÆp Xxx ∈21,  

tháa m·n δ<−< ax10 , δ<−< ax20  th× ε<− )()( 21 xfxf . LÊy d·y 

{ } axXxx nnn ≠∈ ,,  bÊt kú, mµ axn → . Ta sÏ chøng minh  )(lim nax
xf

n →
 tån t¹i. 
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ThËt vËy, v×  axn →   nªn tån t¹i sè  N  sao cho víi mäi m, n > N th×  ,0 δ<−< axn  

δ<−< axm0  vµ theo gi¶ thiÕt ta cã  ε<− )()( mn xfxf . 

Tõ tiªu chuÈn Cauchy vÒ sù héi tô cña d·y sè suy ra tån t¹i giíi h¹n Lxf nn
=

∞→
)(lim . 

Víi mäi d·y { ,
nx } kh¸c, mµ axn →, , ta còng cã: .)(lim , Lxf nn

=
∞→

ThËt vËy, gi¶ sö  r»ng 

LLxf nn
≠=

∞→
')(lim , . Khi Êy víi LL ′−=ε  tån t¹i sè N  sao cho víi mäi n > N ta cã: 

 
3

)()(,
3

')(,
3

)( ,, εεε
<−<−<− nnnn xfxfLxfLxf .  

Tõ ®©y suy ra sai kh¸c gi÷a L vµ L′  lµ nhá h¬n h¼n ε. M©u thuÉn nµy chøng tá 'LL = .  

Theo ®Þnh lý vÒ quan hÖ gi÷a giíi h¹n cña hµm sè vµ giíi h¹n cña d·y sè ta suy ra 
Lxf

ax
=

→
)(lim . 

Tr−êng hîp a v« h¹n ®−îc chøng minh t−¬ng tù, vµ ®Þnh lý ®−îc chøng minh ®Çy ®ñ. 

5.2.  TÝnh chÊt vµ c¸c phÐp to¸n cña giíi h¹n__________  

5.2.1.  C¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n 
MÖnh ®Ò (TÝnh duy nhÊt cña giíi h¹n)  Giíi h¹n cña  f  khi  x  tiÕn tíi a, nÕu cã, lµ duy nhÊt. 

Chøng minh Suy tõ tÝnh duy nhÊt cña giíi h¹n d·y sè vµ ®Þnh lý vÒ quan hÖ gi÷a giíi 

h¹n hµm sè vµ giíi h¹n d·y sè trong phÇn trªn. 

MÖnh ®Ò (TÝnh bÞ chÆn) NÕu cã 2 sè  A vµ B tho¶ m·n BxfA << )(  víi mäi  x  trong l©n cËn 

nµo ®ã cña ®iÓm  a vµ nÕu tån t¹i Lxf
ax

=
→

)(lim   th× 21 LLL ≤≤ . 

§¶o l¹i, nÕu tån t¹i Lxf
ax

=
→

)(lim  vµ BLA <<  th× tån t¹i sè 0>δ  sao cho 

BxfA << )(  víi mäi  δ<−∈ ||, axXx .   

Chøng minh PhÇn thuËn dÔ dµng suy ra tõ ®Þnh nghÜa. 

§Ó chøng minh phÇn ng−îc l¹i, chän { } 0,min >−−= LBALε . Do  Lxf
ax

=
→

)(lim  nªn 

tån t¹i 0>δ  sao cho εε +<<− LxfL )(  víi mäi x X∈  tho¶ m·n δ<−< ax0 . 

Chøng tá:  
BLBLLxfLALLA =−+≤+<<−≤−−= )()()( εε . 

MÖnh ®Ò ®· ®−îc chøng minh xong. 

MÖnh ®Ò (TÝnh b¶o toµn thø tù) NÕu  )()( xgxf ≥  víi mäi  x  trong l©n cËn nµo ®ã cña ®iÓm  a 

vµ nÕu tån t¹i c¸c giíi h¹n  )(lim xf
ax→

, )(lim xg
ax→

 th×  )(lim)(lim xgxf
axax →→

≥ . 

§¶o l¹i, nÕu tån t¹i c¸c giíi h¹n  )(lim xf
ax→

, )(lim xg
ax→

  vµ  )(lim)(lim xgxf
axax →→

< , th× tån 

t¹i sè 0>δ  sao cho )()( xgxf <  víi mäi  δ<−∈ ||, axXx .   
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Chøng minh PhÇn thuËn. Gi¶ sö ng−îc l¹i, 21 )(lim)(lim LxgLxf
axax

=<=
→→

. Chän L 

sao cho 21 LLL << . Theo mÖnh ®Ò trªn  tån t¹i  c¸c sè 0, 21 >δδ  sao cho  

f(x) <  L víi mäi 10, δ<−<∈ axXx  

vµ   
g(x) > L víi mäi 20, δ<−<∈ axXx .  

§Æt )min( 2,1 δδδ = , ta cã  

 f(x) < L < g(x) víi mäi δ<−<∈ axXx 0, . 

§iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt  )()( xgxf ≥ , cho nªn ta ph¶i cã 21 LL ≥ . 

PhÇn ®¶o Suy ra tõ phÇn ®¶o cña mÖnh ®Ò tr−íc. 

MÖnh ®Ò ®· ®−îc chøng minh xong. 

MÖnh ®Ò NÕu Lxf
ax

=
→

)(lim  th× Lxf
ax

=
→

)(lim . 

Chøng minh Cho 0>ε , v× Lxf
ax

=
→

)(lim  nªn  tån t¹i sè 0>δ  sao cho 

 ε<− Lxf )(  víi mäi δ<−<∈ axXx 0, .  

Do BABA −≤−  ta suy ra ε<−≤− LxfLxf )()( .  

VËy Lxf
ax

=
→

)(lim . 

Chó ý §¶o l¹i kh«ng ®óng, thÝ dô 1sgnlim
0

=
→

x
x

, tuy nhiªn  x
x

sgnlim
0→

 kh«ng tån t¹i. 

5.2.2.  C¸c phÐp to¸n sè häc cña giíi h¹n 

§Þnh lý NÕu tån t¹i giíi h¹n h÷u h¹n )(lim xf
ax→

 vµ  )(lim xg
ax→

 th×  

1) [ ] )(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf
axaxax →→→

±=± ; 

2) )(lim).(lim)().(lim xgxfxgxf
axaxax →→→

= ; 

3) 
)(lim

)(lim

)(
)(lim

xg

xf

xg
xf

ax

ax
ax

→

→

→
=        (nÕu 0)(lim ≠

→
xg

ax
). 

(C¸c ®¼ng thøc trªn ®−îc hiÓu theo nghÜa c¸c giíi h¹n ë vÕ tr¸i tån t¹i vµ b»ng vÕ ph¶i). 

Chøng minh DÔ dµng suy ra tõ c¸c quy t¾c tÝnh giíi h¹n cña d·y sè vµ ®Þnh lý vÒ 

quan hÖ gi÷a giíi h¹n hµm sè vµ giíi h¹n cña d·y sè. 

Chó ý 1) C¸c c«ng thøc trªn vÉn cßn ®óng nÕu thay a bëi v« cïng. Nã còng ®óng cho giíi 
h¹n mét phÝa. 

2) DÔ dµng t×m c¸c vÝ dô chØ ra r»ng c¸c giíi h¹n cña vÕ tr¸i trong c¸c c«ng thøc trªn 
tån t¹i, mµ tõng giíi h¹n )(lim xf

ax→
, )(lim xg

ax→
  kh«ng tån t¹i (tøc lµ vÕ ph¶i kh«ng cã). 
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HÖ qu¶ 1) )(lim.)(.lim xfcxfc
axax →→

= ; 

2) n

ax

n

ax
xfxf )](lim[)]([lim

→→
= . 

Chó ý §Þnh lý trªn cho phÐp dÔ dµng tÝnh giíi h¹n cña c¸c hµm sè phøc t¹p th«ng qua c¸c 

hµm ®¬n gi¶n h¬n, tuy nhiªn nã ®ßi hái c¸c giíi h¹n cña  f vµ g ph¶i lµ h÷u h¹n. Khi 

chóng kh«ng ph¶i lµ h÷u h¹n th× ®Þnh lý kh«ng ¸p dông ®−îc vµ ta ph¶i t×m c¸c 

ph−¬ng ph¸p xö lý ®Æc biÖt ®èi víi tõng tr−êng hîp cô thÓ. C¸c tr−êng hîp nh− vËy 

th−êng ®−îc gäi lµ c¸c d¹ng v« ®Þnh, hay d¹ng kh«ng x¸c ®Þnh, bao gåm: 

∞−∞∞
∞
∞ ,.0,,

0
0

, 1 ∞ , ∞ 0 . 

5.2.3.  Giíi h¹n cña hµm hîp 
§Þnh lý Cho  f  vµ  g   lµ hai hµm  sè sao cho miÒn gi¸ trÞ cña  f  n»m trong miÒn x¸c ®Þnh cña 

g.  Ngoµi ra, LygAxf
Ayax

==
→→

)(lim,)(lim . Khi Êy 

Lxfg
ax

=
→

)]([lim . 

Chøng minh Do Lyg
ay

=
→

)(lim  nªn víi mçi 0>ε  tån t¹i 0>β  sao cho  

ε<− Lyg )(  víi mäi y tháa m·n β<−< Ay0 . Víi 0>β  t×m ®−îc ë trªn, do  

Axf
ax

=
→

)(lim , tån t¹i sè 0>δ  sao cho β<− Axf )(  víi mäi x  tháa m·n.  KÕt hîp 

c¶ hai ®iÒu trªn ta thÊy: 00 >∃>∀ δε     sao cho ε<− Lxfg )]([  víi mäi x tháa m·n 

δ<−< ax0 . Chøng tá Lxfg
ax

=
→

))((lim . 

5.2.4.  Hai nguyªn lý c¬ b¶n vÒ giíi h¹n hµm sè 
Nguyªn lý sau ®©y th−êng ®−îc gäi lµ nguyªn lý vÒ giíi h¹n cña hµm ®¬n ®iÖu bÞ 
chÆn. 

§Þnh lý Gi¶ sö  f lµ mét hµm  ®¬n ®iÖu trªn kho¶ng (a,b) vµ c lµ mét ®iÓm n»m trong kho¶ng ®ã. 
NÕu  f  bÞ chÆn th× tån t¹i c¸c giíi h¹n tõng phÝa (h÷u h¹n) )(lim xf

cx −→
 vµ )(lim xf

cx +→
. 

Chøng minh Kh«ng lµm gi¶m tÝnh tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ thiÕt r»ng hµm f  lµ ®¬n 
®iÖu t¨ng, vµ ta chØ cÇn chøng minh sù tån t¹i cña giíi h¹n tr¸i (c¸c tr−êng hîp cßn l¹i 
chøng minh t−¬ng tù). LÊy mét d·y sè t¨ng dÇn {xn } héi tô ®Õn ®iÓm c. Do tÝnh ®¬n 
®iÖu t¨ng vµ bÞ chÆn cña hµm f, d·y sè  {f(xn )} lµ t¨ng vµ bÞ chÆn trªn, cho nªn nã cã 
giíi h¹n lµ L. Ta sÏ chØ ra r»ng Lxf

cx
=

−→
)(lim . ThËt vËy, víi sè d−¬ng  ε  nhá bao nhiªu 

tïy ý, ta t×m ®−îc sè N ®ñ lín sao cho víi mäi  Nn ≥  ta cã  ε≤−≤ )(0 nxfL . LÊy  

0>−= Nxcδ , dÔ thÊy r»ng víi mçi x  n»m trong l©n cËn δ cña ®iÓm c vÒ phÝa tr¸i 

(tøc lµ tháa m·n cxc <<− δ ) ta lu«n t×m ®−îc  n >N  sao cho ®iÓm  xn  n»m gi÷a  x 
vµ c, vµ khi Êy (do tÝnh ®¬n ®iÖu cña f ) 

   Lxfxfcfxf nN ≤≤≤−= )()()()( δ , 
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nghÜa lµ  ε≤−≤−≤ )()(0 NxfLxfL , hay ε≤− )(xfL . Tõ ®Þnh nghÜa vÒ giíi h¹n 

tr¸i ta cã ®iÒu cÇn chøng minh. 

NhËn xÐt Tõ c¸ch chøng minh trªn ta dÔ dµng thÊy r»ng nÕu hµm ®¬n ®iÖu mµ kh«ng bÞ chÆn 

trong mäi l©n cËn cña ®iÓm nµo ®ã th× nã cã giíi h¹n b»ng v« cïng t¹i ®iÓm Êy. 

Nguyªn lý sau ®©y th−êng ®−îc gäi lµ nguyªn lý vÒ giíi h¹n cña hµm bÞ kÑp gi÷a 2 
hµm cã cïng giíi h¹n. 

§Þnh lý Gi¶ sö tån t¹i 0>δ  sao cho víi mäi Xx ∈  tho¶ m·n δ<−< ax0  hµm  f(x) bÞ "kÑp" 
gi÷a hai hµm  g(x) , h(x) (tøc lµ )()()( xhxfxg ≤≤ ) vµ tån t¹i   

Lxhxg
axax

==
→→

)(lim)(lim .   

Khi Êy tån t¹i giíi h¹n cña  f  khi x tiÕn tíi a  vµ  Lxf
ax

=
→

)(lim . 

Chøng minh Cho ,0>ε  v× Lxhxg
axax

==
→→

)(lim)(lim  nªn tån t¹i 0, 21 >δδ  ®Ó 

.0,)(
,0,)(

2

1

δεε
δεε

<−<∈∀+≤≤−
<−<∈∀+≤≤−

axXxLxhL
axXxLxgL

     

     
 

§Æt ),min( 21 δδδ = . Do tÝnh bÞ kÑp cña f , víi  δ<−<∈ axXx 0, , ta cã   

εε +<≤≤≤− LxhxfxgL )()()( ,  

hay ε≤− )(xfL . §iÒu nµy chøng tá Lxf
ax

=
→

)(lim  vµ ®Þnh lý ®−îc chøng minh xong. 

L−u ý  Hai nguyªn lý nªu trªn tuy ®¬n gi¶n nh−ng kh«ng tÇm th−êng chót nµo, v× chóng sÏ lµ 
c«ng cô chñ yÕu cho ta tÝnh giíi h¹n cña hÇu hÕt c¸c hµm c¬ b¶n th−êng gÆp trong 
ch−¬ng tr×nh gi¶i tÝch (nh− sÏ thÊy trong phÇn sau).  

5.2.5.  Giíi h¹n cña mét sè hµm c¬ b¶n 

1. Giíi h¹n cña c¸c hµm ®a thøc vµ ph©n thøc 

Tõ phÐp lÊy giíi h¹n cña tæng, tÝch, th−¬ng ta cã ngay c¸ch tÝnh giíi h¹n cña c¸c ®a 
thøc vµ ph©n thøc. Cô thÓ, nÕu  P(x) vµ Q(x)  lµ nh÷ng ®a thøc th×  

)()(lim aPxP
ax

=
→

  ; 

0)(,
)(
)(

)(
)(lim ≠=

→
aQkhi

aQ
aP

xQ
xP

ax
 . 

2. Giíi h¹n cña c¸c hµm l−îng gi¸c 

Chó ý r»ng  |||)sin(|0 xx << , cho nªn 

  |||
2

|.1.2|)
2

sin()
2

cos(.2||)sin()sin(| axaxaxaxax −=
−

≤
−+

=− , 

Tõ nguyªn lý vÒ giíi h¹n cña hµm bÞ kÑp gi÷a 2 hµm cã cïng giíi h¹n ta suy ra  
0)]sin()[sin(lim =−

→
ax

ax
, hay 

)sin()sin(lim ax
ax

=
→

. 
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Trong tr−êng hîp riªng ta cã  0)0sin()sin(lim
0

==
→

x
x

. 

T−¬ng tù nh− vËy ta tÝnh ®−îc 

)cos()cos(lim ax
ax

=
→

    

vµ trong tr−êng hîp riªng ta cã 1)0cos()cos(lim
0

==
→

x
x

. 

Tõ c¸c kÕt qu¶ trªn vµ dùa vµo phÐp lÊy giíi h¹n cña th−¬ng ta cã 

)tan()tan(lim ax
ax

=
→

 

vµ 
)cot()cot(lim ax

ax
=

→
. 

Mét trong nh÷ng kÕt qu¶ hay vÒ giíi h¹n cña hµm l−îng gi¸c lµ  

MÖnh ®Ò 1)sin(lim
0

=
→ x

x
x

  . 

Chøng minh NhËn xÐt r»ng tam gi¸c vu«ng OBH n»m gän trong h×nh qu¹t OBA, vµ 
h×nh qu¹t nµy l¹i n»m gän trong tam gi¸c vu«ng OAC, cho nªn tõ c«ng thøc tÝnh diÖn 
tÝch c¸c h×nh nµy ta suy ra ®o¹n th¼ng BH nhá h¬n ®é dµi cung AB, vµ ®é dµi cung nµy 
nhá h¬n ®o¹n AC.  Gäi x  lµ ®é dµi cung AB, ta cã 

)tan()sin( xxx << , 
vµ suy ra 

1)sin()cos( <<
x

xx . 

Nh− ®· thÊy  1)0cos()cos(lim
0

==
→

x
x

, cho nªn tõ nguyªn lý vÒ 

giíi h¹n cña hµm bÞ kÑp gi÷a 2 hµm cã cïng giíi h¹n ta suy 
ra ®iÒu cÇn chøng minh. 

3. Giíi h¹n cña hµm sè mò  

Ta ®· ®Þnh nghÜa hµm sè mò ex (cßn ®−îc gäi lµ  exp(x) ) nh− phÐp cho t−¬ng øng mçi 

sè x víi giíi h¹n cña d·y sè })/1{( nnx+ , nghÜa lµ  
n

n

x

n
xxe 






 +==

∞→
1lim:)exp(: . 

Ta biÕt r»ng nã lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng vµ cã ®Çy ®ñ c¸c tÝnh chÊt t−¬ng tù nh− lòy thõa bËc 

h÷u tû, thÝ dô nh− yxyx eee .=+ , xx ee /1=− . B©y giê ta h·y tÝnh giíi h¹n cña hµm nµy 
(t¹i mçi ®iÓm bÊt kú). 

§Ó ý r»ng víi  1/1 −= k
k ex  th×   xk  lµ sè d−¬ng vµ 

 k
k
kk

k
k kxxkxxe +>+++=+= 1...1)1(  . 

Cho nªn  kexk /)1(0 −<< , vµ tõ tÝnh chÊt cña d·y bÞ kÑp gi÷a 2d·y cã cïng giíi h¹n 

ta suy ra  0lim =
∞→ kk

x , hay lµ 

1lim /1 =
∞→

k

k
e . 

 
 
 
 
 
 
 

 
H×nh 5.3 
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Tõ ®©y ta còng cã k

k

k

k

k

k
eee /1/1/1 lim1]lim/[1lim

∞→∞→

−

∞→
=== . 

V×  ex lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng nªn nã cã giíi h¹n tr¸i vµ giíi h¹n ph¶i t¹i mäi ®iÓm (theo 
nguyªn lý vÒ giíi h¹n cña hµm ®¬n ®iÖu bÞ chÆn). Tõ mèi quan hÖ gi÷a giíi h¹n hµm 
sè vµ giíi h¹n d·y sè ta suy ra 

aak

k

aka

k

ka

k

x

ax
eeeeeeee =====

∞→∞→

+

∞→+→
1.lim].[limlimlim /1/1/1  , 

aak

k

aka

k

ka

k

x

ax
eeeeeeee ===== −

∞→

−

∞→

−

∞→−→
1.lim].[limlimlim /1/1/1   . 

Tøc lµ tån t¹i giíi h¹n 

 ax

ax
ee =

→
lim . 

Mét trong nh÷ng tÝnh chÊt quan träng vÒ giíi h¹n hµm mò thÓ hiÖn ë mÖnh ®Ò sau.  

MÖnh ®Ò 11lim
0

=
−

→ x
ex

x
. 

Chøng minh Chó ý r»ng 

1,1,11 ≥∀−≥∀+≥





 + nxx

n
x n

  

Qua giíi h¹n khi cho n tiÕn ra v« cïng ta suy ra   xex +≥ 1 . Thay x  bëi -x  ta cã  

xe x −>− 1 ,  suy ra khi  |x| < 1 th×  1-x > 0 vµ  
x

x
x

ex

−
+=

−
<

1
1

1
1

.  

Tæng hîp l¹i ta cã   
x

xex x

−
<−<

1
1 . Nh− vËy khi x  d−¬ng th×  

 
xx

ex

−
<

−
<

1
111  

vµ trong tr−êng hîp x  ©m th× c¸c bÊt ®¼ng thøc cïng ®æi chiÒu.  Tõ mÖnh ®Ò vÒ giíi 
h¹n cña hµm bÞ kÑp gi÷a 2 hµm cã giíi h¹n ta suy ra 

11lim
0

=
−

→ x
ex

x
. 

5.3.  TÝnh liªn tôc cña hµm sè
_________________________

 

5.3.1.  Kh¸i niÖm liªn tôc 

Gi¶ sö hµm f  x¸c ®Þnh trªn mét ®o¹n chøa 0x . 

§Þnh nghÜa  Hµm  f  ®−îc gäi lµ liªn tôc t¹i ®iÓm 0x  nÕu: 

1) Tån t¹i giíi h¹n )(lim
0

xf
xx→

; 

2) )(lim)(
0

0 xfxf
xx→

= . 

§Þnh nghÜa  trªn cã nghÜa lµ: khi  biÕn sè x dÇn tíi 0x  th× gi¸ trÞ cña hµm sè t¹i x còng 

tiÕn dÇn tíi gi¸ trÞ cña hµm sè t¹i ®iÓm 0x . 
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Ký hiÖu sè gia cña biÕn sè lµ 

0: xxx −=∆  
vµ sè gia cña hµm sè (t−¬ng øng víi sè gia x∆  cña biÕn sè) lµ   

)()()()(: 000 xfxxfxfxfy −∆+=−=∆  . 

Khi Êy ®Þnh nghÜa  trªn t−¬ng ®−¬ng víi ®Þnh nghÜa sau ®©y: 
Hµm  f  ®−îc gäi lµ liªn tôc t¹i 0x  nÕu 0lim

0
=∆

→∆
y

x
. 

V× tÝnh liªn tôc cña hµm sè ®−îc ®Þnh nghÜa th«ng qua kh¸i niÖm giíi h¹n nªn ta cßn 
cã nh÷ng ®Þnh nghÜa t−¬ng ®−¬ng sau: 

Hµm  f  ®−îc gäi lµ liªn tôc t¹i 0x  nÕu víi mäi d·y { }nx  tiÕn tíi 0x  ta ®Òu cã 

)()(lim 0
0

xfxf nxxn

=
→

. 

Theo ng«n ng÷ ε − δ  th× 

Hµm  f  ®−îc gäi lµ liªn tôc t¹i 0x  nÕu víi mçi 0>ε  tån t¹i mét sè 0>δ  sao cho  víi 

mäi x: δ<− ax  ta cã  ε<− )()( 0xfxf . 

Ta cã thÓ sö dông mét trong bèn ®Þnh nghÜa trªn vµo tõng hoµn c¶nh thÝch hîp. 

NÕu f  liªn tôc t¹i mäi ®iÓm cña X  th× ta nãi nã liªn tôc trªn X. 

T−¬ng tù nh− trong kh¸i niÖm giíi h¹n, ta cã thÓ ®−a ra kh¸i niÖm liªn tôc tr¸i vµ liªn 
tôc ph¶i. 

Hµm  f  ®−îc gäi lµ liªn tôc ph¶i (liªn tôc tr¸i) t¹i 0x  nÕu  

))()(lim()()(lim 00
00

xfxfxfxf
xxxx

==
−+ →→

. 

ThÝ dô 1) Tõ phÐp tÝnh giíi h¹n cña c¸c hµm c¬ b¶n (môc trªn) ta suy ra c¸c hµm ®a thøc, 
ph©n thøc, l−îng gi¸c vµ hµm mò lµ liªn tôc. 
2) Nh÷ng hµm [ ]xy = , [ ]xxy −=  lµ liªn tôc ph¶i, nh−ng kh«ng liªn tôc tr¸i t¹i c¸c 
®iÓm nguyªn. 

3) C¸c hµm )sgn(xy = , 
x

y 1
=  kh«ng liªn tôc c¶ tr¸i vµ ph¶i t¹i ®iÓm 0 . 

4) Hµm  Dirichlet kh«ng liªn tôc t¹i bÊt cø ®iÓm nµo. 

MÖnh ®Ò Hµm  f  liªn tôc t¹i 0x  khi vµ chØ khi nã liªn tôc tr¸i vµ liªn tôc ph¶i t¹i ®ã. Khi Êy 

 )(lim)(lim)(lim
000

xfxfxf
xxxxxx −→+→→

== . 

Chøng minh Suy ra tõ ®Þnh lý vÒ quan hÖ gi÷a giíi h¹n vµ giíi h¹n tõng phÝa. 

5.3.2.  §iÓm gi¸n ®o¹n  

Nh÷ng ®iÓm mµ t¹i ®ã hµm sè kh«ng liªn tôc (tøc lµ giíi h¹n )(lim
0

xf
xx→

 kh«ng tån t¹i hoÆc 

giíi h¹n ®ã tån t¹i nh−ng kh«ng b»ng )( 0xf )  ®−îc gäi lµ  ®iÓm gi¸n ®o¹n cña f .  

T−¬ng tù ta cã thÓ ®Þnh nghÜa ®iÓm gi¸n ®o¹n tr¸i vµ gi¸n ®o¹n ph¶i.  
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Ta cã  thÓ ph©n lo¹i c¸c ®iÓm gi¸n ®o¹n theo nguyªn nh©n g©y ra sù gi¸n ®o¹n ®ã.  

Gi¶ sö  0x  lµ ®iÓm gi¸n ®o¹n tr¸i.  Khi Êy cã ba kh¶ n¨ng x¶y ra: 

a) Tån t¹i giíi h¹n tr¸i (h÷u h¹n) nh−ng )()( 00 xfxf ≠−  ; 

b) ±∞=− )( 0xf  ; 

c) Kh«ng tån t¹i giíi h¹n tr¸i. 

NÕu f  gi¸n ®o¹n t¹i 0x  do  a) th× ta nãi 0x  lµ ®iÓm gi¸n ®o¹n lo¹i 1.  

NÕu f  gi¸n ®o¹n t¹i 0x  do  b) hoÆc c) th× ta nãi 0x  lµ  ®iÓm gi¸n ®o¹n lo¹i 2. 

NÕu f  gi¸n ®o¹n t¹i 0x  nh−ng )()( 0
+− = xfxf o  vµ kh¸c )( 0xf  th× ta nãi f cã gi¸n ®o¹n 

khö ®−îc t¹i  0x . NÕu f  cã gi¸n ®o¹n khö ®−îc t¹i x0  th× thay gi¸ trÞ cña f t¹i 0x  b»ng 

)( 0
−xf  ta ®−îc mét hµm liªn tôc t¹i 0x . 

5.3.3.  C¸c ®Þnh lý c¬ b¶n vÒ hµm liªn tôc 

§Þnh lý (Bolzano-Cauchy 1) NÕu  f  liªn tôc trªn [ ]ba,  vµ 0)().( <bfaf  th× cã Ýt nhÊt mét 

®iÓm ( )bac ,∈  sao cho 0)( =cf . 

Chøng minh Kh«ng h¹n chÕ tæng qu¸t, ta cã thÓ coi 0)(,0)( <> bfaf . Chia [ ]ba,  

thµnh hai ®o¹n bëi ®iÓm chia  
2

ba +
. NÕu 0)

2
( =

+ baf  th× 
2

bac +
=  chÝnh lµ ®iÓm 

cÇn t×m. NÕu 0)
2

( >
+ baf  th× ta chän [ ] 



 +

= bbaba ,
2

, 11 , nÕu 0)
2

( <
+ baf  th× ta 

chän [ ] 



 +

=
2

,, 11
baaba . Nh− vËy, cã thÓ x¶y ra kh¶ n¨ng sau h÷u h¹n n b−íc ta ®i 

®Õn ®iÓm 
2

nn bac +
=   víi 0)( =cf , cßn trong tr−êng hîp ng−îc l¹i th× ta ®−îc mét 

d·y v« h¹n c¸c ®o¹n lång nhau [ ] [ ]nnnn baba ,, 11 ⊂−−  sao cho 0)( >kaf , 0)( <kbf . 

H¬n n÷a, 0
2

→
−

=− nnn
abab  khi ∞→n . Theo tÝnh chÊt cña hä c¸c ®o¹n lång nhau 

ta t×m ®−îc ®iÓm [ ]nn bac ,∈ , Nn ∈∀ . V×  can −  vµ cbn −  ®Òu kh«ng v−ît qu¸ 
n

nn abab 2/)( −=−  cho nªn cïng tiÕn tíi 0 khi  n tiÕn ra v« cïng, nghÜa lµ  

cba nnnn
==

∞→∞→
limlim .  V×  0)( >naf  vµ  nbf n ∀< ,0)( , nªn theo tÝnh chÊt liªn tôc cña 

hµm f  ta cã 0)()(lim ≥=
∞→

cfaf nn
 vµ  0)()(lim ≤=

∞→
cfbf nn

. Chøng tá 0)( =cf . Mµ 

0)(,0)( ≠≠ bfaf . VËy ( )bac ,∈ .   

§Þnh lý ®· ®−îc chøng minh xong. 

§Þnh lý (Bolzano - Cauchy 2)  Gi¶ sö  f  liªn  tôc trªn [ ]ba,  vµ )()( bfBAaf =≠= . Khi  Êy  f  
nhËn mäi gi¸ trÞ trung gian gi÷a A vµ  B. (Ta nãi : f  lÊp ®Çy kho¶ng [ ]BA, ). 
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Chøng minh Coi BA < . Gi¶ sö  C lµ mét sè bÊt kú gi÷a A vµ B, BCA << . XÐt hµm 
sè Cxfxg −= )()( . Râ rµng g  liªn tôc vµ 0)().( <bgag . Theo ®Þnh lý trªn tån t¹i sè 

),( bac ∈  sao cho 0)( =cg , tøc lµ  Ccf =)( . 

MÖnh ®Ò Hµm ®¬n ®iÖu t¨ng (hoÆc gi¶m) chØ cã thÓ cã ®iÓm gi¸n ®o¹n lo¹i I. 

Chøng minh Suy tõ sù tån t¹i giíi h¹n tõng phÝa cña hµm ®¬n ®iÖu. 

HÖ qu¶ NÕu  f  ®¬n ®iÖu t¨ng (gi¶m) trªn ®o¹n  X, nhËn gi¸ trÞ trong ®o¹n  Y  vµ lÊp ®Çy ®o¹n 
Êy th× nã liªn tôc trªn  X. 

Chøng minh Suy ra tõ ®Þnh lý trªn nh− mét bµi tËp vËn dông. 

C¸c tÝnh chÊt kh¸c cña hµm liªn tôc sÏ ®−îc thiÕt lËp cïng víi tÝnh liªn tôc ®Òu cña 
hµm trªn ®o¹n (trong phÇn sau). 

5.3.4.  C¸c phÐp to¸n víi hµm liªn tôc 

1. C¸c phÐp to¸n sè häc 

MÖnh ®Ò Cho  f ,  g   lµ hai hµm liªn tôc t¹i 0x . Khi Êy: 

a) gfgf .,±   còng lµ nh÷ng hµm liªn tôc t¹i 0x . 

b)  
g
f   víi  0)( 0 ≠xg   lµ hµm liªn tôc t¹i 0x . 

Chøng minh DÔ dµng suy ra tõ ®Þnh nghÜa vµ c¸c tÝnh chÊt cña giíi h¹n. 

2. TÝnh liªn tôc cña hµm hîp 
MÖnh ®Ò NÕu  f  liªn tôc t¹i ®iÓm 0x  vµ  g   liªn tôc t¹i ®iÓm )( 00 xfy =  th× fg  còng liªn tôc 

t¹i ®iÓm 0x . 

Chøng minh DÔ dµng suy ra tõ ®Þnh lý vÒ giíi h¹n cña hµm hîp. 

3. TÝnh liªn tôc cña hµm ng−îc 

MÖnh ®Ò Gi¶ sö hµm )(xfy =  x¸c ®Þnh vµ liªn tôc trªn kho¶ng X, ®¬n ®iÖu t¨ng (gi¶m) chÆt  

trªn X.  Khi Êy tån t¹i hµm ng−îc ®¬n trÞ )(1 yfx −=  liªn tôc vµ ®¬n ®iÖu t¨ng (gi¶m) 
trªn )(XfY = . 

Chøng minh Tõ ®Þnh lý Bolzano-Cauchy ta suy ra  f  lÊp  ®Çy Y, do ®ã víi mçi Yy ∈  
tån t¹i Xx ∈  sao cho )(xfy = . Do tÝnh chÊt ®¬n ®iÖu chÆt cña  f  phÇn tö  x  øng víi 

y  lµ duy nhÊt. Chøng tá tån t¹i hµm ng−îc ®¬n trÞ 1−f .  H¬n n÷a, 1−f  lµ hµm t¨ng. 

ThËt vËy, gi¶ sö 21 yy < , tøc lµ )()( 2211 xfyyxf =<= . Tõ tÝnh chÊt ®¬n ®iÖu t¨ng 

cña f  suy ra 21 xx < , hay )()( 2
1

211
1 yfxxyf −− =<= . 

Theo hÖ qu¶ vÒ tÝnh liªn tôc cña hµm ®¬n ®iÖu, suy ra 1−f  còng liªn tôc trªn Y . 

ThÝ dô (Ph−¬ng tr×nh Kepler) Hµm sè 10),sin( <<−= εε xxy  lµ ®¬n ®iÖu t¨ng ngÆt vµ do 
®ã x  ®−îc x¸c ®Þnh duy nhÊt theo y , h¬n n÷a x  lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng ngÆt vµ liªn tôc 
theo y . (Ph−¬ng tr×nh Kepler xuÊt hiÖn trong c¬ häc thiªn thÓ).  
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5.3.5. Liªn tôc ®Òu 

Hµm sè ®−îc goi lµ liªn tuc ®Òu trªn tËp RX ⊂  nÕu nh− víi mçi sè d−¬ng ε (nhá bao 
nhiªu tïy ý), ta t×m ®−îc sè d−¬ng δ sao cho  

εδ ≤−⇒≤−∈∀ )()(,, yfxfyxXyx     . 

NhËn xÐt NÕu hµm lµ liªn tôc ®Òu trªn tËp X  th× nã liªn tôc t¹i mäi ®iÓm trªn tËp ®ã (v× trong 

®Þnh nghÜa trªn ta cè ®Þnh ®iÓm x  th× sÏ suy ra ngay hµm liªn tôc t¹i ®iÓm nµy).  

§iÒu ng−îc l¹i nãi chung lµ kh«ng ®óng. ThÝ dô:  Hµm  y=1/x  lµ liªn tôc trªn kho¶ng 

(0,1), nh−ng nã kh«ng liªn tôc ®Òu trªn kho¶ng nµy.  ThËt vËy, tån t¹i  1=ε  sao cho 

víi mäi sè d−¬ng δ  lu«n cã 2 sè  x,y  c¸ch nhau kh«ng qu¸  δ  mµ gi¸ trÞ hµm trªn 2 

®iÓm nµy lÖch nhau mét kho¶ng lín h¬n ε, cô thÓ víi x=α vµ y=α/2, trong ®ã  

0<α<min(1/2,δ), ta cã δα <=− 2/yx  vµ  1
2
1

2
1111

>=−=−
αααyx

.  

§Ó tr¶ lêi cho c©u hái khi nµo ®iÒu ng−îc l¹i lµ ®óng, ta cã kÕt qu¶ sau. 

§Þnh lý (Cantor) Hµm liªn tôc trªn ®o¹n th× còng liªn tôc ®Òu trªn ®o¹n ®ã.   

Chøng minh B»ng ph¶n chøng, gi¶ sö r»ng hµm f  liªn tôc, nh−ng kh«ng liªn tôc ®Òu 

trªn ®o¹n [a,b]. Khi Êy tån t¹i sè d−¬ng  ε  sao cho víi mäi sè  δ > 0  lu«n t×m ®−îc 2 
sè ],[, bayx ∈  tháa m·n  δ<− yx   vµ  ε>− )()( yfxf .  Nh− vËy, víi mçi sè trong 

d·y nn /1=δ , ta sÏ t×m ®−îc cÆp sè  ],[, bayx nn ∈  tháa m·n 

  nyx nn /1<−      (1) 

vµ 
  ε>− )()( nn yfxf .    (2) 

Do {xn} n»m trong tËp compact [a,b] ta t×m ®−îc d·y {x’n} (lµ tËp con cña d·y {xn})  

héi tô ®Õn mét ®iÓm  c  trong ®o¹n [a,b].  Song song víi nã ta cã d·y {y’n} cïng cÆp 
tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn (1) vµ (2). Tõ ®iÒu kiÖn (1) ta suy ra r»ng nnnn

ycx 'lim'lim
∞→∞→

==   

vµ tõ ®©y kÕt hîp víi ®iÒu kiÖn (2) ta cã 

0)()()'()'(lim =−=−≤
∞→

cfcfyfxf nnn
ε . 

§iÒu nµy lµ m©u thuÉn v×  ε  ph¶i lµ mét sè d−¬ng.  
§Þnh lý ®· ®−îc chøng minh xong.  

Ký hiÖu  dao ®éng cña f trªn tËp  X  lµ  

{ })()(sup ,

, ,
xfxf

Xxx
−=

∈
ω . 

HÖ qu¶  NÕu f  lµ liªn tôc trªn [ ]ba,  th× víi mçi 0>ε  tån t¹i 0>δ  sao cho trªn mçi ®o¹n 

cña [ ]ba,  cã ®é dµi δ   dao ®éng cña f  kh«ng v−ît qu¸ ε . 

Chøng minh Suy ra tõ §Þnh lý Cantor. 
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HÖ qu¶ (Weierstrass 1) Hµm liªn tôc trong ®o¹n [a,b] th× bÞ chÆn trong ®o¹n ®ã. 

Chøng minh Theo §Þnh lý Cantor, hµm lµ liªn tôc ®Òu, cho nªn t×m ®−îc sè d−¬ng δ  

sao cho  

1)()(],,[, ≤−⇒≤−∈∀ yfxfyxbayx δ .  (1) 

Ph©n ®o¹n [a,b] ra thµnh h÷u h¹n c¸c ®o¹n nhá cã ®é dµi kh«ng v−ît qu¸ δ vµ gäi  M, 

m  (theo thø tù) lµ gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt cña hµm sè trªn tËp (h÷u h¹n) c¸c ®iÓm 

®Çu mót cña c¸c ®o¹n nhá võa ph©n. LÊy ®iÓm x  bÊt kú trªn ®o¹n  [a,b], ta t×m ®−îc 

®iÓm  x’ lµ ®Çu mót cña mét trong c¸c ®o¹n nhá nãi trªn vµ c¸ch ®iÓm x  kh«ng qu¸ δ. 

Tõ (1) ta cã 

1)'()(1 ≤−≤− xfxf , 
cho nªn  

11)'()(1)'(1 +≤+≤≤−≤− Mxfxfxfm  , 

nghÜa lµ  f(x)  lu«n bÞ chÆn d−íi bëi sè  m-1 vµ bÞ chÆn trªn  bëi sè M+1.  §©y chÝnh lµ 

®iÒu cÇn chøng minh. 

HÖ qu¶ (Weierstrass 2) Hµm liªn tôc trªn ®o¹n th× ®¹t ®−îc c¸c gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt 
(t¹i nh÷ng ®iÓm n»m trªn ®o¹n ®ã). 

Chøng minh Ta chØ cÇn chøng minh r»ng hµm ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt (®èi víi gi¸ trÞ nhá 

nhÊt viÖc chøng minh hoµn toµn t−¬ng tù). NÕu hµm lµ liªn tôc trªn ®o¹n [a,b] th× nã 

bÞ chÆn, vµ suy ra nã cã cËn trªn h÷u h¹n trªn ®o¹n nµy, ký hiÖu lµ  M. Theo ®Þnh 
nghÜa vÒ cËn trªn, víi mçi sè tù nhiªn n, tån t¹i ®iÓm  ],[ baxn ∈  sao cho 

n
Mxf n

1)( −≥ .  V× d·y sè  {xn}  n»m gän trong tËp compact  [a,b] cho nªn nã cã mét 

d·y con héi tô {xn(k)} víi giíi h¹n lµ mét ®iÓm n»m trong [a,b], ký hiÖu lµ 0x .  Tõ bÊt 

®¼ng thøc  )(,
)(

1)( )( kn
kn

Mxf kn ∀−≥ , vµ do tÝnh liªn tôc cña f , sau khi cho n(k)  

tiÕn ra v« cïng ta ®−îc  Mxf ≥)( 0 .  Do M  lµ cËn trªn nªn ®iÒu nµy cã nghÜa lµ  

Mxf =)( 0 , hay  0x  chÝnh lµ ®iÓm ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt cña f  trªn ®o¹n  [a,b].  

§Þnh lý ®· ®−îc chøng minh. 

Chó ý  C¸c ®Þnh lý trªn sÏ kh«ng cßn ®óng nÕu ta thay ®o¹n [ ]ba,  b»ng kho¶ng (a,b). ThËt 

vËy, hµm 
x

y 1
=  liªn tôc trªn kho¶ng (0,1)  nh−ng nã kh«ng  bÞ chÆn vµ kh«ng ®¹t gi¸ 

trÞ lín nhÊt trªn kho¶ng nµy. 
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_________________________________
Bµi tËp vµ 

TÝnh to¸n thùc hµnh Ch−¬ng 5 

1.  C©u hái cñng cè lý thuyÕt 
_______________________

 
Bµi 1  Chøng minh r»ng nÕu  f(x)  liªn tôc t¹i 0x , th× )(xf  còng liªn tôc t¹i 0x . Ng−îc l¹i cã 

®óng kh«ng? 

Bµi 2 1) Chøng minh r»ng hµm  
xx

y 1cos1
=  khi  0→x  kh«ng ph¶i lµ v« cïng lín (VCL), 

nh−ng còng kh«ng giíi néi. 

2) Hµm   xxy tan)sin1( +=   cã ph¶i lµ  VCL  kh«ng khi 0→x  ?    Khi ∞→x ? 

2.  TÝnh giíi h¹n 
___________________________________

 
TÝnh  giíi h¹n  cña c¸c hµm sè sau: 

1) 
1
1lim 2

3

1 +
+

→ x
x

x
   ; 2) 

1
1lim 2

3

1 −
−

→ x
x

x
  ; 

3) 
8
16lim

3

4

2 −
−

→ x
x

x
  ; 4) 232lim 2

2
−−++

→
xxx

x
  ; 

5) 

1

21lim
3
11

−

−+






→

x

x
x

  ; 6) 
19972
1lim 37

27

++
+−

∞→ xx
xx

x
  ; 

7) 

2

)sin(coslim
2

ππ
−






→ x

x
x

  ; 8) 20

)4cos()3cos()cos(1lim
x

xxx
x

−
→

  ; 

9) 4

2

0

)4sin()sin()2sin(lim
x

xxx
x

−
→

  ; 10) 20 )2sin(
)2cos(1lim

x
x

x

−
→

   . 

3.  Kh¶o s¸t tÝnh liªn tôc cña hµm sè 
________________

 

Bµi 1 Cho hµm sè  y =  x + 1, nÕu x ≤ 1 vµ 23 axy −=  nÕu x >1. T×m gi¸ trÞ cña  a ®Ó hµm 
sè liªn tôc.  
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Bµi 2 T×m ®iÓm gi¸n ®o¹n cña hµm sè vµ cho biÕt ®iÓm gi¸n ®o¹n thuéc lo¹i nµo: 

1) 
x

xy
sin

= ;      2) xey
11+

= ;       3) y = x− E(x). 

Bµi 3 Cho  f  lµ mét hµm liªn tôc bÊt kú trªn  . Tån t¹i hay kh«ng nh÷ng hµm liªn tôc g(x) 
vµ  h(x) sao cho 

)cos()()sin()()( xxhxxgxf += . 

Bµi 4 Kh¶o s¸t tÝnh liªn tôc cña c¸c hµm sè  f(g(x))  vµ  g(f(x)),  trong ®ã 

][1)(),()( xxxgxsignxf −+==  . 

4.  Thùc hµnh tÝnh giíi h¹n 
_________________________

 
§Ó thùc hµnh tÝnh giíi h¹n, h·y ®−a vµo dßng lÖnh cã có ph¸p nh− sau:  

[> limit(f(x),x = a);      

Trong ®ã   f(x)  lµ biÓu thøc  cÇn t×m giíi h¹n vµ  a  lµ ®iÓm t¹i ®ã cÇn tÝnh giíi h¹n 
(nÕu a lµ ∞  th× ta viÕt  x = infinity ). Sau dÊu (;) ta Ên phÝm "Enter" th× viÖc t×m giíi 
h¹n sÏ ®−îc thùc hiÖn vµ cã ngay ®¸p sè.  

ThÝ dô [> limit(((sin(2*x))^2-sin(x)*sin(4*x))/x^4,x=0); 

{6} 

5.  T×m ®iÓm gi¸n ®o¹n cña hµm sè 
_________________

 
ViÖc kh¶o s¸t tÝnh liªn tôc cña mét hµm sè t−¬ng ®−¬ng víi viÖc t×m c¸c ®iÓm gi¸n 
®o¹n cña nã. Muèn t×m ®iÓm gi¸n ®o¹n cña hµm sè  f(x)  ta h·y gäi ch−¬ng tr×nh nµy 
ra b»ng lÖnh 

[> readlib(discont): 

råi sö dông dßng lÖnh cã có ph¸p nh− sau: 

[> discont(f(x), x); 

ThÝ dô [> readlib(discont): 

[> discont(1/(x-1),x); 

{1} 
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Ch−¬ng 6 

_________________________________
§¹o hµm  

6.1.  Mét sè bµi to¸n dÉn tíi 
_________________________

 
kh¸i niÖm ®¹o hµm 

6.1.1.  Bµi to¸n vÒ vËn tèc tøc thêi cña chuyÓn ®éng 

Ta biÕt r»ng khi mét vËt r¬i tù do th× kho¶ng c¸ch h gi÷a nã vµ ®iÓm ban ®Çu t¨ng tû lÖ 
víi b×nh ph−¬ng cña thêi gian r¬i t, cô thÓ lµ  h:=h(t) = g.t2 (trong ®ã g ≈9,8m/s2). Nh− 
vËy vËt r¬i kh«ng chuyÓn ®éng ®Òu (trong gi©y ®Çu tiªn nã r¬i ®−îc 9,8m, trong gi©y 
thø 2 nã r¬i ®−îc h(2)-h(1)=9,8.3=29,4(m), trong gi©y thø 3 nã r¬i ®−îc h(3)-
h(2)=9,8.5=49 (m),...). Trong tr−êng hîp nµy, vËn tèc trung b×nh kh«ng thÓ ph¶n ¸nh 
®óng vËn tèc r¬i thùc sù cña vËt ë c¸c thêi ®iÓm kh¸c nhau. §Ó x¸c ®Þnh chÝnh x¸c h¬n 
vËn tèc thùc sù cña vËt t¹i mét thêi ®iÓm  t0  nµo ®ã, ng−êi ta tÝnh vËn tèc trung b×nh 
cña nã trong mét kho¶ng thêi gian cùc nhá ∆t (xung quanh thêi ®iÓm t0), vËn tèc trung 
b×nh nµy lµ  

)2.()(.2.).()()(
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
000 ttg

t
tttttg

t
tgttg

t
thtthvtb ∆+=

∆
−∆+∆+

=
∆

−∆+
=

∆
−∆+

= . 

Khi kho¶ng thêi gian  ∆t  cµng nhá th× vËn tèc trung b×nh nªu trªn cµng ph¶n ¸nh trung 
thµnh vËn tèc cña vËt r¬i t¹i thêi ®iÓm t0, cho nªn ng−êi ta ®Þnh nghÜa vËn tèc thùc sù 
(hay vËn tèc tøc thêi) cña vËt r¬i t¹i thêi ®iÓm  t0 (ký hiÖu lµ v(t0)) b»ng giíi h¹n cña 
vËn tèc trung b×nh khi kho¶ng thêi gian ∆t  tiÕn tíi 0, nghÜa lµ  

t
thtthtv

t ∆
−∆+

=
→∆

)()(lim:)( 00
00  . 

Vµ tõ ®¼ng thøc trªn ta dÔ dµng tÝnh ®−îc vËn tèc tøc thêi cña vËt r¬i t¹i thêi ®iÓm t0 lµ 

  000
00

00 2)2.(lim)()(lim:)( gtttg
t

thtthtv
tt

=∆+=
∆

−∆+
=

→∆→∆
 . 

Ph−¬ng ph¸p x¸c ®Þnh vËn tèc tøc thêi nªu trªn hoµn toµn cã thÓ ®−îc më réng ra cho 
mét chuyÓn ®éng bÊt kú, nÕu nh− ta biÕt ®−îc hµm S(t) biÓu diÔn qu·ng ®−êng ®i cña 
chuyÓn ®éng theo thêi gian, vµ nÕu nh− giíi h¹n sau ®©y lµ tån t¹i 

 
t

tSttS
t ∆

−∆+
→∆

)()(lim 00
0

  . 



Ch−¬ng 6. §¹o hµm  

 96 

6.1.2.  Bµi to¸n vÒ tiÕp tuyÕn cña mét ®−êng cong 
Cho ®−êng cong ®−îc x¸c ®Þnh nh− lµ ®å thÞ cña hµm sè )(xfy = , ®iÓm ),( 000 yxM  

cè ®Þnh, cßn ®iÓm ),( yxM  di ®éng däc theo ®−êng cong. §−êng th¼ng 0MM  ®−îc 
gäi lµ c¸t tuyÕn cña ®−êng cong )(C . 

VÞ trÝ giíi h¹n (nÕu cã) cña c¸t tuyÕn 0MM  khi  M tiÕn tíi 0M  däc theo ®−êng cong 

(tõ c¶ hai phÝa) ®−îc gäi lµ tiÕp tuyÕn cña ®−êng cong t¹i 0M . 

Gäi α  vµ α0 , theo thø tù, lµ gãc gi÷a c¸t tuyÕn vµ 

tiÕp tuyÕn víi chiÒu d−¬ng trôc hoµnh. Tõ ®Þnh nghÜa 
tiÕp tuyÕn, do 0xx →   khi 0MM →  vµ )tan(α  lµ 
hµm liªn tôc, ta cã c«ng thøc tÝnh hÖ sè gãc cña ®−êng 
tiÕp tuyÕn nh− sau: 

0

0
0

)()(
lim)tan(lim)tan(

00 xx
xfxf

xxMM −
−

==
→→

αα . 

NÕu ký hiÖu  0xxx −=∆  th× c«ng thøc trªn cã thÓ viÕt 
l¹i thµnh  

x
xfxxf

x ∆
−∆+

=
→∆

)()(
lim)tan( 00

00α  . 

Hai bµi to¸n trªn (vµ nhiÒu bµi to¸n thùc tÕ kh¸c) cã chung mét b¶n chÊt lµ t×m giíi 

h¹n d¹ng  
x

xfxxf
x ∆

−∆+
→∆

)()(
lim 00

0
. ViÖc xÐt giíi h¹n nµy ®−a tíi mét kh¸i niÖm 

míi trong to¸n häc lµ ®¹o hµm cña hµm sè. 
 

6.2.  §¹o hµm cña hµm sè
___________________________

 

6.2.1.  §¹o hµm  

Cho hµm sè  f  x¸c ®Þnh trªn l©n cËn cña ®iÓm  0x . 

NÕu tån t¹i giíi h¹n 

h
xfhxf

h

)()(lim 00
0

−+
→

 

th× giíi h¹n nµy ®−îc gäi lµ ®¹o hµm cña hµm f  t¹i ®iÓm 0x .  

Khi Êy ta còng nãi  f  cã ®¹o hµm t¹i  0x  vµ giíi h¹n nªu trªn ®−îc ký hiÖu lµ )(' 0xf  . 

NÕu f  cã ®¹o hµm t¹i mäi ®iÓm ),( bax∈ , ta nãi r»ng  f  cã ®¹o hµm trªn  (a,b). 
Theo th«ng lÖ ng−êi ta hay ký hiÖu xh ∆=  vµ gäi nã lµ sè gia cña biÕn sè.  Nh− vËy, ta 
cã thÓ viÕt l¹i ®Þnh nghÜa ®¹o hµm nh− sau: 

x
xfxxfxf

x ∆
−∆+

=′
→∆

)()(lim)( 00
00 . 

BiÓu thøc  )()( 00 xfxxfy −∆+=∆  cßn cã tªn gäi lµ sè gia hµm sè (øng víi sè gia 
biÕn sè x∆ ). Nh− vËy:  

 
 
 
 
 
 
 

 
H×nh 6.1 
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0

0
00

)()(limlim)(
0 xx

xfxf
x
yxf

xxx −
−

=
∆
∆

=′
→→∆

. 

Chó ý §«i khi ®¹o hµm cña  f  còng ®−îc ký hiÖu lµ Df.  NÕu  y = f(x) th× ®¹o hµm còng ®−îc 
ký hiÖu lµ  Dy. 

6.2.2.  §¹o hµm bËc cao  
Cho )(xfy =  lµ hµm sè cã ®¹o hµm t¹i mäi ®iÓm x. Khi Êy phÐp øng mçi ®iÓm x víi 

gi¸ trÞ ®¹o hµm cña  f  t¹i x (tøc lµ )(xf ′ ) còng lµ mét hµm sè. Hµm nµy ®−îc ký hiÖu 

lµ f ′  (hoÆc lµ (.)f ′ ).  

NÕu hµm sè  f ′  cã ®¹o hµm th× ®¹o hµm cña nã ®−îc gäi lµ ®¹o hµm cÊp hai cña hµm sè 

)(xfy = , ký hiÖu lµ  f”, hay )(xf ′′  hoÆc D2f. 

§¹o hµm cña ®¹o hµm cÊp hai (nÕu tån t¹i) ®ù¬c gäi lµ ®¹o hµm cÊp ba cña hµm sè vµ 
®ù¬c ký hiÖu lµ f ′′′ , hay )(xf ′′′  hoÆc  D3f . 

Tæng qu¸t, ta ®Þnh nghÜa: §¹o hµm cña ®¹o hµm cÊp 1−n  cña hµm sè )(xfy = ®ù¬c 
gäi lµ ®¹o hµm cÊp n cña hµm sè y, vµ ®ù¬c ký hiÖu b»ng mét trong c¸c biÓu thøc 

)()( ,,, nnnn ffDyyD  .    

6.2.3.  ThÝ dô tÝnh ®¹o hµm b»ng ®Þnh nghÜa 

1. ThÝ dô tÝnh ®¹o hµm cña ®a thøc  

Cho 3)( 3 += xxf . Ta tÝnh f'(x) t¹i ®iÓm  x  bÊt kú. 

Cho h nhá tïy ý. XÐt ®¹i l−îng 

h
xxhxhxh

h
xhx

h
xfhxf ))()(()3(3)()()( 2233 ++++

=
+−++

=
−+

 

Cho 0→h , ta ®−îc 

222

0

33

0
3))()((lim)3(3)(lim xxxhxhx

h
xhx

hh
=++++=

+−++
→→

. 

VËy hµm sè  f  lµ cã ®¹o hµm vµ ®¹o hµm cña nã t¹i ®iÓm  x  lµ 23)(' xxf = . 

T−¬ng tù nh− trªn ta còng chøng minh ®−îc r»ng hµm sè  3x2  cã ®¹o hµm (t¹i mäi 
®iÓm) vµ ®¹o hµm cña nã b»ng  6x. Nh− vËy cã nghÜa lµ hµm  f  cã ®¹o hµm bËc 2 vµ 

xxf 6)(" = . 

2. ThÝ dô tÝnh ®¹o hµm cña hµm c¨n thøc  

Cho xxf =)( . TÝnh ®¹o hµm cña  f  t¹i ®iÓm  x >0  bÊt kú. 

Theo ®Þnh nghÜa 

h
xhxxf

h

−+
=

→0
lim)('  
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 = 










++
++










 −+
→ xhx

xhx
h

xhx
h 0
lim  

 = 
xxhxxhxh

xhx
hh 2

11lim
)(

lim
00

=
++

=
++
−+

→→
. 

VËy 
x

xxf
2

1)'()(' == . 

3. §¹o hµm cña hµm l−îng gi¸c  

Cho )sin()( xxf = . TÝnh   f'(x)  t¹i ®iÓm  ax = .  

Chó ý r»ng 1)sin(lim
0

=
→ x

x
x

 vµ  )cos()cos(lim ax
ax

=
→

, ta cã:  

h

hha

h
ahaaf

hh

)
2

sin()
2

cos(2
lim)sin()sin(lim)('

00

+
=

−+
=

→→
 

)cos(1)].[cos(

2

)
2

sin(
lim).

2
cos(lim

00
aa

h

h
ha

hh
==+=

→→
 

4. §¹o hµm cña hµm sè mò 

Trong khi xem xÐt vÒ giíi h¹n cña c¸c hµm sè mò ta ®· chØ ra r»ng 

 11lim
0

=
−

→ x
ex

x
. 

Tõ ®©y ta suy ra 

xx
x

x

x
xxx

x

x ee
x

ee
x

eee ==
∆
−

=
∆
−

=
∆

→∆

∆+

→∆
1.1lim.lim]'[

00
. 

6.2.4.  ý nghÜa cña ®¹o hµm  
Tõ hai bµi to¸n trªn ta thÊy: VÒ mÆt H×nh häc, ®¹o hµm cña hµm sè )(xfy =  t¹i ®iÓm 

0x  chÝnh lµ hÖ sè gãc cña tiÕp tuyÕn víi ®−êng cong (®å thÞ) )(xfy =  t¹i ®iÓm 

),( 00 yxM .  

VÒ mÆt VËt lý, ®¹o hµm cña hµm biÓu diÔn qu·ng ®−êng ®i theo thêi gian chÝnh lµ vËn 
tèc tøc thêi cña chuyÓn ®éng t¹i thêi ®iÓm 0x .  

6.2.5.  §¹o hµm mét phÝa  

NÕu tån t¹i
x
y

x ∆
∆

+→∆ 0
lim  th× giíi h¹n ®ã ®−îc gäi lµ ®¹o hµm ph¶i cña hµm t¹i 0x vµ ký hiÖu 

x
xfxxfxf

x ∆
−∆+

=′
+→∆

+ )()(lim:)( 00
00 . 
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T−¬ng tù cho ®¹o hµm tr¸i. 

Minh häa h×nh häc: §¹o hµm ph¶i (tr¸i) chÝnh lµ hÖ sè 
gãc cña"tiÕp tuyÕn ph¶i" (tr¸i), tøc lµ hÖ sè gãc cña vÞ 
trÝ giíi h¹n cña c¸t tuyÕn däc theo ®−êng cong tõ bªn 
ph¶i (tõ bªn tr¸i). 

ThÝ dô  1) Hµm xy =   cã  )0(11)0( −+ ′=−≠=′ ff . 

2) Hµm 12 −= xy  cã ®¹o hµm tr¸i vµ ph¶i t¹i ®iÓm 

10 =x  lµ 

)1(22)1( +− ′=≠−=′ ff . 

NhËn xÐt Tõ ®Þnh lý vÒ giíi h¹n tr¸i vµ ph¶i ta suy ra: f  cã ®¹o hµm t¹i 0x  khi vµ chØ khi t¹i ®ã 
nã cã ®¹o hµm tr¸i vµ ®¹o hµm ph¶i b»ng nhau. 

3) { }2,2max xxy +=  cã ®¹o hµm tr¸i vµ ph¶i t¹i -1 vµ  2 lµ 

)1(12)1( +− −′=≠−=−′ ff , 4)2(1)2( =′≠=′ +− ff . 

Do ®ã nã kh«ng cã ®¹o hµm t¹i 11 −=x  vµ 22 =x . 

4)  Hµm sè  






=

≠=
0,0

0,1sin.

x

x
x

xy   

kh«ng cã ®¹o hµm tr¸i vµ ph¶i t¹i 0=x , v× 
xx

y
∆

=
∆
∆ 1sin  kh«ng cã giíi h¹n khi 

0→∆x . 

6.2.6.  §¹o hµm b»ng v« cïng 

NÕu )(lim
0

−∞+∞=
∆
∆

→∆ x
f

x
 th×, mét c¸ch quy −íc, ta nãi f  cã ®¹o hµm t¹i 0x  b»ng 

v« cïng.  

ThÝ dô  1) y x= 3  cã +∞=′=′ −+ )0()0( yy . 

2) xy =   cã +∞=′ + )0(y  cßn )0( −′y  kh«ng tån t¹i. 

L−u ý Trong khu«n khæ gi¸o tr×nh nµy ®¹o hµm b»ng v« cïng ®−îc xÐt ®Õn nh− mét tr−êng 
hîp ngo¹i lÖ, cho nªn, nÕu kh«ng nãi g× thªm, thµnh ng÷ “cã ®¹o hµm” lu«n ®−îc hiÓu 
lµ “cã ®¹o hµm h÷u h¹n”. 

6.2.7.  Liªn hÖ gi÷a ®¹o hµm vµ tÝnh liªn tôc cña hµm sè 

MÖnh ®Ò sau cho ta biÕt quan hÖ gi÷a sù tån t¹i ®¹o hµm vµ tÝnh liªn tôc cña hµm sè. 

 MÖnh ®Ò NÕu  f  cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x0 th× nã liªn tôc t¹i x0. 

 
 
 
 
 
 

 
H×nh 6.2 
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Chøng minh NÕu  f  cã ®¹o hµm  th×  0lim
0

=∆
→

f
∆x

  (v× ng−îc l¹i th× f  kh«ng thÓ cã 

®¹o hµm h÷u h¹n). §iÒu nµy cã nghÜa lµ )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

,   hay  f  liªn tôc t¹i 0x . 

Chó ý §iÒu kh¼ng ®Þnh ng−îc l¹i cña ®Þnh lý trªn kh«ng ®óng. VÝ dô hµm sè xxf =)(  liªn 
tôc t¹i 0 nh−ng kh«ng cã ®¹o hµm t¹i 0 (ThÝ dô 4).  

6.3.  C¸c phÐp to¸n c¬ b¶n trªn ®¹o hµm 
____________

 
Trong môc nµy ta xÐt mét sè tÝnh chÊt quan träng cña ®¹o hµm. Nhê chóng mµ ta tÝnh 
®−îc ®¹o hµm cña nh÷ng hµm sè phøc t¹p th«ng qua ®¹o hµm cña c¸c hµm c¬ b¶n. VÝ 
dô muèn tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè  

17
)87()1()( 2

925

++
+++

=
xx

xxxxf , 

ta kh«ng cÇn ph¶i dùa vµo ®Þnh nghÜa cña ®¹o hµm vµ t×m giíi h¹n cña biÓu thøc 

x
xfxxf

x ∆
−∆+

→∆

 
 

)()(lim
0

 

mµ chØ cÇn tÝnh ®−îc ®¹o hµm cña ®¬n thøc vµ c¸ch lÊy ®¹o hµm cña tæng, cña 
th−¬ng,... §ång thêi ta còng tÝnh ®−îc ®¹o hµm cña c¸c hµm l«garit, hµm lòy thõa tæng 
qu¸t, hµm l−îng gi¸c, hµm l−îng gi¸c ng−îc,... th«ng qua viÖc tÝnh ®¹o hµm cña hµm 
sè exp(.), hµm sè sin(.) vµ c¸c quy t¾c lÊy ®¹o hµm cña hµm hîp, hµm ng−îc,...  Tr−íc 
hÕt ta l−u ý 

NhËn xÐt §¹o hµm cña hµm h»ng (f(x) = c víi mäi x) ®ång nhÊt b»ng kh«ng. 

Chøng minh cã ngay tõ ®Þnh nghÜa cña ®¹o hµm. 

6.3.1.  C¸c phÐp to¸n sè häc 

MÖnh ®Ò NÕu f vµ g lµ cã ®¹o hµm t¹i 0x , th× gfgf .,±  còng  cã ®¹o hµm t¹i ®ã vµ 

(i) ),(')(')()'( 000 xgxfxgf ±=±  

(ii) )()()()()().( 00000 xgxfxgxfxgf ′+′=′ . 

(iii) NÕu 0)( 0 ≠xg  th× 
g
f

 còng cã ®¹o hµm t¹i 0x  vµ  

)(
)()()()()()(

0
2

0000
0 xg

xgxfxfxgx
g
f ′−′

=′ . 

Chøng minh  

(i) Suy ra ngay tõ tÝnh chÊt cña phÐp lÊy giíi h¹n cña tæng (hiÖu). 

(ii) Ta cã nhËn xÐt sau ®©y 

=−++ )().()().( xgxfhxghxf )()()[()()]()([ xghxgxfhxgxfhxf −+++−+ ]. 
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Chia c¶ 2 vÕ cho h  råi cho h  tiÕn dÇn tíi  0, l−u ý r»ng do tÝnh liªn tôc cña hµm  g  mµ 
g(x+h)  tiÕn tíi  g(x), tõ ®¼ng thøc trªn ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. 

(iii)  Chøng minh b»ng nh÷ng lËp luËn t−¬ng tù. 

MÖnh ®Ò ®· ®−îc chøng minh ®Çy ®ñ. 

HÖ qu¶ 1) NÕu  f cã ®¹o hµm t¹i 0x vµ  c lµ h»ng sè, th×  cf  cã ®¹o hµm t¹i 0x  vµ  

)(')()'( 00 xcfxcf = . 

(§©y lµ hÖ qu¶ cña (ii) trong tr−êng hîp  g  lµ hµm h»ng). 

2) NÕu g cã ®¹o hµm t¹i 0x  vµ 0)( 0 ≠xg , th×  
g
1

 còng cã ®¹o hµm t¹i 0x  vµ  

)(
)(')(1

0
2

0
0 xg

xgx
g

−=
′









. 

(§©y lµ hÖ qu¶ cña (iii) khi  f   b»ng 1). 

6.3.2.  §¹o hµm cña hµm hîp 

Cho UXf →:  cã ®¹o hµm t¹i 0x , ZUg →:  cã ®¹o hµm t¹i )(0 oxfu = . D−íi ®©y 
lµ c¸ch tÝnh ®¹o hµm cña hµm hîp g[f(x)] (hay cßn ®−îc ký hiÖu lµ  fg ) th«ng qua 
®¹o hµm  f' vµ  g'.  

MÖnh ®Ò NÕu )(xfu =  cã ®¹o hµm t¹i 0x  vµ )(ugy =  cã ®¹o hµm t¹i )( 00 xfu = , th× fg  

còng cã ®¹o hµm t¹i 0x  vµ 

)().(})]([{:)()( 0000 xfugxfgxfg ′′=′=′ . 

(VÕ ph¶i lµ:  ®¹o hµm cña  y  theo  u  nh©n víi ®¹o hµm cña  u  theo  x). 

Chøng minh  Ta chó ý r»ng 

)]()(.[
)()(

)]([)]([)]([)]([ xfhxf
xfhxf

xfghxfgxfghxfg −+
−+
−+

=−+  

§Æt  )( 00 xfy =  vµ   )()( 00 xfhxfy −+=∆ , tõ biÓu thøc trªn ta cã 

)]()(.[)()()]([)]([ 00
00

00 xfhxf
y

ygyygxfghxfg −+
∆

−∆+
=−+  

Chó ý r»ng  khi  h  tiÕn tíi  0  th×  y∆  còng tiÕn tíi  0, cho nªn sau khi chia 2 vÕ cña biÓu 
thøc trªn cho  h  råi cho  h  tiÕn tíi 0, tõ ®Þnh nghÜa cña ®¹o hµm ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng 
minh. 
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6.3.3.  §¹o hµm cña hµm ng−îc 

MÖnh ®Ò Gi¶ sö )( yfx = cã ®¹o hµm t¹i ),(0 bay ∈ vµ 0)( 0 ≠′ yf . NÕu tån t¹i hµm ng−îc )(xgy =  

liªn tôc t¹i )( 00 yfx =  th× tån t¹i ®¹o hµm )( 0xg ′  vµ 

)(
1)(

0
0 yf

xg
′

=′ . 

Chøng minh Theo ®Þnh nghÜa hµm ng−îc chóng ta cã 

)]([ xgfx = , 

cho nªn lÊy ®¹o hµm c¶ 2 vÕ vµ ¸p dông c«ng thøc ®¹o hµm hµm hîp cho vÕ ph¶i ta ®−îc 

)(')].(['1 00 xgxgf=  

§Ó ý r»ng  )( 00 xgy =  ta cã ngay ®iÒu cÇn chøng minh. 

ThÝ dô Cho 2)( yyfx == , ),0( ∞∈y . DÔ dµng thÊy r»ng f cã hµm ng−îc 

xxfxgy === − )()( 1 . Ta ¸p dông ®Þnh lý trªn vµ cã ngay kÕt qu¶ 

xyyf
xg

2
1

2
1

)('
1)(' ===  

®óng nh− ®· biÕt tr−íc ®©y b»ng c¸ch tÝnh trùc tiÕp theo ®Þnh nghÜa. 

6.3.4.  §¹o hµm c¸c hµm s¬ cÊp 
Dùa vµo c¸c kÕt qu¶ tÝnh ®¹o hµm (b»ng ®Þnh nghÜa) ®èi víi c¸c hµm ®¬n thøc, hµm sè 
sin, hµm sè mò, kÕt hîp víi c¸c quy t¾c ®· thiÕt lËp trong phÇn nµy, chóng ta dÔ dµng 
suy ra c¸c c«ng thøc tÝnh ®¹o hµm (cßn gäi lµ gäi lµ b¶ng ®¹o hµm) d−íi ®©y: 

1.  constcy ==    .0 xy ∀=′  

2.  xy =     .1 xy ∀=′  

3.  nxy =  (n nguyªn d−¬ng)  .,. 1−=′ nxny  

4.  
x

y 1
=     .0,1

2 ≠−=′ x
x

y  

5.  xy =     .0,
2

1
>=′ x

x
y  

6. xey =     .xey x ∀=′  

 0, >= aay x    .ln xaay x ∀=′  

7. )ln(xy =     .0,1
>=′ x

x
y  
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  )(log xy a=    .0,
)ln(

1
>=′ x

ax
y  

8. )sin(xy =     .)cos( xxy ∀=′  

9.  )cos(xy =     .)sin( xxy ∀−=′  

10.  y= tan(x)    
2

)12(,
)(cos

1
2

π
+≠=′ kx

x
y   (k  nguyªn). 

11.   y= cot(x)    π≠−=′ kx
x

y ,
)(sin

1
2

   (k  nguyªn). 

12.   )arcsin( xy =    .11,
1

1
2

<<−
−

=′ x
x

y  

13.   )arccos(xy =                    .11,
1

1
2

<<−
−

−=′ x
x

y  

14.   y= arctan(x)   .
1

1
2 x

x
y ∀

+
=′  

15.   y= arccot(x)   .
1

1
2 x

x
y ∀

+
−=′  

6.4.  C¸c ®Þnh lý c¬ b¶n 
_____________________________

 

6.4.1.  §Þnh lý Fermat (vÒ ®iÒu kiÖn cùc trÞ) 
Tr−íc hÕt ta tr×nh bµy ®Þnh lý vÒ gi¸ trÞ cùc tiÓu, cùc ®¹i cña hµm sè mµ ta gäi chung lµ 
cùc trÞ. Cho hµm sè  f  x¸c ®Þnh trªn kho¶ng (a,b). Ta nãi r»ng  f  ®¹t cùc tiÓu (cùc ®¹i) 
t¹i ),( bac∈  nÕu )()( xfcf ≤  ))()(( xfcf ≥  ®óng víi mäi ),( bax∈ .  

§Þnh lý sau cho ta ®iÒu kiÖn cÇn cña cùc trÞ. 

§Þnh lý (Fermat) Cho f x¸c ®Þnh trªn kho¶ng (a,b). NÕu  f  ®¹t cùc trÞ t¹i ®iÓm ),( bac∈  vµ 

)(cf ′  tån t¹i, th× 0)( =′ cf  

Chøng minh Ta chøng minh ®Þnh lý nµy cho tr−êng hîp cùc ®¹i, tr−êng hîp cùc tiÓu 
chøng minh hoµn toµn t−¬ng tù. 

Gi¶ sö r»ng  f(c)  lµ gi¸ trÞ cùc ®¹i cña hµm   f   trªn  (a,b), vµ   f'(c)  tån t¹i. 

XÐt ®¹i l−îng 

x
cfxcf

∆
−∆+ )()(

, 

trong ®ã x∆  lÊy ®ñ nhá ®Ó ),( baxc ∈∆+ . V×   f(c)  lµ cùc ®¹i nªn 

)()( cfxcf ≤∆+    hay  0)()( ≤−∆+ cfxcf . 
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Cho nªn khi  x∆  > 0 th×  

0)()(
≤

∆
−∆+

x
cfxcf

  . 

Khi 0→∆x  th× ®¹i l−îng nµy tiÕn tíi  f'(c). VËy 

0)()(lim)('
0

≤
∆

−∆+
=

→∆ x
cfxcfcf

x
. 

Khi x∆  < 0 th× 

0)()(
≥

∆
−∆+

x
cfxcf

. 

Qua giíi h¹n ta ®−îc 

0)()(lim)('
0

≥
∆

−∆+
=

→∆ x
cfxcfcf

x
. 

Tõ hai ®iÒu trªn ta suy ra  f'(c) = 0. §Þnh lý ®· ®−îc chøng minh. 

6.4.2.  §Þnh lý Rolle 
XÐt hµm sè  f  x¸c ®Þnh vµ liªn tôc trªn ®o¹n  [a,b]. §o¹n ®å thÞ nèi hai ®iÓm (a,f(a)) vµ 
(b,f(b)) ®−îc gäi lµ cung. Ta gi¶ sö )()( bfaf =  vµ hµm sè  f  cã ®¹o hµm trªn kho¶ng 
(a,b). Khi Êy ch¾c ch¾n sÏ cã ®iÓm ),( bac∈   ®Ó tiÕp tuyÕn ®i qua ®iÓm (c,f(c)) cña ®å 
thÞ sÏ song song víi trôc Ox . Cô thÓ ta cã 

§Þnh lý (Rolle):  Cho  f  lµ hµm liªn tôc trªn ®o¹n [a,b] vµ cã ®¹o hµm t¹i mäi ),( bax∈ . NÕu  
)()( bfaf =  th× tån t¹i Ýt nhÊt mét ®iÓm ),( bac∈  ®Ó  f'(c)= 0. 

Chøng minh Tõ gi¶ thiÕt liªn tôc cña f trªn ®o¹n ®ãng [a,b], theo §Þnh lý 
Weierstrass,  hµm f  ph¶i ®¹t gi¸ trÞ cùc ®¹i vµ gi¸ trÞ cùc tiÓu trªn [a,b], tøc lµ tån t¹i 
c¸c ®iÓm [ ]baxx ,, 21 ∈  sao cho  

[ ]
mxfxf

bax
==

∈
)(min)(

,1   vµ 
[ ]

Mxfxf
bax

==
∈

)(max)(
,2 . 

Cã hai kh¶ n¨ng: 

a)  m = M. Khi Êy constxf =)(  trªn [a,b], do ®ã 0)( =′ xf  víi mäi ),( bax∈ . 

b)  m < M. Khi Êy v× )()( bfaf =  nªn Ýt nhÊt mét trong 2 ®iÓm 1x , 2x  sÏ kh«ng trïng 
víi c¸c ®Çu mót a vµ  b. Theo §Þnh lý Fermat th× ®¹o hµm b»ng 0 t¹i ®iÓm nµy. 

§Þnh lý Rolle ®· ®−îc chøng minh xong. 

ThÝ dô Ta ¸p dông §Þnh lý Rolle cho hµm  f(x)=cos(x)  trªn ®o¹n )5,( ππ . 

Do )5(1)( ππ ff =−=  vµ hµm cos cã ®¹o hµm )sin()]'[cos( xx −=  trªn toµn ®o¹n 
)5,( ππ  nªn ta lÊy ππ 5, == ba   th× mäi ®iÒu kiÖn cña ®Þnh lý trªn ®Òu ®−îc tháa m·n.  

Theo ®Þnh lý nµy ta suy ra tån t¹i ®iÓm )5,( ππ∈c  ®Ó 0)]'[cos( =x . §ã chÝnh lµ c¸c 
®iÓm πππ 4,3,2=x . 
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6.4.3.  §Þnh lý Lagrange vÒ gi¸ trÞ trung b×nh 
§©y lµ sù tæng qu¸t hãa §Þnh lý Rolle. Ta biÕt r»ng hÖ sè gãc cña ®−êng th¼ng qua hai 

®iÓm  (a, f(a)) vµ  (b, f(b))  trªn ®å thÞ cña hµm  f  chÝnh lµ ®¹i l−îng 
ab

afbf
−
− )()(

. V× hÖ 

sè gãc cña tiÕp tuyÕn ®èi víi ®å thÞ t¹i ®iÓm  (c, f(c))  chÝnh b»ng  f'(c), cho nªn, nÕu 
®−êng tiÕp tuyÕn t¹i  (c, f(c)) song song víi d©y cung nèi (a, f(a)) vµ (b, f(b)) th× ph¶i cã 

ab
afbfcf

−
−

=′ )()()( . 

§Þnh lý (Lagrange): Cho hµm f  liªn tôc trªn ®o¹n [a,b] vµ cã ®¹o hµm t¹i mäi ®iÓm cña 
kho¶ng (a,b). Khi Êy tån t¹i Ýt nhÊt mét ®iÓm c ∈ (a,b) ®Ó 

ab
afbfcf

−
−

=′ )()()( . 

Chøng minh §Æt 

)()()()()( ax
ab

afbfxfxg −
−
−

−= . 

Ta cã g(a) = g(b). Hµm sè g tháa m·n mäi ®iÒu kiÖn cña  §Þnh lý Rolle.  Theo ®Þnh lý 
nµy ta suy ra tån t¹i Ýt nhÊt mét ®iÓm c ∈ (a,b)  ®Ó  g'(c) = 0.  Chó ý r»ng 

ab
afbfcfcg

−
−

−′=′ )()()()( . 

Nªn tõ ®¼ng thøc trªn ta cã ngay ®iÒu cÇn chøng minh. 

ThÝ dô Mét « t« chuyÓn ®éng trªn ®−êng th¼ng theo c«ng thøc y =s(t).  
Ta biÕt r»ng ®¹i l−îng 

ab
asbs

−
− )()(

 

lµ vËn tèc trung b×nh cña « t« trong kho¶ng tõ  a ®Õn b. Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh 
tån t¹i Ýt nhÊt t¹i mét thêi ®iÓm  c  nµo ®ã gi÷a (a,b) sao cho vËn tèc tøc thêi cña « t« 
®óng b»ng vËn tèc trung b×nh nµy. 

6.4.4.  C¸c hÖ qu¶ 

§Þnh lý (Cauchy): Cho c¸c hµm f, g  liªn tôc trªn ®o¹n [a,b] vµ cã ®¹o hµm t¹i mäi ®iÓm cña 
kho¶ng (a,b), ngoµi ra 0)(' ≠xg  trªn (a,b). Khi Êy tån t¹i Ýt nhÊt mét ®iÓm c ∈ (a,b) ®Ó 

)('
)('

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf

=
−
−

. 

Chøng minh  Tõ §Þnh lý Lagrange vµ ®iÒu kiÖn 0)(' ≠xg  trªn (a,b) ta suy ra r»ng  
0)()( ≠− agbg . XÐt hµm sè 
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)]()([
)()(
)()()()()( agxg

agbg
afbfafxfxF −

−
−

−−=  

ta thÊy r»ng nã tho¶ m·n mäi ®iÒu kiÖn cña §Þnh lý Rolle. Cho nªn t×m ®−îc ),( bac∈  
sao cho  0)(' =cF . B»ng tÝnh to¸n trùc tiÕp ta suy ra ngay ®©y chÝnh lµ ®iÓm cÇn t×m. 

HÖ qu¶ NÕu ®¹o hµm cña hµm sè b»ng 0 trªn mét ®o¹n nµo ®ã th× hµm sè ®ã lµ h»ng trªn 
®o¹n Êy. 

Chøng minh ThËt vËy, cho a, b lµ hai ®iÓm kh¸c nhau (bÊt kú) thuéc ®o¹n cho tr−íc. 
Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh ta t×m ®−îc ®iÓm c ∈ (a,b) ®Ó 

0)()()(
=′=

−
− cf

ab
afbf

. 

Tõ ®©y suy ra )()( afbf = . Cho nªn  f  lµ hµm h»ng. 

HÖ qu¶ NÕu hai hµm sè cã cïng mét ®¹o hµm trªn ®o¹n cho tr−íc th× chóng chØ sai kh¸c nhau 
mét h»ng sè. 

Chøng minh Suy ra tõ hÖ qu¶ trªn b»ng c¸ch xÐt hiÖu cña hai hµm. 
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_________________________________
Bµi tËp vµ 

TÝnh to¸n thùc hµnh Ch−¬ng 6 

1.  C©u hái cñng cè lý thuyÕt
_______________________

 
Bµi 1 T×m chç sai trong tÝnh to¸n sau råi söa l¹i cho ®óng: 

1)  [sin(2x)]' = cos(2x); 

2)  )12()2( 2][ −= xx xee
dx
d

; 

3)  [xsin(x)]' = 1+ cos(x). 

Bµi 2 Cho  f(x)  lµ mét  hµm ch½n (lÎ ), kh¶ vi trªn ),( ∞−∞  . 

a)  Chøng minh r»ng  f'(x) lµ mét hµm lÎ (ch½n). 

b)  §iÒu ng−îc l¹i cã ®óng kh«ng ? 

2.  TÝnh ®¹o hµm cña hµm sè th«ng th−êng
___________

 
TÝnh ®¹o hµm cña c¸c hµm sè sau: 

1)  3
23 235

x
xxy −−=   ; 2)  xey

12sin=   ; 

3)  122 += xxy   ; 4)  42 4 ++−= xxy   ; 

5)  )2(cos3 xy =   ; 6)  
)2sin(
)(cos2

x
xy =   ; 

7)  )]1ln[sin( 2 += xy   ; 

3.  TÝnh ®¹o hµm cña hµm Èn
_______________________

 
TÝnh ®¹o hµm 

dx
dy

 cña c¸c hµm Èn sau: 

1)  322 =− yx        t¹i   (2,1)  ; 

2) 1222 =+ xyyx    t¹i  (3,1)   ; 

3) 742 23 =++ xxyy  t¹i  (1,1)  ; 

4) 45235 =+++ yyxxyx  t¹i (1,1)  ; 
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5) 2)sin(2
=+

π
yxy

 t¹i )
2

,1( π
  . 

4.  C¸c ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh vµ øng dông 
__________

 
Bµi 1 Chøng minh r»ng víi mäi 11 ≤≤− x  ta lu«n cã   

2
)arccos()arcsin( π

=+ xx   . 

Bµi 2 Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh )1ln()arctan(2 2xxx +=  cã mét nghiÖm duy nhÊt x = 0 . 

Bµi 3 Cho  m > 0  cßn a,b,c lµ ba sè bÊt kú tho¶ m·n ®iÒu kiÖn 0
12

=+
+

+
+ m

c
m

b
m

a
. Chøng 

minh r»ng ph−¬ng tr×nh  02 =++ cbxax  cã Ýt nhÊt mét nghiÖm thuéc kho¶ng (0,1). 

Bµi 4 Chøng minh bÊt ®¼ng thøc   
b

ba
b
a

a
ba −

<





<

− ln . 

Bµi 5 Cho  a, b, c, d  lµ c¸c sè bÊt kú. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc 

64
3
1

cdbdbcadacabbcdacdabdabc +++++
≤






 +++ 








. 

Bµi 6 Chøng minh r»ng biÓu thøc 









+
+ 21

2arcsin)arctan(2
x
xx  

nhËn gi¸ trÞ  π   nÕu  x≤1   vµ nhËn gi¸ trÞ  π−   nÕu   1−≤x . 

Bµi 7 Chøng minh r»ng víi hai sè a, b bÊt kú  

a) baba −≤− sinsin ; 

b) baba −≤− arctanarctan . 

Bµi 8 Cho hµm sè liªn tôc ]1,0[]1,0[: →f  cã ®¹o hµm trªn  (0,1)  tho¶ m·n  f(0) = 0 vµ  

f(1) = 1. Chøng minh r»ng tån t¹i  a,b  trªn (0,1) sao cho  ba ≠ vµ  f'(a).f'(b) = 1. 

Bµi 9 Chøng minh r»ng  
ne

xxn

2
11 <−  víi mäi  x  thuéc (0,1) . 

5.  Bµi tËp n©ng cao 
______________________________

 

Bµi 1 Cho
7

)7sin(
5

)5sin(
3

)3sin()sin()( xxxxxf +++= . Chøng minh r»ng:  

2
1

9
' =






 πf . 
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Bµi 2 Cho hµm 

( ){ }xmx n

nm
!coslimlim)( πχ

∞→∞→
= . 

Chøng minh r»ng )(xχ  lµ hµm Dirichlet, tøc lµ )(xχ =0 khi x lµ sè v« tû vµ )(xχ =1 

khi x lµ sè h÷u tû. 

Suy ra )(xχ gi¸n ®o¹n t¹i mäi ®iÓm x. 

6.  Thùc hµnh tÝnh to¸n ®¹o hµm 
____________________

 
§Ó thùc hµnh tÝnh ®¹o hµm , h·y ®−a vµo dßng lÖnh cã có ph¸p nh− sau:  

[> diff(f(x),x);      

Trong ®ã   f(x)  lµ hµm sè vµ  x  lµ biÕn sè mµ ta cÇn tÝnh ®¹o hµm. Sau dÊu (;), Ên phÝm 

"Enter" th× viÖc tÝnh ®¹o hµm  sÏ ®−îc thùc hiÖn vµ sÏ cã ngay ®¸p sè.  

ThÝ dô [> diff(x^2*sqrt(x^2+1),x); 

1
12

2

3
2

+
++

x

xxx  

Muèn biÓu diÔn qu¸ tr×nh nµy mét c¸ch t−êng minh (qua c¸c c«ng thøc quen biÕt) ta 

dïng c¸c thñ tôc sau ®©y: 

X¸c ®Þnh hµm sè b»ng dßng lÖnh cã có ph¸p nh− sau: 

[> f:=x -> BiÓu thøc cña x 

ThiÕt lËp c«ng thøc  ®¹o hµm cña  f(x) theo biÕn x b»ng dßng lÖnh cã có ph¸p nh− sau: 

[> Diff(f(x),x); 

T×m gi¸ trÞ thùc tÕ cña biÓu thøc trªn b»ng dßng lÖnh cã có ph¸p nh− sau: 

[> f_prim:=value("); 

Muèn rót gän biÓu thøc nµy ta dïng lÖnh: 

[> simplify("); 

ThÝ dô [> f:=x->5*x^3-3*x^2-2*x^(-3); 

3
23 235:

x
xxxf −−→=  

[> Diff(f(x),x); 







 −− 3

23 235
x

xx
x∂

∂
 

[> f_prim:=value("); 
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4
2 6615:prim_

x
xxf +−=  

ThÝ dô [> f:=x -> ((cos(x))^2/sin(2*x)); 

)2sin(
)cos(:

2

x
xxf →=  

[> Diff(f(x),x); 

)2sin(
)cos( 2

x
x

x∂
∂

 

[> f_prim:=value("); 

2

2

)2sin(
)2cos()cos(2

)2sin(
)sin()cos(2:prim

x
xx

x
xxf −−=  

[> simplify("); 

2

2

)2cos(1
)cos(2

x
x

+−
 . 

(L−u ý r»ng m¸y kh«ng viÕt  )(cos2 x , nh− chóng ta hay viÕt, mµ viÕt lµ 2)cos(x ). 
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Ch−¬ng 7 

________________________________  øng dông 
cña ®¹o hµm 

7.1. Vi ph©n
________________________________________

 

7.1.1. Kh¸i niÖm  
Vi ph©n lµ mét kh¸i niÖm ®éc lËp nh−ng cã quan hÖ mËt thiÕt víi kh¸i niÖm ®¹o hµm. 
§Ó tr×nh bµy kh¸i niÖm nµy ta ®−a ra  

§Þnh nghÜa  Hµm sè  r(x)  ®−îc gäi lµ mét ®¹i l−îng v« cïng bÐ bËc cao t¹i l©n cËn 
®iÓm  a  nÕu nh− nã tháa m·n ®iÒu kiÖn sau 

0)(lim =
−→ ax
xr

ax
. 

Khi Êy, víi axx −=∆ , ng−êi ta nãi r»ng r(x) lµ v« cïng bÐ bËc cao h¬n ∆x (t¹i l©n cËn 
®iÓm  a) vµ ký hiÖu nã lµ  o(∆x).  NÕu  a = 0  th×  xx =∆  vµ trong tr−êng hîp nµy mét 
®¹i l−îng v« cïng bÐ (bËc cao h¬n  x  t¹i l©n cËn ®iÓm gèc) sÏ ®−îc ký hiÖu lµ  o(x). 
Nh− vËy, theo ®Þnh nghÜa ta cã  

0)(lim
0

=
∆
∆

→∆ x
xo

x
 . 

Nhí l¹i r»ng sè gia cña hµm sè  y = f(x) (t−¬ng øng víi sè gia  ∆x  cña biÕn sè) th−êng 
®−îc ký hiÖu lµ  ∆y, chóng ta ®−a ra 

§Þnh nghÜa  Hµm  f  ®−îc gäi lµ kh¶ vi t¹i ®iÓm ),(0 bax ∈  nÕu tån t¹i mét sè K sao 
cho xKy ∆−∆ .  lµ mét ®¹i l−îng v« cïng bÐ bËc cao t¹i l©n cËn ®iÓm  x0, nghÜa lµ  

)(.)()(: 00 xoxKxfxxfy ∆+∆=−∆+=∆ . 

BiÓu thøc xK ∆.  ®−îc gäi lµ vi ph©n cÊp 1 cña hµm f  t¹i ®iÓm x0 (øng víi sè gia biÕn 
sè lµ  x∆ ) vµ ®−îc ký hiÖu lµ dy. 

NhËn xÐt Tõ ®Þnh nghÜa ta cã ngay vi ph©n cña biÕn sè ®éc lËp ®óng b»ng sè gia cña biÕn sè, 
nghÜa lµ :   xdx ∆= . Vµ v× vËy ng−êi ta cßn viÕt vi ph©n cña hµm sè lµ  dy = K.dx 

ThÝ dô Hµm  2xy =  lµ hµm kh¶ vi t¹i ®iÓm  x = 1 vµ cã vi ph©n t¹i ®ã lµ  dy = 2dx, bëi v×  
222 )(.21)1( xxx ∆+∆=−∆+  mµ ®¹i l−îng  2)( x∆  râ rµng lµ mét v« cïng bÐ bËc cao 

(dÔ dµng kiÓm tra b»ng ®Þnh nghÜa). 
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7.1.2. Quan hÖ gi÷a ®¹o hµm vµ vi ph©n 

§Þnh lý f  kh¶ vi t¹i x  khi vµ chØ khi nã cã ®¹o hµm t¹i x . 

Chøng minh Gi¶ sö f  kh¶ vi t¹i x , khi ®ã ta cã 

)(. xoxKy ∆+∆=∆  

Suy ra  
x
xoK

x
y

∆
∆

+=
∆
∆ )(

, vµ khi cho 0→∆x  ta thÊy r»ng giíi h¹n 
x
y

x ∆
∆

→∆ 0
lim    lµ tån t¹i. 

Nh− vËy, theo ®Þnh nghÜa, hµm  f  lµ cã ®¹o hµm t¹i x, vµ ngoµi ra 

Kxf =′ )( . 

§¶o l¹i, gi¶ sö f  cã ®¹o hµm t¹i x . Khi Êy tån t¹i )('lim
0

xf
x
y

x
=

∆
∆

→∆
, hay ®¹i l−îng   

)(')( xf
x
yxu −

∆
∆

=∆     (*) 

sÏ tiÕn tíi  0  khi  ∆x  tiÕn tíi 0. Nh− vËy ®¹i l−îng )(.:)( xuxxr ∆∆=∆  sÏ lµ v« cïng bÐ 

bËc cao khi  ∆x  tiÕn tíi 0. BiÓu thøc  (*) cã thÓ viÕt l¹i thµnh   

)().(')()( xoxxfxrxxfy ∆+∆=∆+∆′=∆  

§iÒu nµy cã nghÜa r»ng  f  lµ hµm kh¶ vi t¹i x, vµ  ngoµi ra 

dxxfdy ).(′=  . 

NhËn xÐt Tõ ®Þnh lý trªn vµ c¸c c«ng thøc tÝnh ®¹o hµm cña tæng, hiÖu, tÝch, th−¬ng, hµm hîp, 
hµm ng−îc,... cña c¸c hµm sè ta dÔ dµng tÝnh ®−îc vi ph©n cña mét hµm phøc t¹p 
th«ng qua vi ph©n cña c¸c hµm ®¬n gi¶n 

ThÝ dô dvduvud ±=± )( ,   

vduudvuvd +=)( . 

NhËn xÐt  ChÝnh mèi quan hÖ mËt thiÕt nªu trªn gi÷a ®¹o hµm vµ vi ph©n ®· dÉn ®Õn mét c¸ch ký 

hiÖu ®¹o hµm n÷a, th«ng qua kh¸i niÖm vi ph©n, ®ã lµ  f
dx
d

dx
df ,  , 

dx
dy

,... . Xin l−u ý 

r»ng ®©y lµ nh÷ng ký hiÖu mang tÝnh h×nh thøc (mµ kh«ng cã nghÜa lµ th−¬ng cña 2 
®¹i l−îng).   

7.1.3.  Vi ph©n vµ phÐp tÝnh xÊp xØ 
§Þnh nghÜa cña vi ph©n cho thÊy r»ng nã lµ mét xÊp xØ tèt cña sè gia hµm sè t¹i l©n cËn 
®iÓm ®ang xÐt. §é lÖch gi÷a nã vµ sè gia hµm sè lµ kh«ng ®¸ng kÓ so víi ®é lÖch cña 
biÕn sè so víi ®iÓm ®ang xÐt, cho nªn ®¹i l−îng  dyxf +)( 0  sÏ lµ mét xÊp xØ tèt cña 

)( 0 xxf ∆+ . NghÜa lµ 

xxfxfdxxfxfdyxfxxf ∆+=+=+≈∆+ ).(')()(')()()( 000000 .  

Nh− vËy, ®Ó cã mét xÊp xØ tèt cña gi¸ trÞ hµm sè t¹i c¸c ®iÓm l©n cËn x0 ta chØ cÇn biÕt 
®−îc gi¸ trÞ vµ ®¹o hµm cña hµm sè t¹i ®óng ®iÓm  x0. Chóng ta h·y minh häa ®iÒu nµy 
qua c¸c vÝ dô d−íi ®©y.   
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ThÝ dô H·y tÝnh 3 29 .   

Ta biÕt r»ng kh«ng thÓ tÝnh chÝnh x¸c ®−îc gi¸ trÞ nµy, cho nªn ta ph¶i tÝnh xÊp xØ cña nã.  

§Æt 3)( xxf = . Khi x = 27 ta tÝnh ®−îc chÝnh x¸c  3273 = . Ngoµi ra ta cßn biÕt r»ng  

3/2
3/2

)27(3
1)27(

3
1)27(' == −f .  

LÊy 2=∆x  vµ ¸p dông c«ng thøc xafafxaf ∆+≈∆+ )(')()(  ta ®−îc  

2)27(')27(293 ff +≈  0741,30741,03
27
23 =+=+= . 

VËy 0741,3293 ≈ . 

Tæng qu¸t Muèn tÝnh gi¸ trÞ hµm sè  f  t¹i mét ®iÓm  b  nµo ®ã th×: 

1)  Chän ®iÓm  a  gÇn ®iÓm  b  mµ  f(a), f'(a)  lµ tÝnh ®−îc. 

2)  LÊy abx −=∆  ( x∆  cã thÓ d−¬ng hoÆc ©m tïy theo vÞ trÝ cña b). 

3)  TÝnh xafaf ∆+ )(')( . §ã chÝnh lµ xÊp xØ cña f(b). Ta viÕt 

)(')()()( afabafbf −+≈ . 

ThÝ dô TÝnh gi¸ trÞ xÊp xØ  cña hµm  y = tan(x)  t¹i c¸c ®iÓm gÇn  
4
π

. 

Ta cã   1)
4

tan()
4

( ==
ππf , 

)(sec)(' 2 xxf = ,  ⇒  2)2()
4

(sec)
4

(' 22 ===
ππf . 

VËy t¹i c¸c ®iÓm gÇn   
4
π

  hµm  tan(x)  ®−îc tÝnh mét c¸ch xÊp xØ b»ng  

  )
4

)(
4

(')
4

()( πππ
−+= xffxp  )

4
(21 π
−+= x . 

7.2.  C«ng thøc Taylor
_______________________________

 

7.2.1.  §Æt vÊn ®Ò 
PhÇn trªn ta ®· thÊy r»ng hµm affine  

))(()( 00
'

0 xxxfxf −+   

lµ mét xÊp xØ kh¸ tèt cña hµm  f  trong l©n cËn cña ®iÓm 0x . §©y lµ c¸ch xÊp xØ ®¬n 
gi¶n, dÔ tÝnh to¸n, tuy nhiªn ®é chÝnh x¸c kh«ng thËt  cao (chØ lµ v« cïng bÐ bËc cao 
h¬n 1 mµ th«i).  Khi cã nhu cÇu t×m mét xÊp xØ víi ®é chÝnh x¸c cao h¬n, ta ph¶i t×m ë 
ngoµi líp hµm affine, vµ líp hµm tù nhiªn ®−îc ®Ó ý tíi sÏ lµ líp c¸c hµm ®a thøc, tøc 
lµ hµm sè cã d¹ng 

n
no xaxaaxP +++= ...)( 1 . 

Líp hµm nµy tuy lµ phi tuyÕn, nh−ng dÔ tÝnh to¸n, cho nªn còng rÊt phæ biÕn. Më réng 
trùc tiÕp ph−¬ng ph¸p xÊp xØ mét hµm b»ng vi ph©n ®· ®−a ®Õn ph−¬ng ph¸p dïng ®a 
thøc Taylor m« t¶ d−íi ®©y.  
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7.2.2.  §a thøc Taylor 

Cho hµm sè  f  cã ®¹o hµm cÊp cao h¬n n  t¹i 0x . Khi Êy ®a thøc  

n
n

n xx
n

xfxxxfxxxfxfxP )(
!

)(...)(
!2

)())(()()( 0
0

)(
2

0
0

000 −++−
′′

+−′+=  

®−îc gäi lµ ®a thøc Taylor bËc  n t−¬ng øng víi hµm  f  t¹i  0x . 

ThÝ dô T×m ®a thøc Taylor bËc 5 cña hµm xxf sin)( =  t¹i ®iÓm  0x =0.  

Ta cã b¶ng tÝnh ®¹o hµm cÊp cao cña hµm sè xsin  t¹i ®iÓm x = 0  nh− sau: 

.1)0cos()0()cos()(

,0)0sin()0()sin()(

,1)0cos()0()cos()(
,0)0sin()0()sin()(

,1)0cos()0()cos()(
,0)0sin()0()sin()(

)5()5(

)4()4(

==⇒=

==⇒=

−=−=′′′⇒−=′′′
=−=′′⇒−=′′

==′⇒=′
==⇒=

fxxf

fxxf

fxxf
fxxf
fxxf
fxxf

 

VËy  
xxffxP  )0()0()(1 =′+=   

!3

!3
)0()0()0()(

3

5
)3(

3

xx

xfxffxP

−=

+′+=
 

!5!3

!5
)0(...)0()0()(

53

5
)5(

5

xxx

xfxffxP

+−=

++′+=
 

§Ó thÊy ®−îc tÝnh n¨ng xÊp xØ cña ®a thøc Taylor ®èi víi hµm phi tuyÕn nãi 
chung, vµ ®èi  víi hµm  sin(x)  nãi riªng, ta h·y quan s¸t c¸c ®å thÞ cña chóng 
(nh− trong H×nh vÏ 7.1) 

7.2.3.  PhÇn d− vµ d¹ng Lagrange cña phÇn d− 

Cho hµm sè  f  vµ ®a thøc Taylor );( axPn  bËc n  t−¬ng øng víi  f  t¹i  a. §Ó lµm râ kh¶ 
n¨ng xÊp xØ cña ®a thøc Taylor, ta xem xÐt biÓu thøc 

);()();( axPxfaxR nn −= , 

cßn ®−îc gäi lµ phÇn d− hoÆc sai sè cña hµm  f  khi dïng xÊp xØ lµ ®a thøc Taylor. 

BiÓu thøc );();( axRaxP nn +  th−êng ®−îc gäi lµ khai triÓn Taylor (bËc n) cña hµm f(x). 

MÖnh ®Ò NÕu  f  cã ®¹o hµm liªn tôc tíi cÊp (n+1) trªn [a,b] , th× tån t¹i sè ),( bac∈ sao cho  

1
)1(

)(
)!1(

)(),( +
+

−
+

= n
n

n ab
n

cfbaR . 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
H×nh 7.1 
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Chøng minh Ký hiÖu  α  lµ sè tháa m·n 

1

1

)(

)(
)!1(

)(
)1(
)()()( +

=

−
+

+−
+

=− ∑ nk
n

k

k

ab
n

ab
n

afafbf α
. 

XÐt hµm sè  1

1

)(

)(
)!1(

)(
!

)()()()( +

=

−
+

−−−−= ∑ nk
n

k

k

xb
n

xb
k

xfxfbfxh α
. 

Hµm  h(x)  cã ®¹o hµm liªn tôc trªn  [a,b]  vµ  h(a) = h(b) = 0. Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ 
trung b×nh ta t×m ®−îc ),( bac∈  sao cho  0)( =′ ch , tøc lµ 

nnn cb
n

cbcf
n

ch )(
!

))((
!

1)(0 )1( −+−−=′= + α
. 

Suy ra )()1( cf n+=α  vµ mÖnh ®Ò ®· ®−îc chøng minh xong. 

NhËn xÐt   §Þnh lý trªn cho thÊy r»ng khi ®¹o hµm cÊp  n+1  cña  f  lµ bÞ chÆn th× sù sai kh¸c gi÷a 
hµm sè  f  vµ ®a thøc Taylor cña nã lµ mét v« cïng bÐ bËc cao cÊp n+1, vµ v× vËy ®a 
thøc Taylor lµ mét xÊp xØ lý t−ëng khi n ®ñ lín.  

7.3.  T×m giíi h¹n 
___________________________________

 

7.3.1.  Giíi h¹n d¹ng kh«ng x¸c ®Þnh 
0
0  

§Þnh lý (l’H«pital 1): Gi¶ sö  f,g  lµ c¸c hµm kh¶ vi liªn tôc trong l©n cËn ®iÓm a tháa m·n 

®iÒu kiÖn f(a) = g(a) = 0. NÕu tån t¹i giíi h¹n  L
xg
xf

ax
=

′
′

→ )(
)(lim  th× còng tån t¹i giíi h¹n 

L
xg
xf

ax
=

→ )(
)(lim  . 

Chøng minh Sö dông §Þnh lý Rolle cho hµm 

)()]()([)()]()([)( ygxfafyfagxgyF −+−=   

ta t×m ®−îc ®iÓm ζ  n»m gi÷a a vµ  x  sao cho 

)()]()([)()]()([ ζζ fagxggafxf ′−=′−  . 

§Ó ý r»ng f(a)=g(a)=0 ta cã )()()()( ζζ fxggxf ′=′ . Do sù tån t¹i cña giíi h¹n 

L
xg
xf

ax
=

′
′

→ )(
)(lim  ta suy ra r»ng  g'(x) ≠ 0 t¹i nh÷ng ®iÓm kh¸c  a trong l©n cËn ®ñ nhá 

cña ®iÓm a vµ theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh g(x) ≠ 0 t¹i nh÷ng ®iÓm x ≠ a trong mét 
l©n cËn ®ñ bÐ cña  a. Nh− vËy tõ ®¼ng thøc trªn ta suy ra  

)(
)(

)(
)(

ζ
ζ

g
f

xg
xf

′
′

=   . 

§Ó ý r»ng khi  x  tiÕn dÇn tíi  a  th×  ζ  còng tiÕn dÇn tíi a (do bÞ kÑp gi÷a x vµ  a), cho 
nªn tõ ®©y ta cã ngay ®iÒu cÇn chøng minh.  
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7.3.2.  Giíi h¹n d¹ng kh«ng x¸c ®Þnh 
∞
∞  

§Þnh lý (l’H«pital 2)  Gi¶ sö  f,g lµ c¸c hµm kh¶ vi liªn tôc trong l©n cËn ®iÓm  a vµ tháa m·n 

®iÒu kiÖn  ∞==
→→

)(lim)(lim xgxf
axax

. Khi ®ã nÕu tån t¹i giíi h¹n L
xg
xf

ax
=

′
′

→ )(
)(lim  th× còng 

tån t¹i giíi h¹n L
xg
xf

ax
=

→ )(
)(lim  . 

Chøng minh Tõ ®iÒu kiÖn L
xg
xf

ax
=

′
′

→ )(
)(lim , ta t×m ®−îc sè d−¬ng M vµ, víi mçi sè 

d−¬ng (®ñ nhá) ε, tån t¹i δ1 > 0 sao cho ε<− L
xg
xf
)('
)('

,  M
xg
xf

<
)('
)('

 khi  1|| δ<− ax .  

Chó ý r»ng víi mçi  0x  tho¶ m·n 10 || δ<− ax  ta cã  

)(/)(1
)(/)(1

.
)()(
)()(

)]()()[(
)]()()[(

.
)()(
)()(

)(
)(

0

0

0

0

0

0

0

0

xfxf
xgxg

xgxg
xfxf

xfxfxg
xgxgxf

xgxg
xfxf

xg
xf

−
−

−
−

=
−
−

−
−

=  

§Æt 
)(/)(1
)(/)(1),(

0

0
0 xfxf

xgxgxxI
−
−

=  ta thÊy 1),(lim 0 =
−

xxI
ax

 cho nªn tån t¹i sè d−¬ng 1δδ ≤  

sao cho )2/(|1),(| 0 MxxI ε≤− . MÆt kh¸c, do §Þnh lý Cauchy ta t×m ®−îc ®iÓm c n»m 

gi÷a x vµ xo tho¶ m·n  
)('
)('

)()(
)()(

0

0

cg
cf

xgxg
xfxf

=
−
−

. 

Tæng hîp l¹i, víi mçi sè d−¬ng ε ta ®· t×m ®−îc sè d−¬ng δ > 0 sao cho víi δ<− || ax  
th× 

≤−+−≤−=− .]11),([
)('
)('),(

)('
)('

)(
)(

00 LxxI
xg
xfLxxI

xg
xfL

xg
xf

 

≤ εεε
=+≤−+−

M
MxxI

xg
xfL

xg
xf

2
.

2
]1),([

)('
)('

)('
)('

0 , 

nghÜa lµ ta cã ®iÒu cÇn chøng minh. 

7.4.  Nguyªn lý cùc trÞ cña hµm sè
____________________

 

7.4.1.  §iÒu kiÖn cÇn bËc nhÊt 
Cho hµm  f  x¸c ®Þnh trªn kho¶ng (a,b). Ta nãi r»ng  f  ®¹t cùc trÞ ®Þa ph−¬ng t¹i  

),( bac∈   nÕu t×m ®−îc l©n cËn cña  c (trong kho¶ng (a,b)) ®Ó  f  ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt 
hoÆc nhá nhÊt trªn l©n cËn nµy t¹i ®iÓm  c.  DÜ nhiªn, nÕu  f   ®¹t cùc trÞ trªn (a,b)  t¹i  

),( bac∈  th× nã còng ®¹t cùc trÞ ®Þa ph−¬ng t¹i c, nh−ng ®iÒu ng−îc l¹i kh«ng ®óng. 

ThÝ dô hµm  |1|)( 2 −= xxf  ®¹t cùc ®¹i ®Þa ph−¬ng t¹i x = 0, nh−ng kh«ng ®¹t cùc ®¹i 
trªn kho¶ng (-2,2) t¹i ®iÓm ®ã. 
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§Þnh lý Cho hµm  f x¸c ®Þnh trªn (a,b) vµ ®¹t cùc trÞ ®Þa ph−¬ng t¹i ),( bac∈ . NÕu  f  kh¶ vi 

t¹i  c  th× .0)( =′ cf   

Chøng minh §©y chÝnh lµ §Þnh lý Fermat ®· ®−îc chøng minh trong ch−¬ng tr−íc.  

Chó ý MÖnh ®Ò ng−îc l¹i cña ®Þnh lý trªn lµ kh«ng ®óng. Tõ tÝnh suy tho¸i cña ®¹o hµm 
(b»ng 0) t¹i ®iÓm 0x  ch−a thÓ suy ra 0x lµ cùc trÞ cña hµm sè. ThÝ dô, hµm sè 3xy =  
cã ®¹o hµm suy tho¸i t¹i  x = 0, nh−ng kh«ng ®¹t cùc trÞ t¹i 0. 

7.4.2.  §iÒu kiÖn ®ñ bËc nhÊt 

MÖnh ®Ò Cho hµm  f  liªn tôc trong l©n cËn ),( 00 δδ +− xx  cña ®iÓm 0x  vµ gi¶ sö r»ng  f  cã 
®¹o hµm t¹i mäi ®iÓm trong l©n cËn Êy.  
i. NÕu khi x ®i qua 0x  mµ ®¹o hµm ®æi dÊu tõ ©m sang d−¬ng th× hµm sè ®¹t cùc 

tiÓu t¹i  0x  . 

ii. NÕu khi x ®i qua 0x  mµ ®¹o hµm ®æi dÊu tõ d−¬ng sang ©m th× hµm sè ®¹t cùc ®¹i 

t¹i 0x  

iii. NÕu khi x  ®i qua 0x  mµ ®¹o hµm kh«ng ®æi dÊu th× 0x kh«ng ph¶i lµ cùc trÞ . 

Chøng minh Gi¶ thiÕt ®iÒu kiÖn ®Çu tiªn cña ®Þnh lýtho¶ m·n. NÕu 0x  kh«ng ph¶i lµ 

®iÓm cùc tiÓu, ta sÏ t×m ®−îc ®iÓm x trong kho¶ng ),( 00 δδ +− xx  sao cho f(x) < f( 0x ). 

Theo ®Þnh lýgi¸ trÞ trung b×nh, tån t¹i ®iÓm c trong kho¶ng gi÷a x vµ 0x  sao cho 

))((')()( 00 xxcfxfxf −=− . VËy, nÕu x < 0x  th× f’(c) > 0, vµ nÕu x > 0x  th× f’(c) < 0. 

Chøng tá f’(x) kh«ng thÓ ®æi dÊu tõ ©m sang d−¬ng khi qua 0x , ®iÒu nµy tr¸i víi gi¶ thiÕt. 

C¸c ®iÒu kiÖn kh¸c chøng minh t−¬ng tù. 

7.4.3.  §iÒu kiÖn cùc trÞ bËc 2 

MÖnh ®Ò Cho hµm  f  kh¶ vi liªn tôc trªn (a,b) vµ cã ®¹o hµm bËc hai liªn tôc t¹i ®iÓm  
),( bac∈ : 

i. NÕu  f  ®¹t cùc tiÓu ®Þa ph−¬ng t¹i  c th×  f'(c) = 0  vµ  0)( ≥′′ cf .  Ng−îc l¹i, nÕu  

f'(c) = 0  vµ  0)( >′′ cf   th×  f cã cùc tiÓu ®Þa ph−¬ng t¹i  c. 

ii. NÕu  f  ®¹t cùc ®¹i ®Þa ph−¬ng t¹i  c  th×   f'(c) = 0  vµ  0)( ≤′′ cf .  Ng−îc l¹i, nÕu  

f'(c) = 0  vµ  0)( <′′ cf   th×  f  cã cùc ®¹i ®Þa ph−¬ng t¹i  c. 

Chøng minh Ta chØ cÇn chøng minh phÇn (i), phÇn cßn l¹i chøng minh t−¬ng tù. 

 §iÒu kiÖn cÇn:  TÝnh suy biÕn cña ®¹o hµm bËc nhÊt t¹i ®iÓm  c ®· ®−îc chØ ra trong §Þnh 
lý Fermat. Ta chØ cÇn chøng minh tÝnh kh«ng ©m cña ®¹o hµm bËc 2 t¹i ®iÓm c. Tõ khai 
triÓn Taylor ta cã 

2
"

' )(
!2

)())(()()( cxfcxcfcfxf −+−+=
ς

 

trong ®ã ς  lµ ®iÓm n»m trong kho¶ng  (x,c).  Do 0)(' =cf  nªn víi  cx ≠  ta cã  

)(" ςf  = )]()([)(2 2 cfxfcx −− − . 
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Khi cho  x  tiÕn dÇn ®Õn  c  th× vÕ ph¶i lu«n lu«n kh«ng ©m (v×  c  lµ ®iÓm cùc tiÓu) vµ 
vÕ tr¸i tiÕn dÇn tíi  f’’(c)  (v× f’’(.)  lµ hµm liªn tôc vµ  ζ  lu«n n»m gi÷a  x  vµ  c). §iÒu 
nµy cã nghÜa r»ng f’’(c) lµ kh«ng ©m vµ ®iÒu kiÖn cÇn ®· ®−îc chøng minh xong. 

§iÒu kiÖn ®ñ: Gi¶ sö  f'(c) = 0  vµ  0)( >′′ cf . V× 

0)(")(')('lim)('lim
00

>=
∆

−∆+
=

∆
∆+

→∆→∆
cf

x
cfxcf

x
xcf

xx
 

nªn khi x∆  ®ñ nhá, )(' xcf ∆+  cïng dÊu víi x∆ . Chøng tá ®¹o hµm ®æi dÊu tõ ©m 
sang d−¬ng khi  x  ®i qua  c, vµ v× vËy hµm sè ®¹t cùc tiÓu t¹i  c. 

MÖnh ®Ò ®· ®−îc chøng minh xong. 

7.5.  Kh¶o s¸t c¸c tÝnh chÊt cña hµm sè
_______________

 

7.5.1.  TÝnh ®¬n ®iÖu 
MÖnh ®Ò Hµm kh¶ vi lµ ®¬n ®iÖu t¨ng (gi¶m) khi vµ chØ khi ®¹o hµm cña nã kh«ng ©m 

(kh«ng d−¬ng). 

Chøng minh (⇒) NÕu f  lµ hµm kh¶ vi vµ ®¬n ®iÖu t¨ng th× ta cã 

0  )()(
≥

∆
−∆+

x
xfxxf

 víi mäi 0>∆x  . 

Suy ra  

0)()(lim)(
0

≥
∆

−∆+
=′

+→∆ x
xfxxfxf

x
  . 

T−¬ng tù, nÕu  f  lµ ®¬n ®iÖu gi¶m ta cã  0)( ≤′ xf . 

(⇐) Cho   12 xx >  bÊt kú.  Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh ta cã 

)()()(

12

12 cf
xx

xfxf ′=
−
−

   

víi c lµ mét ®iÓm nµo ®ã trªn kho¶ng ),( 21 xx . Tõ ®©y ta suy ra r»ng )]()([ 12 xfxf −  

lµ cïng dÊu víi )(cf ′ , vµ do ®ã f sÏ lµ ®¬n ®iÖu t¨ng khi f' lµ kh«ng ©m, vµ lµ ®¬n ®iÖu 
gi¶m khi f' lµ kh«ng d−¬ng. MÖnh ®Ò ®· ®−îc chøng minh. 

7.5.2.  TÝnh låi 

MÖnh ®Ò Hµm kh¶ vi lµ låi khi vµ chØ khi ®¹o hµm cña nã lµ mét hµm ®¬n ®iÖu t¨ng. 

Chøng minh (⇒) NÕu  f  lµ hµm låi th× víi mäi )1,0(,, 21 ∈∈ tRxx  ta cã 

)(
)(

)(])1([)(])1([
)()( 21

21

221221
21 xx

xxt
xfxttxf

t
xfxttxfxfxf −

−
−−+

=
−−+

≥−  

Cho  t  gi¶m dÇn vÒ 0 ta cã 

))(()()( 21221 xxxfxfxf −′≥− . 
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T−¬ng tù ta còng cã 

))(()()( 12112 xxxfxfxf −′≥− . 

B»ng c¸ch céng 2 bÊt ®¼ng thøc trªn theo vÕ ta thu ®−îc 

))](()([))(())((0 1221212121 xxxfxfxxxfxxxf −′−′=−′+−′≥ . 

§iÒu nµy suy ra  f  lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng. 

(⇐) Ng−îc l¹i, gi¶ sö  f'(.)  lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng, ta sÏ chØ ra r»ng  f  lµ hµm låi. B»ng 
ph¶n chøng, gi¶ sö r»ng  f  kh«ng låi, khi ®ã t×m ®−îc c¸c ®iÓm a < b vµ sè α ∈ (0,1) 
sao cho  

)()1()(  ])1([ bfafbaf αααα −+>−+ . 

§Æt bac )1( αα −+= , ta cã a < c < b vµ  α = (b-c)/(b-a).  Nh− vËy, 

)()()( bf
ab
acaf

ab
cbcf

−
−

+
−
−

>  . 

Tõ ®©y suy ra 

cb
cfbf

ac
afcf

−
−

>
−
− )()()()(

 . 

Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh ta t×m ®−îc c¸c ®iÓm ),(),,( 21 bcca ∈∈ ζζ  sao cho 

)()()()()()( 21 ζζ f
ab

afbf
ac

afcff ′=
−
−

>
−
−

=′   . 

§iÒu nµy m©u thuÉn víi tÝnh ®¬n ®iÖu t¨ng cña hµm  f'(.), v× râ rµng lµ  21 ζζ < .  

MÖnh ®Ò ®· ®−îc chøng minh ®Çy ®ñ. 

HÖ qu¶ Hµm kh¶ vi bËc 2 lµ låi khi vµ chØ khi ®¹o hµm bËc 2 cña nã kh«ng ©m. 

Chøng minh Suy ra tõ 2 ®Þnh lý trªn. 

7.5.3.  §iÓm uèn 

Cho ®−êng cong y = f(x) cã ®¹o hµm trªn kho¶ng (a,b). Víi ),( bac∈ , ta nãi ®iÓm 
M(c, f(c)) lµ ®iÓm uèn cña ®å thÞ nÕu t×m ®−îc mét sè 0>δ  sao cho hµm sè låi trªn 
kho¶ng ),( cc δ−  vµ lâm trªn kho¶ng ),( δ+cc , hoÆc ng−îc l¹i, hµm sè lâm trªn 
kho¶ng ),( cc δ−  vµ låi trªn kho¶ng ),( δ+cc . 

NhËn xÐt  Cã thÓ nãi mét c¸ch ng¾n gän nh− sau: §iÓm uèn lµ ®iÓm mµ t¹i ®ã ®å thÞ hµm sè 
chuyÓn tõ lâm sang låi hoÆc ng−îc l¹i. 

Tõ mÖnh ®Ò ë phÇn trªn, ta dÔ dµng suy ra: 

MÖnh ®Ò Gi¶ sö tån t¹i mét sè 0>δ  sao cho hµm sè )(xfy = cã ®¹o hµm bËc hai trªn kho¶ng 
),( δδ +− cc . Khi Êy 

i. NÕu "f ®æi dÊu khi x ®i qua c th× M(c, f(c)) lµ ®iÓm uèn cña ®å thÞ.  
ii. NÕu "f kh«ng ®æi dÊu khi x ®i qua c th× M(c, f(c)) kh«ng ph¶i lµ ®iÓm uèn cña ®å 

thÞ hµm sè .  
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Chøng minh  Tõ (i) suy ra: khi ®èi sè x ®i qua c th× ®å thÞ hµm sè ®æi miÒn låi sang 
lâm hoÆc ng−îc l¹i. Chøng tá M(c, f(c)) lµ ®iÓm uèn cña ®å thÞ hµm sè. 

Trong tr−êng hîp (ii) tÝnh låi (lâm) cña ®å thÞ hµm sè vÉn gi÷ nguyªn. Do ®ã ®iÓm 
M(c, f(c)) kh«ng lµ ®iÓm uèn. 

ThÝ dô T×m ®iÓm uèn cña  ®å thÞ hµm sè  34 34 +−= xxy . 

Ta cã: 23 124' xxy −= ; xxy 2412" 2 −= ; 0"=y  khi 0=x  hoÆc 2=x . V× y” lµ tam 
thøc bËc hai cã hai nghiÖm ph©n biÖt nªn qua ®iÓm nghiÖm 0=x  vµ 2=x  nã ®æi 
dÊu. Chøng tá hµm sè ®æi miÒn låi sang lâm hoÆc lâm sang låi. §å thÞ hµm sè cã hai 
®iÓm uèn )3,0(1M  vµ )13,2(2 −M . 
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_________________________________
Bµi tËp vµ 

TÝnh to¸n thùc hµnh Ch−¬ng 7 

1.  §¹o hµm  bËc cao 
_____________________________

 
Bµi 1  TÝnh ®¹o hµm bËc hai cña c¸c hµm sè sau: 

1)  
1+

=
x

xy ; 2)  
1

2

−
=

x
xy ; 3)  

x
xy 12 −= ; 

4)  xy =   ; 5)  
x

xy )sin(
= ; 6)  )tan( 2xy = ; 

7)  
x
xy

21
)3tan(

+
= . 

Bµi 2  T×m ®¹o hµm bËc  10  t¹i  x = 0  cña hµm sè   )2cos(2 xxy =  

Bµi 3 Chøng minh r»ng biÓu thøc  2)(
2
3

y
y

y
yz

′
′′′

−
′
′′′

=  kh«ng ®æi khi thay  y  bëi   
y
1

 .   

Bµi 4 Gi¶ sö  f(x)  lµ mét hµm ch½n, hai lÇn kh¶ vi liªn tôc vµ f"(0)  kh¸c 0. Chøng minh r»ng  
x = 0  lµ ®iÓm cùc trÞ cña hµm sè. 

Bµi 5 Cho






 −

= xexf
1

)(  khi 0>x vµ f(x) = 0 khi 0≤x . Chøng minh r»ng  f(x) kh¶ vi v« h¹n 
lÇn. 

2.  Khai triÓn Taylor cña hµm sè 
_____________________

 
Bµi 1 T×m khai triÓn Taylor bËc 5 cña c¸c hµm sè sau t¹i ®iÓm  x = 0   

1) )cos()sin( xxy += ;  2) )sin(xxy =     ; 3) )sin(xey x=   ; 

4) y = tan(x) + cot(x)  ;   5) )( 2xey −=          ; 6)   y = arcsin(x) + sin(x) . 

Bµi 2 T×m khai triÓn Taylor bËc 6  cña c¸c hµm sè sau ®©y t¹i ®iÓm   x = 1 

1) 
x

xy )sin(
=  ;     2) )cos()sin( xxy = ;     3) 132743 234710 ++++++= xxxxxxy  
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4) 
x

xy 1)sin( +=  ;   5) x

x

e
x

x
ey )sin(

)sin(
+=    ; 6) )1arcsin()2( −+= + xxey x  . 

3.  Kh¶o s¸t hµm sè vµ øng dông
____________________

 

3.1.  TÝnh ®¬n ®iÖu 
Bµi 1 TÝnh ®¹o hµm bËc nhÊt vµ kh¶o s¸t tÝnh ®¬n ®iÖu cña c¸c hµm sè sau: 

1)  xexy 2=   ;   2)  )1ln( 2 += xxy   ;       

3)   
2

)arctan( xexy −=   ;              4) 
2

3

−
=

x
xy    . 

Bµi 2 Chøng minh r»ng  f'(x) + af(x) kh«ng gi¶m khi vµ chØ khi axexf )(′  kh«ng gi¶m. 

3.2.  Sö dông tÝnh ®¬n ®iÖu ®Ó gi¶i ph−¬ng tr×nh vµ bÊt ph−¬ng tr×nh 

Bµi 1 T×m c¸c nghiÖm ©m cña ph−¬ng tr×nh  032 56 =−− xx  . 

Bµi 2 Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh    ).16()4(6 282 ++<− xxxx  

Bµi 3 Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh 









=+−+−+

=+−+−+

=+−+−+

xzzxz
zyyxy
yxxxx

)1ln(33
)1ln(33
)1ln(33

23

23

23

 

Bµi 4 Cho biÕt 032 =+ cb . Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh  0)cos()2cos( =++ cxbxa  

lu«n lu«n cã nghiÖm thuéc kho¶ng  )
2

,0( π
 . 

3.3. Sö dông tÝnh ®¬n ®iÖu ®Ó chøng minh bÊt ®¼ng thøc 

Bµi 1 Chøng minh r»ng  )ln(11 x
x

≤−  víi mäi )1,0(∈x . 

Bµi 2 T×m tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ cña  a  sao cho bÊt ®¼ng thøc sau lu«n ®óng víi mäi 0≥x : 

)1ln(2 xaxx +≤−  

Bµi 3 Chøng minh r»ng víi mäi  x d−¬ng th×  )cos(
2

1
2

xx
<− . 

Bµi 4 Cho 
2

0 π
<<< ba . Chøng minh r»ng  )sin()sin()]cos()[cos(2 bbaaab −<− . 

Bµi 5 Chøng minh r»ng  
y
xyxyx

+
+

<+−−
1
1ln2))(2)((  víi mäi  x > y > 0.  



Bµi tËp vµ tÝnh to¸n thùc hµnh Ch−¬ng 7 

 12
3 

3.4.  Kh¶o s¸t tÝnh låi, lâm cña hµm sè
 

 
TÝnh ®¹o hµm bËc hai vµ xÐt tÝnh låi, lâm cña c¸c hµm sè sau: 

Bµi 1 1)  45 53 xxy −=      ;     2) 
x

xy 1
2

2

+=   . 

Bµi 2 1) 
2xxey −=          ;     3) xexy += )tan(   . 

3.5.  Kh¶o s¸t c¸c ®iÓm ®Æc biÖt cña hµm sè 
T×m c¸c ®iÓm ®Æc biÖt (®iÓm cùc trÞ,®iÓm uèn) cña c¸c hµm sè sau: 

Bµi 1 1)  234 64 xxxy +−=   ;  2)  264 234 −++= xxxy    . 

Bµi 2 1)  
23

1
2 +−

=
xx

y   ;   2)  
1
1

2

3

+
+

=
x
xy   . 

3.6.  T×mgi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt cña hµm sè 

Bµi 1 T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ bÐ nhÊt cña hµm sè:  2

2

1
1

xx
xxy

++
+−

=   . 

Bµi 2 Chøng minh r»ng víi mäi 0≠a , hµm sè   
1

2)1(
2

2

++
+++

=
xx

xaxy  lu«n cã cùc trÞ. 

Bµi 3 Dïng ®¹o hµm cÊp hai ®Ó t×m cùc trÞ cña c¸c hµm sè sau: 

1)  22 )( xaxy −=     

2)  )(2 xexy −=  

Bµi 4 T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña hµm sè   )
2

,0(sincos π
≤≤= xxxxy qp  , trong ®ã  p vµ  q lµ 

nh÷ng sè tù nhiªn lín h¬n 1.  

4. TÝnh giíi h¹n d¹ng kh«ng x¸c ®Þnh
_______________

 

Bµi 1 Sö dông quy t¾c l’H«pital ®Ó tÝnh c¸c giíi h¹n sau 

;
1)cos(
1lim)2;)cos(1lim)1

020 −
−−−

→→ x
xe

x
x x

xx
     

)ln(
)ln(lim)4;

1)cos(
)sin(lim)3

00 axxx ee
ax

x
xx

−
−

−
−

→→
      . 

Bµi 2 Gi¶i thÝch t¹i sao c¸c giíi h¹n sau kh«ng dïng ®−îc quy t¾c l’H«pital, vµ tÝnh c¸c giíi  
h¹n ®ã b»ng c¸ch kh¸c: 

;)cos(lim)2;
)(

)sin(lim)1
0 x

xx
x

xx
xx

++
∞→→

  
cot
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)sin(

)1sin(
lim)4;1lim)3

2

0

2

x
x

x

x
x

xx →∞→

+
      . 

Bµi 3 TÝnh  
)(cot

)sin(lim
0 x

xx
x

+
→

. 

5.  Thùc hµnh tÝnh to¸n trªn m¸y
____________________

 

5.1.  TÝnh ®¹o hµm bËc cao trªn m¸y 
Ta tÝnh ®¹o hµm cÊp 2 b»ng c¸ch tÝnh 2 lÇn ®¹o hµm bËc nhÊt. NghÜa lµ ta sÏ lµm 
nh÷ng b−íc sau: 
1. TÝnh ®¹o hµm bËc nhÊt cña hµm  f(x)  vµ thu ®−îc hµm  g(x) = f'(x); 
2. TÝnh ®¹o hµm bËc nhÊt cña hµm  g(x) ®Ó cã ®−îc hµm g'(x) = f"(x):  

B−íc 1: Vµo lÖnh 

[> diff(f(x),x); 

Trong ®ã, f(x) lµ hµm mµ ta cÇn tÝnh ®¹o hµm, x lµ biÕn. Sau dÊu chÊm phÈy (;) Ên 

phÝm "Enter",  trªn mµn h×nh  sÏ hiÖn ra c«ng thøc ®¹o hµm bËc nhÊt cña f(x). 

B−íc 2: Vµo tiÕp lÖnh tÝnh ®¹o hµm cña biÓu thøc trªn  

[> diff(",x); 

Sau dÊu chÊm phÈy (;) Ên phÝm "Enter" , ta sÏ ®−îc ®¹o hµm bËc hai cña f(x).  

ThÝ dô [> diff(x^3-3*x^2+2*cos(x) ,x); 

)sin(263 2 xxx −− . 

[> diff(",x); 

6x − 6 − 2 cos(x). 

Muèn cã c«ng thøc t−êng minh biÓu diÔn qu¸ tr×nh tÝnh ®¹o hµm bËc 2 cña mét hµm 

sè, ta cã thÓ thùc hiÖn c¸c thñ tôc t−¬ng tù nh− ®èi víi hµm 
1

)(
+

=
x

xxf   d−íi d©y: 

[> f:=x->x/(x+1); 
[> Diff(f(x),x); 
[> f_prime:=value("); 
[> simplify("); 
[> Diff(",x); 
[> f_prime:=value("); 

(C¸c b¹n h·y tù thùc hiÖn trªn m¸y vµ xem kÕt qu¶). 
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5.2.  T×m khai triÓn Taylor cña hµm sè 

Muèn t×m khai triÓn Taylor bËc  n  cña hµm sè  y = f(x) t¹i ®iÓm  x = a   ta sö dông c©u 
lÖnh cã có ph¸p nh− sau: 

[> taylor(f(x),x=a,n); 

ThÝ dô [> taylor(x*sin(x),x=0,10); 

)(
5040

1
120

1
6
1 108642 xOxxxx +−+−  

[> taylor(sin(x)+cos(x),x=1,7);  

+−





 −−+−−++ 2)1()10cos(

2
1)1sin(

2
1)1))(1sin()1(cos())1cos()1(sin( xx  

+ +−





 ++−






 +− 43 )1()1cos(

24
1)1sin(

24
1)1()1sin(

6
1)1cos(

6
1 xx  

+ ))1(()1()1cos(
720
1sin

720
1)1()1sin(

120
1)1cos(

120
1 765 −+−






 −−+−






 − xOxx  

Khi kh«ng chØ râ bËc cña ®a thøc khai triÓn th× ch−¬ng tr×nh lu«n ngÇm ®Þnh  n = 6.   
ThÝ dô [> taylor(exp(x)+1/x,x=1); 

+−





 ++−






 +−+−






 ++−−++ 432 )1(1

24
1)1(

6
11)1(1

2
1)1)(1()1( xexexexee  

+  ))1(()1(1
120

1 65 −+−





 − xOxe  

5.3.  T×m kho¶ng ®¬n ®iÖu, miÒn låi, cùc trÞ vµ ®iÓm uèn cña hµm sè 
ViÖc thùc hµnh tÝnh to¸n cña phÇn nµy thùc chÊt lµ tÝnh ®¹o hµm vµ t×m giíi h¹n cña 
hµm sè (®· ®−îc tiÕn hµnh trong c¸c ch−¬ng tr−íc). Sau khi ®· tÝnh ®−îc ®¹o hµm cña 
hµm sè th× viÖc gi¶i c¸c bµi tËp ë phÇn nµy trë nªn rÊt dÔ dµng.  

1.  T×m kho¶ng ®¬n ®iÖu cña hµm sè 

§Ó t×m kho¶ng ®¬n ®iÖu cña hµm sè ta thùc hiÖn c¸c b−íc sau: 

B−íc 1: T×m ®¹o hµm cña hµm sè: ®¸nh c¸c lÖnh (xem phÇn Thùc hµnh tÝnh to¸n ®¹o 
hµm Ch−¬ng 6). 

[> diff(f(x),x); 

Trong ®ã   f(x)  lµ hµm sè vµ  x  lµ biÕn sè mµ ta cÇn tÝnh ®¹o hµm. 

B−íc 2: §Ó t×m kho¶ng ®ång biÕn cña hµm sè, (tøc lµ t×m nh÷ng kho¶ng mµ ®¹o hµm cña 
hµm sè kh«ng ©m) ®−a vµo dßng lÖnh x¸c ®Þnh bÊt ph−¬ng tr×nh víi có ph¸p nh− sau: 

[> ineq := bieuthuc f'(x)>=0; 
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B−íc 3: Gi¶i ph−¬ng tr×nh b»ng lÖnh 

[> solve(ineq,{x}); 

M¸y sÏ cho biÕt nghiÖm cña  bÊt ph−¬ng tr×nh )(0 xf ′≤  , vµ ®ã còng chÝnh lµ kho¶ng 
®ång biÕn cña hµm sè ®· cho. 

ThÝ dô T×m kho¶ng ®¬n ®iÖu cña hµm sè: 846 23 −+−= xxxy  

B−íc 1: TÝnh ®¹o hµm b»ng lÖnh: 

[> diff(x^3-6*x^2+4*x-8,x); 

4123 2 +− xx  

B−íc 2:  ThiÕt lËp bÊt ph−¬ng tr×nh 

[> ineq:=(3*x^2-12*x+4>=0); 

41230: 2 +−≤= xxineq  

B−íc 3: Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh 

[> solve(ineq,{x}); 

}6
3
22{},6

3
22{ xx ≤+−≤  

2.  T×m miÒn låi, miÒn lâm cña hµm sè 

§Ó t×m miÒn låi, lâm cña hµm sè ta ph¶i lµm c¸c b−íc sau: 

B−íc 1: TÝnh ®¹o hµm bËc nhÊt: ®¸nh c¸c lÖnh (xem phÇn Thùc hµnh tÝnh to¸n ®¹o 
hµm Ch−¬ng 6). 

[> diff(f(x),x); 
B−íc 2: TÝnh ®¹o hµm bËc hai: ®¸nh lÖnh tÝnh ®¹o hµm cña biÓu thøc trªn  

[> diff(",x); 
B−íc 3: Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh 0)( ≥′′ xf  ®Ó t×m miÒn låi cña hµm sè, b»ng lÖnh  

[> solve(">=0); 

M¸y sÏ cho biÕt nghiÖm cña  bÊt ph−¬ng tr×nh 0)( ≥′′ xf , ®ã còng chÝnh lµ miÒn låi cña 
hµm sè  ®· cho. 

ThÝ dô T×m kho¶ng låi, lâm cña hµm sè  24 2xxy −=  

B−íc 1:  T×m ®¹o hµm bËc nhÊt 

[> diff(x^4-x^2,x); 
xx 24 3 −  

B−íc 2: T×m ®¹o hµm bËc 2 

[> diff(",x); 
212 2 −x  
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B−íc 3: Gi¶i ph−¬ng tr×nh t×m miÒn d−¬ng cña ®¹o hµm bËc 2 (miÒn låi cña hµm sè) 

[> solve(">=0); 

),6
6
1(),6

6
1,( ∞−−∞  

3. T×m cùc ®¹i, cùc tiÓu 

Cã hai ph−¬ng ph¸p t×m cùc trÞ cña hµm sè. Ph−¬ng ph¸p 1: dïng ®¹o hµm bËc nhÊt vµ 
tÝnh ®¬n ®iÖu cña hµm sè, Ph−¬ng ph¸p 2: dïng ®¹o hµm bËc hai.  

Ph−¬ng ph¸p 1  T×m cùc trÞ b»ng ®¹o hµm bËc nhÊt 

B−íc 1: T×m ®¹o hµm cña hµm sè 

[> diff(f(x),x); 

B−íc 2: Gi¶i ph−¬ng tr×nh f'(x) = 0 ®Ó t×m c¸c ®iÓm nghi ngê lµ cùc trÞ 

[> solve(f'(x)=0,x); 
B−íc 3: T×m kho¶ng ®ång biÕn vµ nghÞch biÕn cña hµm sè 

[> solve(f'(x)>=,x); 

B−íc 4:  XÐt xem t¹i 0x :  

1) NÕu ®¹o hµm ®æi dÊu tõ d−¬ng sang ©m th× 0x  lµ ®iÓm cùc ®¹i; 

2) NÕu ®¹o hµm ®æi dÊu tõ ©m sang d−¬ng th× 0x  lµ ®iÓm cùc tiÓu; 

3) NÕu qua 0x  ®¹o hµm kh«ng ®æi dÊu th× 0x  kh«ng ph¶i lµ ®iÓm cùc trÞ . 

ThÝ dô T×m cùc trÞ cña hµm sè   846 23 −+−= xxxy  

B−íc 1:  [> diff(y=x^3-6*x^2+4*x-8,x); 

4123 2 +− xx  

B−íc 2:  [> solve(3*x^2-12*x+4=0,x); 

41230 2 +−= xx  

B−íc 3:  [> solve(3*x^2-12*x+4[>=0,x); 

),6
3
22(),6

3
22,( ∞+−−∞  

B−íc 3b:  [> solve(3*x^2-12*x+4<=0,x); 

)6
3
22,6

3
22( +−  
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Qua 
3

6221 −=x  ®¹o hµm ®æi dÊu tõ d−¬ng sang ©m nªn 
3

6221 −=x  lµ ®iÓm  cùc 

®¹i, cßn qua 
3

6222 +=x  ®¹o hµm bËc nhÊt ®æi dÊu tõ ©m sang d−¬ng nªn  lµ 

3
6222 +=x  cùc tiÓu cña hµm sè  846 23 −+−= xxxy . 

Ph−¬ng ph¸p 2  T×m cùc trÞ b»ng ®¹o hµm bËc hai 

B−íc 1: T×m ®¹o hµm cña hµm sè 

[> diff(f(x),x); 

B−íc 2: Gi¶i ph−¬ng tr×nh f'(x) = 0 (®Ó t×m c¸c ®iÓm nghi ngê lµ cùc trÞ)  

[> solve("=0,x); 

B−íc 3: T×m ®¹o hµm bËc hai  

[> diff(f"(x),x); 

B−íc 4: TÝnh gi¸ trÞ cña ®¹o hµm bËc hai t¹i nh÷ng ®iÓm mµ t¹i ®ã ®¹o hµm bËc nhÊt 
b»ng kh«ng. 

B−íc 5: So s¸nh gi¸ trÞ cña ®¹o hµm bËc hai  víi sè 0 vµ kÕt luËn 

ThÝ dô T×m cùc trÞ cña  846 23 −+−= xxxy  

B−íc 1: T×m ®¹o hµm bËc nhÊt: 

[> diff(y=x^3-6*x^2+4*x-8,x); 

3 12 42x x− +  

B−íc 2: T×m nh÷ng ®iÓm mµ ®¹o hµm bËc nhÊt b»ng 0: 

[> solve(3*x^2-12*x+4=0,x); 

)6
3
22,6

3
22( −+  

B−íc 3: T×m ®¹o hµm bËc hai: 

[> diff(3*x^2-12*x+4,x); 

6x − 12 

B−íc 4: TÝnh gi¸ trÞ cña ®¹o hµm bËc hai t¹i nh÷ng ®iÓm mµ t¹i ®ã ®¹o hµm bËc nhÊt 
b»ng kh«ng, b»ng lÖnh 

[> subs(x=2+2/3*sqrt(6),6*x-12); 

164  

[> subs(x=2-2/3*sqrt(6),6*x-12); 

164−  

B−íc 5: So s¸nh gi¸ trÞ cña ®¹o hµm bËc hai  víi sè 0 vµ kÕt luËn.  
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Trong vÝ dô nµy ta thÊy: 

V× 064)
3

622( >=+′′y  nªn 
3

6222 +=x  lµ ®iÓm cùc tiÓu; 

Cßn 064)
3

622( <=−′′y  nªn 
3

6221 −=x  lµ ®iÓm cùc ®¹i cña hµm sè. 

4.  T×m ®iÓm uèn 

§iÓm uèn lµ ®iÓm mµ t¹i ®ã ®å thÞ hµm sè ®æi miÒn låi sang lâm hoÆc lâm sang låi, 
tøc lµ ®iÓm mµ t¹i ®ã ®¹o hµm bËc hai ®æi dÊu. V× vËy, muèn t×m ®iÓm uèn ta ph¶i 
thùc hiÖn c¸c thao t¸c sau: 

B−íc 1: TÝnh ®¹o hµm bËc nhÊt 

[> diff(f(x),x); 

B−íc 2: TÝnh ®¹o hµm bËc hai  

[> diff(",x); 

B−íc 3: Gi¶i c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh 0)( ≥′′ xf ,   0)( ≤′′ xf  

[> solve(">=0); 
[> solve("<=0); 

NÕu ox lµ nghiÖm cña c¶ hai bÊt ph−¬ng tr×nh trªn th× nã chÝnh lµ ®iÓm uèn. 

ThÝ dô T×m ®iÓm uèn cña hµm sè  24 2xxy −=  

B−íc 1: TÝnh ®¹o hµm bËc nhÊt 

[> diff(x^4-x^2,x); 

xx 24 3 −  

B−íc 2: TÝnh ®¹o hµm bËc hai 

[> diff(",x); 

212 2 −x  

B−íc 3: Gi¶i c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh: 

[>solve(">=0); 

),6
6
1[];6

6
1,( ∞−−∞  

[> solve(12*x^2-2<=0); 

[ , ]−
1
6

6 1
6

6  
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KÕt luËn 6
6
1

−=x  vµ 6
6
1

=x   lµ hai ®iÓm uèn cña ®å thÞ hµm sè ®· cho. 

5.4.  Thùc hµnh tÝnh giíi h¹n d¹ng kh«ng x¸c ®Þnh 
Muèn tÝnh giíi h¹n d¹ng kh«ng x¸c ®Þnh, ta sö dông  c¸c lÖnh tÝnh giíi h¹n th«ng 

th−êng ®· thùc hiÖn trong Ch−¬ng 5. Chó ý r»ng ph−¬ng ph¸p l’H«pital (sö dông ®¹o 

hµm) lµ mét ph−¬ng ph¸p m¹nh ®Ó  tÝnh giíi h¹n d¹ng kh«ng x¸c ®Þnh, nh−ng khi gi¶i 

trªn m¸y ta sÏ kh«ng thÊy cã g× kh¸c biÖt víi c¸c lÖnh tÝnh giíi h¹n ë Ch−¬ng 5, v× 

r»ng m¸y ®· tù ®éng xö lý c¸c tr−êng hîp kh«ng x¸c ®Þnh (b»ng ph−¬ng ph¸p 

l’H«pital).  

Bµi 1 T×m   
)ln(

)ln(lim axax ee
ax

−
−

→
 

[> limit(ln(x-a)/ln(e^x-e^a),x = a); 

1 

Râ rµng ®©y lµ d¹ng kh«ng x¸c ®Þnh, nh−ng m¸y ®· tù ®éng xö lý b»ng ph−¬ng ph¸p 

l’H«pital vµ kh«ng yªu cÇu ta ph¶i cã gi¶i ph¸p g× ®Æc biÖt. 

Tuy nhiªn, cã nh÷ng t×nh huèng kh«ng x¸c ®Þnh kh¸ l¾t lÐo, ®«i khi khiÕn cho m¸y 

kh«ng xö lý næi, vµ khi Êy ta ph¶i ra tay can thiÖp míi xong. 

Bµi 2 32

2

0 5
5)sin(lim

xx
xxe x

x +
−

→
 

[> limit((e^(2*x)*sin (x)-5*x)/(5*x^2+x^3),x=0); 

undefined (kh«ng x¸c ®Þnh) 

Râ rµng lµ m¸y "bã tay".  

Muèn tÝnh giíi h¹n nµy, ta ph¶i ¸p dông hai lÇn quy t¾c l’H«pital ®Ó ®−îc ®¸p sè    

5
2

5
5)sin(lim 32

2

0
=

+
−

→ xx
xxe x

x
. 
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Ch−¬ng 8 

_________________
§¹o hµm suy réng 

8.1.  Hµm kh«ng kh¶ vi
______________________________

 
Trong ch−¬ng tr−íc chóng ta ®· thÊy vai trß quan träng cña ®¹o hµm trong viÖc kh¶o 
s¸t hµm sè. Nã lµ c«ng cô h÷u hiÖu gióp ta x¸c ®Þnh d¸ng ®iÖu vµ cÊu tróc cña hµm, 
còng nh− t×m c¸c ®iÓm ®Æc biÖt (cùc trÞ, ®iÓm 
uèn,...). Tuy nhiªn, trong thùc tÕ kh«ng ph¶i lóc nµo 
ta còng gÆp nh÷ng hµm kh¶ vi (cã ®¹o hµm), mµ 
ng−îc l¹i, nhiÒu khi ta gÆp ph¶i nh÷ng hµm kh«ng 
kh¶ vi (nhÊt lµ trong c¸c bµi to¸n xuÊt ph¸t tõ kü 
thuËt vµ kinh tÕ). ThÝ dô vÒ nh÷ng hµm nµy cã thÓ 
t×m thÊy mét c¸ch dÔ dµng. 

 

ThÝ dô 1) )sgn()(1 xxf =  lµ hµm kh«ng kh¶ vi t¹i ®iÓm 
x=0,   (H×nh 8.1). 

 

 

2) 3)( xxf =   lµ hµm kh«ng kh¶ vi t¹i ®iÓm  x = 0, 
(H×nh 8.2). 

 

 

3)  1)( 2 −= xxf   lµ hµm kh«ng kh¶ vi t¹i ®iÓm  

x = 1  vµ  x = -1 , (H×nh 8.3). 

 

4) },2max{)( 2xxxf +=  lµ hµm kh«ng kh¶ vi t¹i 
c¸c ®iÓm x = -1 vµ  x = 2 , (H×nh 8.4). 

 
 

 

 

 

H×nh 8.1 

 

H×nh 8.2 

 

H×nh 8.3 
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5) 









≠








=
0     khi          

0 =    hi         k          

x
x

x

x

xf

1sin.

0

)(     

lµ hµm kh«ng kh¶ vi t¹i ®iÓm x = 0 , (H×nh 8.5). 

NhËn xÐt Trong ThÝ dô 1 ta cã hµm sè kh«ng liªn  tôc t¹i 
®iÓm x = 0, cho nªn nã ®−¬ng nhiªn kh«ng thÓ kh¶ 
vi t¹i ®iÓm ®ã (v× nÕu nã kh¶ vi th× ph¶i liªn tôc). 
Trong c¸c thÝ dô cßn l¹i ta ®Òu thÊy c¸c hµm liªn tôc 
t¹i mäi ®iÓm, nh−ng cã thÓ kh«ng kh¶ vi t¹i mét sè 
®iÓm. Lý do lµ t¹i nh÷ng ®iÓm ®ã kh«ng tån t¹i giíi 
h¹n  

x
f

x ∆
∆

→∆ 0
lim          (*) 

(nh− trong ®Þnh nghÜa ®¹o hµm). §iÒu ®¸ng l−u t©m 
lµ t¹i nh÷ng ®iÓm kh«ng kh¶ vi nµy mçi hµm cã mét 
b¶n s¾c riªng. Trong c¸c ThÝ dô  3, 4 ta thÊy nh÷ng 
hµm liªn  tôc nh−ng bÞ "g·y khóc" t¹i mét sè ®iÓm. T¹i nh÷ng ®iÓm g·y khóc nµy giíi 
h¹n (*)  theo h−íng ©m hoÆc d−¬ng riªng rÏ (giíi h¹n ph¶i hoÆc tr¸i) th× tån t¹i, nh−ng 
kh«ng b»ng nhau, cho nªn giíi h¹n chung (*) còng kh«ng tån t¹i vµ v× vËy hµm kh«ng 
kh¶ vi. ThÝ dô 2 cho ta thÊy mét hµm liªn tôc tr¬n tru (kh«ng g·y  khóc) t¹i gèc täa ®é, 
nh−ng  qu¸ dèc nªn giíi h¹n (*) b»ng v« cïng (kh«ng h÷u h¹n !), vµ còng kh«ng ®−îc 
xem lµ hµm kh¶ vi. Trong ThÝ dô 5 ta thÊy mét hµm liªn tôc t¹i gèc täa ®é, nh−ng l¹i 
"dao ®éng m¹nh" khi ë gÇn ®iÓm nµy khiÕn cho giíi h¹n (*) kh«ng thÓ tån t¹i vµ v× thÕ 
hµm kh«ng kh¶ vi t¹i ®©y. 

Nh− vËy d¸ng ®iÖu cña nh÷ng hµm kh«ng kh¶ vi lµ rÊt ®a d¹ng. Cã nh÷ng hµm "gÇn" 
kh¶ vi (liªn tôc vµ cã ®¹o hµm theo h−íng, nh− trong c¸c ThÝ dô  3, 4), vµ cã nh÷ng 
hµm kh¸c xa víi hµm kh¶ vi (kh«ng liªn tôc hoÆc giíi h¹n (*) kh«ng thÓ tån t¹i theo c¶ 
hai h−íng, nh− trong c¸c ThÝ dô 1, 5). V× trong thùc tiÔn th−êng hay gÆp ph¶i nh÷ng 
hµm kh«ng kh¶ vi, cho nªn ng−êi ta thÊy cÇn ph¶i cã ®−îc mét kiÓu "®¹o hµm" nµo ®ã  
(tr−íc hÕt lµ cho nh÷ng hµm "gÇn kh¶ vi"), ®Ó mong cã ®−îc mét sè th«ng tin "kh¶ dÜ" 
thay thÕ cho nh÷ng th«ng tin vÒ ®¹o hµm theo nghÜa cæ ®iÓn (kh«ng tån t¹i). Ng−êi ta 
gäi nh÷ng kiÓu ®¹o hµm (kh«ng kinh ®iÓn) nµy lµ "®¹o hµm suy réng". Chóng lµ ®èi 
t−îng nghiªn cøu cña mét lÜnh vùc míi trong To¸n häc hiÖn ®¹i lµ "Gi¶i tÝch kh«ng 
tr¬n". Trong khu«n khæ cña gi¸o tr×nh To¸n häc c¬ së, chóng ta kh«ng cã ®iÒu kiÖn ®i 
s©u mµ chØ cã thÓ b−íc ®Çu lµm quen víi mét sè kh¸i niÖm trong lÜnh vùc míi mÎ nµy. 

8.2.  §¹o hµm theo h−íng
______________________________

 

8.2.1.  §Þnh nghÜa 

Hµm sè   ®−îc gäi lµ kh¶ vi theo h−íng   u ∈ � t¹i ®iÓm ox  nÕu nh− tån t¹i giíi h¹n 

t
xftuxf oo

t

)()(lim
0

−+
+→

. 

 

H×nh 8.4 

 

H×nh 8.5 
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(Giíi h¹n ®ã sÏ ®−îc gäi lµ ®¹o hµm theo h−íng cña hµm sè  f  theo h−íng u ∈ �  t¹i 
®iÓm ox  vµ ®−îc ký hiÖu lµ );(' uxf o  ). 

DÔ thÊy )1;( 0xf ′ lµ ®¹o hµm ph¶i vµ )1;( 0 −′ xf  lµ ®¹o hµm tr¸i cña  f  t¹i ox . 
NÕu hµm sè lµ kh¶ vi theo mäi h−íng (t¹i mét ®iÓm) th× ®−îc gäi lµ kh¶ vi theo h−íng 
(t¹i ®iÓm ®ã). Râ rµng nÕu hµm  f  lµ kh¶ vi t¹i ®iÓm ox  (theo nghÜa th«ng th−êng) th× 
nã còng lµ kh¶ vi theo h−íng t¹i ®ã, vµ ta cã c«ng thøc liªn hÖ gi÷a ®¹o hµm víi ®¹o 
hµm theo h−íng nh− sau 

uxf
tu

xftuxfu

tu
xftuxfu

t
xftuxfuxf

xtu
oo

tu

oo

t

oo

to

).('  
)()(

lim.

)()(
.lim

)()(
lim);('

00

00

=
∆=

+→

+→+→

−+
=

=
−+

=
−+

=
 

Nh− vËy ®¹o hµm theo h−íng cña mét hµm kh¶ vi lµ mét hµm tuyÕn tÝnh (theo biÕn 
h−íng u). 

Cã thÓ kiÓm chøng thÊy r»ng nh÷ng hµm trong c¸c ThÝ dô  2, 3 lµ kh¶ vi theo h−íng, 
nh−ng kh«ng kh¶ vi (theo nghÜa th«ng th−êng) t¹i nh÷ng ®iÓm "g·y khóc". Nh÷ng 
hµm sè nªu trong c¸c ThÝ dô 1, 4, 5 lµ kh«ng kh¶ vi theo bÊt cø h−íng nµo t¹i ®iÓm 
gèc ( ox = 0). DÔ dµng t×m ®−îc vÝ dô nh÷ng hµm kh¶ vi theo h−íng nµy mµ kh«ng kh¶ 
vi theo h−íng kh¸c (t¹i mét ®iÓm ®· cho). 

8.2.2.  NhËn xÐt 
Trong nh÷ng hµm kh«ng kh¶ vi (theo nghÜa th«ng th−êng) th× líp hµm kh¶ vi theo 
h−íng ®¸ng ®−îc quan t©m ®Çu tiªn, v× nã kh¸ gÇn víi hµm kh¶ vi. VÊn ®Ò ®Æt ra tr−íc 
hÕt lµ liÖu cã thÓ kÕt hîp c¸c th«ng tin vÒ ®¹o hµm theo c¸c h−íng kh¸c nhau (t¹i mét 
®iÓm) ®Ó ®−a ra ®−îc mét th«ng tin chung vÒ hµm (t¹i ®iÓm ®ã), t−¬ng tù nh− th«ng tin 
vÒ ®¹o hµm. Nh÷ng nghiªn cøu s©u h¬n cho thÊy r»ng c«ng viÖc nµy kh«ng ph¶i lóc 
nµo còng mang l¹i kÕt qu¶ mong muèn, v× trong tr−êng hîp tæng qu¸t c¸c ®¹o hµm 
theo h−íng liªn hÖ víi nhau kh¸ "láng lÎo".  KÕt qu¶ chØ cã thÓ ®¹t ®−îc khi ®¹o hµm 
theo h−íng cã mét sè tÝnh chÊt ®ñ tèt (®iÒu nµy còng cã nghÜa lµ hµm  f  ph¶i cã mét 
cÊu tróc "®ñ ®Ñp"). Nh− ta dÔ thÊy, nÕu ®¹o hµm theo h−íng lµ tuyÕn tÝnh (theo h−íng) 
th× hµm lµ kh¶ vi. Tr−êng hîp kh«ng kh¶ vi gÇn gòi nhÊt lµ khi ®¹o hµm theo h−íng lµ 
d−íi tuyÕn tÝnh (theo h−íng), cho nªn tr−íc hÕt ta h·y xem xÐt cô thÓ tr−êng hîp nµy. 
§Ó thÊy r»ng líp hµm nµy ®ñ réng, ta chØ ra mét líp hµm kh¸ th«ng dông cã tÝnh chÊt 
nh− vËy. 

8.2.3.  §¹o hµm theo h−íng cña hµm låi 

MÖnh ®Ò Hµm låi lµ kh¶ vi theo h−íng (t¹i mäi ®iÓm). 

Chøng minh Khi  f  lµ hµm låi th× víi h−íng u ≠ 0  vµ c¸c sè d−¬ng βα <  ta lu«n cã 

)()()1()]()1[()( uxfxfuxxfuxf β
β
α

β
αβ

β
α

β
αα ++−≤++−=+ , 

tøc lµ 

β
β

α
α )()()()( xfuxfxfuxf −+

≤
−+

 . 
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Nh− vËy hµm sè 
t

xftuxft )()(:)( −+
=φ  lµ ®¬n ®iÖu t¨ng theo t, còng tøc lµ nã gi¶m 

dÇn khi  t  tiÕn dÇn vÒ  0 (tõ bªn ph¶i). MÆt kh¸c 

)(
1

)(
1

1  )](
1

)(
1

1[  )( uxf
t

ttuxf
t

ux
t

ttux
t

fxf −
+

++
+

≤−
+

++
+

=  

cho nªn 
t

xftuxfuxfxf )()(  )()( −+
≤−− . Cã nghÜa lµ hµm )(tφ  bÞ chÆn d−íi. Tõ 

®©y suy ra sù tån t¹i cña giíi h¹n 

);('  )()(lim  )(lim
00

uxf
t

xftuxft
tt

=
−+

=
+→+→

φ . 

MÖnh ®Ò ®· ®−îc chøng minh. 

MÖnh ®Ò §¹o hµm theo h−íng cña hµm låi (t¹i mçi ®iÓm) lµ d−íi tuyÕn tÝnh vµ liªn tôc (theo 
biÕn h−íng). 

Chøng minh Tr−íc hÕt ta nhËn thÊy, víi mäi sè 0>λ ,  

λ
λλλλ
t

xfutxf
t

xfutxfuxf
tt

)()(lim)()(lim);('
00

−+
=

−+
=

+→+→
 = 

);(')()(lim
0

uxf
t

xfutxf
t

λ
λ

λλ
λ

=
−+

=
+→

 

cho nªn hµm ;.)(' xf  lµ thuÇn nhÊt d−¬ng. 

MÆt kh¸c do hµm f  lµ låi, víi c¸c h−íng bÊt kú u,v ∈ �, ta cã 

                

)()]2(
2
1)2(

2
1[

lim)()]([lim);('
00

≤
−+++

=
−++

=+
+→+→ t

xftvxtuxf

t
xfvutxfvuxf

tt

 

=
−+++

≤
+→ t

xftvxftuxf

t

)()2(
2
1)2(

2
1

lim 
0

 

);(');(' 
2

)()2(lim
2

)()2(lim
00

vxfuxf
t

xftvxf
t

xftuxf
tt

+=
−+

+
−+

=
+→+→

 

cho nªn hµm ;.)(' xf  lµ d−íi céng tÝnh. Tæng hîp l¹i ta cã ;.)(' xf  lµ d−íi tuyÕn tÝnh. 
V× mäi hµm d−íi tuyÕn tÝnh lµ hµm låi, cho nªn nã còng liªn tôc t¹i mäi ®iÓm. 
MÖnh ®Ò ®· ®−îc chøng minh xong.  

8.3.  D−íi vi ph©n
___________________________________

 

8.3.1.  §Æt vÊn ®Ò 
Khi mét hµm sè lµ kh¶ vi theo (mäi) h−íng, vµ ®¹o hµm theo h−íng cã mét sè tÝnh 
chÊt ®ñ tèt, ng−êi ta cã thÓ t×m c¸ch tæng hîp c¸c th«ng tin vÒ ®¹o hµm theo tõng 
h−íng, ®Ó cã ®−îc mét th«ng tin tæng thÓ vÒ d¸ng ®iÖu cña hµm t¹i l©n cËn ®iÓm ®ã. 
Khi ®¹o hµm theo h−íng kh«ng ph¶i lµ hµm tuyÕn tÝnh theo h−íng (còng tøc lµ khi 
hµm kh«ng kh¶ vi, nh− ®· xÐt ë phÇn trªn), th× th«ng tin nµy kh«ng thÓ "m¹ch l¹c" nh− 
®¹o hµm; tuy nhiªn, nã còng rÊt h÷u Ých trong viÖc kh¶o s¸t c¸c tÝnh chÊt cña hµm vµ 
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ng−êi ta xem nã nh− lµ mét d¹ng më réng cña ®¹o hµm vµ gäi lµ "d−íi vi ph©n". Nã 
®−îc ®Þnh nghÜa tr−íc hÕt cho nh÷ng hµm kh¶ vi theo h−íng, víi ®¹o hµm theo h−íng 
lµ hµm d−íi tuyÕn tÝnh.  

MÖnh ®Ò Khi ;.)(' xf  lµ d−íi tuyÕn tÝnh th× tån t¹i 2 sè thùc a, b (phô thuéc vµo x) sao cho víi 
mäi ],[ ba∈ς  ta cã 

 .   );(' uuxf ς≥  víi mäi u ∈ �. 

Chøng minh Do f x' ( ;.) lµ d−íi tuyÕn tÝnh nªn 

),1;(')1;(')11;(')0;('0 −+≤−== xfxfxfxf  
tøc lµ 

),1;(')1;(' xfxf ≤−−  

§Æt 

)1;('),1;(' xfbxfa =−−=           (1) 
ta cã 

],[,0        ,)1;('.);(' bauuubxfuuxf ∈∀≥∀≥== ςς , 
vµ 

],[,0        ,)1;('.);(' bauuuaxfuuxf ∈∀≤∀≥=−−= ςς . 

Tæng hîp l¹i, víi mçi ],[ ba∈ς , chóng ta cã  

 ,   .   );(' uuxf ς≥  víi mäi u ∈ � 

MÖnh ®Ò ®· ®−îc chøng minh. 

NhËn xÐt NÕu cã ®o¹n sè thùc [ ba ′′, ] sao cho 

uuxfba .);(']','[ ς≥⇒∈ς ,  ∀u ∈ � ,                (2) 

th× ta cã )1;('  1'. xfa ≤  vµ )1;('  ' −−≥ xfb , tøc lµ ],[]','[ baba ⊂ , víi a,b ®−îc ®Þnh 
nghÜa bëi (1). Nh− vËy[a,b] lµ ®o¹n sè thùc lín nhÊt trong sè c¸c ®o¹n [a’,b’] tháa 
m·n (2). 

§Þnh nghÜa  D−íi vi ph©n cña mét hµm sè  f  kh¶ vi theo h−íng t¹i ®iÓm x vµ cã ®¹o 
hµm theo h−íng  f’(x;.) d−íi tuyÕn tÝnh lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c sè thùc, ký hiÖu lµ )(xf∂ , 
sao cho víi mçi )(xf∂ς ∈  ta cã  

 uuxf .);(' ς≥   ,    ∀u ∈ �  . 
8.3.2.  NhËn xÐt 

Nh− vËy kh¸i niÖm d−íi vi ph©n ë ®©y míi chØ ®−îc ®Þnh nghÜa cho nh÷ng hµm kh¶ vi 
theo h−íng vµ cã ®¹o hµm theo h−íng lµ d−íi tuyÕn tÝnh. Cho nªn, trong ph¹m vi gi¸o 
tr×nh nµy nÕu ta nãi mét hµm cã d−íi vi ph©n th× ta lu«n tù hiÓu r»ng hµm ®ã cã c¸c 
tÝnh chÊt trªn. 
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8.4.  TÝnh chÊt  cña d−íi vi ph©n vµ øng dông
__________

 

8.4.1.  C¸c tÝnh chÊt chung 
NhËn xÐt  1) )(xf∂  tån t¹i (duy nhÊt) vµ lµ ®o¹n sè thùc [a,b], víi a, b ®−îc ®Þnh nghÜa theo 

c«ng thøc  (1). 

2) DÔ dµng kiÓm chøng r»ng hµm  f  lµ kh¶ vi (theo nghÜa th«ng th−êng) t¹i ®iÓm  x  
khi vµ chØ khi d−íi vi ph©n )(xf∂  cña nã t¹i  x  chØ gåm mét phÇn tö duy nhÊt. Khi Êy 

)}('{}1).('{)}1;('{)]1;('),1;([)( xfxfxfxfxfxf ===−−=∂ . 

3)  Hµm låi lu«n cã d−íi vi ph©n t¹i mäi ®iÓm. 

NhËn xÐt Cho  [a,b], [c,d] ⊆ �. Ta ®Þnh nghÜa  

{ }
{ }],[],,[:],[],[

,],[:],[
dcybaxyxdcba

baxxba
∈∈+=+

∈= λλ
 

DÔ kiÓm tra r»ng: ],[],[ baba λλλ = ,  ],[],[],[ dbcadcba ++=+  

MÖnh ®Ò Gi¶ sö  f  lµ  hµm cã d−íi vi ph©n t¹i ®iÓm x. Khi Êy 

i. )()]([ xfxf λ∂=λ∂ ,  λ ∈ � .    

ii. ,)()()]()([ xgxfxgxf ∂+∂=+∂  víi mäi hµm g  cã d−íi vi ph©n t¹i x. 

iii. ,)()].([')]}([{ xfxfgxfg ∂=∂  víi mäi hµm  g  kh¶ vi t¹i ®iÓm f(x). 

Chøng minh PhÇn (i)  suy ngay tõ ®Þnh nghÜa d−íi vi ph©n. PhÇn (ii)  dÔ dµng chøng 

minh tõ c¸c nhËn xÐt sau ®©y 

).1;()1;()1;]([
),1;()1;()1;]([
−+−=−+

+=+
xgxfxgf

xgxfxgf
 

PhÇn (iii)  ®−îc suy tõ phÐp tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè kÐp, cô thÓ lµ 

.)1;()].([')1;(]'[
,)1;()].([')1;(]'[

−=−
=

xfxfgxfg
xfxfgxfg

 

MÖnh ®Ò ®· ®−îc chøng minh ®Çy ®ñ.      

8.4.2. D−íi vi ph©n cña hµm låi 
MÖnh ®Ò  Khi  f  lµ hµm låi th× 

.',)'.()()'()( Xxxxxfxfxf ∈∀−ς≥−⇔∂∈ς  

Chøng minh §Æt u = x’− x . Nh− ®· chØ ra trong chøng minh mÖnh ®Ò vÒ ®¹o hµm 

theo h−íng cña hµm låi, hµm sè 
t

xftuxft )()()( −+
=φ  lµ ®¬n ®iÖu theo t, tøc lµ nã 

gi¶m dÇn khi t tiÕn dÇn vÒ 0 tõ phÝa bªn ph¶i. Suy ra víi mäi )(xf∂ς ∈  ta cã 
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)'(.);(')()(lim
1

)()()()'(
0

xxuuxf
t

xftuxfxfuxfxfxf
t

−=≥=
−+

≥
−+

=−
+→

ςς . 

Ng−îc l¹i, nÕu Xxxxxfxf ∈∀−≥− ',)'.()()'( ς , th× víi mäi h−íng u  vµ mäi sè 
t>0 ta cã utxftuxf .)()( ς≥−+  . Sau khi chia c¶ 2 vÕ cho  t  vµ qua giíi h¹n víi t 
tiÕn ®Õn 0 ta cã  uuxf .);(' ς   ≥ . Nh− vËy )(xf∂ς ∈ , vµ mÖnh ®Ò ®−îc chøng minh. 

8.4.3. Kh¶o s¸t hµm sè b»ng d−íi vi ph©n 

MÖnh ®Ò  Gi¶ sö  hµm  f  liªn tôc trong ®o¹n [a,b] vµ cã d−íi vi ph©n t¹i mäi ®iÓm trong kho¶ng 
(a,b). Khi ®ã: 

i. NÕu  f cã cùc tiÓu t¹i ®iÓm ),( bac∈  th×  )(0 cf∂∈ . 

ii. )()()(),(),,( abafbfcfbac −ς=−∂∈ς∃∈∃  .  

iii. NÕu )(0 xf∂∉ víi mäi ),( bax∈ , th×  f  lµ ®¬n ®iÖu trªn kho¶ng  (a,b). 

Chøng minh (i)  Khi  f  cã cùc tiÓu t¹i c  th× víi mäi u ∈ � vµ mäi t ®ñ bÐ ta cã 

0)()( ≥−+ cftucf ,  suy ra 0)()(lim
0

≥
−+

+→ t
cftucf

t
, tøc lµ   uucf .0);(' ≥ , ∀u∈ �. 

Theo ®Þnh nghÜa cña d−íi vi ph©n chóng ta cã )(0 cf∂∈ . 

PhÇn (i) ®−îc chøng minh. 

(ii) §Æt x
ab

afbfxfxg
−
−

−=
)()()()( , ta cã )()()()( bg

ab
abfbafag =

−
−

= . V× hµm g liªn tôc 

cho nªn nã ®¹t cùc tiÓu t¹i ®iÓm c nµo ®ã trong ®o¹n [a,b]. V× gi¸ trÞ t¹i 2 ®Çu mót a,b 
lµ trïng nhau, nªn suy ra cã ®iÓm cùc tiÓu ë trong kho¶ng (a,b). Tõ phÇn  (i)  vµ ¸p 

dông c«ng thøc tÝnh d−íi vi ph©n cña tæng, ta cã 1.)()()()(0
ab

afbfcfcg
−
−

+∂=∂∈ , 

tøc lµ t×m ®−îc )(cf∂ς ∈  sao cho 
ab

afbf
−
−

−=
)()(0 ς .Tõ ®©y suy ra (ii). 

(iii) Gi¶ sö  f   kh«ng ®¬n ®iÖu trªn ],[ ba , ta t×m ®−îc ),(,, bazyx ∈  sao cho zyx <<  vµ 

)](),([)( yfxfzf ∉ . NÕu  )}(),(max{)( yfxfzf >  th× do tÝnh liªn tôc  f  ph¶i ®¹t cùc 
®¹i t¹i ],[ bac∈ . Theo (i) ta cã )(0 cf∂∈ . §iÒu nµy tr¸i víi gi¶ thiÕt, cho nªn phÇn (iii) 
®−îc chøng minh. MÖnh ®Ò  ®· ®−îc chøng minh ®Çy ®ñ. 

NhËn xÐt 1) PhÇn (i) lµ ®iÒu kiÖn cÇn cña cùc trÞ.  

2) PhÇn (ii) chÝnh lµ ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh quen biÕt. 

3) PhÇn (iii) cã thÓ ®−îc cô thÓ hãa nh− sau:  

NÕu }),(/)({:),(0 baxxfbaf ∈∂=∂∉  th× 

a) HoÆc ),(,0 baf∂∈ς∀>ς , vµ khi Êy  f  lµ ®¬n ®iÖu t¨ng trªn kho¶ng (a,b); 

b) HoÆc ),(,0 baf∂∈ς∀<ς  , vµ khi Êy  f  lµ ®¬n ®iÖu gi¶m trªn kho¶ng (a,b). 
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(C¸ch chøng minh hoµn toµn t−¬ng tù). 

8.5. ThÝ dô minh häa
_________________________________

 
ThÝ dô 1) )sgn()( xxf =  lµ hµm kh«ng kh¶ vi theo h−íng t¹i ®iÓm x = 0 , v× nã kh«ng liªn tôc 

t¹i ®ã. T¹i nh÷ng ®iÓm cßn l¹i hµm kh¶ vi liªn tôc vµ cã ®¹o hµm lµ 0, vµ do ®ã 
0},0{)(1 ≠∀=∂ xxf . 

2) Hµm 3)( xxf =  lµ liªn tôc t¹i mäi ®iÓm, nh−ng kh«ng kh¶ vi theo h−íng t¹i ®iÓm  
x = 0, v× t¹i ®iÓm nµy ta cã 

+→∞+→==
−+ 01)0()1.0(

3 2

3

tkhi
tt

t
t

ftf
        , 

tøc lµ kh«ng tån t¹i f’(0;1). T−¬ng tù ta còng thÊy r»ng f’(0;−1) kh«ng tån t¹i. T¹i 
nh÷ng ®iÓm cßn l¹i cã thÓ chøng minh ®−îc r»ng hµm lµ kh¶ vi vµ do ®ã 

 0,}
3

1{)}('{)(
3 2

≠∀==∂ x
x

xfxf  . 

3) 1)( 2 −= xxf   lµ hµm kh«ng kh¶ vi t¹i c¸c ®iÓm  x = 1 vµ x = −1, nh−ng lµ kh¶ vi 

theo h−íng t¹i nh÷ng ®iÓm nµy. B»ng tÝnh to¸n trùc tiÕp, ta dÔ dµng thÊy r»ng 

2)2(lim2lim
01)1.1(

lim)1;1('
0

2

0

2

0
=+=

+
=

−−+
=

+→+→+→
t

t
tt

t

t
f

ttt
, 

2)2(lim2lim
01)1.1[(

lim)1;1('
0

2

0

2

0
=−=

−
=

−−−
=−

+→+→+→
t

t
tt

t

t
f

ttt
, 

vµ do ®ã ta cã ]2,2[)]1;1('),1;1('[)1( −=−−=∂ fff . 

T−¬ng tù ta cã ]2,2[)]1;1('),1;1('[)1( −=−−−−=−∂ fff . 

T¹i nh÷ng ®iÓm cßn l¹i hµm lµ kh¶ vi, vµ ta cã d−íi vi ph©n cña nã trïng víi ®¹o hµm. 
Cô thÓ lµ: 





−∈−
−∉

=
)1,1(2
)1,1(2

)(
xkhix
xkhix

xf∂  

4) },2max{)( 2xxxf += .  Cã thÓ chøng minh r»ng  f  lµ mét hµm låi, cho nªn nã kh¶ 

vi theo h−íng t¹i mäi ®iÓm. Tuy nhiªn nã kh«ng kh¶ vi t¹i x = −1 vµ t¹i x=2. T¹i ®©y 
chóng ta cã: 

]1,2[)1(1)1;1(',2)1;1(' −=−∂⇒=−=−− fff   ; 

]2,1[)2(2)1;2(',1)1;2(' =∂⇒=−=− fff . 

T¹i nh÷ng ®iÓm cßn l¹i hµm  f  lµ kh¶ vi, cho nªn d−íi vi ph©n cña nã trïng víi ®¹o 
hµm. Cô thÓ lµ 





−∈
−∉

=
)2,1(1
)2,1(2

)(
xkhi
xkhix

xf∂ . 
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_________________________________
Bµi tËp vµ 

TÝnh to¸n thùc hµnh Ch−¬ng 8 

1.  Kh¶o s¸t tÝnh kh«ng kh¶ vi
_______________________

 
1. Chøng minh r»ng hµm sè sau ®©y kh«ng kh¶ vi theo h−íng t¹i x = 0 





 ≠=

0 = x   hi         k          

0   x  hi         k

0

1sin.)( x
xxf     . 

2.  T×m cùc trÞ cña c¸c hµm trong c¸c thÝ dô trªn. 

3.  XÐt tÝnh ®¬n ®iÖu cña c¸c hµm nªu trong c¸c thÝ dô trªn. 

TÝnh ®¹o hµm theo h−íng vµ tÝnh d−íi vi ph©n suy réng: 

1)1 2 −+= xxy    ;             
x

xy 1sin)2 =   ;   
x

xy 1sin)3 2=  ;  

}cos,max{sin)4 xxy =  ;     )signum()5 2 xxy =   ; cbxaxy ++= 2)6    ; 

}53,1max{)7 22 ++−++= xxxxy   ;       xy ln)8 =      . 

2.  Bµi tËp kiÓm tra kiÕn thøc
________________________

 
Bµi 1  ThÕ nµo lµ hµm kh«ng kh¶ vi t¹i ®iÓm x=a ? 

(a)  Lµ hµm kh«ng liªn tôc t¹i ®iÓm x=a . 
(b)  Lµ hµm gÉy khóc t¹i ®iÓm a . 

(c)  Lµ hµm kh«ng cã giíi h¹n  
x

afxaf
x ∆

−∆+
→∆

)()(lim
0

 . 

Bµi 2 Trong c¸c hµm sau th× hµm nµo lµ kh«ng kh¶ vi t¹i 0 : 

(a)  xxf =)(   ;  (b)  )1()( −= xxxf   ;     (c)  




 ≠=

0 = x   khi                   

0   x  khi         

0

1sin.)(
2

x
xxf . 

Bµi 3  Hµm kh¶ vi theo h−íng  u  t¹i ®iÓm  x , nÕu nh− 

(a)  Tån t¹i giíi h¹n 
u

xfuxf
u

)()(lim
0

−+
→

 , 

(b)  Tån t¹i giíi h¹n 
tu

xftuxf
t

)()(lim
0

−+
→

 , 
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(c)  Tån t¹i giíi h¹n 
t

xftuxf
t

)()(lim
0

−+
+→

 . 

Bµi 4  T×m nh÷ng MÖnh ®Ò ®óng trong sè sau ®©y: 
(a)  Hµm  f  lµ kh¶ vi t¹i  a th× nã cã ®¹o hµm theo mäi h−íng t¹i ®iÓm ®ã, 
(b)  Hµm  f  cã ®¹o hµm theo mäi h−íng t¹i ®iÓm  a  th× nã kh¶ vi t¹i ®iÓm ®ã, 
(c)  Hµm  f  kh¶ vi khi vµ chØ khi nã cã d−íi vi ph©n gåm mét phÇn tö duy nhÊt, 
(d)  Hµm  f  kh¶ vi t¹i ®iÓm  a  khi vµ chØ khi tån t¹i ®¹o hµm theo 2 h−íng  u = 1 vµ   

u = −1, víi f’(a;1) = −f’(a;−1). 
(e)   Hµm f  kh¶ vi t¹i ®iÓm  a  khi nã cã ®¹o hµm theo mäi h−íng t¹i ®iÓm ®ã vµ ®¹o 

hµm theo h−íng lµ mét hµm tuyÕn tÝnh theo h−íng. 

Bµi 5  Hµm låi cã nh÷ng tÝnh chÊt sau: 
(a)  Liªn tôc t¹i mäi ®iÓm , 
(b)  Kh¶ vi t¹i mäi ®iÓm , 
(c)  Cã ®¹o hµm theo h−íng t¹i mäi ®iÓm. 

Bµi 6  §¹o hµm theo h−íng cña hµm låi cã nh÷ng tÝnh chÊt sau: 
(a)  Låi theo h−íng , 
(b)  TuyÕn tÝnh theo h−íng , 
(c)  Liªn tôc theo h−íng , 
(d)  ThuÇn nhÊt d−¬ng theo h−íng. 

Bµi 7 Hµm sè cã d−íi vi ph©n, nÕu nh−: 
(a)  Nã kh¶ vi theo mäi h−íng , 
(b)  §¹o hµm theo h−íng cña nã lµ liªn tôc , 
(c)  §¹o hµm theo h−íng lµ d−íi tuyÕn tÝnh , 
(d)  §¹o hµm theo h−íng lµ tuyÕn tÝnh . 

Bµi 8 D−íi vi ph©n cña hµm xxf =)(  t¹i ®iÓm  x = 0 lµ g× ? 

(a)  }0{)0( =f∂ ,      (b) }1,1{)0( −=f∂  ,      (c) ]1,1[)0( −=f∂  . 

3.  TÝnh to¸n thùc hµnh 
____________________________

 
HiÖn nay, thuËt to¸n tÝnh d−íi vi ph©n suy réng cho c¸c hµm kh«ng tr¬n nãi chung cßn lµ mét 
vÊn ®Ò ®ang ®−îc quan t©m nghiªn cøu. Trong khu«n khæ cña gi¸o tr×nh nµy ta chØ xem xÐt 
nh÷ng hµm kh«ng tr¬n ®¬n gi¶n nhÊt, cho nªn viÖc tÝnh to¸n d−íi vi ph©n suy réng cña chóng 
kh«ng ph¶i lµ phøc t¹p l¾m. Trong c¸c vÝ dô vµ bµi tËp nªu trªn ta thÊy c¸c hµm ®−îc xÐt ®Òu lµ 
tr¬n tõng khóc. V× vËy, trõ mét sè h÷u h¹n ®iÓm, d−íi vi ph©n suy réng cña c¸c hµm nµy trïng 
víi ®¹o hµm cña chóng vµ v× vËy cã thÓ tÝnh dÔ dµng b»ng c¸c lÖnh tÝnh ®¹o hµm th«ng th−êng 
®· häc ë phÇn ®¹o hµm vµ vi ph©n (Ch−¬ng 6). T¹i nh÷ng ®iÓm kh«ng tr¬n, d−íi vi ph©n suy 
réng cña hµm lµ mét tËp låi compact (mét ®o¹n) cã 2 ®Çu mót lµ giíi h¹n cña ®¹o hµm tõ 2 
phÝa, cho nªn còng cã thÓ tÝnh dÔ dµng b»ng c¸c lÖnh tÝnh giíi h¹n ®· ®−îc biÕt trong phÇn tÝnh 
giíi h¹n cña hµm sè (Ch−¬ng 5). ViÖc ¸p dông c¸c ch−¬ng tr×nh ®· biÕt trong tÝnh to¸n thùc 
hµnh ë Ch−¬ng 5 vµ Ch−¬ng 6 ®Ó tÝnh cho c¸c bµi tËp ë ch−¬ng nµy lµ mét viÖc ®¬n gi¶n vµ 
kh«ng cÇn ph¶i h−íng dÉn g× thªm.  
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Ch−¬ng 9 

__________________  
TÝch ph©n x¸c ®Þnh  

9.1.  Kh¸i niÖm vµ c¸c thÝ dô
_________________________

 

9.1.1.  §Þnh nghÜa 
PhÐp tÝnh tÝch ph©n (x¸c ®Þnh) cã céi nguån tõ thêi xa x−a, khi ng−êi ta t×m diÖn tÝch 
cña mét h×nh cã d¹ng phøc t¹p b»ng c¸ch ph©n chóng thµnh tæng nh÷ng h×nh nhá cã 
d¹ng ®¬n gi¶n h¬n. Ta dÔ dµng h×nh dung r»ng mét miÒn ph¼ng cã biªn cong (tø phÝa) 
lu«n cã thÓ chia thµnh mét sè "h×nh thang cong" (tøc lµ h×nh thang vu«ng cã mét c¹nh 
bªn lµ cong). Cho nªn, viÖc tÝnh diÖn tÝch cña mét h×nh bÊt kú th−êng ®−îc quy vÒ viÖc 
t×m diÖn tÝch cña mét h×nh thang cong. VÒ mÆt to¸n häc, mét h×nh thang cong cã thÓ 
®−îc biÓu diÔn nh− phÇn mÆt ph¼ng ®−îc giíi h¹n bëi ®å thÞ cña mét hµm sè  y=f(x)  
vµ 3 ®−êng th¼ng cã ph−¬ng tr×nh ®¬n gi¶n lµ: x=a , x=b, y=0.  

Muèn x¸c ®Þnh diÖn tÝch mét h×nh thang cong nh− 
vËy ng−êi ta ph©n nã thµnh nh÷ng h×nh thang cong  
nhá h¬n (víi phÇn c¹nh cong rÊt ng¾n) vµ xÊp xØ 
mçi h×nh thang cong bÐ nhá nµy b»ng mét h×nh ch÷ 
nhËt (b»ng c¸ch ®¬n gi¶n lµ thay c¹nh cong bëi 
mét ®o¹n th¼ng). Tæng hîp tÊt c¶ diÖn tÝch c¸c h×nh 
ch÷ nhËt bÐ nhá ta cã ®−îc diÖn tÝch xÊp xØ cña 
h×nh thang cong ban ®Çu. C¸ch lµm th«ng minh nµy 
®· ®−îc ®−a ra tõ thêi Archimedes (thÕ kû thø 3 
tr−íc C«ng nguyªn). Tuy nhiªn, khi Êy ng−êi ta 
ch−a thÓ lý gi¶i ®−îc c¸ch lµm ®ã hîp lý ®Õn ®©u (DiÖn tÝch x¸c ®Þnh nh− vËy chÝnh 
x¸c ®Õn møc nµo? C¸ch tÝnh diÖn tÝch nh− vËy cã phô thuéc vµo ph−¬ng ph¸p ph©n 
nhá c¸c h×nh hay kh«ng? C¸ch xÊp xØ c¹nh cong b»ng c¹nh th¼ng nh− thÕ nµo lµ tho¶ 
®¸ng? Nh÷ng h×nh nh− thÕ nµo th× cã thÓ tÝnh ®−îc diÖn tÝch chÝnh x¸c theo ph−¬ng 
ph¸p ®ã vµ c«ng thøc tÝnh nh− thÕ nµo ?...).  PhÐp tÝnh tÝch ph©n ra ®êi ®· lµm s¸ng tá 
nh÷ng c©u hái ®ã. Tr−íc hÕt ta ®−a ra mét kh¸i niÖm bæ trî: 

Ph©n ho¹ch cña ®o¹n [a,b] ⊂  lµ mét d·y h÷u h¹n sè No xxx ,..,, 1  tho¶ m·n 

bxxxa No =<<<= ...1 . 
 

BÒ réng cña ph©n ho¹ch lµ kho¶ng c¸ch lín nhÊt gi÷a 2 ®iÓm kÕ tiÕp nhau, tøc lµ b»ng 
},...2,1:max{ 1 Nixx ii =− − . 

NÕu  f  lµ hµm sè x¸c ®Þnh trªn ],[ ba  vµ P lµ mét ph©n ho¹ch cña ],[ ba  th×, víi mçi bé 

sè Nixxc iii ,...,2,1,],[ 1 =∀∈ − , tæng Riemann cña  f   øng víi ph©n ho¹ch P ®−îc x¸c 
®Þnh nh− sau 
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∑
=

−−=
N

i
iii xxcfS

1
1))(( , 

Nh− vËy, tïy theo viÖc chän c¸c ®iÓm ic  mµ ta cã c¸c tæng Riemann kh¸c nhau (øng 
víi mét ph©n ho¹ch cho tr−íc). 

§Þnh nghÜa  Hµm sè  f   ®−îc gäi lµ kh¶ tÝch Riemann trªn ],[ ba  nÕu tån t¹i sè ∈A  
sao cho víi mçi sè 0>ε  t×m ®−îc sè 0>δ  ®Ó mäi tæng Riemann cña  f   øng víi 
ph©n ho¹ch bÊt kú cã bÒ réng nhá h¬n δ  ®Òu n»m trong l©n cËn cña ®iÓm A víi b¸n 
kÝnh ε  (nghÜa lµ ε<− AS , hay S n»m trong ε -l©n cËn cña A).  

Khi Êy, sè A ®−îc gäi lµ tÝch ph©n Riemann cña hµm  f   trªn ®o¹n ],[ ba , vµ ®−îc  ký 

hiÖu lµ ∫
b

a

dxxf )( . 

NhËn xÐt TÝch ph©n Riemann cña hµm f   trªn [a,b] lµ duy nhÊt. ThËt vËy, nÕu cã 
2 sè  A1, A2 cïng lµ tÝch ph©n cña  f  trªn [a,b] vµ A1 < A2 th× lÊy sè d−¬ng 

4/)( 12 AA −<ε  ta sÏ cã ),(),( 2211 εεεε +−∩+− AAAA  lµ tËp rçng. Nh−ng theo 
®Þnh nghÜa tÝch ph©n Riemann th× l¹i t×m ®−îc mét tæng Riemann (víi ph©n ho¹ch ®ñ 
mÞn) n»m trong c¶ 2 l©n cËn trªn vµ dÉn tíi m©u thuÉn. 

Ngoµi kh¸i niÖm tÝch ph©n Riemann nªu trªn, ng−êi ta cßn ®−a ra mét sè kh¸i niÖm 
tÝch ph©n kh¸c. §¸ng chó ý h¬n c¶ lµ tÝch ph©n Lebesgue. C¸c kh¸i niÖm sau nµy chñ 
yÕu phôc vô cho c¸c líp hµm “th« h¬n”. NÕu mét hµm ®· kh¶ tÝch theo nghÜa Riemann 
th× nã kh¶ tÝch theo mäi nghÜa kh¸c vµ khi Êy c¸c tÝch ph©n lµ trïng nhau. Môc ®Ých 
cña chóng ta lµ tr×nh bµy nh÷ng kh¸i niÖm chung nhÊt cho nªn ta chØ ®Ò cËp ®Õn tÝch 
ph©n Riemann vµ, trong gi¸o tr×nh nµy, thuËt ng÷ tÝch ph©n ®−îc mÆc ®Þnh hiÓu lµ tÝch 
ph©n Riemann. 

Tõ ®Þnh nghÜa ta thÊy tÝch ph©n x¸c ®Þnh cã thÓ ®−îc h×nh dung nh− lµ giíi h¹n cña 
tæng Riemann khi ph©n ho¹ch ®−îc lµm vôn v« cïng (tøc lµ bÒ réng cña nã tiÕn dÇn vÒ 
0). Râ rµng viÖc tÝnh tÝch ph©n x¸c ®Þnh theo ®Þnh nghÜa nh− trªn lµ kh«ng ®¬n gi¶n 
chót nµo, v× ch¼ng nh÷ng ph¶i tÝnh c¸c tæng Riemann rÊt cång kÒnh mµ cßn ph¶i t×m 
“giíi h¹n” cña chóng n÷a. Tuy nhiªn, gi¶i quyÕt c«ng viÖc phøc t¹p nµy l¹i lµ “së 
tr−êng” cña m¸y tÝnh. C¸c ch−¬ng tr×nh tÝnh to¸n th«ng dông hiÖn nay gióp ta tÝnh tÝch 
ph©n x¸c ®Þnh mét c¸ch nhÑ nhµng ®Õn bÊt ngê (nh− sÏ thÊy trong phÇn tÝnh to¸n thùc 
hµnh). Ngoµi ra, ë cuèi ch−¬ng nµy c«ng thøc Newton-Leibniz sÏ cung cÊp cho chóng 
ta mét ph−¬ng ph¸p lîi h¹i ®Ó tÝnh tÝch ph©n x¸c ®Þnh kh«ng th«ng qua tæng Riemann 
®èi víi nh÷ng hµm cã cÊu tróc ®Æc biÖt.  

9.1.2.  Mét sè thÝ dô ®¬n gi¶n 
ThÝ dô  1) ],[,)( baxcxf ∈∀= . Khi Êy mäi tæng Riemann ®Òu trïng nhau vµ lµ 

∑ ∑
= =

−− −=−=−
N

i

N

i
iiiii abcxxcxxcf

1 1
11 )()())((  . 

Cho nªn ∫ −=
b

a

abcdxxf )()(  . 
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

=
−∈

=
.0

}0{\]1,1[0
)(

xkhi
xkhi

xf
α

 

Râ rµng víi mét ph©n ho¹ch bÊt kú cã bÒ réng δ  th× tæng Riemann cña  f   cã gi¸ trÞ 
tuyÖt ®èi kh«ng v−ît qu¸ δα2 . Khi c¸c ph©n ho¹ch nµy cã bÒ réng nhá dÇn vÒ 0 th× 

c¸c tæng Riemann t−¬ng øng còng vËy. Suy ra 

∫ =
b

a

dxxf 0)(  . 

3) 




=
.   
, 

tû v« sè lµ khi         0

tû h−ò sè lµ   khi         

x
x

xf
1

)(  

Râ rµng tÝch ph©n Riemann cña  f   trªn ®o¹n [0,1] lµ kh«ng tån t¹i, v× víi mét ph©n 
ho¹ch bÊt kú ta ®Òu cã thÓ t×m ®−îc 2 tæng Riemann kh¸c nhau cã gi¸ trÞ lµ 0 vµ 1, tøc 
lµ kh«ng thÓ n»m chung trong mét l©n cËn ®ñ nhá cña bÊt cø ®iÓm nµo. 

9.2.  C¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n 
___________________________

 

9.2.1.  C¸c phÐp tÝnh trªn c¸c hµm kh¶ tÝch 
MÖnh ®Ò  (1) NÕu  f , g   lµ nh÷ng hµm kh¶ tÝch trªn ®o¹n ],[ ba   th× hµm )( gf +  lµ kh¶ tÝch 

trªn ®o¹n ],[ ba  vµ 

∫ ∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()())()(( . 

(2) NÕu  f   lµ hµm kh¶ tÝch trªn ®o¹n ],[ ba  vµ  c lµ mét sè thùc th×  cf   lµ hµm kh¶ 
tÝch trªn ],[ ba  vµ 

∫ ∫=
b

a

b

a

dxxfcdxxcf )(.)( . 

Chøng minh (1) LÊy ∫∫ +=
b

a

b

a

dxxgdxxfA )()( , vµ cho 0>ε  bÊt kú, ta t×m ®−îc sè 

0>δ  ®Ó víi mäi ph©n ho¹ch cã bÒ réng nhá h¬n δ  vµ mäi tæng Riemann cña  f  vµ g 

(ký hiÖu t−¬ng øng lµ fS  vµ gS  ) ta ®Òu cã 
2

)(,
2

)( εε
<−<− ∫∫

b

a
g

b

a
f dxxgSdxxfS , 

cho nªn khi Êy mäi tæng Riemann cña )( gf +  sÏ tháa m·n 

ε<−+−≤−+=− ∫∫+

b

a
g

b

a
fgfgf dxxgSdxxfSASSAS )()(  . 

NghÜa lµ, )( gf +  lµ kh¶ tÝch vµ tÝch ph©n cña nã lµ A. 

(2) Chøng minh lµ dÔ dµng, v×  
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∫∫ −≤−
b

a
f

b

a
cf dxxfScdxxfcS )()(  . 

9.2.2.  TÝnh ®¬n ®iÖu cña tÝch ph©n 

MÖnh ®Ò (i) NÕu  f   lµ hµm kh¶ tÝch vµ kh«ng ©m th× 0)( ≥∫ dxxf
b

a

. 

(ii) NÕu ),()( xgxf ≥  víi mäi  x∈ [a,b] th× ∫∫ ≥
b

a

b

a

dxxgdxxf )()(  . 

 

Chøng minh (i) Râ rµng mäi tæng Riemann cña  f   lµ kh«ng ©m. Víi mäi 0>ε , t×m 
®−îc tæng Riemann fS  tháa m·n εε −≥−> fSA .  Tõ ®©y suy ra 0≥A . 

(ii) ∫ ≥−⇒≥−⇔≥
b

a

dxxgxfxgxfxgxf 0)]()([0)()()()(  

∫ ∫∫ ∫ ≥⇔≥−⇔
b

a

b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgdxxf )()(0)()(  . 

9.2.3.  TÝnh bÞ chÆn cña tÝch ph©n 
MÖnh ®Ò  (§Þnh lý trung b×nh) 

NÕu  f   lµ hµm kh¶ tÝch trªn ®o¹n [a,b] vµ Mxfm ≤≤ )(  víi mäi ],[ bax∈  th× 

∫ −≤≤−
b

a

abMdxxfabm )()()( . 

Chøng minh Suy ra ngay tõ phÇn (ii) cña mÖnh ®Ò 
trªn. 

MÖnh ®Ò nµy cã ý nghÜa h×nh häc ®¬n gi¶n lµ: DiÖn 
tÝch h×nh thang cong nhá h¬n diÖn tÝch h×nh ch÷ nhËt 
chøa nã vµ lín h¬n h×nh ch÷ nhËt mµ nã chøa. 

NÕu f  lµ hµm kh¶ tÝch trªn ],[ ba  th× ta ®Æt 

∫ ∫−=
a

b

b

a

dxxfdxxf )()(  

vµ 

∫ ∈∀=
c

c

bacdxxf ],[,0)( . 

HÖ qu¶ Cho  a, b, c  lµ c¸c sè bÊt kú,  f  lµ hµm sè x¸c ®Þnh trªn mét kho¶ng chøa c¶ 3 ®iÓm 
®ã. NÕu 2 trong 3 ®¹i l−îng 

 ∫ ∫∫
b

a

c

b

c

a
dxxfdxxfdxxf )(,)(,)(  
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 tån t¹i th× ®¹i l−îng thø 3 còng tån t¹i, vµ ®¼ng thøc sau tháa m·n 

∫∫∫ =+
c

a

c

b

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( . 

Chøng minh Suy ra ngay tõ ®Þnh nghÜa. 

9.3.   Sù tån t¹i cña tÝch ph©n
_________________________

 

9.3.1.  Bæ ®Ò c¬ b¶n 

Hµm  f   lµ kh¶ tÝch trªn ®o¹n ],[ ba  khi vµ chØ khi mäi tæng Riemann øng víi c¸c ph©n 
ho¹ch cã bÒ réng ®ñ bÐ lµ sai kh¸c nhau mét l−îng ®ñ bÐ, nghÜa lµ  

εδδδε <−⇒<<>∃>∀ )()()(,)(,0,0 2121 PSPSPdPd ff    

(trong ®ã )( iPd  lµ ký hiÖu bÒ réng cña ph©n ho¹ch iP , cßn )( if PS  lµ tæng Riemann 

øng víi ph©n ho¹ch )2,1( =iPi ). 

Chøng minh Theo ®Þnh nghÜa, nÕu  f   lµ kh¶ tÝch trªn  ],[ ba   th× 0>∀ε 0>∃δ  sao 

cho víi δ<)(Pd  th× 
2

|)()(| ε
<− ∫

b

a
f dxxfPS . Khi Êy víi mäi 21, PP  mµ δ<)( iPd , 

)2,1( =i  ta cã 

ε<−+−≤− ∫∫ |)()(||)()(|)()( 2121

b

a
f

b

a
fff dxxfPSdxxfPSPSPS . 

Nh− vËy mét chiÒu cña bæ ®Ò ®· ®−îc chøng minh. 

§Ó chøng minh chiÒu ng−îc l¹i ta lÊy d·y 
nn 2

1
=ε  vµ d·y 0↓nδ  sao cho 

n
PSPS ff 2

1)()( 21 <−    khi  )2,1(,)( =< iPd ni δ . 

LÊy d·y c¸c ph©n ho¹ch nP  tháa m·n nnPd δ<)( . Ta cã nmPd nm >∀< ,)( δ , vµ c¸c 

tæng Riemann )( nf
n PSS =  lËp thµnh mét d·y Cauchy, bëi v× 

nm
n

SS mn >∀<− ,
2
1

. 

Nh− vËy }{ nS  héi tô tíi mét sè A. Tõ bÊt ®¼ng thøc trªn, sau khi qua giíi h¹n víi m  

tiÕn ra v« cïng, ta cã n
n

AS n ∀<− ,
2
1

. LÊy sè 0>ε  bÊt kú, ta t×m ®−îc N ®Ó 

ε<
N
1

. LÊy Nδδ = .  L−u ý r»ng víi δ<)(Pd , th× 
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ε<=+<−+−≤−
NNN

ASSPSAPS NN
ff

1
2
1

2
1)()( . 

Theo ®Þnh nghÜa ta suy ra hµm  f   lµ kh¶ tÝch vµ bæ ®Ò ®−îc chøng minh ®Çy ®ñ. 

NhËn xÐt Bæ ®Ò cho ta thÊy r»ng tÝch ph©n ∫
b

a

dxxf )(  tån t¹i khi vµ chØ khi c¸c tæng Riemann 

tháa m·n tiªu chuÈn Cauchy khi cho bÒ réng cña ph©n ho¹ch nhá dÇn vÒ 0. Vµ khi ®ã, 

tån t¹i giíi h¹n ∫=→

b

a
fPd

dxxfPS )()(lim
0)(

. 

9.3.2.  TÝnh kh¶ tÝch cña hµm liªn tôc 
§Þnh lý Hµm sè liªn tôc trªn ®o¹n ],[ ba  th× kh¶ tÝch trªn ®o¹n ®ã. 

Chøng minh Ta biÕt r»ng nÕu  f  lµ liªn tôc trªn ®o¹n ],[ ba  th× nã liªn tôc ®Òu trªn 
®o¹n ®ã, nghÜa lµ )(0 εδδε =∃>∀  sao cho 

εδ <−⇒<− )()( 2121 xfxfxx . 

Nh− vËy còng tån t¹i sè δ ′  sao cho 

)(
)()( 2121 ab

xfxfxx
−

<−⇒′<−
εδ . 

LÊy 2 ph©n ho¹ch bÊt kú 21, PP  víi )2,1()( =′< iPd i δ  ta thÊy ngay 

ε
δ

<−−<−
′<−

)(].)()(max[)()( 2121
21

abxfxfPSPS
xxff , 

Vµ theo bæ ®Ò c¬ b¶n ta suy ra   f  lµ kh¶ tÝch. 

NhËn xÐt §Þnh lý trªn cho ta thÊy r»ng líp hµm kh¶ tÝch chøa toµn bé líp hµm liªn tôc. Tuy 
nhiªn, cã rÊt nhiÒu hµm kh¶ tÝch mµ kh«ng liªn tôc (®¬n gi¶n nh− lµ thÝ dô 2 ë phÇn 
®Çu cña ch−¬ng nµy). Cho nªn, viÖc t×m ra c¸c tiªu chuÈn kh¶ tÝch tæng qu¸t h¬n (cho 
c¸c hµm kh«ng nhÊt thiÕt liªn tôc) lµ rÊt cÇn thiÕt. 

9.3.3.  Hµm bËc thang 
Hµm sè  f x¸c ®Þnh trªn ®o¹n ],[ ba  ®−îc gäi 
lµ hµm bËc thang nÕu nh− cã mét ph©n ho¹ch 

No xxx ,...,, 1  cña ®o¹n ],[ ba  sao cho  f  nhËn 
gi¸ trÞ h»ng trªn mçi kho¶ng 

),...,4(),( 1 Nixx ii =− . 

Bæ ®Ò Hµm bËc thang lµ kh¶ tÝch. Ngoµi ra, nÕu ic  lµ gi¸ trÞ cña  f  trªn mçi kho¶ng ),( 1 ii xx −  
th× 

∫ ∑
=

−−=
b

a

N

i
iii xxcdxxf

1
1)()(  . 

 

H×nh 9.3 
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Chøng minh §Þnh nghÜa hµm sè iϕ  nh− sau 









==
∈
∈

=

−

−

−

ii

ii

iii

i

xxxxkhixf
xxbaxkhi

xcxkhic
x

  hay  

 

1

1

1

)(
],[\],[0

),(
)(ϕ  

Râ rµng ∑
=

=
N

i
i xxf

1
)()( ϕ . Tõ ®Þnh nghÜa ta dÔ dµng thÊy r»ng mçi hµm )(⋅iϕ lµ kh¶ 

tÝch vµ ∫ −−=
b

a
iiii xxcdxx )()( 1ϕ . V× tæng cña c¸c hµm kh¶ tÝch lµ kh¶ tÝch, cho nªn bæ 

®Ò trªn ®−îc chøng minh xong. 

NhËn xÐt Râ rµng c¸c hµm bËc thang lµ kh«ng liªn tôc vµ bæ ®Ò trªn cho ta mét vÝ dô ®iÓn h×nh 
vÒ c¸c hµm kh¶ tÝch kh«ng nhÊt thiÕt liªn tôc. Nã còng ®ång thêi cho thÊy mèi quan hÖ 
kh¨ng khÝt gi÷a tÝch ph©n cña mét hµm bËc thang kh«ng ©m víi diÖn tÝch cña miÒn 
giíi h¹n bëi  trôc hoµnh vµ ®å thÞ cña hµm ®ã. §Ó thÊy hÕt tÝnh "khu«n mÉu" cña líp 
hµm bËc thang trong tËp hîp c¸c hµm kh¶ tÝch, chóng ta sÏ chØ  ra r»ng líp hµm kh¶ 
tÝch chÝnh lµ líp nh÷ng hµm cã thÓ ®−îc xÊp xØ tèt bëi c¸c hµm bËc thang. 

9.3.4.  Tiªu chuÈn kh¶ tÝch 
 §Þnh lý Hµm →],[: baf   lµ kh¶ tÝch khi vµ chØ khi nã bÞ kÑp gi÷a hai hµm bËc thang cã tÝch 

ph©n gÇn nhau bao nhiªu tuú ý. NghÜa lµ, víi mçi 0>ε  tån t¹i c¸c hµm bËc thang 

21, ff  trªn ],[ ba  sao cho 

],[,)()()( 21 baxxfxfxf ∈∀≤≤  , 
vµ 

∫ <−
b

a

dxxfxf ε)]()( 12[  . 

Chøng minh ( )⇒  NÕu  f   lµ kh¶ tÝch th× víi mçi 0>ε  tån t¹i sè 0>δ  sao cho víi 

ph©n ho¹ch },...,,{ 1 No xxxP =  (d(P)<δ) vµ c¸c tæng Riemann bÊt kú 

∑ ∑
= =

−−− ∈′−′=′−=
N

i

N

i
iiiiiiiii xxccxxcfSxxcfS

1 1
1111 ][,),)((),)((  

ta lu«n cã 

2
))](()([

1
1

ε
<−′−=′− ∑

=
−

N

i
iiii xxcfcfSS  . 

§Æc biÖt, víi mçi j, nÕu chän 
jicc ii ≠∀=′ ,  

th× suy ra, víi mäi ],[ 1 jjj xxc −∈′ , ta cã 

2
)()()( 1

ε
<−′− −jjjj cxcfcf . 

Nh− vËy 

],[,
)(2

)()( 1
1

jjj
jj

jj xxc
xx

cfcf −
−

∈′∀
−
ε

+<′  . 
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NghÜa lµ )(⋅f  bÞ chÆn trªn mçi ®o¹n ],[ 1 jj xx − . Cho nªn ta cã thÓ ®Æt 

]},,[),(sup{
]},,[),(inf{

1

1

iii

iii

xxttfM
xxttfm

−

−

∈=
∈=

 

vµ ®Þnh nghÜa c¸c hµm bËc thang 21, ff  nh− sau 





==
=∈

= −

Nixxkhimm
Nixxxkhim

xf
iN

iii

,...,1,0,},...,min{
,...,2,1,),(

)(
1

1
1  

 
 





==
=∈

= −

NixxkhiMM
NixxxkhiM

xf
iN

iii

,...,1,0,},...,max{
,...,2,1,),(

)(
1

1
1  

 
 

Râ rµng  
),()()( 21 xfxfxf ≤≤ ],[ bax∈∀ .  

Ta sÏ chØ ra r»ng 

 ∫ <−
b

a

dxxfxf ε)]()([ 22 .  

ThËt vËy, chän c¸c ®iÓm Nixx iiii ,...,2,1],,[, 1 =∈ −ηζ  sao cho 

)(4
)(

ab
mf ii −

+<
εζ  , 

)(4
)(

ab
Mf ii −

−>
εη  . 

Suy ra  
)(2

)()(
ab

ffmM iiii −
+−≤−

εζη . 

Ta cã  

∫ ∑ ≤−−=−
=

−

b

a

N

i
iiii xxmMdxxfxf

1
112 ))(()]()([  

∑
=

− −
−

+−−≤
N

i
iiii ab

ab
xxff

1
1 )(

)(2
))](()([ εζη  

2
|))](()([|

1
1

εζη +−−≤ ∑
=

−

N

i
iiii xxff  

V× ∑
=

−−
N

i
iii xxf

1
1))((η  vµ ∑

=
−−

N

i
iii xxf

1
1))((ζ  lµ c¸c tæng Riemann trªn ph©n ho¹ch P cho 

nªn hiÖu cña chóng kh«ng v−ît qu¸ 
2
ε

. Nh− vËy 

∫ ε=
ε

+
ε

<−
b

a

dxxfxf
22

)]()([ 12  . 

( )⇐  Gi¶ sö  f   cã tÝnh chÊt nªu trong mÖnh ®Ò, tøc lµ víi mçi 0>ε  tån t¹i c¸c hµm 

bËc thang 21, ff  sao cho 

 ],[),()()( 21 baxxfxfxf ∈∀≤≤   
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vµ  

3
])()([ 12

ε
<−∫ dxxfxf

b

a

.  

Ta chän sè 0>δ  ®ñ bÐ sao cho  

δε
<∀<− ∫ )(,,

3
|)()(| 11111

PdPdxxfPS
b

a
f  

vµ 

δε
<∀<− ∫ )(,,

3
|)()(| 22222

PdPdxxfPS
b

a
f  . 

DÔ dµng thÊy r»ng nÕu )( if PS  lµ tæng Riemann cña f  trªn ph©n ho¹ch iP  th× ta cã: 

+−≤−≤− ∫ |)()(|)()()()( 221212 212

b

a
fffff dxxfPSPSPSPSPS  

εεεε
=++<−+−+ ∫∫∫ 333

|)()(||)()(| 12111

b

a

b

a

b

a
f dxxfdxxfdxxfPS  

Tõ bæ ®Ò c¬ b¶n ta suy ra hµm f  lµ kh¶ tÝch, vµ ®Þnh lý ®−îc chøng minh xong. 

NhËn xÐt Chó ý r»ng phÇn d−íi ®å thÞ cña hµm bËc thang n»m trªn trôc hoµnh chÝnh lµ hîp cña 
c¸c h×nh ch÷ nhËt, cho nªn mÖnh ®Ò trªn cho ta mét h×nh ¶nh h×nh häc rÊt t−êng minh 
vÒ hµm kh¶ tÝch, cô thÓ lµ: mét hµm lµ kh¶ tÝch khi vµ chØ khi phÇn d−íi ®å thÞ cña hµm 
nµy cã thÓ ®−îc xÊp xØ bëi c¸c h×nh ch÷ nhËt víi ®é chÝnh x¸c tïy ý. 

9.3.5.  C¸c hÖ qu¶ quan träng 
HÖ qu¶ (i) Hµm kh¶ tÝch trªn ®o¹n [a,b] th× còng bÞ chÆn trªn ®o¹n ],[ ba . 

(ii) Cho f  x¸c ®Þnh trªn ),(],,[ bacba ∈ . Hµm f  lµ kh¶ tÝch trªn ],[ ba  khi vµ chØ 
khi nã kh¶ tÝch trªn mçi ®o¹n con ],[],,[ bcca , vµ trong tr−êng hîp ®ã: 

∫ ∫ ∫+=
b

a

c

a

b

c

dxxfdxxfdxxf )()()(  . 

Chøng minh Suy ra tõ ®Þnh lý trªn. 

NÕu   f   lµ hµm kh¶ tÝch trªn ],[ ba  th× ta ®Æt  

∫ ∫−=
a

b

b

a

dxxfdxxf )()(    vµ  ∫ ∈∀=
c

c

bacdxxf ],[,0)( . 

9.4.  §Þnh lý c¬ b¶n cña _____________________________  
phÐp tÝnh tÝch ph©n 
Cho hµm sè f  liªn tôc trªn mét kho¶ng U . LÊy Ua∈  vµ ®Þnh nghÜa hµm sè 
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∫=
x

a

dttfxF )()(  . 

Hµm nµy x¸c ®Þnh víi mäi Ux∈  (v× f  lµ liªn tôc). 

9.4.1.  §Þnh lý c¬ b¶n 
§Þnh lý Hµm sè )(xF  lµ kh¶ vi trªn U  vµ 

)()( xfxF =′  . 

Chøng minh Ta cÇn chØ ra r»ng Uxo ∈∀  

)()()(lim o
o

o
xx

xf
xx

xFxF
o

=
−
−

→
. 

§Ó ý r»ng: 

=−
−

−

=−
−
− ∫∫

|)(
)()(

||)(
)()(

| o
o

x

a

x

a
o

o

o xf
xx

dttfdttf
xf

xx
xFxF

o

 

∫∫∫ −
−

=−
−

=
x

x
o

o

x

x
o

x

xo ooo

dtxftf
xx

dtxfdttf
xx

)]()([1|)()(|
||

1
 

vµ 

)()(max|)()(max||)]()([|
],[],[ oxxo

x

x
oxx

x

x
o xffxxdtxffdtxftf

o
o

o
o

−−=−≤−
∈∈∫∫ ζζ

ζζ
 

Cho nªn 

0)()(suplim)()(maxlim)(
)()(

lim
][

=−=−ζ=−
−
−

→−∈ζ→→ o
xx

oxxxxo
o

o

xx
xfxfxffxf

xx
xFxF

oooo

 

do f  lµ hµm liªn tôc. 

§Þnh lý ®· ®−îc chøng minh xong. 

HÖ qu¶ NÕu  f   lµ hµm liªn tôc trªn mét kho¶ng th× tån t¹i hµm  F x¸c ®Þnh trªn kho¶ng ®ã vµ 
cã ®¹o hµm lµ  f . 

Chøng minh Suy ra ngay tõ ®Þnh lý trªn. 

9.4.2.  C«ng thøc Newton-Leibniz 
§Þnh lý (Newton-Leibniz) NÕu  F lµ hµm sè x¸c ®Þnh trªn kho¶ng RU ⊂  vµ cã ®¹o hµm lµ  f   

th×  

∫ −=
b

a

aFbFdxxf ).()()(  

Chøng minh Ta cã 
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0)()())()(( =−=− ∫ xfxfdttfxF
dx
d x

a

.  

nªn cdttfxF
x

a

=− ∫ )()( . Thay ax =  ta cã )(aFc =  cho nªn ∫ +=
x

a

aFdttfxF )()()( . 

Tõ ®©y, ta cã ngay ®iÒu cÇn chøng minh. 

9.4.3.  C«ng thøc ®æi biÕn 
MÖnh ®Ò Cho VU ,  lµ c¸c kho¶ng bÊt kú trong  , VU →ϕ :  lµ hµm kh¶ vi liªn tôc, 

→Vf :  lµ hµm liªn tôc. Khi ®ã, Uba ∈∀ , , 

∫ ∫=′
b

a

b

a

dvvfduuuf
)(

)(

)()()]([
ϕ

ϕ

ϕϕ . 

Chøng minh §Æt  VydvvfyF
y

a

∈∀= ∫ ,)()(
)(ϕ

.  Râ rµng  F  lµ hµm kh¶ vi vµ fF =′ . 

Hµm  ∫=
)(

)(

)()(
x

a

dvvfxG
ϕ

ϕ

  lµ hîp cña 2 hµm kh¶ vi liªn tôc F  vµ ϕ , cho nªn còng lµ 

kh¶ vi liªn tôc. Theo quy t¾c lÊy ®¹o hµm cña hµm hîp ta cã: 

UxxxfxxFxG ∈∀′=′′=′ ,)()]([)()]([)( ϕϕϕϕ . 
Nh− vËy 

∫ +′=
x

a

cduuufxG )()]([)( ϕϕ , 

víi c lµ mét h»ng sè nµo ®ã. Cho ax =  ta cã 0)( == aGc , vµ cho bx =  ta cã ®iÒu 
cÇn chøng minh. 

9.5.  ý nghÜa h×nh häc vµ 
____________________________

 
øng dông cña tÝch ph©n x¸c ®Þnh 

9.5.1.  Kh¸i niÖm vÒ diÖn tÝch cña miÒn mÆt ph¼ng 

Ta ®· tõng biÕt vÒ ®Þnh nghÜa vµ c¸ch tÝnh diÖn tÝch cña h×nh vu«ng vµ h×nh ch÷ nhËt. 
Trªn c¬ së ®ã ta tÝnh ®−îc diÖn tÝch cña mét h×nh tam gi¸c bÊt kú b»ng c¸ch t¸ch nã 
thµnh 2 tam gi¸c vu«ng (nöa cña h×nh ch÷ nhËt). DiÖn tÝch cña ®a gi¸c bÊt kú l¹i ®−îc 
tÝnh nh− tæng cña c¸c tam gi¸c hîp thµnh. Xa h¬n n÷a, ta ®· biÕt ®Þnh nghÜa vµ tÝnh 
diÖn tÝch cña mét h×nh trßn nh− giíi h¹n cña diÖn tÝch c¸c ®a gi¸c ®Òu néi tiÕp (hoÆc 
ngo¹i tiÕp) h×nh trßn ®ã khi sè c¹nh tiÕn ra v« cïng. Tuy nhiªn, c¸c ph−¬ng ph¸p nµy 
kh«ng cho phÐp ta x¸c ®Þnh diÖn tÝch cña mét miÒn giíi h¹n bëi mét ®−êng cong liªn 
tôc bÊt kú (thÝ dô nh− mÆt n−íc hå Hoµn KiÕm). B©y giê ta cã thÓ sö dông tÝch ph©n 
x¸c ®Þnh ®Ó lµm ®iÒu ®ã. 
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9.5.2.  ý nghÜa h×nh häc cña tÝch ph©n 
Tr−íc hÕt, ta x¸c ®Þnh diÖn tÝch cña mét h×nh thang 
cong D  giíi h¹n bëi ®å thÞ cña mét hµm liªn tôc 

0)( ≥xf , vµ c¸c ®−êng th¼ng 0,, === ybxax . 

LÊy mét ph©n ho¹ch bÊt kú P: ,...1xxa o ≤=  

bxN =≤, vµ c¸c ®iÓm ],[, 1 iiii xx −∈ηζ  sao cho  

]},[/)(max{)(
]},[/)(min{)(

1

1

iii

iii

xxxxff
xxxxff

−

−

∈=
∈=

η
ζ

 

Tõ mÖnh ®Ò vÒ tÝnh bÞ chÆn cña tÝch ph©n (®Þnh lý trung b×nh, xem h×nh vÏ minh häa 

9.2), ta thÊy r»ng ∑
=

−−=
N

i
iii xxfPS

1
1min ))(()( ζ  lµ tæng diÖn tÝch cña c¸c h×nh ch÷ nhËt 

n»m gän trong miÒn D vµ ∑
=

−−=
N

i
iii xxfPS

1
1max ))(()( η  lµ tæng diÖn tÝch c¸c h×nh ch÷ 

nhËt phñ kÝn miÒn D. NghÜa lµ, nÕu nh− miÒn D ®−îc g¸n mét gi¸ trÞ diÖn tÝch lµ S(D) 
nµo ®ã th× 

).()()( maxmin PSDSPS ≤≤                    (*) 

Khi ph©n ho¹ch cµng mÞn th× Smin(P) cµng lín dÇn lªn vµ Smax(P) cµng  nhá dÇn ®i.  V× 
hµm sè liªn tôc nªn nã lµ kh¶ tÝch, suy ra Smin(P)  vµ Smax(P)  sÏ cïng nhau tiÕn dÇn ®Õn 
gi¸ trÞ tÝch ph©n cña hµm nµy (v× chóng cïng lµ nh÷ng tæng Riemann).  Tõ biÓu thøc 
(*) ta suy ra gi¸ trÞ tÝch ph©n cña hµm  ph¶i trïng víi S(D). Nh− vËy, sÏ lµ hîp lý nÕu ta 
®Þnh nghÜa diÖn tÝch cña miÒn D  lµ 

∫=
b

a

dxxfDS )()( . 

§©y lµ c«ng thøc tÝch diÖn tÝch cña miÒn D cã d¹ng 
h×mh thang cong nh− trong H×nh vÏ 9.4. Tõ ®©y dÔ 
dµng tÝnh ®−îc diÖn tÝch mét miÒn E giíi h¹n bëi 2 
®−êng cong nh− trong H×nh  9.5 

b»ng c¸ch lÊy hiÖu cña 2 tÝch ph©n c¸c hµm 2f  vµ 

1f , tøc lµ ta cã 

∫ ∫ ∫ −=−=
b

a

b

a

b

a

dxxfxfdxxfdxxfES .)]()([)()()( 1212  

Víi c¸ch chia mét h×nh thµnh nh÷ng phÇn cã d¹ng ®¬n gi¶n h¬n (nh− D ho¨c E) ta cã 
thÓ tÝnh ®−îc diÖn tÝch cña hÇu hÕt c¸c h×nh gÆp trong thùc tÕ. 

9.5.3.  TÝnh thÓ tÝch c¸c vËt thÓ 3 chiÒu 
Ta ®· biÕt tÝnh thÓ tÝch c¸c h×nh lËp ph−¬ng vµ h×nh hép ch÷ nhËt. Sau ®ã, ta còng ®· 
tÝnh ®−îc thÓ tÝch cña mét l¨ng trô th«ng qua diÖn tÝch ®¸y vµ chiÒu cao cña l¨ng trô. 

 

H×nh 9.4 

 

H×nh 9.5 
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Trong phÇn nµy ta sÏ x¸c ®Þnh diÖn tÝch cña nh÷ng vËt thÓ ®a d¹ng h¬n trong kh«ng 
gian (3 chiÒu).  

1. C«ng thøc tÝnh thÓ tÝch 

Gi¶ sö vËt thÓ (H) n»m trong kh«ng gian. Chän trôc to¹ ®é 0x. MÆt mÆt ph¼ng (P) 
vu«ng gãc víi 0x t¹i ®iÓm x  c¾t vËt thÓ (H) theo mét thiÕt diÖn cã diÖn tÝch b»ng S(x). 
Gi¶ thiÕt r»ng S(x) lµ mét hµm liªn tôc.  

§Ó tÝnh thÓ tÝch cña phÇn vËt thÓ (H) ®−îc giíi h¹n 
bëi 2 mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi 0x t¹i c¸c ®iÓm a vµ 
b, ta lÊy mét ph©n ho¹ch cña ®o¹n [a,b] gåm c¸c 
®iÓm chia  

bxxxa n =<<<= ...10 . 

Trªn mçi ®o¹n [xi,xi+1] (i=0,...,n) chän mét ®iÓm tuú 
ý víi hoµnh ®é ci. Qua mçi ®iÓm ci dùng mét mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi 0x vµ c¾t (H) 
theo thiÕt diÖn cã diÖn tÝch lµ  S(ci). Dùng h×nh trô cã chiÒu cao b»ng iii xx −=∆ +1 vµ 

mÆt ®¸y lµ thiÕt diÖn nµy. Ta biÕt r»ng thÓ tÝch cña h×nh trô dã b»ng iicS ∆)( . Tæng thÓ 
tÝch cña tÊt c¶ c¸c khèi h×nh trô nhá chÝnh lµ mét xÊp xØ cña thÓ tÝch vËt thÓ (H), vµ 
b»ng  

nncScS ∆++∆ )(...)( 11 . 

§©y chÝnh lµ tæng Riemann cña hµm  S(x) øng víi ph©n ho¹ch ®· biÕt cña ®o¹n [a,b]. 
Víi c¸c suy luËn t−¬ng tù nh− ®èi víi kh¸i niÖm diÖn tÝch ë phÇn trªn, ta ®i tíi ®Þnh 
nghÜa thÓ tÝch V cña h×nh (H)  lµ 

∫=
b

a

dxxSV )( . 

2. ThÓ tÝch c¸c h×nh ®Æc biÖt 

a) ThÓ tÝch h×nh chãp 

Víi mét h×nh chãp (kh«ng nhÊt thiÕt trßn xoay) 
cã diÖn tÝch ®¸y lµ  B  vµ chiÒu cao h  th× diÖn 
tÝch thiÕt diÖn (vu«ng gãc víi chiÒu cao vµ c¸ch 
®Ønh mét kho¶ng b»ng x)  sÏ tû lÖ víi b×nh 
ph−¬ng cña x/h, nghÜa lµ  S(x) = B(x/h)2. Tõ c«ng 
thøc tÝnh thÓ tÝch ë phÇn trªn ta cã 

Bh
x

hxxBhdxxBhdx
h
xBdxxSV

h hh

3
1

03
)(

3

0

2

0

22
2

2

0

=
=
=

==== ∫ ∫∫ −−

b) ThÓ tÝch h×nh chãp côt 

Víi h×nh chãp côt cã ®¸y lín  B, ®¸y nhá  B’ vµ chiÒu cao  h, th× b»ng lËp luËn t−¬ng 
tù nh− trªn ta tÝnh ®−îc diÖn tÝch thiÕt diÖn ®i qua ®iÓm mçi ®iÓm x th«ng qua  B,B’,h 
råi ¸p dông c«ng thøc tÝch ph©n ta thu ®−îc c«ng thøc 

hBBBBV )''(
3
1

++=  

c) ThÓ tÝch khèi trßn xoay 

 

H×nh 9.6 

 

H×nh 9.6 
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Khèi trßn xoay ®−îc t¹o bëi mét phÇn mÆt ph¼ng quay xung quanh mét trôc nµo ®ã. 
Khi phÇn mÆt ph¼ng ®−îc giíi h¹n bëi ®å thÞ ®−êng cong y=f (x) vµ c¸c ®−êng th¼ng 
x=a, x=b, y=0, cßn trôc quay  ®−îc chän lµ 0x, th× 
thiÕt diÖn cña nã t¹i mçi ®iÓm x lµ mét h×nh trßn cã 
diÖn tÝch lµ  S(x)= πf 2(x). Cho nªn, thÓ tÝch cña khèi 
trßn xoay nµy ®−îc tÝnh b»ng c«ng thøc  

∫=
b

a

dxxfV )(2π . 

 

d) ThÓ tÝch h×nh cÇu 

H×nh cÇu lµ mét d¹ng ®Æc biÖt cña khèi trßn xoay, 

khi  f (x)  cã ®å thÞ lµ mét nöa vßng trßn (tøc lµ  22)( xRxf −= ) , cho nªn ta dÔ 
dµng tÝnh  ®−îc thÓ tÝch cña nã lµ 

322222

3
4)()( RdxxRdxxRV

R

R

R

R

πππ ∫∫
−−

=−=−= . 

 

H×nh 9.7 
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_________________________________
Bµi tËp vµ 

Thùc hµnh tÝnh to¸n Ch−¬ng 9 

1.  Thùc hµnh tÝnh tÝch ph©n x¸c ®Þnh 
________________

 
§Ó thùc hµnh tÝnh tÝch ph©n x¸c ®Þnh, h·y  vµo dßng lÖnh cã có ph¸p nh− sau:  

[> int(f(x),x = a..b);      

Trong ®ã   f(x)  lµ biÓu thøc d−íi dÊu tÝch ph©n a, b lµ cËn d−íi vµ cËn trªn. Sau dÊu (;) 
ta Ên phÝm "Enter" th× viÖc tÝnh tÝch ph©n x¸c ®Þnh sÏ ®−îc thùc hiÖn vµ sÏ cã ngay ®¸p 
sè.  

ThÝ dô [> int(1/(x^2-5*x+6),x=0..1); 
2 ln(2) − ln(3) 

Muèn cã c«ng thøc biÓu diÔn tÝch ph©n, ta ®¸nh c¸c dßng lÖnh cã có ph¸p t−¬ng tù nh− 
trªn , nh−ng thay int bëi Int, tøc lµ: 

[> Int(1/(x^2-5*x+6),x=0..1); 

dx
xx∫ +−

1

0
2 65
1

 

Vµ ®Ó  cã gi¸ trÞ sè cña biÓu thøc trªn ta dïng lÖnh 

[> value("); 
2 ln(2) - ln(3) 

trong ®ã (") ngô ý chØ biÓu thøc ngay tr−íc ®ã. 

L−u ý r»ng khi kÕt qu¶ lµ mét biÓu thøc cång kÒnh th× ta cã thÓ tèi gi¶n b»ng lÖnh 
simplify (®¬n gi¶n hãa) nh− ®· biÕt. 

Trong nhiÒu tr−êng hîp, kÕt qu¶ tÝnh to¸n lµ nh÷ng sè v« tû, ch−a cã c«ng thøc biÓu thÞ 
qua c¸c ký hiÖu th«ng th−êng (tøc lµ qua c¸c hµm sè vµ c¸c sè mµ ta ®· biÕt) th× m¸y 
®Ó nguyªn c«ng thøc (nh− sau mét lÖnh “tr¬”). Nh− vËy kh«ng cã nghÜa lµ m¸y kh«ng 
lµm viÖc (tÝnh to¸n), mµ ng−îc l¹i m¸y vÉn lµm viÖc b×nh th−êng, chØ cã ®iÒu nã kh«ng 
biÓu thÞ ®−îc kÕt qu¶ th«ng qua c¸c lo¹i ký hiÖu mµ ta ®· biÕt. Trong t×nh huèng nh− 
vËy, ta vÉn cã thÓ nhËn biÕt ®−îc kÕt qu¶ tÝnh to¸n cña m¸y b»ng c¸ch b¶o nã cho ta 
mét −íc l−îng xÊp xØ (víi ®é chÝnh x¸c tuú ý), b»ng c©u lÖnh “®¸nh gi¸ xÊp xØ biÓu 
thøc trªn d−íi d¹ng thËp ph©n víi ®é chÝnh x¸c tíi  n ch÷ sè thËp ph©n ”, cã có ph¸p 
nh− sau: 

[> evalf(",n); 
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ThÝ dô [>int(sin(x)/(x+sqrt(x)),x = 0 .. 1); 

dx
xx

x
∫ +

1

0

)sin(
 

[> value("); 

dx
xx

x
∫ +

1

0

)sin(
 

[> evalf(",10); 
.3615792078  

Nh− vËy, mÆc dï nã cã c¶ mét “kho” c¸c hµm vµ ký hiÖu t−îng tr−ng rÊt ®å sé (mµ ta 
ch−a tõng thÊy bao giê), Maple còng kh«ng thÓ vÐt hÕt c¸c tr−êng hîp gÆp ph¶i. Cho 
nªn, khi thÊy Maple tung ra mét biÓu thøc víi c¸c ký hiÖu “l¹ ho¾c” th× ta còng kh«ng 
cã g× ph¶i ng¹c nhiªn. ChØ viÖc dïng lÖnh evalf(") (nh− ë trªn) lµ ta cã thÓ biÕt “nã 
lµ g×?”. 

L−u ý r»ng Maple tÝnh tÝch ph©n x¸c ®Þnh b»ng thuËt to¸n c¬ b¶n, mµ kh«ng ph¶i b»ng 
"mÑo", cho nªn trong mét sè tr−êng hîp nã kh«ng tÝnh nhanh  b»ng ta, thÝ dô 

    [> Int(sin(x)/(1+x^2),x=-Pi..Pi); 

∫
π

π− +
dx

x
x
21
)sin(

 

 

    [> value("); 

)1sinh()i(C
2
1)1sinh()Ci(

2
1)1sinh()Ci(

2
1)1sinh()Ci(

2
1 I- -  - I- -  I - I +ππ+π+π  

Nh− vËy m¸y cho ta mét kÕt qu¶ kh¸ cång kÒnh, trong khi ch¼ng cÇn tÝnh ta còng biÕt 
r»ng tÝch ph©n trªn b»ng 0 (v× hµm d−íi dÊu tÝch ph©n lµ lÎ vµ miÒn lÊy tÝch ph©n lµ ®èi 
xøng qua gèc to¹ ®é).  Tuy nhiªn, ë ®©y kh«ng thÓ xem ph−¬ng ph¸p c¬ b¶n lµ "yÕu 
thÕ" h¬n so víi mÑo vÆt, bëi v× c«ng thøc "cång kÒnh" trªn cho phÐp ta tÝnh ®−îc tÝch 
ph©n trªn bÊt cø ®o¹n nµo, cßn "mÑo vÆt" th× kh«ng thÓ (b¹n nµo kh«ng tin  xin tÝnh 
thö tÝch ph©n kia trªn ®o¹n tõ 0 ®Õn 1 xem sao).  

Muèn kiÓm tra xem Maple cã biÕt r»ng biÓu thøc cång kÒnh trªn lµ b»ng 0 hay kh«ng 
ta dïng lÖnh 

   [> evalf(",100); 

0 

Nh− vËy lµ nã còng biÕt. Tuy nhiªn, khi tÝnh to¸n trong ph¹m vi ®é chÝnh x¸c thÊp th×, 
do sai sè tÝnh to¸n, m¸y cã thÓ kh«ng nhËn ra ®iÒu nµy. ThÝ dô, nÕu ta tÝnh to¸n víi ®é 
chÝnh x¸c chØ tíi 50 ch÷ sè th× m¸y sÏ cho kÕt qu¶ lµ 

   [> evalf(",50); 

I4910.3 −  

Tuy nhiªn, nhiÒu khi Maple còng tá ra "tØnh t¸o" kh«ng thua g× chóng ta, thÝ dô 
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     [> int(sin(x)/(1+x^2),x=-1..1); 

0 

     [> int(sin(x)/(1+x^2),x=-2..2); 

0 

vµ nã dÔ dµng tÝnh ®−îc tÝch ph©n trªn mäi ®o¹n bÊt kú, thÝ dô  

     [> Int(sin(x)/(1+x^2),x=1..2); 

∫
+

2

1
21
)sin( dx

x
x

 

     [> evalf("); 

.3055892508 

2.  TÝnh tÝch ph©n x¸c ®Þnh cña
______________________

 
c¸c líp hµm cô thÓ 

2.1.   TÝnh tÝch ph©n c¸c hµm ph©n thøc 

1)  ∫ +−

1

0
2 65
1 dx

xx
; 2)  ∫ +

1

0
2)1(

dx
x

x
; 3)  ∫ +

1

0
3)1(

dx
x

x
;  

4)  ∫ +

1

0
3)12(

dx
x

x
; 5)  dx

x
x

∫ +

1

0
2

5

1
; 6)  ∫ ++

1

0
24 34

1 dx
xx

; 

2.2.   TÝnh tÝch ph©n c¸c hµm mò, logarit 

1)  ∫
1

0

dxxex ; 2)  ∫ +
1

0

2 )2( dxexx x ; 3)  ∫ −

−

+

1

0 1
dx

e
e

x

x

;  

4) ∫
e

dxxx
1

2ln ; 5)  ∫
2

1
2

ln dx
x

x
; 6)  ∫ ++

1

0
2 )1)(1(

1 dx
xe x ; 

8)  ∫ −−
1

0

.)12(
2
dxex xx  Víi mäi  n > 0, h·y chøng minh   0)12(

1

0

12 2
=−∫ −+ dxex xxn . 

9)   Cho  ...)3,2,1(
1

=
+

= ∫ −

−

ndx
e

eI x

nx

n . 

a) TÝnh I1   . 

b) Chøng minh r»ng 1

1

1
1

−

−

−
−
−

= n

n

n I
n

eI   . 
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2.3.  TÝnh tÝch ph©n c¸c hµm l−îng gi¸c 

Bµi 1  a)  ∫
π

0

2 )(sin dxx ;  b) dxx∫
π

0

2 )3(cos ; c) ∫
π

0

4 )(cos dxx . 

Bµi 2 TÝnh  ∫ −
t

dxx
0

4 ]
2
3)(cos4[  vµ gi¶i ph−¬ng tr×nh  f(t) = 0.    

Bµi 3 TÝnh  ∫
π

+0
2 )(cos1
)sin( dx
x

xx
. 

Bµi 4 TÝnh 

∫
π

0

)sin() dxxxa  ; ∫
π

0

3 )sin() dxxxb  ; ∫
π

0

2 )(sin) dxxxc  ; 

∫
π

0

3 )(sin) dxxxd  ; ∫
π

+0 )sin(1
1) dx

x
e  ; ∫

π

+0
2)]sin(1[
)cos() dx

x
xxf  ; 

∫

π
4

0
4 )(cos
1) dx

x
g  ; ∫

π

π

2

4

4 )(sin
1) dx

x
h  ; ∫

π

+0
2 3)(cos

)sin() dx
x
xi  ; 

∫

π

+

2

0

3

)cos(1
)(sin4) dx

x
xk  ; ∫

π

+0
2 )(cos49
)sin() dx

x
xxl  . 

Bµi 5   

∫
π

0

2 )(tan) dxxa ; ∫

π
4

0

6 )(tan) dxxb  ; ∫
π

0

11 )(sin) dxxc  ; 

∫
π

π−

− dxxd )sin(1)  ; ∫
π

+
2

0

)sin(1) dxxe  ; ∫
π

0

22 )(sin) dxxef x  ; 

∫
xe

dxxg
0

))cos(ln()  ; ∫
π

π− +
dxxh x 13
)(sin)

2

 ; ∫
1

0

2 )(arctan) dxxxi  ; 

2.4.  TÝnh tÝch ph©n c¸c hµm v« tû 

 ∫
−

2

3
2 2 1

1)1 dx
xx

   ;  ∫
+

+3
7

0
3 13

1)2 dx
x

x
    ;  3) ∫ ++

7

2 12 x
dx

 . 

3.  C¸c ph−¬ng ph¸p tÝnh tÝch ph©n x¸c ®Þnh
_________

 

3.1.  Ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn 
 

Bµi 1 TÝnh c¸c tÝch ph©n sau b»ng ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn 
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∫ −
2

0

222)1 dxxax   ∫ +

4

0 1
1)2 dx

x
   ∫ +

1

0 1
)3 dx

x
x

   

∫ +

1

0 1
)4 dx

x
x

    ∫
−2

1

2 1)5 dx
x

x
   

Bµi 2 T×m  a vµ  b sao cho 
)sin(1
)cos(

)sin(1
)cos(

)cos(
1

x
xb

x
xa

x +
+

−
= . Tõ ®ã h·y tÝnh  ∫

π

=
4

1 )cos(
1 dx

x
I . 

3.2.  Ph−¬ng ph¸p tÝnh tÝch ph©n tõng phÇn 
TÝnh c¸c tÝch ph©n sau b»ng ph−¬ng ph¸p tÝch ph©n tõng phÇn 

∫
−

0

1

)1 dxex x  ∫

π
2

0

)cos()2 dxxx  ∫

π
2

1

))cos(ln()3 dxx  

∫

π
2

0

)cos()4 dxxe x  ∫
−

1

1

)arctan()5 dxxx  

6) B»ng c¸ch viÕt: ∫∫

ππ

==
4

0
2

4

0
3 )(cos

1.
)cos(

1
)(cos

1 dx
xx

dx
x

J  vµ sö dông c«ng thøc tÝch 

ph©n tõng phÇn, h·y tÝnh  J. 

4.  TÝnh diÖn tÝch h×nh thang cong
___________________

 
TÝnh diÖn tÝch phÇn mÆt ph¼ng giíi h¹n bëi c¸c ®−êng cong cã c¸c ph−¬ng tr×nh d−íi ®©y: 

Bµi 1 xxy 22 −=  vµ xy =  

Bµi 2 3,0,0,3 2 ===−= xxyxxy . 

Bµi 3  342 +−= xxy  vµ xy −= 3 . 

Bµi 4 0,022 =+=+− xyxyy . 

Bµi 5 10,
10
1,0,)ln( ==== xxyxy . 

Bµi 6 .
2

,2)
2xyxya ==   .

2
,)

2
2 xayyaxb ==   

Bµi 7 
2

,0,0,1)sin()(sin2 π
===++= xxyxxy . 

Bµi 8 0),),arctan( === xxyxy arccot( . 
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Bµi 9 T×m diÖn tÝch phÇn Ellipse  1
94

22

=+
yx

 n»m ë phÝa d−íi parabolla  
32
9 2xy = . 

Bµi 10 Cho ®−êng cong  (P)  cã ph−¬ng tr×nh  xy 22 =   .     
a) X¸c ®Þnh ®−êng chuÈn, tiªu ®iÓm cña (P) vµ vÏ (P). 
b) TÝnh kho¶ng c¸ch ng¾n nhÊt gi÷a (P) vµ ®−êng cong 062 =+− yx    (D). 
c) TÝnh diÖn tÝch h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi (P), trôc 0x vµ tiÕp tuyÕn cña (P) t¹i A(2,2). 
 

Bµi 11 TÝnh diÖn tÝch kS  cña h×nh giíi h¹n bëi c¸c ®−êng  

exxy
x
ky ==== ,1,0),ln(  , 

trong ®ã k lµ sè d−¬ng . 
H·y t×m c¸c sè nguyªn d−¬ng k sao cho  2−< eSk . 

Bµi 12 Cho 
18

)( 3

2

+
=

x
xxf  

a) Kh¶o s¸t vµ vÏ ®å thÞ hµm y = f(x) víi 0≥x . 
b) TÝnh diÖn tÝch h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi ®å thÞ hµm sè vµ ®−êng  y=0. 

c) §Æt ∑
= +

=
n

k
n nk

ku
1

33

2

)2(
. Tõ kÕt qu¶ cña c©u b) suy ra nn

u
→∞
lim . 

Bµi 13 Chøng minh r»ng hµm sè 







=

>−=
0,0

0,
4

)ln(
2)(

22

x

xxxx
xF  

lµ mét nguyªn hµm cña hµm sè 




=
>

=
0,0
0),ln(

)(
xkhi
xkhixx

xf . 

TÝnh diÖn tÝch h×nh ch¾n bëi ½ã thÞ hµm sè y = f(x) vµ ®o¹n [0,1] cña trôc 0x, biÕt ®¬n 
vÞ ®é dµi trªn trôc 0x b»ng 2 cm, cßn ®¬n vÞ ®é dµi trªn trôc 0y b»ng 3 cm. 

Bµi 14 Cho hµm sè  )ln(xey x −=  . 
a) Kh¶o s¸t vµ vÏ ®å thÞ (C) cña hµm sè. 
b) ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn víi (C) t¹i x = 1. 
c) TÝnh diÖn tÝch h×nh giíi h¹n bëi (C) , trôc hoµnh vµ hai ®−êng x=1,  x= e. 

5.  TÝnh thÓ tÝch khèi trßn xoay 
______________________

 
Gäi (S) lµ h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi ®å thÞ  hµm sè. TÝnh thÓ tÝch khèi trßn xoay t¹o bëi 
(S) khi quay quanh trôc 0x trong c¸c tr−êng hîp sau ®©y: 

.0,1),10()1 ==≤≤= yxxxey x   
.2,1,0,ln)2 ==== xxyxy   

π=
π

==+= xxyxxy ,
2

,0,)(sin)(cos)3 44    . 
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3
,
4

,0,
)(sin)(cos

1)4
44

π
=

π
==

+
= xxy

xx
y    . 

.
2

,0,0,)(sin)(cos)5 42 π
===+= xxyxxxy   

π=
π

==++= xxyxxy ,
2

,0,)(sin)(cos1)6 44  . 

7)  TÝnh thÓ tÝch h×nh xuyÕn t¹o nªn khi quay h×nh trßn d−íi ®©y quanh trôc 0x 

.1)2() 22 ≤−+ yxa          

),0()() 222 baaabyxb ≤≤≤−+  . 

8)  Gäi (D) lµ miÒn ®−îc x¸c ®Þnh bëi c¸c ®−êng 

.2,0 2xxyy −==  

a) TÝnh diÖn tÝch miÒn (D). 
b) TÝnh thÓ tÝch khèi trßn xoay ®−îc t¹o thµnh khi quay (D)  quanh 

+) trôc 0x ; 
+) trôc 0y. 

6.  Sö dông tÝch ph©n ®Ó tÝnh tæng 
__________________

 
Bµi 1 Víi mçi  n ∈ N,   ®Æt  ∑

−

=

=
1

0
cos

n

i
n n

iS π
 .  T×m  

n
Sn

n ∞→
lim . 

Bµi 2 TÝnh  
n
Sn

n ∞→
lim ,  trong ®ã   ∑

=

+=
n

i
n n

iS
1

)
2

sin1/(1 π
 

Bµi 3 TÝnh dxx n)1(
1

0

2∫ − . Tõ kÕt qu¶ ®ã, chøng tá r»ng 







 +






=

+
−

∏∏∑
==

n

i

n

i

n
k

ii
k

C
01

)12(/2
12

)1(
, 

 trong ®ã 
)!(!

!
mnm

nCn −
= . 

Bµi 4 Chøng minh c«ng thøc J. Wallis tÝnh sè  

∏

∏

=

=

∞→
−

+








= n

i

n

i

n
i

n
i

1

2

1

2

)12(

12
1)2(

lim
2
π

. 

7.  §¼ng thøc vµ bÊt ®¼ng thøc tÝch ph©n
____________

 
Bµi 1 Chøng minh r»ng nÕu f(x) vµ  g(x)  lµ hai hµm liªn tôc x¸c ®Þnh trªn [a,b] th× ta cã     

∫ ∫∫ ≤








 b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )(.)()()( 22
2

. 
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Bµi 2 Cho   f   lµ mét hµm liªn tôc trªn [0,1]. Chøng minh r»ng:   

∫ ∫
π

π

=
0

2

0

)][sin(2)][sin( dxxfdxxf . 

Bµi 3 Cho a > 0 vµ  f(x) lµ mét hµm ch½n, liªn tôc trªn tróc sè thùc. Chøng minh r»ng víi mäi x 
ta cã 

∫ ∫
−

=
+

x

x

x

t dttfdt
a

tf

0

)(
1
)(

. 

Bµi 4 Cho  f  lµ mét hµm liªn tôc trªn ®o¹n [0,1]. Chøng minh r»ng: 

∫∫
ππ π

=
00

)][sin(
2

])[sin( dxxfdxxxf . 

Bµi 5 Cho   f(x)  lµ mét hµm liªn tôc trªn  [a,b]  vµ   f(a + b − x) = f(x).   Chøng minh r»ng: 

∫∫
+

=
b

a

b

a

dxxfbadxxxf )(
2
)()( . 

Bµi 6 Ta nãi r»ng hai hµm f x( ) vµ g x( )  lµ trùc giao víi nhau trªn ®o¹n ],[ ππ−  nÕu 

∫
−

=
π

π

0)()( dxxgxf . H·y chøng tá r»ng hµm )cos()( mxxU m =  trùc giao víi c¸c hµm 

( )mkkxxU k ≠= )cos()(  , )sin()( nxxVn = , trong ®ã k, n, m  lµ nh÷ng sè tù nhiªn. 

8.  Thùc hµnh tÝnh diÖn tÝch vµ thÓ tÝch 
_______________

 

8.1.  TÝnh diÖn tÝch 
ViÖc tÝnh diÖn tÝch cña phÇn mÆt ph¼ng giíi h¹n bëi ®å thÞ cña mét hµm sè vµ ba 
®−êng th¼ng  y = 0 (trôc hoµnh),  x = a,  x = b còng chÝnh lµ tÝnh tÝch ph©n x¸c ®Þnh 
cña hµm ®ã tõ  a  ®Õn  b .   

ThÝ dô TÝnh diÖn tÝch h×nh thang cong giíi h¹n bëi ®−êng cong 23 xxy −= , trôc 0x vµ c¸c 
®−êng th¼ng x = 0, x = 3. 

B−íc 1:  
[> Int((3*x-x^2),x=0..3); 

Sau dÊu (;) ta Ên phÝm "Enter" th× trªn mµn h×nh sÏ hiÖn c«ng thøc tÝnh tÝch ph©n (diÖn 
tÝch) cÇn tÝnh. 

∫ −
3

0

23 dxxx  

B−íc 2:  TÝnh diÖn tÝch còng chÝnh lµ lÊy gi¸ trÞ sè cña biÓu thøc trªn, nghÜa lµ b»ng 
dßng lÖnh (ë ®ã area trong tiÕng Anh cã nghÜa lµ diÖn tÝch): 

[> area:=value(");    

Sau dÊu (;) ta Ên phÝm "Enter" th× m¸y sÏ cho ta ®¸p sè. 
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8.2.  TÝnh thÓ tÝch khèi trßn xoay  
Ta ®· biÕt c«ng thøc tÝnh thÓ tÝch khèi trßn xoay t¹o bëi mét h×nh thang cong giíi h¹n 
bëi c¸c ®−êng )(xfy = , trôc 0x, x = a, y = b ®−îc tÝnh theo c«ng thøc 

  ∫ π=
b

a

dxxfy )(2 .  

Do ®ã viÖc tÝnh thÓ tÝch khèi trßn xoay ®−îc ®−a vÒ bµi to¸n tÝnh tÝch ph©n x¸c ®Þnh vµ 
ta  cÇn thùc hiÖn c¸c thao t¸c sau: 

B−íc 1:  ThiÕt lËp c«ng thøc tÝnh b»ng lÖnh cã có ph¸p nh− sau: 

[> Int(Pi*(f(x))^2,x=a..b); 

Trong ®ã  f(x)  lµ hµm biÓu diÔn ®−êng cong, cßn  a, b lµ cËn d−íi vµ cËn trªn. Sau dÊu 
(;) ta Ên phÝm "Enter" th× trªn mµn h×nh sÏ hiÖn c«ng thøc tÝch ph©n ®Ó tÝnh thÓ tÝch 
khèi trßn xoay.  

B−íc 2:  LÊy gi¸ trÞ sè cña biÓu thøc nµy (tøc lµ sè ®o thÓ tÝch) b»ng lÖnh (trong ®ã 
volume theo tiÕng Anh cã nghÜa lµ thÓ tÝch): 

[> volume:=value("); 

Sau dÊu (;) ta Ên phÝm "Enter" trªn mµn h×nh sÏ hiÖn gi¸ trÞ thÓ tÝch khèi trßn xoay. 

H·y xem xÐt mét sè thÝ dô: 

ThÝ dô 1) TÝnh thÓ tÝch khèi trßn xoay nhËn ®−îc khi quay h×nh thang cong giíi h¹n bëi 

parabolla 3,22 == xxy  quanh trôc Ox. 
 

[> Int(Pi*2*x,x=0..3); 

∫
3

0

2 dxxπ  

[> volume:=value("); 

volume := 9π 

2) TÝnh thÓ tÝch khèi trßn xoay t¹o bëi 0x, ®−êng cong )(sin)(cos1 44 xxy ++= , vµ 

c¸c ®−êng π=
π

= xx ,
2

. 
 

[> Int(Pi*(1+(cos(x))^4+(sin(x))^4),x=Pi/2..Pi); 
[> volume:=value("); 

(B¹n ®äc h·y tù cho m¸y ch¹y vµ xem kÕt qu¶). 
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Ch−¬ng 10 

___________________________
Nguyªn hµm 

TÝch ph©n bÊt ®Þnh 
TÝch ph©n suy réng 

10.1. Nguyªn hµm vµ tÝch ph©n bÊt ®Þnh 
_______________

 
C«ng thøc Newton-Leibniz ®· më ra mét ph−¬ng ph¸p tÝnh tÝch ph©n x¸c ®Þnh v« cïng 
®éc ®¸o, kh«ng cÇn cã sù trî gióp cña m¸y tÝnh. Thay v× tÝnh c¸c tæng Riemann cña 
hµm  f  vµ t×m giíi h¹n cña chóng, ng−êi ta chØ cÇn t×m mét hµm mµ cã ®¹o hµm b»ng  
f. Mét hµm sè nh− vËy kh«ng chØ gióp cho viÖc tÝnh tÝch ph©n x¸c ®Þnh trë nªn dÔ 
dµng, mµ cßn rÊt h÷u Ých trong viÖc nghiªn cøu ®Þnh tÝnh. Toµn bé phÇn nµy ®−îc dµnh 
cho viÖc thiÕt lËp c¸c c«ng cô t×m hµm sè thó vÞ ®ã.  

10.1.1.  Kh¸i niÖm vÒ nguyªn hµm 

Nguyªn hµm cña hµm sè f  x¸c ®Þnh trªn kho¶ng U ⊂  lµ mét hµm F kh¶ vi trªn 

kho¶ng U ⊂ vµ cã ®¹o hµm b»ng f  trªn kho¶ng ®ã. 

NhËn xÐt  Sù tån t¹i nguyªn hµm cña mét hµm liªn tôc ®· ®−îc b¶o ®¶m bëi mét hÖ qu¶ nªu 
trong ch−¬ng tr−íc. §¸ng chó ý r»ng nguyªn hµm cña mét hµm sè x¸c ®Þnh kh«ng duy 
nhÊt. Bëi v× nÕu  F  lµ nguyªn hµm cña  f  th× víi mäi h»ng sè RC∈ , ta cã )( CF +  
còng lµ nguyªn hµm cña  f . Tuy nhiªn, hai nguyªn hµm cña cïng mét hµm sè còng chØ 
cã thÓ sai kh¸c nhau mét h»ng sè mµ th«i. Thùc vËy, nÕu 1F  vµ 2F  lµ c¸c nguyªn hµm 

cña  f  trªn kho¶ng U ⊂ , th× ta cã: 

,0)( 2121 =−=′−′=′− ffFFFF  

vµ tõ mét hÖ qu¶ cña ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh ta suy ra )( 21 FF −  lµ mét h»ng sè. 

10.1.2.  TÝch ph©n bÊt ®Þnh 
ViÖc t×m nguyªn hµm cña mét hµm sè  ®−îc gäi lµ phÐp lÊy tÝch ph©n bÊt ®Þnh cña 
hµm ®ã vµ ký hiÖu lµ 

∫ dxxf )(   . 
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(§Ó cho ng¾n gän, ng−êi ta gäi phÐp lÊy tÝch ph©n bÊt ®Þnh ®¬n gi¶n lµ tÝch ph©n vµ 
gäi nguyªn hµm cña hµm  f   lµ tÝch ph©n cña hµm  f). 

NhËn xÐt ThuËt ng÷ vµ ký hiÖu ë ®©y ®−îc thõa h−ëng tõ phÐp lÊy tÝch ph©n x¸c ®Þnh nhê c«ng 
thøc Newton-Leibniz, bëi v× nã cho thÊy r»ng khi phÐp lÊy tÝch ph©n bÊt ®Þnh mµ thùc 
hiÖn ®−îc th× kÐo theo lu«n phÐp lÊy tÝch ph©n x¸c ®Þnh còng thùc hiÖn ®−îc 

ViÖc lÊy tÝch ph©n bÊt ®Þnh, theo ®Þnh nghÜa, xem ra cã vÎ kh¸ ‘mß mÉm’, v× nã kh«ng dùa trªn 
mét thuËt to¸n kiÕn thiÕt nµo. Nã ®ßi hái ng−êi ta ph¶i "thuéc" b¶ng tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè 
tr−íc khi lÊy tÝch ph©n (t−¬ng tù nh− ta ph¶i thuéc b¶ng cöu ch−¬ng vÒ phÐp nh©n ®Ó mµ lµm 
phÐp chia). Tuy nhiªn, sù "mß mÉm" nµy kh«ng lµm cho ng−êi ta e ng¹i, bëi v× trong nhiÒu 
tr−êng hîp nã ®¬n gi¶n h¬n rÊt nhiÒu so víi viÖc tÝnh tÝch ph©n x¸c ®Þnh th«ng qua c¸c tæng 
Riemann (nhÊt lµ khi kh«ng cã m¸y tÝnh trî gióp). ChÝnh lý do nµy ®· th«i thóc ng−êi ta thiÕt 
lËp c¸c c«ng cô h÷u hiÖu ®Ó cã thÓ tÝnh ®−îc c¸c tÝch ph©n bÊt ®Þnh. C¸c c«ng cô nµy th−êng 
quy viÖc lÊy tÝch ph©n cña mét hµm phøc t¹p vÒ viÖc lÊy tÝch ph©n cña c¸c hµm c¬ b¶n. §iÒu 
nµy còng cã nghÜa lµ c¸i "b¶ng cöu ch−¬ng" vÒ ®¹o hµm mµ ng−êi ta cÇn thuéc lßng sÏ gi¶m ®i 
rÊt nhiÒu (chØ c« ®äng trªn mét sè hµm c¬ b¶n). 

10.1.3.  C¸c tÝnh chÊt vµ quy t¾c c¬ b¶n 

1. TÝnh chÊt tuyÕn tÝnh 

MÖnh ®Ò  NÕu f  vµ g  lµ c¸c hµm sè cã nguyªn hµm trªn kho¶ng U ⊂ , th× hµm )( gf + vµ 

hµm  c.f  (víi  c ∈ )  còng cã nguyªn hµm vµ 

(i)  ∫ ∫ ∫+=+ dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([  ; 

(ii) ∫ ∫= dxxfcdxxcf )()( . 

Chøng minh  Suy ra trùc tiÕp tõ tÝnh tuyÕn tÝnh cña phÐp lÊy ®¹o hµm. 

2. C«ng thøc tÝnh tÝch ph©n tõng phÇn 

MÖnh ®Ò NÕu gf ,  lµ c¸c hµm kh¶ vi liªn tôc th× 

∫ ∫ ′−=′ dxxfxgxgxfdxxgxf )()()()()()( . 

Chøng minh  §¼ng thøc trªn  t−¬ng ®−¬ng víi 

∫ ∫ ′+′= dxxfxgdxxgxfxgxf )()()()()()(  . 

Theo mÖnh ®Ò trªn, ®iÒu nµy t−¬ng ®−¬ng víi 

∫ ′+′= dxxfxgxgxfxgxf )]()()()([)()( , 

nghÜa lµ )()()()(])()([ xfxgxgxfxgxf ′+′=′ . §©y lµ c«ng thøc quen biÕt vÒ tÝnh ®¹o 
hµm cña tÝch hai hµm sè, cho nªn mÖnh ®Ò ®−îc chøng minh xong. 

NhËn xÐt  1) MÖnh ®Ò trªn cho phÐp ta tÝnh tÝch ph©n cña  f  th«ng qua c¸c th«ng tin vÒ ®¹o hµm 
cña nã. Thùc vËy, lÊy xxg =)(  ta cã 

∫ ∫ ∫ ′−=′= dxxfxxxfdxxxfdxxf )(.).())(()( . 

§iÒu nµy rÊt cã Ých khi ®¹o hµm cña  f  cã cÊu tróc "®¬n gi¶n bÊt ngê".  
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ThÝ dô: Víi )ln()( xxf =  ta cã ∫ ∫ −=−= xxxdx
x

xxxdxx )ln(1.)ln(.)ln(  + C . 

2) MÖnh ®Ò trªn còng th−êng tá ra h÷u Ých khi f ′  cã cÊu tróc "kh«ng phøc t¹p h¬n" f.  
ThÝ dô: ∫∫∫ −−−=−= dxexxedxxedxxe xxxx ]')].[cos([)cos()]'cos([)sin(  = 

∫∫ +−=+−= dxxexedxxexe xxxx )]'[sin()cos()cos()cos(  = 

    ∫∫ −+−=−+−= ,).sin()sin()cos()sin()sin()cos( dxxexexedxxexexe xxxxxx  

vµ tõ ®¼ng thøc trªn ta dÔ dµng rót ra  ∫
−

=
2

)cos()sin().sin( xxedxxe xx  . 

3. C«ng thøc ®æi biÕn 

MÖnh ®Ò NÕu f  cã nguyªn hµm lµ F  vµ )(xgu =  lµ hµm kh¶ vi th× 

∫ ∫ +==′ cxuFduufdxxgxgf )]([)()()]([  . 

Chøng minh  Suy ngay tõ ®Þnh nghÜa tÝch ph©n bÊt ®Þnh vµ c«ng thøc lÊy ®¹o hµm 
cña hµm hîp. 

NhËn xÐt C¸c c«ng thøc trªn tuy ®¬n gi¶n nh−ng rÊt quan träng, v× hÇu hÕt c¸c hµm th−êng gÆp 
®Òu ®−îc x©y dùng tõ c¸c hµm c¬ b¶n trªn c¬ së phÐp tÝnh th«ng th−êng vµ phÐp lÊy 
hµm hîp. Cho nªn nÕu biÕt ®−îc tÝch ph©n cña c¸c hµm c¬ b¶n, th× c¸c mÖnh ®Ò trªn sÏ 
gióp ta t×m ®−îc tÝch ph©n cña nh÷ng hµm rÊt ®a d¹ng. 

ThÝ dô TÝnh ∫ dxxx )sin()(cos4 . Chän )cos(xu = vµ 4)( uuf = . Ta cã cuuF +=
5

)(
5

 vµ do ®ã 

∫∫ =−−= dxxxdxxx )].sin()[(cos).sin()(cos 44  cxcu
+

−
=+−

5
)(cos

5

55

 

 

10.1.4.  TÝch ph©n c¸c hµm c¬ b¶n  
Sau ®©y c«ng thøc tÝch ph©n c¸c hµm c¬ b¶n (suy ngay tõ c«ng thøc tÝnh ®¹o hµm). 

TÝch ph©n hµm lòy thõa   ∫








−=α+

−∈α+
+α=

+α

α

.1,ln

};1{\,
1

1

Cx

RCx
dxx  

TÝch ph©n hµm sè mò 

∫ += Cedxe xx ;             ∫ ≠>+= 1,0,
)ln(

aaC
a

adxa
x

x  . 

TÝch ph©n c¸c hµm l−îng gi¸c 

∫ += Cxdxx )sin()cos(  ; ∫ +−= Cxdxx )cos()sin(  ; 

∫ +−= Cxdx
x

)
)(sin

1
2 cot(  ; ∫ += Cxdx

x
)tan(

)(cos
1
2 . 
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NhËn xÐt C¸c c«ng thøc tÝch ph©n c¸c hµm c¬ b¶n tuy kh«ng nhiÒu, nh−ng nÕu biÕt kÕt hîp víi c¸c quy 
t¾c trong phÇn trªn th× ta cã mét c«ng cô m¹nh ®Ó lÊy tÝch ph©n c¸c lo¹i hµm kh¸c nhau. Trong 
mét thêi gian dµi, ng−êi ta ®· say s−a víi c«ng viÖc ®Çy trÝ tuÖ nµy. §©y lµ mét s©n ch¬i dµnh 
cho nh÷ng bé ãc th«ng minh. BiÕt bao c«ng cô vµ kü thuËt s¾c s¶o ®· ®−îc ®−a ra ®Ó ®−¬ng 
®Çu víi nh÷ng bµi to¸n t×m nguyªn hµm hãc bóa. Tuy nhiªn sè nguyªn hµm mµ ng−êi ta t×m 
®−îc vÉn ch¼ng thÊm vµo ®©u. VÒ nguyªn t¾c th× mäi hµm liªn tôc ®Òu cã nguyªn hµm, nh−ng  
phÇn lín c¸c nguyªn hµm lµ kh«ng thÓ biÓu diÔn ®−îc th«ng qua c¸c hµm c¬ b¶n mµ ta biÕt 

(b»ng mét c«ng thøc gi¶i tÝch). XÐt mét vÝ dô ®¬n gi¶n: hµm sè 
x

xxf )sin()( =  lµ hµm liªn tôc 

(nÕu ta ®Þnh nghÜa gi¸ trÞ cña nã t¹i ®iÓm 0 lµ b»ng 1), 
nh−ng nguyªn hµm cña nã kh«ng thÓ biÓu diÔn ®−îc qua 
c¸c hµm mµ ta ®· biÕt (b¹n nµo kh«ng tin th× h·y thö xem). 
Ng−êi ta ®· cho nã mét c¸i tªn riªng biÖt lµ  Si(x). §èi víi 
m¸y tÝnh th× nh÷ng hµm kiÓu nµy ch¼ng cã g× lµ “kh¸c 
th−êng” c¶. Nã xö lý c¸c hµm nµy còng hoµn toµn nh− víi 
mäi hµm kh¸c. ThÝ dô, nã dÔ dµng vÏ cho ta ®å thÞ cña hµm 
nµy nh−  H×nh 10.1 (xin h·y thö l¹i b»ng ch−¬ng tr×nh thùc 
hµnh vÏ ®å thÞ trªn m¸y ®· häc trong ch−¬ng hµm sè). 

 

10.2. TÝch ph©n suy réng víi cËn h÷u h¹n
_______________

 

10.2.1. §Æt vÊn ®Ò 
Ta ®· ®Þnh nghÜa tÝch ph©n x¸c ®Þnh cho hµm sè  f  trªn ®o¹n [a,b] vµ ta biÕt r»ng tÝch 
ph©n theo nghÜa nµy chØ tån t¹i ®èi víi nh÷ng hµm  bÞ chÆn vµ  a, b lµ h÷u h¹n.  Khi 
hµm  f  kh«ng bÞ chÆn hoÆc  a, b  kh«ng h÷u h¹n th× kh«ng thÓ ®Þnh nghÜa ®−îc tÝch 
ph©n Riemann v× tæng Riemann cã thÓ kh«ng x¸c ®Þnh ®−îc (vµ do ®ã kh«ng thÓ nãi g× 
vÒ giíi h¹n cña nã). Tuy nhiªn, ta cã thÓ ®−a ra mét kh¸i niÖm tÝch ph©n suy réng cña 
tÝch ph©n Riemann. 

ThÝ dô XÐt hµm 
x

y 1
= ,  ]1,0(∈x . TÝch ph©n  dx

x

1
 
1

∫
0

 kh«ng tån t¹i v× hµm 
x

1
 kh«ng 

giíi néi trªn [0,1], nã kh«ng ®−îc x¸c ®Þnh t¹i ®iÓm 0. Ta xÐt tÝch ph©n  dx
x

11

∫
ε

, víi  

0>ε  ®ñ nhá, vµ thÊy r»ng hµm 
x

1
 x¸c ®Þnh vµ giíi néi trªn ®o¹n [ε,1] vµ tÝch ph©n 

x¸c ®Þnh cña nã tån t¹i, cô thÓ lµ  

)1(221221 1
1

ε−=ε−==
ε

ε
∫ xdx

x
. 

Tõ ®©y ta cã 

 21lim
1

0
=∫

→
dx

xεε
.  

§iÒu nµy gîi cho ta ý t−ëng më réng ®Þnh nghÜa tÝch ph©n x¸c ®Þnh cho hµm kh«ng 
giíi néi trªn ®o¹n h÷u h¹n. 

 

H×nh 10.1 
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10.2.2.  §Þnh nghÜa 
Cho hµm sè  f  liªn tôc trªn mäi ®iÓm cña ®o¹n (a,b]. NÕu giíi h¹n 

dxxf
b

a
)(lim

0 εε +→
∫

+
 

tån t¹i, ta nãi r»ng  f  cã tÝch ph©n suy réng (hay tÝch ph©n héi tô) tõ  a  ®Õn  b.  

Gi¸ trÞ cña giíi h¹n nµy còng ®−îc ký hiÖu lµ  ∫
b

a

dxxf )( . 

NÕu giíi h¹n ∫
+

→ +

b

a

dxxf
ε

ε
)(lim

0
 kh«ng tån t¹i th× ta nãi r»ng  f  kh«ng cã tÝch ph©n suy 

réng (hay tÝch ph©n ph©n kú) tõ  a  ®Õn  b. 

T−¬ng tù, nÕu hµm  f  kh«ng x¸c ®Þnh t¹i ®iÓm  b  th×  ta nãi r»ng  f  cã tÝch ph©n suy 

réng (hay tÝch ph©n héi tô) tõ  a  ®Õn  b  nÕu ∫
−

→ +

ε

ε

b

a

dxxf )(lim
0

 tån t¹i. 

Tæng qu¸t h¬n, nÕu hµm  f  kh«ng x¸c ®Þnh trªn mét sè ®iÓm h÷u h¹n cña  [a,b], ta 
còng cã thÓ ®Þnh nghÜa ®−îc tÝch ph©n suy réng cña  f  tõ  a  ®Õn  b. VÝ dô,  f  kh«ng 
x¸c ®Þnh t¹i c ∈ [a,b] th× ta ®Þnh nghÜa 

∫∫∫
+

→

−

→ ++
+

b

c

c

a

dxxfdxxfxf
ε

ε

ε

ε
)(lim)()(

00
a

b

lim = dx . 

10.2.3.  Mét sè thÝ dô 

ThÝ dô 1) XÐt tÝch ph©n suy réng cña hµm 2
1)(
x

xf =  trªn ®o¹n [-1,1]. Ta cã 

dx
x

dx
x

dx
x oo ∫∫∫ +− →

−
→

−

+=
1

2
1

2

1

1
2

1lim1lim1

β
β

ε

ε
   ]11[lim]11[lim −+−−=

+− →→ βε βε oo
. 

Tæng cña giíi h¹n nµy kh«ng tån t¹i nªn ta nãi r»ng tÝch ph©n dx
x∫−

1

1
2

1
 ph©n kú 

2) TÝnh ∫
−

1

1 x
dx

 .Ta cã ∫∫∫ +
−

=
−−

1

0

0

1

1

1 x
dx

x
dx

x
dx

∫∫ +− →
−

→
+

−
=

1

0
1

0
limlim

δ
δ

ε

ε x
dx

x
dx  

      )22(lim)22(lim
00

δε
δε

−++−=
++ →→

= 2+2=4. 

10.3.  TÝch ph©n suy réng víi cËn v« h¹n
________________

 

10.3.1.  §Þnh nghÜa vµ thÝ dô 
B©y giê ta xÐt tr−êng hîp a hoÆc b kh«ng h÷u h¹n. Tøc lµ, cã thÓ −∞=a , hoÆc 

+∞=b , hoÆc (a,b)= ),( ∞−∞ . Tr−íc hÕt ta xÐt tr−êng hîp −∞>a , +∞=b . Ta ®Þnh 
nghÜa tÝch ph©n suy réng cña hµm  f  tõ   a  tíi ∞+  nh− sau: 
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Cho hµm  f  liªn tôc víi ax ≥ . NÕu giíi h¹n 

∫+∞→

b

a
b

dxxf )(lim  

tån t¹i, th× ta nãi r»ng  f cã tÝch ph©n suy réng tõ a tíi ∞+ (hay tÝch ph©n héi tô).  

Gi¸ trÞ cña giíi h¹n nµy ®−îc ký hiÖu lµ ∫
+∞

a

dxxf )( . Ta cã 

∫∫ +∞→

+∞

=
b

a
b

a

dxxfdxxf )(lim)( . 

NÕu giíi h¹n ∫∞→

b

a
b

dxxf )(lim  kh«ng tån t¹i thØ ta nãi r»ng  f  kh«ng cã tÝch ph©n suy 

réng tõ  a  tíi ∞+   hay  f  cã tÝch ph©n ph©n kú tõ  a ®Õn ∞+ . 

ThÝ dô 1) TÝnh ∫
∞

1
2

1 dx
x

.  LÊy b > 1 bÊt kú, ta cã    1111

11
2 +−=



−=∫ bx

dx
x

bb

. 

VËy ∫ =+−=
+∞→+∞→

b

bb b
dx

x1
2 1)11(lim1lim , tøc lµ 11

1
2 =∫

+∞

dx
x

. 

2) XÐt ∫
∞

0
)cos( dxx . Ta cã bxdxx b

b
sin|)sin()cos( 0

0
==∫ . 

Khi  +∞=b  giíi h¹n b
b

sinlim
+∞→

 kh«ng tån t¹i, nªn ∫
+∞

0
)cos( dxx  ph©n kú. 

T−¬ng tù ta ®Þnh nghÜa tÝch ph©n héi tô hay ph©n kú cho tr−êng hîp ),( b∝− .  

Cßn víi tr−êng hîp ),( ∝+∝−  ta ®Þnh nghÜa ∫
+∞

∞−

dxxf )(  lµ tæng ∫∫
+∞

∞−

+
0

0

)()( dxxfdxxf . 

TÝch ph©n nµy ®−îc gäi lµ héi tô nÕu c¶ hai tÝch ph©n ∫
∞−

0

)( dxxf  vµ ∫
+∞

0

)( dxxf  ®Òu héi 

tô. Ng−îc l¹i, ta nãi tÝch ph©n ∫
+∞

∞−

dxxf )(  ph©n kú. 

3)  XÐt ∫
+∞

∞− +
dx

x 21
1

. Tr−íc hÕt ta thÊy  

∫∫ +
=

+ +∞→

+∞ b

b
dx

x
dx

x 0
2

0
2 1

1lim
1

1
 

2
)]0arctan()[arctan(lim π
=−=

+∞→
b

b
. 

T−¬ng tù ta cã  ∫∫ =
+

=
+ −∞→

∞−

0

0
2

0

2 21
1lim

1
1

a
a

dx
xx

π
. VËy 

π=
+

+
+

=
+ ∫∫ ∫

∞−

+∞

∞−

+∞ 0

2
0

22 1
1

1
1

1
1 dx

x
dx

x
dx

x
. 
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Tøc lµ hµm 21
1
x+

 cã tÝch ph©n suy réng tõ ∞− ®Õn ∞+ , hay tÝch ph©n trªn lµ héi tô. 

10.3.2.  Mét sè tiªu chuÈn héi tô 
MÖnh ®Ò  Cho hµm sè  f, g  liªn tôc trªn ®o¹n ),[ +∞a . Gi¶ thiÕt r»ng )()(0 xgxf ≤≤  víi mäi  x  

vµ tÝch ph©n ∫
+∞

a

dxxg )(  héi tô. Khi Êy tÝch ph©n ∫
+∞

a

dxxf )(  héi tô vµ 

∫∫
+∞+∞

≤
aa

dxxgdxxf )()( . 

Chøng minh  Ta ®Æt ∫=
t

a
dxxfth )()(  víi at ≥ . V× 0)( ≥xf  nªn víi 21 tt >  th× 

)()( 21 thth ≥ . H¬n n÷a, ta cã 

∫ ∫∫
+∞

≤≤=
t

a a

t

a
dxxgdxxgdxxfth )()()()( , 

tøc lµ  h(t) kh«ng bao giê v−ît qu¸ ∫
+∞

=
a

dxxgB )( . Tõ ®ã suy ra  tån t¹i )(lim th
t +∞→

 vµ 

giíi h¹n nµy lu«n lu«n nhá h¬n hoÆc b»ng B. Cho nªn 

∫∫
+∞+∞

≤
aa

dxxgdxxf )()( . 

MÖnh ®Ò ®−îc chøng minh xong. 

ThÝ dô XÐt sù héi tô cña tÝch ph©n ∫
+∞

−

0

2
dxe x .  Víi  1≥x  th× xx ≥2  cho nªn xx ee −− ≤

2
. Ta 

cã 
e

eedxe b

b

b
x

b

1)(limlim 1

1

=−= −−

+∞→

−

+∞→ ∫ . Sö dông mÖnh ®Ò trªn ta suy ra ∫
+∞

−

1

2
dxe x  héi tô. 

Ngoµi ra, v× 10
2
≤< −xe  víi mäi 10 ≤< x  nªn 1

1

0

2
≤∫ − dxe x . Cho nªn 

  
e

dxedxedxe xxx 11
1

1

00

222
+≤+= ∫∫∫

+∞
−−

+∞
− . 

VËy tÝch ph©n ∫
+∞

−

0

2
dxe x  héi tô. 

HÖ qu¶ Cho  f  vµ  g  liªn tôc víi ax ≥ .  Gi¶ thiÕt r»ng )()(0 xfxg ≤≤  vµ tÝch ph©n ∫
+∞

a

dxxg )(  

ph©n kú. Khi ®ã tÝch ph©n ∫
+∞

a

dxxf )(  còng ph©n kú. 

Chøng minh  Dïng ph−¬ng ph¸p ph¶n chøng vµ mÖnh ®Ò trªn. 
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MÖnh ®Ò NÕu  f  lµ hµm liªn tôc vµ ∫
+∞

a

dxxf )(  héi tô tíi sè  L, th× ∫
+∞

a

dxxf )(  còng héi tô víi giíi 

h¹n n»m gi÷a  L  vµ  -L. 

Chøng minh Ta sÏ ph©n hµm  f  thµnh 2 hµm kh«ng ®æi dÊu ®Ó cã thÓ ¸p dông mÖnh 
®Ò trªn. §Æt  





≤
>

=
0)(0
0)()(

)(
xfkhi
xfkhixf

xg   , 




>
≤

=
.0)(0

0)()(
)(

xfkhi
xfkhixf

xh  

Râ rµng  f(x) = g(x) + h(x). Ta sÏ chØ ra r»ng ∫
+∞

a

dxxg )(  vµ ∫
+∞

a

dxxh )(   ®Òu héi tô. Thùc 

vËy, ta cã )()(0 xfxg ≤≤ , nªn ∫
+∞

a

dxxg )(  héi tô ®Õn mét sè A  nµo ®ã tháa m·n 

LxfA
b

a

=≤≤ ∫ )(0 . 

V× dxxf
a

))((∫
+∞

−  héi tô vµ )()(0 xfxh −≥≥  nªn ∫
+∞

a

dxxh )(  còng héi tô tíi mét sè B 

nµo ®ã tháa m·n 

LdxxfB
b

a

−=−≥≥ ∫ )(0 . 

Tõ ®ã suy ra tÝch ph©n  ∫∫
+∞+∞

+=−
aa

dxxhxgdxxf )]()([))((     héi tô tíi  sè (A + B), vµ sè 

nµy thuéc ®o¹n [-L,L].  

MÖnh ®Ò ®−îc chøng minh xong. 
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_________________________________
Bµi tËp vµ 

Thùc hµnh tÝnh to¸n Ch−¬ng 10 

1.  TÝnh tÝch ph©n bÊt ®Þnh 
__________________________

 
Bµi 1  H·y tÝnh c¸c tÝch ph©n bÊt ®Þnh sau ®©y: 

1)    ∫ +
−++ dx

xx
xxx

2

23 1235
; 2)   dx

x
x

∫ +
−
1
12

3 ; 

3)    ∫ −+
++ dx

xx
xx

)2()1(
52

2

2

; 4)    dx
xx
xx

∫ +−
++
23
333

3

2

. 

Bµi 2 
a) X¸c ®Þnh c¸c h»ng sè  A, B sao cho 

233 )1()1()1(
13

+
+

+
=

+
+

x
B

x
A

x
x

. 

b) Dùa vµo kÕt qu¶ trªn, t×m hä nguyªn hµm cña hµm sè  

3)1(
13)(

+
+

=
x
xxf . 

Bµi 3 B»ng ph−¬ng ph¸p hÖ sè bÊt ®Þnh, h·y biÓu diÔn 124 ++ xx  thµnh tÝch cña hai thõa sè 

bËc hai. Sau ®ã tÝnh  dx
xx∫ ++ 1
1
24 . 

Bµi 4 TÝnh  

∫
+−

.
12

2

dx
xx

x
 

Bµi 5 TÝnh c¸c tÝch ph©n sau: 

1)    ∫ + dxee xx 3)1( ;  2)    ∫ dx
x
x )ln( ; 

3)    ∫ 







+
− dx

x
xx

1
1ln ;  4)     ∫ dx

x
x )ln( 3 . 
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Bµi 6 Chøng minh r»ng )1ln()( xxxF +−=  lµ mét nguyªn hµm cña hµm sè  
x

xxf
+

=
1

)( . 

Bµi 7 TÝnh 

1)   dx
xx
xx

∫ +
−
cossin
cossin

; 2)   dx
x

x
∫

+
2sin
2sin1

; 

3)   ∫ dxxx sin)(cos3 ; 4)   ∫ − dxxx 4cos)32( 3 ; 

5)   dxxx∫ cos ; 6)   ∫ dxxe x cos ; 

7)  ∫ +
dx

xxx
x

2

2

)cossin(
; 8)   ∫ dxxxsin ; 

9)   ∫ dxxxcos . 

 

2.  C¸c ph−¬ng ph¸p tÝnh 
__________________________

 
tÝch ph©n bÊt ®Þnh 

2.1. Ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn 
Bµi 1 B»ng c¸c biÕn phô l−îng gi¸c thÝch hîp, h·y tÝnh c¸c tÝch ph©n sau: 

1)   ∫ − dxx24 ;  2)  dx
x

x
∫

+ 24
;       

3)   ∫ − dxxx 23 1 ; 4)   dx
xx

∫
+ 25

1
22

; 

5)  ∫ − dxx 2
3

2 )9( ; 6)   dxxx∫ + 24 ; 

7)   ∫ − dxx 94 2 . 

Bµi 2 TÝnh tÝch ph©n  ∫ +
dx

x
x

32

3

)1(
  b»ng hai c¸ch ®æi biÕn sau ®©y råi so s¸nh 2 kÕt qu¶ 

nhËn ®−îc: 

a)  §Æt   x = tan t     

b)  §Æt  12 += xu . 

Bµi 3 TÝnh  ∫ −
dx

x
x

2

3

)1(
 b»ng hai c¸ch sau ®©y vµ cho biÕt c¸ch nµo dÔ h¬n: 

1) Ph©n tÝch ph©n thøc d−íi d¹ng tæng cña c¸c ph©n thøc ®¬n gi¶n. 

2) §Æt Èn phô   u = x − 1. 
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Bµi 4 TÝnh  dxxx∫ +1   theo hai c¸ch:  

a)   §Æt  xu += 1 ; 

b)   §Æt tx 2tan= . 

Bµi 5 TÝnh   ∫ +
dx

x
x

42

3

)1(
  theo hai c¸ch: 

a)  §Æt   21 xu += ; 

b)  §Æt  θ= tanx . 

Bµi 6 TÝnh c¸c tÝch ph©n sau: 

a)  ∫ +
dx

x
x
14

3

; b)   dx
x

x
∫ +14 ; c)   ∫ +

dx
x 1
1
4 . 

2.2.  Ph−¬ng ph¸p tÝnh tÝch ph©n tõng phÇn 
Bµi 1 TÝnh c¸c tÝch ph©n sau theo ph−¬ng ph¸p tÝch ph©n tõng phÇn: 

1)  ∫ + dxx )1ln( ;      2)  ∫ dxxx ln2 ; 

3)  ∫ − dxex x2 ; 4)  ∫ − dxxe x 3sin2 ; 

5)  ∫ dx
x

x
3

ln
. 

Bµi 2 BiÕt r»ng tÝch ph©n bÊt ®Þnh dx
x

x
∫ )sin(  lµ tån t¹i nh−ng kh«ng biÓu diÔn ®−îc qua c¸c 

hµm c¬ b¶n (b»ng mét biÓu thøc gi¶i tÝch). H·y chØ ra r»ng ∫ dxx)ln(cos  còng  nh− vËy. 
 

Bµi 3 BiÕt ∫ dxxx )tan(  kh«ng biÓu diÔn ®−îc qua c¸c hµm c¬ b¶n, h·y chøng minh r»ng  

∫ dx
x

x )
cos
(   còng kh«ng biÓu diÔn ®−îc qua c¸c hµm c¬ b¶n. 

Bµi 4 BiÕn ®æi tÝch ph©n ∫
+

dx
x

x

12

3

 vÒ c¸c tÝch ph©n kh¸c nhau b»ng c¸c c¸ch: 

a)   TÝnh tÝch ph©n tõng phÇn víi  
21 x

dxxdv
+

= . 

b)  §Æt )tan(tx = ; 

c)  §Æt  21 xu +=  

3.  C¸c bµi tËp kh¸c 
______________________________

 
Bµi 1 T×m chç sai trong suy luËn sau:  Theo ph−¬ng ph¸p tÝch ph©n tõng phÇn víi  

,
)(sin
)cos(,)cos(),sin(,

)sin(
1

2 x
dxxdudxxdvxv

x
u −====  

ta cã:  
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∫ ∫∫ +=+= dx
x
xdx

x
xxx

x
dx

x
x

)sin(
)cos(1

)(sin
)cos()sin()sin(

)sin(
1

)sin(
)cos(

2
 = 

∫ ∫+==+= dx
x
xndx

x
x

)sin(
)cos(...

)sin(
)cos(2  

Suy ra: 0 = 1 = 2 = ... = n   (!)     

Bµi 2 Cho  
4

1)( 2 −
=

x
xf  

a) T×m  A,B sao cho  
22

)(
+

+
−

=
x

B
x

Axf . 

b) TÝnh ®¹o hµm cÊp  n  cña  f(x).    

c) T×m hä c¸c nguyªn hµm cña  f(x).    

Bµi 3 Cho hµm sè   2

3

)1( −
=

x
xy . 

a) H·y kh¶o s¸t vµ vÏ ®å thÞ. 

b) TÝnh  ∫ dxxf )( . 

c) TÝnh  
dx

xfd )](sin[
. 

Bµi 4 T×m c«ng thøc truy håi ®Ó tÝnh  ∫ − dxex xn  

Bµi 5 T×m c«ng thøc truy håi ®Ó tÝnh: 

a)  ∫ dxxn )(sin ; b)  ∫ dx
xn )(cos

1
 

4.  TÝch ph©n suy réng 
_____________________________

 

Bµi 1 §Æt   )1(
)1(

1)(
1

>
+

= ∫ xdt
tt

xI
x

.  T×m  )(lim xI
x ∞→

.   

Bµi 2 Cho  a,b  lµ hai sè thùc,  ®Æt  
21

2)( 2 +
−

+
=

x
b

x
axxf .       

1) T×m  a,b  ®Ó  
)1)(2(

24)( 2 ++
−

=
xx

xxf . 

Víi  a,b  t×m ®−îc, h·y tÝnh   dxxf
t

t ∫∞→
0

)(lim .      

2) X¸c ®Þnh quan hÖ gi÷a a vµ b ®Ó  dxxf
t

t ∫∞→
0

)(lim   tån t¹i h÷u h¹n. 

Bµi 3 Ký hiÖu  ∫
−

−

+
−

=
n

n
n

n

n dx
x

xI
1

1

1
1

. Chøng minh: 

a) D·y }{ nI  bÞ chÆn; 
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b) nn II ≤−1   víi mäi  n lµ sè tù nhiªn. 

Bµi 4 §Æt  ∫ −−=
x

tt dteexI
0

22)( . 

a) TÝnh  I(x) khi  x = ln2.             

b) Gi¶i vµ biÖn luËn ph−¬ng tr×nh   I(x) = m.       

Bµi 5 TÝnh  ∫ +
=

t

dx
x

xxtI
0

22 )1(
)ln(2)( .          

Bµi 6 Ký hiÖu  ∫ 



=

t
dx

x
xtJ

1

2)ln()(   víi  t >1.     

TÝnh J(t). Tõ ®ã suy ra r»ng  J(t) < 2  víi mäi  1 < t. 

5.  Thùc hµnh tÝnh tÝch ph©n bÊt ®Þnh 
________________

 
§Ó thùc hµnh t×m tÝch ph©n bÊt ®Þnh, h·y vµo dßng lÖnh cã có ph¸p nh− sau:  

[> int(f(x),x); 

Trong ®ã   f(x)  lµ biÓu thøc d−íi dÊu tÝch ph©n bÊt ®Þnh.  Sau dÊu (;) ta Ên phÝm 
"Enter" th× viÖc tÝnh nguyªn hµm  sÏ ®−îc thùc hiÖn vµ sÏ cã ngay ®¸p sè.  

ThÝ dô [> int((3*x^2+3*x+3)/(x^3-3*x+2),x); 

)1ln(2
1
3)2ln( x

x
x +−+

+−
−+  

Muèn cã c«ng thøc biÓu diÔn tÝch ph©n bÊt ®Þnh tr−íc khi nhËn ®¸p sè, ta ®¸nh c¸c 
dßng lÖnh cã có ph¸p t−¬ng tù nh− trªn, nh−ng thay ch÷  i (th−êng) b»ng ch÷ I (hoa), 
tøc lµ: 

[> Int(1/(x^2-5*x+6),x); 

vµ sau khi cho m¸y thùc hiÖn ta sÏ nhËn ®−îc biÓu thøc sau ®©y 

dx
xx∫ +− 65
1

2  

§Ó nhËn gi¸ trÞ cña tÝch ph©n nµy ta dïng lÖnh: 

[> value("); 

−ln(x − 2) + ln(x − 3) 

vµ nÕu thÊy kÕt qu¶ cã vÎ cång kÒnh th× cã thÓ "rót gän" b»ng c©u lÖnh: 

[> simplify(");  

Trong tr−êng hîp nguyªn hµm lµ mét hµm "ch−a tõng thÊy bao giê" (nghÜa lµ kh«ng 
thÓ biÓu diÔn qua nh÷ng hµm sè mµ ta ®· biÕt) th× m¸y chØ cho ra c«ng thøc tÝch ph©n 
(nh− kÕt qu¶ cña mét lÖnh tr¬) vµ lÖnh  [> value(") ch¼ng ®em l¹i cho ta th«ng tin 
g×. Nh− thÕ kh«ng cã nghÜa lµ m¸y "bã tay", mµ ng−îc l¹i, nã vÉn lµm viÖc "kh«ng chª 
vµo ®©u ®−îc", miÔn lµ ta biÕt c¸ch b¶o nã cho xem kÕt qu¶ d−íi d¹ng kh¸c (chø 



Bµi tËp vµ thùc hµnh tÝnh to¸n Ch−¬ng 10    

 17
6 

kh«ng ph¶i lµ cho xem biÓu thøc nh− ta vÉn quen lµm). ThÝ dô, nguyªn hµm cña hµm 
sè sau ®©y kh«ng thÓ biÓu diÔn ®−îc qua c¸c hµm sè ta biÕt: 

[> int(sin(x)/(x+sqrt(x)),x); 

dx
xx

x
∫

+

)sin(
 

Nh−ng ta biÕt r»ng nguyªn hµm nµy tån t¹i, vµ theo ®Þnh lý Newton-Leibniz th× nã 
biÓu diÔn ®−îc d−íi d¹ng tÝch ph©n x¸c ®Þnh víi cËn lµ biÕn sè. Cã nghÜa, nã lµ mét 
hµm   f(t)   x¸c ®Þnh nh− sau 

[> f(t):= int(sin(x)/(x+sqrt(x)),x=0..t); 

dx
xx

xtf
t

∫
+

=
0

)sin(:)(  

Ch−¬ng tr×nh tÝnh to¸n cho ta biÕt mäi th«ng tin 
vÒ hµm nµy, ®Çy ®ñ vµ phong phó nh− bÊt kú 
mét hµm quen thuéc nµo kh¸c. ThÝ dô ta cã thÓ 
b¶o m¸y cho xem gi¸ trÞ cña hµm t¹i bÊt kú 
®iÓm nµo, hoÆc h¬n thÕ, ta cã thÓ b¶o m¸y vÏ 
cho ta ®å thÞ cña hµm trªn bÊt kú kho¶ng nµo: 

[>plot(f(t),t=0..10); 

Nh− vËy ta ®· ®−îc thÊy mét ®iÒu thó vÞ lµ: tÝch 
ph©n x¸c ®Þnh chÝnh lµ c«ng cô ®Ó tÝnh nguyªn 
hµm, chø kh«ng ph¶i lµ ng−îc l¹i (nh− l©u nay 
nhiÒu ng−êi nhÇm t−ëng vµ dån mäi søc lùc cho viÖc tÝnh nguyªn hµm th«ng qua c¸c 
lo¹i mÑo mùc, tiÓu x¶o,...). 
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Ch−¬ng 11 

_____________________________ 
D·y hµm vµ 

Chuçi hµm   

11.1.  D·y hµm ______________________________________  

11.1.1.  C¸c kh¸i niÖm vµ thÝ dô 
D·y hµm lµ mét hä ®Õm ®−îc c¸c hµm sè cïng x¸c ®Þnh trªn mét tËp X  nµo ®ã ®−îc 
®¸nh sè theo thø tù t¨ng dÇn, ký hiÖu lµ }{ nf .  

Víi mçi x ∈ X cho tr−íc, tËp gi¸ trÞ cña hä hµm nµy t¹i x lËp thµnh mét d·y sè  
)}({ xfn . NÕu d·y sè nµy lµ héi tô th× ta nãi r»ng d·y hµm  lµ héi tô t¹i ®iÓm x.  

NÕu d·y hµm }{ nf  héi tô t¹i mäi ®iÓm x ∈ X, th× ta nãi r»ng d·y hµm }{ nf  lµ héi tô, 
hay héi tô ®iÓm (hoÆc héi tô ®¬n gi¶n). Khi Êy, do tÝnh duy nhÊt cña giíi h¹n mçi d·y 
sè, ta cã thÓ thiÕt lËp ®−îc mét hµm sè f  b»ng c¸ch cho t−¬ng øng mçi ®iÓm x ∈ X  

víi giíi h¹n cña d·y sè )}({ xfn , tøc lµ  

Xxxfxf nn
∈∀=

∞→
,)(lim)( . 

Ta nãi r»ng hµm  f  lµ giíi h¹n cña d·y hµm }{ nf , hay d·y hµm }{ nf  héi tô (®iÓm) 
®Õn hµm f . 

D·y hµm ®−îc gäi lµ bÞ chÆn (hay cßn gäi lµ bÞ chÆn ®Òu) nÕu nh− tån t¹i sè d−¬ng M 
sao cho 

,...3,2,1,,|)(| =∀∈∀≤ nXxMxfn  

D·y hµm ®−îc gäi lµ ®¬n ®iÖu t¨ng (®¬n ®iÖu gi¶m) nÕu víi mäi  n  ta cã 

Xxxfxf nn ∈∀≤ + ,)()( 1  ),)()(( 1 Xxxfxf nn ∈∀≥ +  

ThÝ dô XÐt d·y hµm sè cho bëi c«ng thøc  )arctan()( nxxfn = . §©y lµ d·y nh÷ng hµm liªn tôc 
x¸c ®Þnh trªn toµn bé trôc sè, cã ®å thÞ nh− trong H×nh 11.1.  D·y hµm nµy lµ bÞ chÆn 
®Òu (bëi h»ng sè  π/2 ). D·y hµm kh«ng ph¶i lµ ®¬n ®iÖu khi X lµ toµn bé trôc sè, 
nh−ng l¹i lµ ®¬n ®iÖu nÕu X lµ nöa trôc sè. 

Ta h·y t×m giíi h¹n cña d·y hµm nµy. 

Víi  x > 0,  ta cã  2/)arctan(lim)arctan(lim)(lim π===
∞→∞→∞→

ynxxf
ynnn

 ; 
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Víi  x = 0, ta cã   0)0arctan(lim)0(lim ==
∞→∞→ nnn

f  ; 

Víi  x < 0,  ta cã  2/)arctan(lim)arctan(lim)(lim π−===
−∞→∞→∞→

ynxxf
ynnn

; 

Tãm l¹i, giíi h¹n cña d·y hµm nªu trªn lµ 
hµm sè sau ®©y 









<−
=
>

=
02/

00
02/

)(
xkhi

xkhi
xkhi

xf
π

π
 

Râ rµng ®©y lµ mét hµm gi¸n ®o¹n (t¹i 
®iÓm 0).  

NhËn xÐt Nh− vËy, giíi h¹n cña mét d·y nh÷ng hµm 
liªn tôc héi tô ®iÓm cã thÓ lµ mét hµm 
kh«ng liªn tôc. Ngoµi ra, nÕu ta ®Þnh nghÜa 
kho¶ng c¸ch gi÷a 2 hµm sè  h  vµ  g  (cïng x¸c ®Þnh trªn tËp X) lµ ®¹i l−îng 

}|,)()(sup{|||:|| Xxxgxhgh ∈−=−  th× cßn thÊy kho¶ng c¸ch gi÷a nf  vµ f  kh«ng 

tiÕn tíi 0 khi n tiÕn ra v« cïng (mµ lu«n lu«n b»ng π/2). NghÜa lµ c¸c hµm nf  kh«ng hÒ 
“tiÕn gÇn” tíi giíi h¹n f . §iÒu nµy cho thÊy r»ng kh¸i niÖm giíi h¹n ®iÓm  cña d·y hµm 
kh«ng mang b¶n chÊt “xÊp xØ” tèt nh− cã thÓ mong ®îi. V× vËy ng−êi ta ®−a ra mét kh¸i 
niÖm kh¸c vÒ giíi h¹n cña d·y hµm, cô thÓ lµ  

§Þnh nghÜa  D·y hµm }{ nf , x¸c ®Þnh trªn tËp X, ®−îc gäi lµ héi tô ®Òu ®Õn hµm sè f  

trªn tËp X nÕu nh−, víi mçi sè d−¬ng  ε (bÊt kú), cã thÓ t×m ®−îc sè tù nhiªn N (®ñ lín) 
sao cho víi mäi  n > N  th× 

Xxxfxfn ∈∀≤− ,|)()(| ε .                  (*) 

NhËn xÐt Tõ ®Þnh nghÜa ta thÊy nÕu d·y hµm }{ nf  lµ héi tô ®Òu tíi hµm f  trªn tËp X  th× nã 
còng héi tô ®iÓm tíi hµm nµy trªn tËp X. §iÒu ng−îc l¹i nãi chung lµ kh«ng ®óng. ThÝ 
dô trªn ®· cho ta thÊy mét d·y hµm héi tô ®iÓm tíi mét hµm sè nh−ng kh«ng héi tô 
®Òu tíi hµm ®ã (v× ®iÒu kiÖn (*) kh«ng thÓ x¶y 
ra víi nh÷ng sè  ε  nhá h¬n π/2). Sau ®©y ta 
xem xÐt thªm mét sè thÝ dô kh¸c. 

ThÝ dô XÐt d·y hµm }{ nf  víi n
n xxf =)( . NÕu lÊy tËp 

X =[0,q] (víi q < 1) th× ta dÔ dµng chøng minh 
®−îc r»ng d·y hµm nµy héi tô ®Òu tíi hµm 
®ång nhÊt b»ng 0 trªn tËp X. Bëi v× víi mçi sè 
d−¬ng ε bÊt kú ta lu«n t×m ®−îc sè tù nhiªn N 
(®ñ lín) sao cho víi mäi n > N th×  qn < ε, vµ 
khi Êy ta cã  

Xxqx nn ∈∀≤≤− ,|0| ε . 

Tuy nhiªn, nÕu lÊy X=[0,1) th× ta l¹i thÊy r»ng d·y hµm nµy kh«ng héi tô ®Òu trªn tËp 
X, mÆc dï nã héi tô ®iÓm tíi hµm f  ®ång nhÊt b»ng 0 trªn tËp nµy. ThËy vËy, víi sè 
tù nhiªn n lín bao nhiªu ch¨ng n÷a ta vÉn t×m ®−îc ®iÓm x0 n»m trªn tËp [0,1) vµ tháa 

 

H×nh 11.1 

 

H×nh 11.2 
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m·n 2/1)( 0 ≥nx  (chØ viÖc chän 1> nx 2/10 ≥ ). Nh− vËy, hÖ thøc (*) kh«ng thÓ tháa 

m·n víi nh÷ng sè ε  nhá h¬n 1/2, vµ do ®ã d·y hµm n
n xxf =)( kh«ng héi tô ®Òu tíi 

hµm f  trªn tËp [0,1). 

NhËn xÐt VÝ dô trªn cho thÊy r»ng tÝnh héi tô ®Òu kh«ng chØ phô thuéc vµo tÝnh chÊt cña d·y 
hµm, mµ cßn phô thuéc v¸o cÊu tróc cña tËp x¸c ®Þnh. 

TÝnh chÊt NÕu d·y hµm }{ nf lµ héi tô ®Òu  trªn tËp X,  th× 

(i)  Víi mçi h»ng sè  c bÊt kú, d·y hµm  { nfc. } còng lµ héi tô ®Òu  trªn tËp X; 

(ii) Víi mäi d·y hµm }{ ng  héi tô ®Òu trªn X, d·y hµm }{ nn gf +  còng lµ héi tô ®Òu trªn 
X.  

Chøng minh  DÔ dµng suy ra tõ ®Þnh nghÜa. 

11.1.2.  C¸c tiªu chuÈn vÒ héi tô ®Òu 

§Þnh lý (Tiªu chuÈn Cauchy). §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó d·y hµm }{ nf héi tô ®Òu trªn tËp X  lµ, 

víi mçi sè d−¬ng ε  (nhá bao nhiªu tïy ý), ta lu«n t×m ®−îc sè tù nhiªn N (®ñ lín) ®Ó 
víi bÊt kú 2 sè tù nhiªn  n,m  nµo lín h¬n  N  còng x¶y ra hÖ thøc sau ®©y 

Xxxfxf mn ∈∀≤− ,|)()(| ε .             (**) 

Chøng minh §iÒu kiÖn cÇn. NÕu d·y hµm }{ nf  lµ héi tô ®Òu trªn tËp X  th× víi mçi 

sè d−¬ng ε (nhá bao nhiªu tïy ý), ta lu«n t×m ®−îc sè tù nhiªn N (®ñ lín) sao cho víi 
mäi sè tù nhiªn n vµ m lín h¬n  N  ta ®Òu cã 

Xxxfxfn ∈∀≤− ,2/|)()(| ε , 

Xxxfxf m ∈∀≤− ,2/|)()(| ε , 
vµ tõ ®©y suy ra  

Xxxfxfxfxfxfxf mnmn ∈∀=+≤−+−≤− ,2/2/|)()(||)()(||)()(| εεε  

nghÜa lµ ta cã (**). 

§iÒu kiÖn ®ñ. Tõ ®iÒu kiÖn ®ñ cña ®Þnh lý ta suy ra r»ng, víi mçi ®iÓm x  cho tr−íc, 
d·y sè )}({ xfn  lµ mét d·y Cauchy, cho nªn nã héi tô ®Õn mét sè nµo ®ã. Hµm sè cho 

t−¬ng øng mçi ®iÓm Xx ∈  víi giíi h¹n cña d·y sè )}({ xfn  ®−îc ký hiÖu lµ )(xf . Ta 

sÏ chØ ra r»ng d·y hµm }{ nf  lµ héi tô ®Òu ®Õn hµm f  trªn tËp X. ThËt vËy, ®iÒu kiÖn 

®ñ nãi lªn r»ng víi mçi sè d−¬ng ε, ta lu«n t×m ®−îc sè tù nhiªn N (®ñ lín) ®Ó hÖ thøc  

Xxxfxf mn ∈∀≤− ,|)()(| ε .              

nghiÖm ®óng víi bÊt kú 2 sè tù nhiªn n,m nµo lín h¬n  N.  B»ng c¸ch cho m tiÕn ra v« 
cïng vµ ®Ó ý r»ng )(xfm  sÏ tiÕn tíi giíi h¹n lµ )(xf , ta suy ra  

Xxxfxfn ∈∀≤− ,|)()(| ε  .                   

§©y chÝnh lµ ®iÒu cÇn chøng minh. 
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§Þnh lý  (Weierstrass) D·y hµm }{ nf  lµ héi tô ®Òu ®Õn hµm f  trªn tËp X  nÕu tån t¹i d·y sè 

d−¬ng }{ na  héi tô ®Õn 0 vµ tháa m·n ®iÒu kiÖn sau ®©y víi mçi n 

Xxaxfxf nn ∈∀≤− ,|)()(| . 

Chøng minh Do d·y  }{ na  héi tô ®Õn 0 nªn, víi mçi sè d−¬ng ε (nhá bao nhiªu tïy 
ý), tån t¹i sè tù nhiªn  N  (®ñ lín) sao cho mäi sè tù nhiªn n lín h¬n N th× sÏ cã 

ε≤na . KÕt hîp víi ®iÒu kiÖn cña ®Þnh lý ta cã 

Xxaxfxf nn ∈∀≤≤− ,|)()(| ε . 

§©y chÝnh lµ ®iÒu cÇn chøng minh. 

11.1.3.  TÝnh chÊt cña d·y hµm héi tô ®Òu 

§Þnh lý  NÕu d·y c¸c hµm liªn tôc }{ nf  lµ héi tô ®Òu ®Õn hµm f  trªn tËp X th× hµm f  còng 
lµ hµm liªn tôc trªn tËp X.  

Chøng minh Ta cÇn chØ ra r»ng víi mçi ®iÓm  a thuéc tËp  X  th× lu«n cã 

)()(lim afxf
ax

=
→

. 

NghÜa lµ víi mçi sè d−¬ng ε (nhá bao nhiªu tïy ý) ta ph¶i t×m ®−îc sè d−¬ng δ  sao cho 

εδ ≤−⇒≤− |)()(||| afxfax . 

Muèn t×m sè  δ  nh− vËy ta dùa vµo tÝnh héi tô ®Òu cña d·y ®Ó chän sè tù nhiªn N (®ñ 
lín) sao cho  

Xxxfxf N ∈∀≤− ,3/|)()(| ε . 

TiÕp theo, do tÝnh liªn tôc cña hµm Nf  (t¹i ®iÓm  a)  ta chän ®−îc sè d−¬ng δ sao cho  

3/|)()(||| ε≤−⇒δ≤− afxfax NN . 

Nh− vËy, tæng hîp l¹i, víi mäi x  tháa m·n δ≤− || ax  ta sÏ cã 

εεεε =++≤−+−+−≤− 3/3/3/|)()(||)()(||)()(||)()(| afafafxfxfxfafxf NNNN  

§©y chÝnh lµ ®iÒu cÇn chøng minh. 

§Þnh lý NÕu d·y c¸c hµm liªn tôc }{ nf  lµ héi tô ®Òu ®Õn hµm f  trªn ®o¹n [a,b] th× víi mäi 

®iÓm c n»m trªn ®o¹n nµy ta cã d·y hµm ∫=
x

c
nn dttfxF )()(  lµ héi tô ®Òu ®Õn hµm 

∫=
x

c

dttfxF )()(  trªn ®o¹n [a,b]; vµ v× vËy  
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∫∫ ∞→∞→
=

x

c
nn

x

c
nn

dttfdttf )(lim)(lim  

(nghÜa lµ tÝch ph©n cña hµm giíi h¹n b»ng giíi h¹n cña d·y tÝch ph©n c¸c hµm ). 

Chøng minh  Sù tån t¹i cña c¸c hµm  nF  vµ F  ®· ®−îc ®¶m b¶o do tÝnh liªn tôc cña 

c¸c hµm nf  vµ f  trªn ®o¹n [a,b]. Ta chØ cÇn chøng tá r»ng víi mçi sè d−¬ng ε (bÊt 
kú), cã thÓ t×m ®−îc sè tù nhiªn N (®ñ lín) sao cho víi mäi  n > N  th× 

],[,|)()(| baxxFxFn ∈∀≤− ε  . 

Do tÝnh héi tô ®Òu cña d·y hµm }{ nf  vµ f  trªn ®o¹n [a,b] nªn víi mçi sè d−¬ng ε, ta 

t×m ®−îc sè tù nhiªn N  sao cho víi mäi  n > N  th× 

],[,)/(|)()(| baxabxfxfn ∈∀−≤− ε  . 

Khi Êy ta cã  

εε ≤−−≤−≤−=− ∫∫ ∫ )/(|||)()(||)()(||)()(|
·

abaxdttftfdttfdttfxFxF
x

a
n

x

c

x

c
nn  

vµ ®©y chÝnh lµ ®iÒu cÇn chøng minh. 

NhËn xÐt §Þnh lý nµy cho ta kh¶ n¨ng chuyÓn phÐp lÊy tÝch ph©n cña giíi h¹n (cña mét d·y 
hµm) sang phÐp lÊy giíi h¹n cña d·y c¸c tÝch ph©n. 

§Þnh lý Gi¶ sö d·y c¸c hµm }{ nf  kh¶ vi liªn liªn tôc trªn ®o¹n [a,b] cã d·y c¸c ®¹o hµm 

{ '
nf } lµ héi tô ®Òu  trªn ®o¹n nµy.  NÕu cã 1 ®iÓm  c trªn ®o¹n [a,b] sao cho d·y sè 

)}({ cfn  héi tô, th× d·y hµm }{ nf  sÏ lµ héi tô ®Òu  trªn ®o¹n [a,b] tíi mét hµm sè kh¶ 
vi liªn tôc f  cã tÝnh chÊt nh− sau 

],[,)(lim)(':])(lim[ ' baxxfxfxf nnnn
∈∀==′

∞→∞→
. 

Chøng minh LÊy d·y c¸c  hµm  nF   x¸c ®Þnh nh− sau 

 ∫=
x

c
nn dttfxF )()( '  . 

Theo ®Þnh lý ®· ®−îc chøng minh ë trªn, d·y hµm nµy lµ héi tô ®Òu tíi hµm sè  

 ∫ ∞→
=

x

c
nn

dttfxF )](lim[)( ' .   

§Ó ý r»ng  )()()( cfxFxf nnn += , cho nªn d·y hµm  }{ nf  sÏ lµ héi tô ®Òu  trªn ®o¹n 

[a,b] tíi  hµm sè sau ®©y 

 )(lim)( cfxF nn ∞→
+ .  
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§Æt  )(lim)()( cfxFxf nn ∞→
+=  ta cã ngay ®iÒu cÇn chøng minh. 

NhËn xÐt §Þnh lý trªn ®· cho ta kh¶ n¨ng chuyÓn phÐp lÊy ®¹o hµm cña giíi h¹n thµnh phÐp lÊy 
giíi h¹n cña c¸c ®¹o hµm. 

11.2.  Chuçi hµm ____________________________________  

11.2.1.  Kh¸i niÖm  

Cho d·y c¸c hµm sè }{ nf x¸c ®Þnh trªn tËp X. Víi mçi sè tù nhiªn  k  ta thiÕt lËp tæng 
riªng 

∑
=

=
k

n
nk xfxS

1
)()( . 

C¸c tæng riªng nµy còng lËp thµnh mét d·y hµm, x¸c ®Þnh trªn tËp X. 

♦ NÕu d·y c¸c tæng riªng  { kS }  héi tô t¹i ®iÓm  Xx ∈0  th× ta nãi r»ng chuçi hµm  

∑
∞

=1
)(

n
n xf  héi tô t¹i ®iÓm 0x . 

♦ NÕu d·y c¸c tæng riªng  { kS }  héi tô t¹i mçi ®iÓm trªn tËp X  th× ta nãi r»ng chuçi 

hµm ∑
∞

=1
)(

n
n xf  héi tô (hay héi tô ®iÓm) trªn tËp  X .   

♦ NÕu d·y c¸c tæng riªng  { kS }  héi tô ®Òu  trªn tËp X  th× ta nãi r»ng chuçi hµm  

∑
∞

=1
)(

n
n xf  héi tô ®Òu trªn tËp X .   

Giíi h¹n cña d·y tæng riªng ®−îc gäi lµ tæng cña chuçi hµm,  tøc lµ 

∑∑
=∞→∞→

∞

=

==
k

n
nkkkn

n xfxSxf
11

)(lim:)(lim:)( . 

Nh− vËy gi¸ trÞ cña chuçi hµm t¹i mçi ®iÓm lµ mét chuçi sè. NghÜa lµ, mäi tÝnh chÊt vÒ 
chuçi sè cã thÓ ®−îc chuyÓn sang cho chuçi hµm héi tô ®iÓm. 

Víi mçi sè tù nhiªn N, ta xÐt d·y hµm { ,...2,1, ++= NNnfn } vµ cã thÓ thiÕt lËp 

chuçi  ∑
∞

+=

=
1

)()(
Nn

nN xfxr  vµ gäi nã lµ phÇn d− cña tæng riªng NS .  V× tæng riªng cña 

chuçi nµy chØ sai kh¸c víi tæng riªng cña chuçi ∑
∞

=1
)(

n
n xf  mét hµm ®óng b»ng )(xS N , 

cho nªn dÔ dµng chøng minh ®−îc r»ng chuçi héi tô khi vµ chØ khi phÇn d− (cña mét 
tæng riªng nµo ®ã) lµ héi tô, vµ khi Êy víi mäi sè tù nhiªn N ta lu«n cã 

)()()(
1

xrxSxf NN
n

n +=∑
∞

=

. 
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NhËn xÐt Nh− vËy chuçi hµm còng cã b¶n chÊt t−¬ng tù nh− d·y hµm, cho nªn tõ c¸c kÕt qu¶ vÒ 
d·y hµm ta dÔ dµng suy ra c¸c kÕt qu¶ ®èi víi chuçi hµm. C¸c kÕt qu¶ nµy sÏ ®−îc hÖ 

thèng l¹i trong phÇn tiÕp theo. 

11.2.2.  C¸c tÝnh chÊt vµ dÊu hiÖu héi tô cña chuçi hµm 

§Þnh lý  NÕu c¸c hµm  nf  lµ liªn tôc trªn tËp X vµ chuçi ∑
∞

=1
)(

n
n xf lµ héi tô ®Òu trªn tËp X  th× 

tæng cña chuçi còng lµ hµm liªn tôc trªn tËp X.  

Chøng minh  V× tæng riªng cña d·y hµm liªn tôc còng lµ hµm liªn tôc, vµ tæng cña 
chuçi, theo ®Þnh nghÜa, lµ giíi h¹n cña d·y c¸c tæng riªng, cho nªn ®Þnh lý ®−îc suy 
ngay tõ tÝnh liªn tôc cña giíi h¹n cña d·y hµm liªn tôc héi tô ®Òu ®· ®−îc chøng minh 
ë trªn. 

§Þnh lý  NÕu c¸c hµm  nf  lµ liªn tôc trªn ®o¹n [a,b] vµ chuçi ∑
∞

=1
)(

n
n xf lµ héi tô ®Òu trªn ®o¹n 

[a,b]  th×, víi mäi sè  ],[ bac ∈ , chuçi hµm  

∑∫
∞

=1
)(

n

x

c
n dttf   

lµ héi tô ®Òu trªn ®o¹n [a,b] vµ ta cã 

],[,)()(
11

baxdttfdttf
n

x

c
n

x

c n
n ∈∀= ∑∫∫∑

∞

=

∞

=

 

Chøng minh  Ta cã 

  ∫∫∑∑∫∑∫ ∞→=∞→=∞→

∞

=

=









=










=

x

c
nn

x

c

n

k
kn

n

k

x

c
knn

x

c
n dttSdttfdttfdttf )(lim)(lim)(lim:)(

111
. 

V× d·y hµm  )}({ tSn  lµ héi tô ®Òu (theo ®Þnh nghÜa vÒ sù héi tô ®Òu cña chuçi  

∑
∞

=1
)(

n
n xf ), cho nªn tõ ®Þnh lý vÒ tÝch ph©n cña d·y hµm héi tô ®Òu ta suy ra d·y hµm   












∫
x

c
n dttS )(  lµ héi tô ®Òu. Tõ ®©y suy ra chuçi ∑∫

∞

=1
)(

n

x

c
n dttf  lµ héi tô ®Òu. Tõ ®¼ng 

thøc trªn, sau khi chuyÓn giíi h¹n vµo d−íi dÊu tÝch ph©n (thùc hiÖn ®−îc nhê tÝnh héi 
tô ®Òu cña d·y) ta cã ngay ®iÒu cÇn chøng minh.  

§Þnh lý  Gi¶ sö r»ng c¸c hµm nf  lµ kh¶ vi liªn tôc trªn ®o¹n [ a,b] vµ chuçi  c¸c ®¹o hµm  

∑
∞

=1

' )(
n

n xf lµ héi tô ®Òu trªn ®o¹n [ a,b].  Khi ®ã, nÕu cã mét sè ],[ bac ∈  ®Ó cho chuçi sè 

∑
∞

=1
)(

n
n cf  lµ héi tô, th× chuçi hµm ∑

∞

=1
)(

n
n xf  lµ héi tô ®Òu trªn ®o¹n [ a,b], vµ ngoµi ra 
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∑∑
∞

=

∞

=

=








1

'
'

1
)()(

n
n

n
n xfxf   

Chøng minh  B»ng ph−¬ng ph¸p t−¬ng tù nh− trªn, chØ kh¸c ë chç ta ¸p dông ®Þnh lý 
vÒ ®¹o hµm cña d·y héi tô ®Òu. 

§Þnh lý (Tiªu chuÈn Cauchy): §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó chuçi hµm ∑
∞

=1
)(

n
n xf  héi tô ®Òu trªn tËp X  

lµ, víi mçi sè d−¬ng ε  (nhá bao nhiªu tïy ý), ta t×m ®−îc sè tù nhiªn N (®ñ lín) sao cho, 
víi mäi sè tù nhiªn  k > N vµ sè tù nhiªn  m  bÊt kú, bÊt ®¼ng thøc sau ®©y lu«n ®−îc 
tháa m·n 

Xxxf
mk

kn
n ∈∀≤∑

+

+=

,|)(|
1

ε .              

Chøng minh  §Ó ý r»ng  

|)(||)()(|
1

∑
+

+=
+ =−

pk

kn
nkpk xfxSxS  

cho nªn ®Þnh lý nµy ®−îc suy ra ngay tõ tiªu chuÈn Cauchy cho d·y hµm héi tô ®Òu, 
khi d·y hµm ®−îc xÐt lµ d·y c¸c tæng riªng kS .  

HÖ qu¶  NÕu chuçi hµm ∑
∞

=1
)(

n
n xf  héi tô ®Òu trªn tËp X th× d·y hµm }{ nf lµ héi tô ®Òu ®Õn 0 

trªn tËp X.  

Chøng minh  Tõ tiªu chuÈn Cauchy, chän m = 1 ta suy ra ®iÒu cÇn chøng minh.  

HÖ qu¶  Chuçi hµm ∑
∞

=1
)(

n
n xf  héi tô ®Òu trªn tËp X  khi vµ chØ khi 

 0|)(|suplim =
∈∞→

xrN
XxN

.        (*) 

Chøng minh  Tõ tiªu chuÈn Cauchy, chän  k = N  vµ cho m  tiÕn ra v« cïng ta cã (*). 
Ng−îc l¹i, nÕu cã (*) th× víi mäi  ε>0 tån t¹i sè tù nhiªn N (®ñ lín) sao cho  

 XxNmxrm ∈∀≥∀< ,,
2

|)(| ε
. 

Cho nªn 

 XxpNmxrxrxrxrxf mpmmpm

pm

mn
n ∈≥≥∀≤+≤−= ++

+

=
∑ ,0,,|)(||)(||)()(||)(| ε . 

L¹i theo tiªu chuÈn Cauchy ta suy ra chuçi héi tô ®Òu.  

HÖ qu¶ ®· ®−îc chøng minh. 
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§Þnh lý  (Weierstrass) Chuçi hµm ∑
∞

=1
)(

n
n xf  héi tô ®Òu trªn tËp X nÕu nh− tån t¹i chuçi sè 

d−¬ng  ∑
∞

=1n
na  héi tô vµ tháa m·n ®iÒu kiÖn sau 

,...3,2,1,,|)(| =∀∈∀≤ nXxaxf nn     

Chøng minh  Chó ý r»ng 

 Xxaxfxf
mk

kn
n

mk

kn
n

mk

kn
n ∈∀≤≤ ∑∑∑

+

+=

+

+=

+

+=

,|)(||)(|
111

 , 

cho nªn sö dông tiªu chuÈn Cauchy ta suy ra ®iÒu cÇn chøng minh. 

NhËn xÐt  1) Víi chøng minh nh− trªn ta còng suy ra ®−îc r»ng chuçi hµm lµ héi tô tuyÖt ®èi (vµ 
®Òu trªn tËp X). 

2) DÊu hiÖu trªn tuy ®¬n gi¶n nh−ng rÊt h÷u Ých (v× rÊt dÔ kiÓm tra, cho nªn dÔ sö dông).  

ThÝ dô  Ta dÔ dµng nhËn ra tÝnh héi tô ®Òu cña chuçi hµm ∑
∞

=1
2

)sin(
n n

nx
 (trªn toµn bé trôc sè), v× r»ng 

,...3,2,1,1|)sin(| 22 =∀≤ n
nn

nx
 

vµ chuçi sè  ∑
∞

=1
2

1
n n

  lµ héi tô.  

§Þnh lý (DÊu hiÖu Dirichlet). NÕu d·y hµm )}({ xan  lµ ®¬n ®iÖu vµ héi tô ®Òu ®Õn 0 trªn tËp  X 
vµ nÕu d·y hµm  )}({ xbn  cã d·y c¸c tæng riªng (ký hiÖu lµ )}({ xBk ) bÞ chÆn (®Òu) 
trªn tËp X , th× chuçi 

∑
∞

=1
)()(

n
nn xbxa  

lµ héi tô ®Òu trªn tËp X. 

Chøng minh  §iÒu kiÖn thø 2 cña ®Þnh lý cã nghÜa lµ tån t¹i sè d−¬ng M sao cho 

 ,...3,2,1,,|)(| =∀∈∀≤ kXxMxBk  

§iÒu kiÖn thø nhÊt cho thÊy r»ng víi mçi sè d−¬ng  ε  ta lu«n t×m ®−îc sè tù nhiªn N  
sao cho víi mäi  n > N  th×  

XxMxan ∈∀≤≤ ),3/(|)(|0 ε . 

Chó ý r»ng 

1
1

11 ][][ −

+

+=
−++−

+

=

+

=
∑∑∑ −+=−= n

pm

mn
nnpnpmnn

pm

mn
n

pm

mn
nn BaaBaBBaba  
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vµ do tÝnh ®¬n ®iÖu cña d·y hµm  an  th× c¸c ®¹i l−îng (an-1-an) cã cïng dÊu, nªn 

MaaMaaMaaBaa pmm

pm

mn
nn

pm

mn
nnn

pm

mn
nn +

+

+=
−

+

+=
−−

+

+=
− −=−=−≤− ∑∑∑

1
1

1
11

1
1 )(|||][| . 

V× vËy chóng ta cã 

≤−+≤ ++

+

=
∑ MxaxaMxaxbxa pmmpm

pm

mn
nn |)()(||)(||)()(|  

ε=
ε

+
ε

≤+≤ + M
MM

Mxaxa pmm )
3
2

3
(|))(|2|)((| , 

víi mäi  n > N. 

Theo tiªu chuÈn Cauchy  ta cã ®iÒu cÇn chøng minh. 

NhËn xÐt  DÊu hiÖu Dirichlet th−êng khã kiÓm tra h¬n tiªu chuÈn Weierstrass, cho nªn nã chØ ®−îc 
dïng khi kh«ng ¸p dông ®−îc tiªu chuÈn Weierstrass, nh− trong tr−êng hîp sau ®©y. 

ThÝ dô  XÐt tÝnh héi tô ®Òu cña chuçi hµm ∑
∞

=1

)sin(
n n

nx
. V× chuçi ∑

∞

=1

1
n n

 kh«ng héi tô nªn ta 

kh«ng thÓ ¸p dông ®−îc tiªu chuÈn Weierstrass.  §Æt  
n

an
1

=  vµ )sin()( nxxbn = , ta 

thÊy r»ng d·y an lµ ®¬n ®iÖu vµ héi tô ®Òu ®Õn 0 (v× nã kh«ng phô thuéc vµo x) vµ 

∑∑
==

≤==
n

k

n

k
kn

xkxbB
11

)
2

/(sin1|)sin(|||  

cho nªn Bn  bÞ chÆn ®Òu trªn mäi ®o¹n kh«ng chøa c¸c ®iÓm lµ béi cña π2 . Theo dÊu 

hiÖu Dirichlet ta suy ra chuçi ∑
∞

=1

)sin(
n n

nx
 lµ héi tô ®Òu trªn mäi ®o¹n nãi trªn. 

§Þnh lý (DÊu hiÖu Abel). NÕu d·y hµm )}({ xan  lµ ®¬n ®iÖu vµ bÞ chÆn ®Òu trªn tËp  X  (bëi sè 

d−¬ng M), cßn chuçi ∑
∞

=1
)(

n
n xb   lµ héi tô ®Òu  trªn tËp X,  th× chuçi 

∑
∞

=1
)()(

n
nn xbxa  

lµ héi tô ®Òu trªn tËp X. 

Chøng minh  V× chuçi ∑
∞

=1
)(

n
n xb  lµ héi tô ®Òu nªn víi mçi sè d−¬ng ε, tån t¹i sè tù 

nhiªn N sao cho víi mäi sè tù nhiªn n > N vµ mäi sè tù nhiªn  p  ta cã 

Xx
M

xb
pm

mn
n ∈∀≤∑

+

=

,
3

|)(| ε
 .  

Víi c¸ch lËp luËn t−¬ng tù nh− trong chøng minh ®Þnh lý trªn ta suy ra r»ng 
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 εε
≤+≤ +

+

=
∑ |))(||)(|2(

3
|)()(| xaxa

M
xbxa mpm

pm

mn
nn  

vµ tõ tiªu chuÈn Cauchy ta cã ®iÒu cÇn chøng minh. 

11.2.3.  Chuçi lòy thõa 
Chuçi lòy thõa (hay chuçi lòy thõa t©m t¹i gèc) lµ chuçi cã sè h¹ng tæng qu¸t lµ hµm 
lòy thõa, tøc lµ n

nn xaxu =)( .  

Nh− vËy chuçi lòy thõa (t©m gèc) cã d¹ng ∑
∞

=0n

n
n xa , trong ®ã  an lµ c¸c h»ng sè (gäi lµ 

c¸c hÖ sè cña chuçi). B»ng phÐp dÞch chuyÓn täa ®é 0xxx −→  ta cã chuçi lòy thõa 
t©m t¹i ®iÓm  x0  víi d¹ng sau ®©y: 

∑
∞

=

−
0

0 )(
n

n
n xxa . 

1. B¸n kÝnh héi tô cña chuçi lòy thõa 

DÔ dµng thÊy r»ng chuçi lòy thõa lu«n héi tô (®iÓm) t¹i t©m cña nã. Cã nh÷ng chuçi 
lòy thõa chØ héi tô t¹i 1 ®iÓm ®ã mµ th«i (thÝ dô khi chän an=nn). Mét trong nh÷ng nÐt 
®Æc biÖt cña chuçi lòy thõa lµ cã tÝnh chÊt sau 

§Þnh lý  (Abel) NÕu chuçi lòy thõa (t©m t¹i gèc) héi tô t¹i mét ®iÓm  c  nµo ®ã th× nã héi tô 
tuyÖt ®èi trªn c¶ kho¶ng (-|c|,|c|). 

Chøng minh  Do chuçi  ∑
∞

=0n

n
nca héi tô nªn d·y { n

nca } tiÕn ®Õn 0, vµ do ®ã bÞ chÆn 

(khi n tiÕn ra v« cïng).  Víi |)||,|( ccx −∈  th×  1
||
||

<= q
c
x

 , cho nªn dÔ dµng suy ra sù 

héi tô cña chuçi 

n

n

n
n

n

n
n c

xcaxa 







= ∑∑

∞

=

∞

= ||
|||||.|

00
. 

nhê dÊu hiÖu Weierstrass, v× ta biÕt r»ng chuçi ∑
∞

=0n

nMq lµ héi tô (víi mäi sè M). §Þnh 

lý ®· ®−îc chøng minh xong. 

HÖ qu¶ NÕu chuçi lòy thõa kh«ng héi tô t¹i ®iÓm c th× nã còng kh«ng héi tô t¹i mäi ®iÓm n»m 
ngoµi ®o¹n |]||,|[ cc− . 

Chøng minh ThËt vËy, nÕu nã héi tô t¹i mét ®iÓm  b nµo ®ã n»m ngoµi ®o¹n 

|]||,|[ cc− , th× theo ®Þnh lý trªn nã sÏ héi tô trªn c¶ kho¶ng (-b.b), trong ®ã cã ®iÓm c, 

tøc lµ suy ra m©u thuÉn. 



Ch−¬ng 11. d·y hµm & chuçi hµm 

 18
8 

§Þnh nghÜa B¸n kÝnh héi tô cña chuçi lòy thõa lµ mét sè 0≥R  x¸c ®Þnh nh− sau 

n
n

n
a

R
||suplim

1

∞→

= , 

trong ®ã ta quy −íc R = 0  khi n
n

n
a ||suplim

∞→
 b»ng v« cïng, vµ  R  b»ng v« cïng khi 

n
n

n
a ||suplim

∞→
 b»ng 0. 

§Þnh lý Khi ),0( ∞∈R  th×   

(i) Chuçi lòy thõa héi tô tuyÖt ®èi vµ ®Òu trªn mçi ®o¹n n»m trong kho¶ng ),( RR− . 

(ii) Chuçi lòy thõa kh«ng héi tô t¹i mäi ®iÓm n»m ngoµi ®o¹n ],[ RR− . 

Chøng minh (i) Víi mçi ®o¹n ),(],[ 21 RRrr −⊂  lu«n tån t¹i sè d−¬ng a vµ sè d−¬ng 

ε (®ñ bÐ) sao cho ),(],[],[],[ 21 RRaaaarr −⊂+−−⊂−⊂ εε . Nh− vËy ta cã 

],[,|| 21 rrxax ∈∀≤ , vµ  
ε+

<=
∞→ aR

an
n

n

11||suplim . Theo ®Þnh nghÜa vÒ limsup  ta t×m 

®−îc sè tù nhiªn N (®ñ lín) sao cho 

 Nn
a

a
n

n >∀







+
< ,1||

ε
. 

Khi Êy ta cã 

  Nnrrx
a

a
a

xxa
nn

n
n >∀∈∀








+
≤








+
< ],,[,|||| 21εε

. 

V× chuçi sè (cÊp sè nh©n lïi v« h¹n)  ∑
∞

=








+0n

n

a
a

ε
lµ héi tô nªn, theo dÊu hiÖu 

Weierstrass, ta suy ra chuçi ∑
∞

=0
||

n

n
n xa  lµ héi tô ®Òu trªn ®o¹n ],[ 21 rr  .  

(ii) Víi  ],[ RRx −∉  tån t¹i sè d−¬ng a tháa m·n || xaR << , vµ tõ ®Þnh nghÜa limsup 
ta t×m ®−îc sè tù nhiªn N  sao cho  

Nn
a
xxa

n
n

n >∀>





> ,1|||| . 

Tõ ®©y suy ra chuçi kh«ng héi tô v× sè h¹ng tæng qu¸t cña nã kh«ng tiÕn tíi 0 khi n  
tiÕn ra v« cïng. 

§Þnh lý ®· ®−îc chøng minh ®Çy ®ñ. 

NhËn xÐt  1) C¸ch chøng minh trªn cho thÊy r»ng phÇn (i) cña ®Þnh lý vÉn ®óng khi  R  b»ng v« 
cïng.  

2) Do ®Þnh lý trªn, kho¶ng (-R,R) cßn cã tªn gäi lµ vïng héi tô (hay miÒn héi tô). Nh− 
vËy, tÝnh héi tô cña chuçi lòy thõa ë trong miÒn héi tô (-R,R) ®· ®−îc lµm râ. Tuy 
nhiªn, viÖc kh¶o s¸t sù héi tô cña chuçi t¹i c¸c ®iÓm biªn cña miÒn (tøc lµ t¹i ®iÓm  R 
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vµ -R ) lµ vÊn ®Ò rÊt tinh tÕ vµ cÇn ®−îc xö lý b»ng c¸c kü thuËt tinh ®Æc biÖt trong tõng 
tr−êng hîp cô thÓ.  

2. C¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña tæng chuçi lòy thõa 

§Þnh lý (i) Tæng cña chuçi lòy thõa lµ mét hµm liªn tôc trong vïng héi tô cña chuçi; 

(ii) Tæng cña chuçi lòy thõa lµ hµm kh¶ vi liªn tôc cÊp v« h¹n trong vïng héi tô vµ ®¹o 
hµm cña nã b»ng tæng cña chuçi c¸c ®¹o hµm, cô thÓ lµ ®−îc tÝnh bëi c«ng thøc 

∑∑
∞

=

−
∞

=

=








1

1
'

0 n

n
n

n

n
n xnaxa , ),( RRx −∈∀ . (*) 

(iii) TÝch ph©n cña tæng chuçi lò thõa b»ng tæng chuçi c¸c tÝch ph©n c¸c hµm lòy thõa, 
tøc lµ ta cã c«ng thøc 

cx
n
adxxa

n

nn

n

n
n +

+
=







 ∑∫ ∑
∞

=

+
∞

= 0

1

0 1
. 

Chøng minh (i) Mét ®iÓm bÊt kú trong miÒn héi tô (kho¶ng (-R,R)) lu«n cã thÓ ®−îc 

chøa trong phÇn trong cña mét ®o¹n nµo ®ã còng n»m trong miÒn nµy. Theo ®Þnh lý 
trªn chuçi héi tô ®Òu trªn ®o¹n ®ã. V× c¸c hµm lòy thõa lµ liªn tôc nªn do tÝnh liªn tôc 
cña tæng chuçi héi tô ®Òu ta suy ra ®iÒu cÇn chøng minh. 

(ii) V×  1 ||suplim −

∞→

n
n

n
na = 1 ||suplim −

∞→

n
n

n
a . 1lim −

∞→

n
n

n = n
n

n
a ||suplim

∞→
, cho nªn b¸n kÝnh 

héi tô cña chuçi ∑
∞

=

−

1

1

n

n
n xna b»ng b¸n kÝnh héi tô cña chuçi ∑

∞

=0n

n
n xa . Theo ®Þnh lý 

trªn, chuçi ∑
∞

=

−

1

1

n

n
n xna  lµ héi tô ®Òu trªn mäi ®o¹n n»m trong kho¶ng (-R,R), vµ suy ra 

lµ héi tô ®Òu trªn l©n cËn (®ñ nhá) cña mçi ®iÓm cho tr−íc. Tõ ®Þnh lý vÒ ®¹o hµm cña 

chuçi c¸c hµm kh¶ vi héi tô ®Òu ta suy ra chuçi  ∑
∞

=0n

n
n xa  lµ hµm kh¶ vi vµ ®¹o hµm 

cña nã ®−îc tÝnh theo c«ng thøc (*). V× ∑
∞

=

−

1

1

n

n
n xna  còng lµ mét chuçi lòy thõa nªn 

(theo lËp luËn trªn) nã còng lµ hµm kh¶ vi trªn vïng héi tô cña nã (tøc lµ còng trªn 
kho¶ng (-R,R)). Tãm l¹i, ®¹o hµm cña chuçi lòy thõa lµ mét chuçi lòy thõa cã chung 
vïng héi tô víi chuçi ban ®Çu. V× mäi chuçi lòy thõa ®Òu kh¶ vi trong vïng héi tô, cho 
nªn suy ra chuçi lòy thõa lµ kh¶ vi v« h¹n lÇn trªn vïng héi tô cña nã. PhÇn 2 ®· ®−îc 

chøng minh xong. 

(iii) Chøng minh hoµn toµn t−¬ng tù nh−ng sö dông ®Þnh lý vÒ tÝch ph©n cña chuçi 
hµm héi tô ®Òu. 

§Þnh lý ®· ®−îc chøng minh ®Çy ®ñ.  
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HÖ qu¶ Gäi )(xf  lµ tæng cña chuçi lòy thõa. Ta cã k
k akf !)0()( = , vµ suy ra c¸ch tÝnh c¸c hÖ sè 

cña chuçi th«ng qua ®¹o hµm cña tæng chuçi nh− sau 

  
!

)0()(

k
fa

k

k = .  

Chøng minh Suy ra ngay tõ phÇn (ii) cña ®Þnh lý trªn. 

3. BiÓu diÔn hµm sè qua chuçi lòy thõa - Chuçi Taylor 

Ta nãi hµm sè )(xf  ®−îc biÓu diÔn qua chuçi lòy thõa trong l©n cËn cña ®iÓm 0x  nÕu 

nh− nã b»ng tæng cña mét chuçi lòy thõa cã t©m t¹i 0x  vµ cã b¸n kÝnh héi tô kh¸c 0.  

NhËn xÐt  Ta ®· biÕt r»ng chuçi lòy thõa (cã b¸n kÝnh héi tô kh¸c 0) th× kh¶ vi v« h¹n t¹i vïng 
héi tô cña nã, cho nªn mét khi hµm  )(xf  biÓu diÔn ®−îc d−íi d¹ng chuçi lòy thõa th× 

nã còng ph¶i kh¶ vi bËc v« h¹n, vµ theo hÖ qu¶ trªn th× hÖ sè cña chuçi biÓu diÔn sÏ 
®−îc tÝnh qua ®¹o hµm cña hµm theo c«ng thøc sau 

!
)( 0

)(

k
xfa

k

k = , 

vµ suy ra chuçi lòy thõa biÓu diÔn hµm sè trong l©n cËn mét ®iÓm chÝnh lµ chuçi 
Taylor cña hµm t¹i ®iÓm ®ã. Tuy nhiªn, ®©y míi chØ lµ ®iÒu kiÖn cÇn mµ kh«ng ph¶i lµ 
®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó mét hµm biÓu diÔn ®−îc d−íi d¹ng chuçi lòy thõa. 

ThÝ dô Hµm   







=
≠=

−

0,0
0,)(

2/1

xkhi
xkhiexf

x
   

lµ kh¶ vi v« h¹n t¹i l©n cËn gèc (dÔ dµng kiÓm 
tra) nh−ng nã kh«ng thÓ biÓu diÔn ®−îc d−íi 
d¹ng chuçi lòy thõa (víi b¸n kÝnh héi thô kh¸c 
0). ThËt vËy, nÕu nh− nã biÓu diÔn ®−îc th× c¸c 
hÖ sè cña chuçi ph¶i tháa m·n hÖ thøc  

,...3,2,1,0
!

)0()(

=∀== k
k

fa
k

k  

vµ do ®ã chuçi ph¶i ®ång nhÊt b»ng 0. §iÒu nµy 
lµ m©u thuÉn v× )(xf  kh«ng ®ång nhÊt b»ng 0 
trong bÊt kú l©n cËn ®ñ nhá nµo. 

NhËn xÐt NÕu nghiªn cøu kü ta sÏ thÊy hµm nµy cã ®Æc tÝnh lµ c¸c ®¹o hµm bËc cao cña nã, kÓ tõ 
bËc 2 trë ®i, cã “®é dèc” rÊt lín t¹i gÇn ®iÓm gèc täa ®é (mÆc dï b»ng 0 t¹i chÝnh ®iÓm 
gèc). §¹o hµm bËc cµng cao th× ®é dèc cµng lín (xem h×nh vÏ minh häa bªn c¹nh, ®å 
thÞ cña ®¹o hµm tõ bËc 2 trë lªn  gÇn nh− cïng song song víi trôc tung). Cã nghÜa  “thñ 
ph¹m” ë ®©y chÝnh lµ ®¹o hµm cÊp n cña hµm sè (t¹i c¸c ®iÓm x kh¸c 0) ®· t¨ng qu¸ 
nhanh theo n . 

 

H×nh 11.3 
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Cho nªn ®Ó cho hµm cã thÓ biÓu diÔn ®−îc d−íi d¹ng chuçi lòy thõa (trong mét l©n 
cËn nµo ®ã) th× ph¶i tr¸nh t×nh tr¹ng trªn. ChÝnh x¸c h¬n ta cã 

 MÖnh ®Ò NÕu tån t¹i c¸c sè d−¬ng  a vµ δ  sao cho 

],[),!.(0|)(| )( δδ−∈∀= xnaxf nn  

th× chuçi Taylor  

 n

n

n

x
n

of∑
∞

=0

)(

!
)(

  

héi tô tuyÖt ®èi vµ ®Òu (®Õn hµm f) trªn mäi ®o¹n n»m trong kho¶ng ),( αα− , trong ®ã  

),min( 1−= aδα . 

Chøng minh  Theo c«ng thøc khai triÓn Taylor víi phÇn d− d¹ng Lagrange ta cã 

)1,0(,
!

)(
!

)0()(
)(1

0

)(

∈θ
θ

+= ∑
−

=

n
n

k
n

k

k

x
n

xfx
k

fxf . 

Tõ ®iÒu kiÖn cña ®Þnh lý vµ ®Ó ý r»ng 0 < θ < 1, ta suy ra r»ng 

 )|(|0|
!

)(|
)(

nn
n

axx
n

xf
=

θ
. 

Víi mçi ),( αα−∈x , ®¹i l−îng  |ax|n  tiÕn ®Õn 0, vµ v× vËy chuçi lòy thõa lµ héi tô tíi 

f(x). TÝnh héi tô ®Òu vµ tuyÖt ®èi cã ®−îc nh− c¸c tÝnh chÊt cña mét chuçi lòy thõa.  
MÖnh ®Ò ®· ®−îc chøng minh xong. 

HÖ qu¶ NÕu )()( xf n  bÞ chÆn ®Òu trªn ®o¹n  [-R,R] (víi mäi n) th×  

).,(,
!

)0()(
0

)(

RRxx
n

fxf n

n

n

−∈∀= ∑
∞

=

 

Chøng minh Khi Êy ta cã 

  0
!!

)(
)(

)(

 →≤ ∞→n

n
n

n

n
RMx

n
xf θ

 

cho nªn hÖ qu¶ lµ hiÓn nhiªn. 

ThÝ dô Tõ hÖ qu¶ trªn ta dÔ dµng suy ra c¸c c«ng thøc sau ®©y 

),(,...
!

...
!2!1

1)exp(:
2

∞−∞∈∀+++++== x
n
xxxxe

n
x  

),(,...
)!12(

)1(...
!3!1

)sin(
123

∞−∞∈∀+
+

−++−=
+

x
n
xxxx

n
n  

),(,...
)!2(

)1(...
!2

1)cos(
22

∞−∞∈∀+−++−= x
n

xxx
n

n  
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)1,1(,......
21

)1ln(
2

−∈∀++++=+ x
n
xxxx

n

 

NhËn xÐt  C«ng thøc biÓu diÔn hµm sè  exp(.) nh− trªn cho ta thªm mét ph−¬ng ph¸p ®Þnh nghÜa 
hµm sè mò. Ph−¬ng ph¸p nµy cã phÇn “cång kÒnh” h¬n vµ ®ßi hái sö dông c¸c kiÕn 
thøc cao h¬n (so víi kiÕn thøc vÒ giíi h¹n d·y sè), nh−ng bï l¹i nã cho mét ®¸nh gi¸ 
t−êng minh vÒ ®é chÝnh x¸c khi xÊp xØ nã b»ng ®a thøc (Taylor).  

11.2.4.  Chuçi l−îng gi¸c 

Chuçi l−îng gi¸c lµ chuçi cã c¸c sè h¹ng tæng qu¸t lµ hµm l−îng gi¸c d¹ng 

)sin()cos()( nxbnxaxf nnn +=  

trong ®ã  an vµ bn  lµ c¸c hÖ sè kh«ng phô thuéc vµo x. 

Nh− vËy, d¹ng tæng qu¸t cña chuçi l−îng gi¸c lµ  

)]sin()cos([
2 1

0 nxbnxaa
nn

n
++ ∑

∞

=

. 

1. Sù héi tô cña chuçi l−îng gi¸c 

Tõ c¸c dÊu hiÖu héi tô cña chuçi (bÊt kú) ta suy ra c¸c dÊu hiÖu héi tô cho c¸c chuçi 
l−îng gi¸c nh− sau 

(1) NÕu c¸c chuçi hÖ sè ∑
∞

=1n
na  vµ ∑

∞

=1n
nb  lµ héi tô tuyÖt ®èi th× chuçi l−îng gi¸c lµ héi 

tô tuyÖt ®èi vµ ®Òu (trªn mäi ®o¹n bÊt kú). §iÒu nµy suy ra tõ ®Þnh lý Weierstrass víi 
nhËn xÐt r»ng 1|)sin(| ≤nx  vµ 1|)cos(| ≤nx  víi mäi n, x.  

(2) NÕu c¸c d·y sè  {an } vµ {bn } lµ ®¬n ®iÖu gi¶m vµ tiÕn ®Õn 0 th× chuçi l−îng gi¸c 
lµ héi tô t¹i mäi ®iÓm  πkx 2≠ .  (Nh− ®· chØ ra trong phÇn dÊu hiÖu héi tô Abel vµ 
Dirichlet). 

Gi¶ sö chuçi l−îng gi¸c lµ héi tô ®Òu trªn ®o¹n ]2,0[ π . Khi Êy tæng cña nã 

)]sin()cos([
2

)(
1

0 nxbnxaaxf nn
n

++= ∑
∞

=

 

lµ mét hµm liªn tôc trªn ®o¹n ]2,0[ π , vµ víi mäi sè nguyªn p th× chuçi 

)]cos()sin()cos()cos([)cos(
2

)cos()(
1

0 pxnxbpxnxapx
a

pxxf nn
n

++= ∑
∞

=

 

còng lµ héi tô ®Òu. Tõ c«ng thøc tÝch ph©n tæng cña chuçi héi tô ®Òu vµ l−u ý tÝnh 
vu«ng gãc tõng ®«i mét cña hÖ c¸c hµm l−îng gi¸c {sin(x), cos(x), sin(2x), cos(2x), ..., 
sin(nx), cos(nx),... }, nghÜa lµ 

 dxpxnx∫
π2

0

)cos()sin(  = 0    víi mäi   n,p  

vµ 
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



=
≠

=∫ npkhi
npkhi

dxpxnx
π

π 0
)cos()cos(

2

0

, 

ta suy ra  

,...3,2,1,)cos()(1 2

0

== ∫ ndxnxxfan

π

π
 

T−¬ng tù nh− vËy ta cã 

,...3,2,1,)sin()(1 2

0

== ∫ ndxnxxfbn

π

π
 

2. Chuçi Fourier 

Gi¶ sö  f  lµ mét hµm sè kh¶ tÝch trªn ®o¹n ]2,0[ π  vµ tuÇn hoµn víi chu kú b»ng ®o¹n 
nµy. Khi Êy cã thÓ tÝnh ®−îc c¸c d·y sè sau ®©y 

,...3,2,1,0,)cos()(1 2

0

== ∫ ndxnxxfan

π

π
  . 

,...3,2,1,)sin()(1 2

0

== ∫ ndxnxxfbn

π

π
 

vµ thiÕt lËp chuçi l−îng gi¸c  

  )]sin()cos([
2 1

0 nxbnxa
a

nn
n

++ ∑
∞

=

. 

Chuçi nµy cã tªn gäi lµ chuçi Fourier cña hµm  f  vµ c¸c sè an, bn ®−îc gäi lµ c¸c hÖ sè 
Fourier.  Tæng riªng cña chuçi nµy lµ 

)]sin()cos([
2

)(
1

0 nxbnxaaxS nn

n

n
n ++= ∑

=

. 

Ta sÏ nghiªn cøu xem víi hµm  f  nh− thÕ nµo th× chuçi Fourier cña nã héi tô, vµ khi 
nµo chuçi héi tô ®Õn chÝnh hµm  f.  §Ó lµm ®iÒu nµy ta cÇn bæ ®Ò sau. 

Bæ ®Ò  Gi¶ sö  f  lµ mét hµm sè kh¶ tÝch vµ tuÇn hoµn víi chu kú π2 . NÕu  ký hiÖu )(xSn  lµ 
tæng riªng cña chuçi Fourier cña hµm  f , th× 

dt
t

tnxftxfxfxSn ∫
+

−+=−
π

π 0 )sin(2
])12sin[()]()2([1)()(  . 

Chøng minh  L−u ý r»ng  

∫ =+=+
π

π

2

0

)]sin()sin()()cos()cos()([1)sin()cos( dtkxkttfkxkttfkxbkxa kk  
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 ∫ −=
π

π

2

0

)cos()(1 dttxtf ,  

vµ  ∫=
π

π

2

0

0 )(
2
1

2
dttfa

 ,  ta suy ra 

dttxntxtfxSn )](cos...)cos(
2
1[)(1)(

2

0

−++−+= ∫
π

π
 

Chó ý r»ng  
2
1

)2/sin(2
)2/1sin()cos(

1
−

+
=∑

= x
xnkx

n

k
 ,  ta cã  

dt
tx

txntfxSn ∫ −
−+

=
π

π

2

0 )
2

sin(2

)])(2/1sin[()(1)(  . 

§Æt 2/)( xtu −=   ta viÕt l¹i c«ng thøc trªn nh− sau   

du
u

untxfxSn ∫
+

+=
π

π 0 )sin(2
])12sin[()2(1)(  . (*) 

Trong tr−êng hîp ®Æc biÖt víi 1)( ≡xf  ta dÔ dµng thÊy r»ng 1)( ≡xSn  vµ tõ ®¼ng 
thøc trªn ta cã h»ng ®¼ng thøc sau 

du
u

un
∫

+
=

π

π 0 )sin(2
])12sin[(11  

 cho nªn, víi mäi hµm  f(x), 

du
u

unxfxf ∫
+

=
π

π 0 )sin(2
])12sin[()(1)(  .  (**) 

Tõ (*) vµ (**) ta suy ra ®iÒu cÇn chøng minh. 

Bæ ®Ò HÖ sè Fourier cña mét hµm kh¶ tÝch th× tiÕn tíi  0  khi  n  tiÕn ra v« cïng. 

Chøng minh  DÔ thÊy r»ng bæ ®Ò lµ ®óng víi hµm bËc thang 1 khóc cã d¹ng  





∈
⊂∈

=
),(\]2,0[0
]2,0[],[

)(
βαπ
πβα

xkhi
xkhil

xf  

v× khi Êy hÖ sè Fourier cña nã cã d¹ng  nnnlan /)]sin()[sin( βα −=  (vµ t−¬ng tù ®èi 
víi  bn).  

Tõ ®©y suy ra bæ ®Ò còng ®óng víi c¸c hµm bËc thang tæng qu¸t (tuÇn hoµn víi chu kú  
2π), v× nã lµ tæng cña h÷u h¹n hµm bËc thang 1 khóc. 

L−u ý r»ng khi f  lµ hµm kh¶ tÝch (bÊt kú) th× víi mçi sè d−¬ng  ε  ta lu«n t×m ®−îc 
hµm bËc thang  g  sao cho   |f(t)-g(t)| < ε  víi mäi x  trong ®o¹n [0,2π]. Cho nªn víi hÖ 
sè Fourier  an cña hµm  f  ta cã ®¸nh gi¸ sau 

|)cos()(|2|)cos()(||)()(|||
2

0

2

0

2

0
∫∫∫ +≤+−≤
πππ

πε dtnttgdtnttgdttgtfan . 
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Sau khi qua giíi h¹n (víi n  tiÕn ra v« cïng) ta suy ra   πε2||suplim0 ≤≤
∞→

n
n

a .  

V× ®iÒu nµy tháa m·n víi mäi sè d−¬ng  ε (nhá bao nhiªu tïy ý) cho nªn ta suy ra  
0||suplim =

∞→
n

n
a , vµ ®iÒu nµy còng cã nghÜa lµ 0lim =

∞→
nn

a .  Mét c¸ch t−¬ng tù ta còng 

cã  0lim =
∞→ nn

b , vµ bæ ®Ò ®· ®−îc chøng minh ®Çy ®ñ. 

MÖnh ®Ò NÕu cã sè  l  sao cho hµm sè  
)sin(

2)2()2()(
t

ltxftxft −−++
=ϕ  lµ kh¶ tÝch th× chuçi 

Fourier cña hµm  f  héi tô t¹i ®iÓm  x  tíi sè  l. 

Chøng minh  NhËn xÐt r»ng tÝch ph©n trªn ®o¹n [0, 2π]  cña hµm  f  (kh¶ tÝch vµ tuÇn 
hoµn víi chu kú 2π) còng b»ng tÝch ph©n cña nã trªn bÊt cø ®o¹n nµo cã ®é dµi b»ng 
2π. Cho nªn ta cã 

=
+

+= ∫
−

dt
t

tntxfxSn

2/

2/ )sin(
])12sin[()2(1)(

π

ππ
 

= =
+

++
+

+ ∫∫
−

dt
t

tntxfdt
t

tntxf
0

2/

2/

0 )sin(
])12sin[()2(1

)sin(
])12sin[()2(1

π

π

ππ
 

= dt
t

tntxftxf∫
+

−++
2/

0 )sin(
])12sin[()]2()2([1 π

π
  . 

Tõ ®©y suy ra 

=
+

−−++=− ∫ dt
t

tnltxftxflxSn

2/

0 )sin(
])12sin[(]2)2()2([1)(

π

π
 

= ∫ +
2/

0

])12sin[()(1 π

ϕ
π

dttnt . 

Nh− vËy  Sn(x)-l  ®óng b»ng hÖ sè Fourier (thø  2n+1) cña mét hµm kh¶ tÝch nhËn gi¸ 
trÞ  )(tϕ  trªn ®o¹n  [0, π/2] vµ nhËn gi¸ trÞ  0  trªn miÒn [-π/2,0). Theo Bæ ®Ò 2 ta cã  

Sn(x)-l  héi tô ®Õn 0. NghÜa lµ Sn(x)  héi tô ®Õn l, vµ ta cã ®iÒu cÇn chøng minh. 

NhËn xÐt V× hµm sè  1/sin(t) lµ liªn tôc t¹i mäi ®iÓm kh¸c 0, cho nªn hµm ϕ(t)  lµ kh¶ tÝch trªn 
mäi ®o¹n [a,π] còng nh−  [-π,-a], víi a > 0. Cã nghÜa lµ sù kh¶ tÝch cña hµm  ϕ(t) chØ 
cßn phô thuéc vµo tÝnh chÊt cña hµm  f  trong l©n cËn cña ®iÓm x  mµ th«i. Nh− mét 
tr−êng hîp riªng cña mÖnh ®Ò trªn ta cã 

§Þnh lý NÕu hµm  f  cã ®¹o hµm tr¸i vµ ®¹o hµm ph¶i t¹i ®iÓm  x  th× chuçi Fourier  cña nã 
héi tô t¹i ®iÓm  x  tíi gi¸ trÞ  f(x). 

Chøng minh Trong ®iÒu kiÖn cña ®Þnh lý, víi  l=f(x),  hµm 

 
)sin(

)(2)2()2()(
t

xftxftxft −−++
=ϕ  
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cã giíi h¹n khi t  tiÕn ®Õn 0 (b»ng )0(')0(' ++− ff ). V× vËy nÕu ta cho nã nhËn gi¸ trÞ 
t¹i gèc b»ng giíi h¹n nµy th× nã sÏ trë thµnh hµm liªn tôc t¹i gèc, vµ do ®ã nã lµ kh¶ 
tÝch.  Tõ mÖnh ®Ò trªn ta cã ®iÒu cÇn chøng minh. 

ThÝ dô  Víi hµm  f(x) = x  trªn kho¶ng (-π,π) vµ b»ng 0 t¹i c¸c ®iÓm ®Çu mót (π vµ -π), ta tÝnh 
®−îc chuçi Fourier cña nã lµ 







 +−+−+− + ...)sin()1(...

3
)3sin(

2
)2sin()sin(2 1

n
nxxxx n  . 

DÔ dµng kiÓm tra r»ng c¸c ®iÒu kiÖn cña ®Þnh lý trªn nghiÖm ®óng, cho nªn 







 +−+−+−= + ...)sin()1(...

3
)3sin(

2
)2sin()sin(2 1

n
nxxxxx n . 

Trong tr−êng hîp riªng, khi  x=π/2  ta cã 

...
12

1)1(...
5
1

3
11

4
+

+
−+−+−=

n
nπ
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______________________________
Bµi tËp vµ 

TÝnh to¸n thùc hµnh Ch−¬ng 11 

1.  Bµi tËp cñng cè lý thuyÕt
________________________

 
Bµi 1   Chøng tá tæng  

∑
∞

= +0
2

2

)1(n
nx

x
 

cña chuçi c¸c hµm liªn tôc nn x
xxf

)1(
)( 2

2

+
=  lµ mét hµm gi¸n ®o¹n t¹i x = 0. 

Bµi 2 Cho  

n

nm xmxf 2)!(coslim)( π
∞→

= . 

Chøng tá hµm giíi h¹n )(lim:)( xfxf mm ∞→
=  lµ hµm Dirichlet (tøc lµ 0)( =xf  khi x v« 

tû vµ 1)( =xf khi x  h÷u tû). Tõ ®ã suy ra, )(xf lµ mét hµm kh«ng liªn tôc t¹i mäi 
®iÓm vµ kh«ng kh¶ tÝch Rieman. 

Bµi 3 Cho  

n
nxxfm

sin)( = . 

Chøng tá hµm giíi h¹n lµ 0)(lim:)( ==
∞→

xfxf nn
 víi mäi x. 

Suy ra d·y ®¹o hµm { } { }nxnxf n cos)( =′  kh«ng héi tô tíi ®¹o hµm cña giíi h¹n )(' xf . 

Bµi 4   Cho  

n
n xxnxf )1()( 22 −= ,    ,...2,1,10 =≤≤ nx  

 Chøng tá hµm giíi h¹n lµ f x f x
n n( ): lim ( )= =
→∞

0 , víi mäi x, vµ  

dxxfdxxf nnnn
)(lim)(lim

1

0

1

0
∫∫

∞→∞→
≠ . 

Bµi 5 Cho d·y hµm bÞ chÆn ®Òu  

,...)3,2,1,20(sin)( =≤≤= nxnxxfn π .  

Chøng minh r»ng kh«ng tån t¹i  d·y con nµo cña d·y trªn héi tô.    
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Bµi 6  Cho hµm  





≤≤−
≤≤

=
21,2
10,

)(
xx
xx

xφ  

vµ  )()2( xx φφ =+  víi [ ]2,0∉x . 

X©y dùng hµm )(xf nh− sau: )4(
4
3)(

0

xxf n

n

n

φ∑
∞

=






= . 

Chøng minh r»ng )(xf liªn tôc trªn  , nh−ng kh«ng kh¶ vi t¹i mäi ®iÓm. 

2.  TÝnh tæng cña chuçi héi tô
_______________________

 

1)    ∑
∞

=1 !
sin

n n
nx

  ; 2)    n

n
n x
n

n∑
∞

=

+
1

2

!2
1

  ; 

3)    ∑
∞

=

+−
1

2)12()1(
n

nn xn ; 4)    ∑
∞

= +0
2

2

)1(n
nx

x
  ; 

5)    ∑
∞

=1 !n

n

n
x  ; 6)    ∑

∞

=

−
1

)1(
n

nxx   ; 

3.  T×m miÒn héi tô cña chuçi hµm
___________________

 

Bµi 1 T×m miÒn héi tô cña c¸c chuçi hµm sau: 

1)    ∑
∞

=

−
1

ln)1(
n

n
n

n
x

    ; 2)    
n

n n
x∑

∞

=1

)
sin

(   

Bµi 2 T×m nh÷ng gi¸ trÞ cña x ®Ó chuçi hµm sau héi tô: 

∑
∞

=







 −
+

1

)1(1ln
n

x

n

n
 . 

Bµi 3 Chøng minh r»ng  chuçi hµm sau ph©n kú víi mäi x: 

)))]ln(ln((cos[
ln
1

2
nxn

nn
+∑

∞

=
. 

Bµi 4 Ký hiÖu M lµ tËp tÊt c¶ c¸c ®iÓm x M∈  mµ d·y ∑
∞

=0

)!sin(
n

xn π  héi tô. Chøng minh r»ng  

a) M trï mËt hÇu kh¾p n¬i, tøc lµ mäi kho¶ng ®Òu c¾t  M. 

b) Me∈ . 

c) M kh«ng chøa mét kho¶ng nµo. 
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4.  Chuçi héi tô ®Òu
________________________________

 

Bµi 1 Chøng minh r»ng ®Ó d·y hµm { })(xfn  héi tô ®Òu trªn tËp X  tíi hµm )(xf , ®iÒu kiÖn 

cÇn vµ ®ñ lµ 0)(suplim =
∈∞→

xrn
Xxn

, trong ®ã )()()( xfxfxr nn −= . 

Bµi 2 XÐt sù héi tô ®Òu cña c¸c d·y trªn c¸c kho¶ng t−¬ng øng 

1)  n
n xxf =)(   , 10);

2
10) ≤≤≤≤ xbxa      ; 

2)  10      ,)( 1 ≤≤−= − xxxxf nn
n  ; 3)  10,)( 2 ≤≤−= xxxxf nn

n        ; 

4)  10,
1

)( ≤≤
++

= x
xn

nxxf n       ; 5) ∞<<∞−+= x
n

xxf n     ,1)(
2

2 ; 

6)  ∞<<−+= xx
n

xnxf n 0,)1()(      ;  7)  ∞<<∞−= x
n
nxxf n      ,)sin()( ; 

8)  ∞<<∞−





= x
n
xxf n       ,sin)( ; 9) ∞<<= xnxxf n 0,)arctan()(        ; 

10)  ∞<<= xnxxxf n 0,)arctan()(      ; 

Bµi 3 Chuçi  ∑
∞

=

−
0

2

)!2(
)1(

n

n
n

n
x

  cã  héi tô ®Òu trªn ),( +∞−∞  hay kh«ng ? 

Bµi 4 Chuçi  ∑
∞

=

−
1

2 )1(
n

n

n
xx  cã  héi tô ®Òu trªn [ ]2,2−  hay kh«ng ? 

Bµi 5   Chøng tá d·y hµm   

,...3,2,1,10,
1

1)( =<<
+

= nx
nx

xf n , 

héi tô tíi  0)( =xf  trªn ( , )0 1 , nh−ng kh«ng héi tô ®Òu. 

Bµi 6 Cho d·y hµm   

,...3,2,1,10,
)1(

)( 22

2

=≤≤
−+

= nx
nxx

xxf n . 

Chøng minh r»ng { })(xfn bÞ chÆn ®Òu trªn [0,1] vµ  

,10,0)(lim ≤≤=
∞→

xxf nn
 

 nh−ng kh«ng cã mét d·y con nµo héi tô ®Òu trªn [0,1]. 
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Bµi 7 Cho d·y hµm  21
)(

nx
xxfn +

= , n=1,2,3,..., x lµ sè thùc. Chøng minh r»ng { })(xfn héi 

tô ®Òu tíi hµm f  vµ ta cã 
)(lim)(' ' xfxf nn ∞→

=  

®óng víi mäi x kh¸c 0, nh−ng kh«ng ®óng khi x = 0.  

5.  Chuçi lòy thõa
__________________________________

 
Bµi 1 Ph©n tÝch  

)1)(1)(1)(1(
1

842 xxxx ++++
 

d−íi d¹ng chuçi lòy thõa. 

Bµi 2 X¸c ®Þnh b¸n kÝnh, kho¶ng héi tô vµ nghiªn cøu d¸ng ®iÖu t¹i c¸c ®iÓm biªn cña 
kho¶ng héi tô cña c¸c chuçi lòy thõa sau: 

1)    n

n

nn

x
n

)1()2(3
1

+
−+∑

∞

=

    ;  2)     n

n
x

n
n∑

∞

=1

2

)!2(
)!(

   ; 3)     n

n

n x
n∑

∞

=

+
1

2
)11(   . 

6.  Chuçi Fourier
___________________________________

 
Bµi 1 Ph©n tÝch hµm 















=
π
xy arcsinsin  

d−íi d¹ng chuçi Fourier. 

7.  Thùc hµnh tÝnh to¸n
_____________________________

 

7.1.  Thùc hµnh tÝnh giíi h¹n cña d·y hµm hoÆc tæng cña chuçi hµm  
§èi víi mét d·y hµm hoÆc chuçi hµm héi tô, ta cã thÓ dïng MAPLE ®Ó tÝnh hµm giíi 
h¹n hoÆc tæng cña chuçi hµm. C¸c  thao t¸c gièng hÖt nh− tÝnh giíi h¹n cña d·y hoÆc 
tæng cña chuçi sè (xem thùc hµnh tÝnh to¸n ch−¬ng 2). KÕt qu¶ lµ mét hµm sè (nãi 
chung phô thuéc vµo biÕn sè x). 

Bµi 1 TÝnh tæng   ∑
∞

=

+=
1 !

1)(
n

n

n
xxf . 

[> 1+sum(x^n/n!,n=1..infinity); 

1 + exp(x) (1 - exp(-x)) 

[> simplify("); 
exp(x) . 

Bµi 2 TÝnh giíi h¹n f x x
nn

n( ) lim( )= +
→∞

1   . 
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[> limit((1+x/n)^n,n=infinity); 

exp(x) . 

Bµi 3 TÝnh giíi h¹n   
)1(

lim 22xn
xn

n +∞→
  . 

[> limit(x*n/(1+n^2*x^2),n=infinity); 

0  . 

Bµi 4 TÝnh  ∑
∞

=

−

+
−

1
2

1

)1(
)1(

n
n

n

x
  . 

[> sum((-1)^(n-1)/(1+x^2)^n,n=1..infinity); 

2
1

2 +x
  . 

Bµi 5 TÝnh    ∑
∞

= +1
2

2

)1(n
nx

x
  . 

[> sum(x^2/(1+x^2)^n,n=1..infinity); 

1   . 

NhËn xÐt Tæng trªn b»ng 0 khi x = 0 vµ b»ng 1víi mäi x kh¸c 0. 

7.2.  Nghiªn cøu c¸c tÝnh chÊt cña d·y hµm hoÆc tæng cña chuçi hµm 
Nhê MAPLE, ta cã thÓ kiÓm tra tÝnh ®óng ®¾n cña c¸c phÐp to¸n: lÊy giíi h¹n, lÊy ®¹o 
hµm, lÊy tÝch ph©n... thùc hiÖn trªn chuçi. 

Bµi 1 Nghiªn cøu d·y  
n
nxxf n

)sin(
)( =    . 

T×m hµm giíi h¹n: 

[> limit(sin(n*x)/sqrt(n),n=infinity); 

0 

Nh− vËy hµm giíi h¹n b»ng 0)( =xf  víi mäi x. 

LÊy ®¹o hµm cña hµm giíi h¹n: 

[>diff(limit(sin(n*x)/sqrt(n),n=infinity),x); 
0   . 

LÊy ®¹o hµm cña )(xfn : 

[> diff(sin(n*x)/sqrt(n),x); 

nnx)cos(     . 
TÝnh ®¹o hµm cña t¹i x = 0: 

[> subs(x=0,cos(n*x)*n^(1/2)); 

n)0cos(    . 
§¬n gi¶n: 
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[> simplify("); 
n    . 

Nh− vËy, ta ®i ®Õn kÕt luËn: §¹o hµm cña giíi h¹n kh«ng b»ng giíi h¹n cña ®¹o hµm 
(t¹i ®iÓm x = 0). 

Chó ý NÕu tÝnh giíi h¹n cña ®¹o hµm cña hµm t¹i ®iÓm bÊt kú cña hµm 
n
nxxf n

)sin()( =  th× 

m¸y tr¶ lêi kh«ng x¸c ®Þnh: 

[>limit(diff(sin(n*x)/sqrt(n),x),n=infinity); 

undefined   . 

Bµi 2 TÝnh giíi h¹n  ∑
∞

=

−

−→ −
−

−
1

2

1

1 )1(
)1()1(lim

n
n

nn

x x
xx   . 

[> limit((1-x)*sum((-1)^(n-1)*x^n/(1-x^(2*n)), 
n=1..infinity),x=1,left); 

1/2 ln(2)   . 

7.3.  Nghiªn cøu sù héi tô cña d·y hµm vµ chuçi hµm  

Gi¶ sö d·y hµm { })(xfn héi tô (cã thÓ kh«ng ®Òu) tíi hµm )(xf . Hµm )(xf nãi chung 
kh«ng m« t¶ ®−îc d−íi d¹ng biÓu thøc gi¶i tÝch th«ng qua c¸c hµm ®· biÕt, v× vËy ta 
khã cã thÓ h×nh dung ra d¸ng ®iÖu còng nh− c¸c tÝnh chÊt cña nã. Tuy nhiªn, ta cã thÓ 
coi c«ng thøc  )(lim)( xfxf nn ∞→

= nh− lµ ®Þnh nghÜa cña hµm )(xf , vµ nh− vËy ta cã mét 

ph−¬ng ph¸p míi ®Ó biÓu diÔn hµm sè th«ng qua kh¸i niÖm giíi h¹n, vµ líp hµm nµy 
thùc sù réng h¬n h¼n líp c¸c hµm th«ng th−êng (cho b»ng c¸c biÓu thøc gi¶i tÝch). 
MAPLE lµ mét c«ng cô ®¾c lùc gióp ta nghiªn cøu c¸c hµm lo¹i nµy. ThÝ dô, nhê 
MAPLE, ta cã thÓ tr¶ lêi c¸c c©u hái: Hµm )(xf cã  x¸c ®Þnh  t¹i mét ®iÓm nµo ®ã hay 

kh«ng (d·y { })(xfn cã héi tô t¹i ®iÓm ®ã hay kh«ng); TÝnh gi¸ trÞ cña hµm )(xf  t¹i 
c¸c ®iÓm cô thÓ; VÏ ®å thÞ cña )(xf  trªn mét ®o¹n bÊt kú,.... ChÝnh chóng ta ®· dïng 
ph−¬ng ph¸p nµy ®Ó x©y dùng hµm sè mò  exp(x)  trong Ch−¬ng 4, nã chÝnh lµ giíi 

h¹n cña d·y hµm ®a thøc kh¸ ®¬n gi¶n lµ   
n

n
x






 +1 . Víi MAPLE, chóng ta cã kh¶ 

n¨ng nghiªn cøu nh÷ng hµm phøc t¹p h¬n rÊt nhiÒu. 

Bµi 1 Nghiªn cøu sù héi tô cña chuçi ∑
∞

=

=
1

)(
n

n

n
xxf . 

B−íc 1:  Khai b¸o (®Þnh nghÜa hµm )(xf ): 

[> f:=x->sum(x^n/n,n=1..infinity); 

∑
∞

=

→=
1

:
n

n

n
xxf    . 

B−íc 2:  TÝnh gi¸ trÞ cña hµm sè t¹i mét sè ®iÓm (xÐt sù héi tô ®iÓm cña chuçi khi x 
nhËn c¸c gi¸ trÞ cô thÓ). ThÝ dô 

[> f(0.1); 



Bµi tËp vµ tÝnh to¸n thùc hµnh Ch−¬ng 11 

 20
3 

.1053605157   . 

[> f(0.5); 
.6931471806   . 

[> f(1); 
∞  (v« cïng)   . 

Chøng tá, hµm sè cho bëi c«ng thøc trªn kh«ng x¸c ®Þnh (b»ng v« cïng t¹i x = 1 (tæng   

∑
∞

=1

1
n n

   b»ng v« cïng). 

[> f(-1); 
-ln(2)   . 

§Ó kiÓm tra, ta cã thÓ tÝnh l¹i tæng ∑
∞

=

−
1

)1(
n

n

n
: 

[> sum((-1)^n/n,n=1..infinity); 

-ln(2) 
Chó ý NÕu tÝnh giíi h¹n cña tæng riªng cña d·y nµy th× m¸y tr¶ lêi tæng kh«ng x¸c ®Þnh : 

[> limit(sum((-1)^n/n,n=1..k),k=infinity); 

undefined   . 

Bµi 2 Nghiªn cøu hµm ∑
∞

=

+=
1 !

1)(
n

n

n
xxf    . 

B−íc 1:  Khai b¸o (®Þnh nghÜa hµm )(xf ): 

[> f(x):=x->1+sum(x^n/n!,n=1..infinity); 
∑
∞

=

+→=
1 !

1:)(
n

n

n
xxxf   . 

B−íc 2: TÝnh gi¸ trÞ cña hµm sè t¹i mét sè ®iÓm (xÐt sù héi tô ®iÓm cña chuçi khi x 
nhËn c¸c gi¸ trÞ cô thÓ). 

[> f(0.1); 
1.105170918  . 

[> f(0.2); 
1.221402758  . 

[> f(0.999999); 
2.718279110  . 

[> f(1); 
exp(1)  . 

§Ó kiÓm tra, ta tÝnh 

[> Sum(1^n/n!,n=0..infinity); 
∑
∞

=0 !
1

n n
  .   

[> value("); 
exp(1)  . 
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[> evalf("); 
2.718281828   . 

TÝnh tæng   f x x
n

n

n

( )
!

= +
=

∞

∑1
1

. 

[> 1+sum(x^n/n!,n=1..infinity); 

1 + exp(x) (1 - exp(-x))   . 

[> simplify("); 
exp(x)   . 

Bµi 3 Nghiªn cøu hµm  ∑
∞

=

=
1

sin)(
k k

kxxf . 

B−íc 1:  Khai b¸o (®Þnh nghÜa hµm )(xf ): 

[> f:=x->sum(sin(k*x)/k,k=1..infinity); 

∑
∞

=

→=
1

sin:
k k

kxxf   . 

B−íc 2:  TÝnh gi¸ trÞ cña hµm sè t¹i mét sè ®iÓm (xÐt sù héi tô ®iÓm cña chuçi khi x 
nhËn c¸c gi¸ trÞ cô thÓ). 

[> f(0.2*Pi); 
∑
∞

=1

6283185308.sin
k k

k
   . 

[> evalf("); 
1.527278662  . 

[> f(Pi); 

sin kPi
kk=

∞

∑
1

   . 

[> evalf("); 
0   . 

[> f(0.1*Pi); 
∑
∞

=1

3141592654.sin
k k

k
   . 

[> evalf("); 
1.692237735   . 

[> f(Pi/2); 
∑
∞

=1

2/1sin
k k

kPi
   . 

[> evalf("); 

.7853981634   . 

ViÖc tÝnh chuçi (v« h¹n) th−êng mÊt nhiÒu thêi gian h¬n lµ tÝnh tæng (h÷u h¹n). 
Cho nªn, khi chØ cÇn tÝnh gÇn ®óng th× nªn tÝnh tæng riªng víi sè sè h¹ng ®ñ lín. 
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ThÝ dô, ta cã thÓ tÝnh gi¸ trÞ gÇn ®óng cña tæng v« h¹n t¹i c¸c ®iÓm cô thÓ b»ng 
c¸ch tÝnh tæng ®Õn sè h¹ng thø 100 nh− sau: 

[> f:=x->sum(sin(k*x)/k,k=1..100); 
∑
=

→=
100

1

sin:
k k

kxxf    . 

[> evalf(f(1)); 
1.060428939   . 

[> evalf(f(Pi/5));   
1.241256676   . 

[> evalf(f(Pi/2)); 

.7803986631   . 

Ta cã thÓ vÏ ®å thÞ cña hµm tæng )(xf b»ng lÖnh 

[> plot(f(x),x=-0.5..0.5); 

Muèn chÝnh x¸c h¬n, ta tÝnh tæng ®Õn sè h¹ng thø 1000: 
[> f:=x->sum(sin(k*x)/k,k=1..1000); 

∑
=

→=
1000

1

sin:
k k

kxxf   . 

[> evalf(f(1)); 
1.070694159   . 

[> evalf(f(Pi/5)); 
1.255098227   . 

[> evalf(f(Pi/2)); 
.7848981639  . 

Ta cã thÓ vÏ ®å thÞ cña hµm tæng )(xf b»ng lÖnh 

[> plot(f(x),x=-0.2..0.2); 

So s¸nh c¸c kÕt qu¶ tÝnh to¸n vµ ®å thÞ, ta cã thÓ kÕt luËn vÒ ®é chÝnh x¸c trong tÝnh 

to¸n. 

Trong c¸c bµi trªn, mÆc dï ta kh«ng cã c«ng thøc t−êng minh cña hµm sè, nh−ng ta vÉn cã 

thÓ nghiªn cøu nã t−¬ng ®èi tØ mØ: tÝnh gi¸ trÞ gÇn ®óng cña hµm sè t¹i c¸c ®iÓm cô thÓ, vÏ 

®å thÞ hµm sè (lµ tæng cña mét chuçi hµm). Nh− vËy, MAPLE më ra mét kh¶ n¨ng  míi 

nghiªn cøu hµm sè mét c¸ch trùc tiÕp mµ kh«ng cÇn (vµ kh«ng cã) c«ng thøc biÓu diÔn.  
Bµi 4 Nghiªn cøu hµm     ∑

∞

=

=
1

2

sin)(
k k

kxxf . 

[> f:=x->sum(sin(k*x)/k^2,k=1..infinity); 

∑
∞

=

→=
1

2

sin:
k k

kxxf    . 

[> f(1); 

 
H×nh 11.4 

 
H×nh 11.5 
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sin( )k
kk

2
1=

∞

∑    . 

[> Sum(sin(k)/k^2,k=1..10); 
sin( )k
kk

2
1

10

=
∑    . 

[> evalf("); 

1.019570958   . 

[> Sum(sin(k)/k^2,k=1..100); 

sin( )k
kk

2
1

100

=
∑    . 

[> evalf("); 

1.013856043 

[> Sum(sin(k)/k^2,k=1..1000); 

sin( )k
kk

2
1

1000

=
∑    . 

[> evalf("); 

1.013959029   . 
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Ch−¬ng 12 

________________
 Ph−¬ng tr×nh vi ph©n 

12.1.  Mét vµi bµi to¸n ________________________________  

12.1.1.  Bµi to¸n t¨ng tr−ëng hoÆc suy tho¸i 
Cã nhiÒu ®¹i l−îng trong thùc tÕ nh− sè l−îng d©n sè hoÆc ®éng vËt, nhiÖt ®é cña vËt 
thÓ nãng, l−îng hãa chÊt tan,... thay ®æi theo tèc ®é tû lÖ víi ®¹i l−îng tøc thêi. Ta cã 
thÓ biÓu diÔn sù thay ®æi nµy bëi ph−¬ng tr×nh:  

)()(' tfktf = ,                                 (1) 
trong ®ã  f(t) lµ ®¹i l−îng t¹i thêi ®iÓm t,  k  lµ h»ng sè tû lÖ, cßn f’(t) lµ ®¹o hµm cña f 
biÓu diÔn tèc ®é thay ®æi. Ph−¬ng tr×nh (1) lµ ph−¬ng tr×nh vi ph©n v× trong ph−¬ng 
tr×nh nµy cã tham gia ®¹o hµm cña hµm f  theo  t. Ng−êi ta nãi ®©y lµ ph−¬ng tr×nh vi 
ph©n bËc 1 v× chØ cã ®¹o hµm bËc mét trong ®ã. NÕu cã sù tham gia cña ®¹o hµm bËc k 
th× ph−¬ng tr×nh ®−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh vi ph©n bËc k. NÕu cã nhiÒu ph−¬ng tr×nh vi 
ph©n th× ta cã hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n. 

NghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (1) lµ mét hµm sè g(t) mµ khi thay g vµo  f  trong (1) ta cã 
®¼ng thøc ®óng víi mäi  t. Muèn t×m ra  f  ta viÕt ph−¬ng tr×nh trªn d−íi d¹ng:  

kf
dt
df

= . 

HiÓn nhiªn f(t) = 0 lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ®· cho, nghiÖm nµy ®−îc gäi lµ nghiÖm 
tÇm th−êng . 

Ta gi¶ thiÕt 0≠f  vµ biÕn ®æi   kdt
f

df
= . LÊy tÝch ph©n hai vÕ ta cã: 

 ∫∫ = kdt
f

df
 

hay  
ckttf +=)(ln . 

Do ®ã: 
ktetf α=)( , 

trong ®ã α  lµ h»ng sè lÊy gi¸ trÞ bÊt kú. Cho tr−íc ®¹i l−îng f(0) t¹i thêi ®iÓm  t = 0  ta 
x¸c ®Þnh ®−îc h»ng sè )0(f=α , vËy: 

kteftf )0()( = . 
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§Ó xem ®©y cã ph¶i lµ nghiÖm ph−¬ng tr×nh (1) hay kh«ng chØ cÇn lÊy ®¹o hµm råi thÕ 
vµo (1). Ta chøng minh r»ng ®©y lµ nghiÖm duy nhÊt. ThËt vËy, gi¶ sö g(t) lµ mét 
nghiÖm cña (1) víi )0()0( fg = .  

XÐt  hµm )()( tgeth kt−= . Ta cã  

  )(')()(' tgetgketh ktkt −− +−=  0)()( =+−= −− tgetgke ktkt .        

Chøng tá  h  lµ mét h»ng sè. Thùc ra  )0()0()0( fgh == .  

VËy )()0()( tfeftg kt == .  

Víi 0)0( >f  cho tr−íc, nÕu 0>k  ta cã sù t¨ng tr−ëng vµ nÕu 0<k  ta cã sù suy 
tho¸i (®¹i l−îng  f(t)  gi¶m theo thêi gian). 

12.1.2.  VËn tèc ban ®Çu cña vÖ tinh 
Chóng ta cÇn x¸c ®Þnh vËn tèc ban ®Çu cña vÖ tinh sao cho vÖ tinh nµy cã thÓ v−ît ra  
khái quü ®¹o tr¸i ®Êt. Gäi  m  lµ khèi l−îng vÖ tinh vµ  M  lµ khèi l−îng tr¸i ®Êt,  x(t)  
lµ kho¶ng c¸ch vÖ tinh tíi t©m tr¸i ®Êt t¹i thêi ®iÓm  t. Khi ®ã theo ®Þnh luËt Newton ta 
cã ph−¬ng tr×nh:  

22

2 .
x
Mmk

dt
xdm −= ,                            (2)       

trong ®ã  k  lµ h»ng sè hÊp dÉn. VÕ tr¸i lµ lùc chuyÓn ®éng cña vÖ tinh, vÕ ph¶i lµ lùc 
hót cña tr¸i ®Êt ng−îc víi h−íng chuyÓn ®éng. §©y lµ ph−¬ng tr×nh vi ph©n bËc hai v× 
cã ®¹o hµm bËc hai cña  x  tham gia. 

Ph−¬ng tr×nh (2) cã thÓ viÕt ®¬n gi¶n: 

22

2

x
a

dt
xd

−=  ,                                            (3) 

trong ®ã a = kM. §Ó x¸c ®Þnh a ta dïng c«ng thøc 2
.

R
mMkFmg == , trong ®ã 

2
3 sec/

10
81,9 kmg =  lµ gia tèc r¬i tù do, R = 6400km lµ b¸n kÝnh tr¸i ®Êt. DÔ nhËn thÊy 

234 sec/10.8.81,9. kmRga == . Trë l¹i ph−¬ng tr×nh (3),  dïng ký hiÖu 
dt
dxv =  lµ vËn 

tèc chuyÓn ®éng cña vÖ tinh vµ sö dông c«ng thøc biÕn ®æi 
dx
dvv

dt
dx

dx
dv

dt
dv

dt
xd

=== .2

2

, 

ta thu ®−îc ph−¬ng tr×nh vi ph©n bËc nhÊt: 

2x
a

dx
dvv −=  

hay  

 dx
x
avdv 2−= . 

LÊy tÝch ph©n hai vÕ ta ®−îc:  c
x
av

+=
2

2

. 
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Khi x = R, vËn tèc 0vv =  lµ vËn tèc ban ®Çu cña vÖ tinh nªn ta x¸c ®Þnh  
64002

2
0 av

c −= . 

Suy ra  

640022

2
0

2 avv
ax

+−

= .  

Kho¶ng c¸ch  x  ®¹t cùc ®¹i khi v = 0 vµ khi ®ã:  

26400

2
0va

ax
−

= . 

Muèn cho x tiÕn tíi gi¸ trÞ ∞ th× mÉu sè cña biÓu thøc trªn ph¶i b»ng 0 vµ ta cã 

sec/2,11
6400

10.8.8,9.2
6400
2 4

0 kmav ≈≈=  
 

§©y lµ tèc ®é ban ®Çu mµ vÖ tinh ph¶i cã ®Ó rêi khái tr¸i ®Êt vµo vò trô víi kho¶ng 
c¸ch dÇn tíi v« cïng. 

Qua hai bµi to¸n trªn chóng ta cã thÓ h×nh dung ®−îc tÇm quan träng cña ph−¬ng tr×nh 
vi ph©n. Nãi chung kh«ng cã mét ph−¬ng ph¸p v¹n n¨ng nµo ®Ó gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh 
vi ph©n, vµ kh«ng ph¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n nµo còng gi¶i ®−îc. Mçi líp ph−¬ng tr×nh 
cã mét ph−¬ng ph¸p gi¶i ®Æc thï. Trong gi¸o tr×nh nµy, nh»m môc ®Ých gióp ng−êi ®äc 
lµm quen víi kh¸i niÖm ph−¬ng tr×nh vi ph©n vµ sö dông nã trong mét sè m«n häc 
kh¸c (vËt lý, c¬ häc, m«i tr−êng, sinh th¸i,...), vÒ mÆt lý thuyÕt chóng t«i chØ giíi thiÖu 
mét sè d¹ng ph−¬ng tr×nh vi ph©n t−¬ng ®èi ®¬n gi¶n, mµ tËp trung nhiÒu h¬n vµo viÖc 
thùc hµnh tÝnh to¸n gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n trªn m¸y tÝnh (trong phÇn bµi tËp vµ tÝnh 
to¸n thùc hµnh). B¹n ®äc muèn t×m hiÓu kü h¬n vÒ chuyªn ngµnh nµy xin xem gi¸o 
tr×nh Ph−¬ng tr×nh vi ph©n. 

12.2. Ph−¬ng tr×nh vi ph©n cã biÕn t¸ch
__________________

 

12.2.1.  §Þnh nghÜa 
Ph−¬ng tr×nh vi ph©n cã biÕn t¸ch lµ ph−¬ng tr×nh d¹ng: 

)()(' yhxgy =                            (1) 
 

D¹ng t−¬ng ®−¬ng lµ: 
0)()( =+ dyybdxxa .              (2) 

 

ThÝ dô (a)   2xy
dx
dy

=   lµ ph−¬ng tr×nh cã biÕn t¸ch. Râ rµng y = 0 lµ  nghiÖm tÇm th−êng cña 

ph−¬ng tr×nh. Ta gi¶ thiÕt 0)( ≠xy . Khi ®ã ph−¬ng tr×nh trªn ®−îc viÕt:  

xdx
y
dy

=2 . 

(b)  
21

cos'.
y

xyy
+

=  còng lµ mét ph−¬ng tr×nh cã biÕn t¸ch, cã thÓ viÕt d−íi d¹ng:  
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dxxdyyy cos1 2 =+ . 

12.2.2.  Ph−¬ng ph¸p gi¶i 
Gi¶ sö ta cã ph−¬ng tr×nh vi ph©n cã biÕn t¸ch ë d¹ng (2). Khi Êy lÊy tÝch ph©n ta ®−îc 

cdxxadyyb +∫−=∫ )()( , 

trong ®ã h»ng sè  c  ®−îc x¸c ®Þnh bëi gi¸ trÞ cña 00 )( yxy =  t¹i mét ®iÓm 0x  cho 

tr−íc, 00 )( yxy =  ®−îc gäi lµ ®iÒu kiÖn khëi ®Çu. 

ThÝ dô 1) Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n: 

1)0(,1')1( 2222 =+−−=− yyxyxyy . 

§Ó gi¶i ph−¬ng tr×nh trªn ta thùc hiÖn nh÷ng b−íc sau: 

• BiÕn ®æi vÕ ph¶i )1)(1(1 222222 −−=+−− yxyxyx  vµ ®−a ph−¬ng tr×nh vÒ 
d¹ng biÕn t¸ch: 

dxx
y
dy )1(

1
2 −−=

+
. 

• LÊy tÝch ph©n hai vÕ ta cã   cxxy ++−=+
3

1ln
3

, hay  

13

3

−=
+− xx

ey α  

• X¸c ®Þnh h»ng sè α  qua ®iÒu kiÖn khëi ®Çu: 1)0(1 −== αy . VËy 2=α . 

• KiÓm tra l¹i nghiÖm 12
1

3

3

−=
+−

x

ey  cña ph−¬ng tr×nh ban ®Çu vµ kÕt luËn ®ã 
chÝnh lµ nghiÖm cÇn t×m. 

ThÝ dô 2) Mét chÊt phãng x¹ ph©n r· víi víi tèc ®é tû lÖ thuËn víi khèi l−îng cña nã. H·y 
tÝnh chu kú nöa ph©n r·, tøc lµ thêi gian ®Ó chÊt phãng x¹ cßn mét nöa. 

§Ó gi¶i ph−¬ng tr×nh trªn ta thùc hiÖn nh÷ng b−íc sau: 

• LËp ph−¬ng tr×nh cña bµi to¸n ph©n r· (nh− bµi to¸n t¨ng tr−ëng). Gäi f(t) lµ 
l−îng phãng x¹ ë thêi ®iÓm t. Khi ®ã  

)()(' tkftf −= , 

trong ®ã  k > 0 lµ h»ng sè tû lÖ (tïy thuéc vµo chÊt phãng x¹; ®èi víi radium 
k=0,000428/ n¨m). 

• ChuyÓn ph−¬ng tr×nh vÒ d¹ng biÕn t¸ch:   dtk
f

df
−= . 

• TÝch ph©n hai vÕ ta cã  cktf +−=ln ,  hay  

f t e kt( ) = −α . 

• H»ng sè α  ®−îc x¸c ®Þnh bëi f(0) l−îng chÊt phãng x¹ ë thêi ®iÓm t = 0: 
)0(f=α . 
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• KiÓm tra l¹i ta thÊy kteftf −= )0()(  lµ nghiÖm ph−¬ng tr×nh ban ®Çu. 

• T¹i  2/1τ=t  chu kú nöa ph©n r·, )0(
2
1)( 2/1 ff =τ . 

Do ®ã )2ln(1
2/1 k

=τ . 

12.3.  Ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh cÊp mét
__________________

 

12.3.1.  Ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt 
Ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh cÊp mét thuÇn nhÊt lµ ph−¬ng tr×nh d¹ng 

0)(' =+ yxpy .                  (1) 

§©y lµ mét ph−¬ng tr×nh cã biÕn t¸ch víi 0≠y , 

dxxP
y

dy )(−= . 

Do ®ã nghiÖm sÏ lµ ∫=
− dxxPcey )(

. 

Ngoµi ra  y = 0  còng lµ nghiÖm, nã øng víi  c = 0. 

ThÝ dô Gi¶i 1)0(,0)cos(' ==+ yxyy . 

Theo ph−¬ng ph¸p trªn: 
)sin()( xdxxp cecey −∫− ==  

H»ng sè  c  ®−îc x¸c ®Þnh bëi ®iÒu kiÖn y(0) = 1, tøc lµ  c = 1. Ta cã )sin( xey −=  vµ khi 
thö vµo ph−¬ng tr×nh th× ®ã ®óng lµ nghiÖm cÇn t×m. 

12.3.2.  Ph−¬ng tr×nh kh«ng thuÇn nhÊt 

Ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh cÊp 1 (kh«ng thuÇn nhÊt) lµ ph−¬ng tr×nh d¹ng 

)()(' xqyxpy =+ ,        (2) 
trong ®ã 0)( ≠xq . 

Ph−¬ng ph¸p gi¶i: 

•  Tr−íc hÕt gi¶i ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt ta thu ®−îc nghiÖm 
dxxpWey )(∫−= , 

trong ®ã  W  lµ h»ng sè bÊt kú. 

• T×m nghiÖm cña (2) d−íi d¹ng dxxpexWy )()( ∫−=  cã nghÜa lµ xem  W  nh− mét 
hµm cÇn t×m ®Ó  y  tháa m·n (2). 

Ta cã dxxpdxxp Wexpe
dx

dW
dx
dy )()( )( ∫−∫− −= . 
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Thay thÕ vµo (2) ta thu ®−îc ph−¬ng tr×nh mµ  W  ph¶i tháa m·n 

)()( xq
dx
dWe dxxp =∫− .       (3) 

• Gi¶i ph−¬ng tr×nh cã biÕn t¸ch (3) ta thu ®−îc 

cdxexqW dxxp +∫= ∫ )().(  

víi  c  lµ h»ng sè bÊt kú. 

•  Thay dxxpdxxp ecdxexqy )()( }).({( ∫−∫ +∫=  vµo ph−¬ng tr×nh (2) ta kÕt luËn ®©y lµ 
nghiÖm cÇn t×m. 

• NÕu cho tr−íc ®iÒu kiÖn khëi ®Çu th× h»ng sè c  sÏ ®−îc x¸c ®Þnh cô thÓ. 

ThÝ dô 1) Gi¶i ph−¬ng tr×nh 2)
2

(),sin()sin(' =
π

=+ yxxyy  . 

Tr−íc hÕt gi¶i ph−¬ng thuÇn nhÊt 0)sin(' =+ xyy  ta thu ®−îc )cos(xWey = .  

T×m nghiÖm ph−¬ng tr×nh kh«ng thuÇn nhÊt d−íi d¹ng dxxpexWy )()( ∫−=  ta thu ®−îc 
ph−¬ng tr×nh ®èi víi hµm W: 

)sin()cos( x
dx

dWe x = . 

Gi¶i ph−¬ng tr×nh nµy ta cã   cdxexW x +∫= − )cos()sin(   ce x += − )cos( . 

Suy ra  )cos(1 xcey += . Thay y’  vµ  y  vµo ph−¬ng tr×nh ban ®Çu: 

)sin()sin()sin()sin()sin(]1[]'1[ )cos()cos()cos()cos( xexcxexcxcece xxxx =++−=+++  

VËy )cos(1 xcey +=  lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh.   

§Ó x¸c ®Þnh  c  ta sö dông ®iÒu kiÖn khëi ®Çu 21)
2

( =+= cy π
, vµ suy ra c = 1. 

NghiÖm cÇn t×m lµ 
)cos(1 xey += . 

ThÝ dô 2) Hå Hoµn KiÕm t¹i thêi ®iÓm  t = 0  chøa 2 108.  lÝt n−íc s¹ch. Cø mét gi©y n−íc 
ch¶y vµo hå tõ cèng r·nh cña c− d©n xung quanh lµ 60 lÝt, trong ®ã cã 10 lÝt chÊt « 
nhiÔm vµ l−îng n−íc tho¸t khái hå lµ 60 lÝt. T×m l−îng chÊt « nhiÔm cã trong hå theo 
thêi gian. TÝnh gi¸ trÞ giíi h¹n. 

§Ó gi¶i bµi to¸n trªn ta gäi y(t) lµ l−îng chÊt « nhiÔm tÝnh theo ®¬n vÞ lÝt cã trong hå 

t¹i thêi ®iÓm t. Tû lÖ chÊt « nhiÔm chøa trong 1 lÝt n−íc hå sÏ lµ 810.2/)(ty . Tèc ®é 
thay ®æi cña y b»ng l−îng chÊt « nhiÔm ch¶y vµo hå (10 lÝt/gi©y) bít ®i l−îng « nhiÔm 

ch¶y qua èng tho¸t( 810.2/)(.60 ty lit/ gi©y). VËy ta cã ph−¬ng tr×nh:  

10
10.2
60' 8 +−= yy .       (4) 

§©y lµ ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh cÊp mét kh«ng thuÇn nhÊt. NghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 

thuÇn nhÊt yy 810.2
60' −=  lµ 
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 twey
710.3 −−= . 

T×m nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (4) d−íi d¹ng tetw
710.3)(

−−  ta thu ®−îc ph−¬ng tr×nh ®èi 

víi w lµ:  10.
710.3 =′

−− tew .   

Suy ra cew t +=
−710.38.10

3
1

 , do ®ã tt ecey
77 10.310.38 )10

3
1(

−− −+= .  Khi  t = 0, y = 0, do 

®ã c x¸c ®Þnh ®−îc tõ c+= 810
3
10 , tøc lµ  810

3
1

−=c . VËy  )1(10
3
1 710.38 tey

−

−= . 

Khi  ∞→t , ta cã 810
3
1

⋅→y . Nh− vËy, khi t ®ñ lín, l−îng chÊt « nhiÔm sÏ chiÕm 
6
1

 

l−îng n−íc trong hå. 

12.4.  Mét sè ph−¬ng tr×nh ®Æc biÖt
_____________________

 
D−íi ®©y chóng ta sÏ xem xÐt mét sè ph−¬ng tr×nh kh«ng tuyÕn tÝnh d¹ng ®Æc biÖt 
th−êng gÆp mµ cã thÓ gi¶i ®−îc b»ng c¸ch chuyÓn vÒ ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh. 

12.4.1.  Ph−¬ng tr×nh Bernoulli 
Ph−¬ng tr×nh Bernoulli lµ ph−¬ng tr×nh d¹ng 

αyxqyxpy )()( =+′ ,        (1) 

trong ®ã  a  lµ h»ng sè,  p(x)  vµ  q(x)  lµ nh÷ng hµm liªn tôc. Tuy ph−¬ng tr×nh nµy 
kh«ng tuyÕn tÝnh nh−ng b»ng phÐp biÕn ®æi ®¬n gi¶n ta cã thÓ quy vÒ ph−¬ng tr×nh 
tuyÕn tÝnh. 

Ph−¬ng ph¸p gi¶i. 

Cã thÓ gi¶ thiÕt α ≠ 0 vµ α ≠ 1 v× nÕu kh«ng (1) sÏ lµ ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh nh− tr×nh 
bµy ë phÇn tr−íc. Khi Êy ngoµi nghiÖm  y = 0, ®Ó t×m nghiÖm y ≠ 0, ta chia hai vÕ (1) 

cho yα : 

)()( xq
y
yxp

y
y

=+
′

αα .     (2) 

§Æt α−= 1yw , ta cã αα
y
yw
′

−=′ )1( . Do ®ã (2) t−¬ng ®−¬ng víi ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh 

)()1()()1( xqwxpw αα −=−+′ . 

Gi¶i ph−¬ng tr×nh nµy ta thu ®−îc nghiÖm w vµ suy ra nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 
Bernoulli lµ 

′ = −y w
1

1 α  vµ y=0. 

ThÝ dô 1) Gi¶i ph−¬ng tr×nh xeyyy 2=+′  

Gi¶i §©y lµ ph−¬ng tr×nh Bernoulli. §Æt 
y

w 1
=  ta cã 2y

yw
′

−=′ . Ph−¬ng tr×nh trªn cã d¹ng 
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xeww −=−′ . 

Ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh cÊp 1 nµy cã nghiÖm tæng qu¸t xexcw )( −=  víi c bÊt kú. 
VËy nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ban ®Çu lµ 

xe
xc

y −

−
=

1
 vµ y=0. 

2) Bµi to¸n t¨ng tr−ëng cña mét quÇn thÓ (trong mét hÖ sinh th¸i) phøc t¹p h¬n so víi 

bµi to¸n ë môc 12.1.1 cã d¹ng 2)( kfftf −=′ ε  trong ®ã ε vµ k lµ nh÷ng h»ng sè 

d−¬ng (thµnh phÇn 2kf−  xuÊt hiÖn khi cã qu¸ nhiÒu d©n sè vµ tû lÖ tö vong t¨ng). Cho 

tr−íc 0)0( yf = . H·y t×m d©n sè f(t) t¹i thêi ®iÓm t bÊt kú vµ t×m giíi h¹n khi ∞→t . 

Gi¶i §©y lµ bµi to¸n Bernoulli. §Æt 
f

w 1
=  vµ thay vµo ph−¬ng tr×nh trªn ta cã 

0=−+′ kww ε  víi  
0

1)0(
y

w = . 

Gi¶i ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh nµy sÏ thu ®−îc nghiÖm 

( ) ( )tt eyeykw εε

ε 00 /11 



 −+= . 

Nh− vËy 
)1(1

)(
0

0

−+
=

t

t

eyk
ey

tf
ε

ε

ε

. Khi ∞→t , ta cã 
kt

ε
=

∞→
lim . 

12.4.2. Ph−¬ng tr×nh Riccati 
Ph−¬ng tr×nh Riccati lµ ph−¬ng tr×nh d¹ng 

2
321 )()()( yxqyxqxqy ++=′                   (1) 

trong ®ã )(1 xq , )(2 xq  vµ )(3 xq  lµ nh÷ng hµm liªn tôc. §©y còng lµ ph−¬ng tr×nh 
kh«ng tuyÕn tÝnh nh−ng cã thÓ ®−a vÒ d¹ng tuyÕn tÝnh nÕu biÕt mét nghiÖm riªng. 

Ph−¬ng ph¸p gi¶i. 

Gi¶ sö biÕt tr−íc nghiÖm riªng )(1 xy . Khi Êy ®Æt 
w

xyy 1)(1 +=  vµ thay vµo (1) ta thu 

®−îc ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh ®èi víi hµm  w(x): 
( ) 02)( 3132 =−++′ qwyqxqw  

Gi¶i ph−¬ng tr×nh nµy ta thu ®−îc nghiÖm tæng qu¸t cw  vµ nghiÖm tæng qu¸t cña (1) 

sÏ lµ cc wyy += 1 . 

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh  22 21 yxyxy +−+=′ . 

Gi¶i Ta dÔ dµng thÊy r»ng ph−¬ng tr×nh cã mét nghiÖm riªng xxy =)(1 .  

§Æt 
w

xy 1
+=  ta cã ph−¬ng tr×nh ®èi víi  w  lµ 

01)22( =−+−+′ wxw . 
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Gi¶i ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh nµy ta thu ®−îc nghiÖm  w = c - x  víi  c  lµ h»ng sè bÊt kú. VËy 

nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ban ®Çu lµ ,1
xc

xy
−

+= Rc ∈ . 

12.4.3.  Ph−¬ng tr×nh Clairaut 
Ph−¬ng tr×nh Clairaut lµ ph−¬ng tr×nh d¹ng 

)(yfyxy ′+′= ,                  (1) 

trong ®ã  f  lµ mét hµm kh¶ vi. §©y còng lµ mét ph−¬ng tr×nh kh«ng tuyÕn tÝnh vµ cã 
thÓ ®−a vÒ ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh. 

Ph−¬ng ph¸p gi¶i. 

• §Æt yw ′=  vµ lÊy ®¹o hµm 2 vÕ theo x  ta cã 

0)( =′′+′ wwfwx . 

Tõ ®©y ta thu ®−îc hai ph−¬ng tr×nh 

0=′w ,            (2) 

0)( =′+ wfx .     (3) 

• Ph−¬ng tr×nh (2) cho nghiÖm w(x) = c, do ®ã 1ccxy += . Thay vµo ph−¬ng tr×nh 

(1) ta sÏ x¸c ®Þnh )(1 cfc = . Nh− vËy y = cx + f(c) lµ mét nghiÖm cña (1). 

• Ph−¬ng tr×nh (3) cho ta ph−¬ng tr×nh ®èi víi w mµ tõ ®ã cã thÓ t×m w theo x råi tÝnh 

∫ += 2cwdxy . 

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh 2)(yyxy ′+′= . 

Gi¶i Theo ph−¬ng ph¸p trªn, nghiÖm thø nhÊt cña bµi to¸n lµ 2ccxy +=  víi c bÊt kú. 

Ngoµi ra ph−¬ng tr×nh (3) cho ta nghiÖm 2

4
1 xy −= . Thay hµm sè nµy vµo ph−¬ng 

tr×nh ®Çu ta thÊy ®©y ®óng lµ mét nghiÖm cña nã. 

12.5.  Ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh cÊp hai
___________________

 

12.5.1.  Ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt 
Ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh cÊp hai thuÇn nhÊt lµ ph−¬ng tr×nh cã d¹ng 

0)()( =+′+′′ yxqyxpy .          (1) 

Trong gi¸o tr×nh nµy chóng ta chØ xÐt tr−êng hîp ®Æc biÖt lµ c¸c hµm p(x), q(x) lµ c¸c 
h»ng sè p vµ q. 

§Ó gi¶i ph−¬ng tr×nh trªn ng−êi ta t×m hai nghiÖm riªng ®éc lËp tuyÕn tÝnh tøc lµ hai 
nghiÖm bÊt kú f(x) vµ g(x)  sao cho kh«ng cã sè α ≠ 0 ®Ó f(x) = αg(x). NghiÖm tæng 
qu¸t cña (1) sÏ cã d¹ng )()( 21 xgcxfcy +=  víi 21,cc  lµ hai sè bÊt kú. 
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MÖnh ®Ò NÕu y = f(x) vµ y = g(x) lµ nghiÖm cña (1) th× víi mäi 21,cc  hµm )()( 21 xgcxfcy +=  
còng lµ nghiÖm cña (1). 

Chøng minh Ta cã   

0)()()( =+′+′′ xqfxfpxf  vµ 0)()()( =+′+′′ xqgxgpxg . 

Do ®ã  

))()(())()(())()(( 212121 xgcxfcqxgcxfcpxgcxfcqyypy ++′++′′+=+′+′′  

0))()()(())()()(( 21 =+′+′′++′+′′= xqgxgpxgcxqfxfpxfc , 

cã nghÜa lµ  y tháa m·n (1). 

Ph−¬ng ph¸p gi¶i. 

• LËp ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng d¹ng  

02 =++ qpλλ            (2) 

vµ gi¶i ®Ó t×m nghiÖm 21,λλ . (ThËt ra, ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng nµy thu ®−îc b»ng 

c¸ch t×m nghiÖm cña (1) d−íi d¹ng xey λ= ). 

NÕu 21,λλ  lµ nh÷ng nghiÖm thùc kh¸c nhau cña (2) th× c¸c nghiÖm riªng 
xx eyey 21

21 , λλ ==  lµ ®éc lËp tuyÕn tÝnh vµ nghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh sÏ 

lµ xx ececy 21
21

λλ +=  víi 21,cc  lµ hai sè bÊt kú. 

• NÕu 21 λλ =  lµ nghiÖm cña (2) th× xey 1
1

λ=  lµ mét nghiÖm riªng. Ngoµi ra 
xxey 1

2
λ=  còng lµ nghiÖm riªng v×  

 0)2()()()()( 11111
11

2
1 =++++=+′+′′ xxxxx xepxeqpxeqxepxe λλλλλ λλλ . 

 Khi Êy xx xececy 11
21

λλ +=  víi 21,cc  lµ hai sè bÊt kú sÏ lµ nghiÖm tæng qu¸t cña (1). 

• NÕu 21,λλ  lµ nh÷ng nghiÖm phøc cña (2), cã d¹ng ii γβλγβλ −=+= 21 , , th× b»ng 

c¸ch thay trùc tiÕp xexy βγ= )cos(1  vµ xexy βγ= )sin(2  vµo (1) ta thÊy ®©y lµ nh÷ng 

nghiÖm riªng cña (1). Do 1y  vµ 2y ®éc lËp tuyÕn tÝnh, nghiÖm tæng qu¸t cña (1) 

trong tr−êng hîp nµy sÏ lµ )]sin()cos([ 21 xcxcey x γ+γ= β  víi 21,cc  lµ hai sè bÊt 
kú. 

ThÝ dô 1) Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n  

054 =+′−′′ yyy  . 

Gi¶i Ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng lµ 0542 =+− λλ  vµ cã nghiÖm ii −=+= 2,2 21 λλ . VËy 
nghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh lµ  

)]sin()cos([ 21
2 xcxcey x += . 



Ch−¬ng 12. Ph−¬ng tr×nh vi ph©n 

 21
7 

2) T×m nghiÖm ph−¬ng tr×nh  05 =−′+′′ yyy   tháa m·n ®iÒu kiÖn khëi ®Çu t¹i  x = 0 
lµ  y = 1 vµ  y' = 1. 

Gi¶i Ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng lµ 0652 =−+ λλ  vµ cã nghiÖm 3,2 21 −=−= λλ . NghiÖm tæng 

qu¸t sÏ lµ xx ececy 3
2

2
1

−− += . NghiÖm riªng tháa m·n ®iÒu kiÖn khëi ®Çu kÐo theo c¸c hÖ 

sè 21,cc  ph¶i tháa m·n 

1)0( 21 =+= ccy   , 

132)0( 21 =−−=′ ccy . 

Suy ra 5/3,5/8 21 −== cc . VËy )38(
5
1 32 xx eey −− −=  lµ nghiÖm cÇn t×m. 

12.5.2.  Ph−¬ng tr×nh kh«ng thuÇn nhÊt 

Ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh cÊp 2 (kh«ng thuÇn nhÊt) lµ ph−¬ng tr×nh d¹ng 

′′ + ′ + =y p x y q x y k x( ) ( ) ( ) .         (3) 

Còng nh− phÇn tr−íc, chóng ta chØ xÐt tr−êng hîp  p(x)  vµ  q(x)  lµ nh÷ng h»ng sè 
(p(x) ≡ p  vµ  q(x) ≡ q). 

Ph−¬ng ph¸p gi¶i 

• Tr−íc hÕt gi¶i ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt 0=+′+′′ qypy  vµ thu ®−îc nghiÖm tæng 

qu¸t cy . 

• T×m mét nghiÖm riªng py  cña ph−¬ng tr×nh (3). 

• NghiÖm tæng qu¸t cña (3) sÏ cã d¹ng y = py + cy . 

C¸ch t×m nghiÖm riªng py  trong mét sè tr−êng hîp 

Tr−êng hîp 1: )()( xPexk n
xα=  víi α lµ h»ng sè vµ )(xPn  lµ ®a thøc bËc n. 

• NÕu α  kh«ng ph¶i lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng, nghiÖm riªng cña (3) cã 
thÓ t×m ®−îc d−íi d¹ng 

)(xQey n
x

p
α=  

víi )(xQn  lµ mét ®a thøc cïng bËc víi )(xPn . C¸c hÖ sè cña )(xQn  ®−îc x¸c ®Þnh 

b»ng c¸ch thay py  vµo ph−¬ng tr×nh (3) vµ ®ång nhÊt c¸c hÖ sè cña c¸c lòy thõa 

cïng bËc cña ®a thøc ë hai vÕ cña ph−¬ng tr×nh sau 

)()()()()2()( 2 xPxQqpxQpxQ nnnn =+++′++′′ ααα .        (4) 

• NÕu a lµ mét nghiÖm ®¬n cña ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng th× hÖ sè cña )(xQn  trong (4) 
b»ng 0 cßn hÖ sè 02 ≠+ pα . §Ó (4) ®óng th× ph¶i gi÷ nguyªn sè hÖ sè cña ®a thøc 

Q xn ( )  vµ t¨ng bËc lªn mét b»ng c¸ch nh©n x víi )(xQn . NghiÖm riªng cña (3) sÏ 

cã d¹ng )(xQxey n
x

p
α= . T−¬ng tù nÕu α lµ nghiÖm kÐp cña ph−¬ng tr×nh ®Æc 
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tr−ng th× c¶ hai hÖ sè cña )(xQn  vµ )(xQn′  b»ng kh«ng cho nªn ph¶i nh©n 2x  víi 

)(xQn . NghiÖm riªng cña (3) sÏ cã d¹ng )(2 xQexy n
x

p
α= . 

ThÝ dô 1) Gi¶i ph−¬ng tr×nh  xxeyy =−′′ . 

Gi¶i Ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng 12 −λ = 0 cã 2 nghiÖm 11 =λ  vµ 12 −=λ . NghiÖm tæng qu¸t 

cña ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt 0=−′′ yy  lµ 
xx

c ececy −+= 21  

Ta t×m nghiÖm riªng d−íi d¹ng )( bxaxey x
p += . C¸c hÖ sè a,b ®−îc x¸c ®Þnh b»ng 

c¸ch thay py  vµ  

[ ] x
p ebxxabbay 2)4()(2 ++++=′′  

vµo ph−¬ng tr×nh vi ph©n ®· cho 

[ ] xxx xeebxaxebxxabba =+−++++ )()4()(2 22 . 

Suy ra 2(a + b)x + (4b + a) x- ax = x ,  tøc lµ 

2(a + b) = 0   , 
4b = 1. 

VËy 
4
1,

4
1

−== ab  vµ x
p exxy 






 +−=

4
1

4
1

. NghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh lµ 

xxx ececexxy −++





 +−= 214

1
4
1

 

víi 21,cc  lµ nh÷ng sè thùc tïy ý. 

ThÝ dô 2) T×m nghiÖm ph−¬ng tr×nh 

)1(2 2 +=+′+′′ xeyyy x  

tháa m·n ®iÒu kiÖn khëi ®Çu   y(0) = 0,  y'(0) = 1. 

Gi¶i Ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng 0122 =++ λλ  cã nghiÖm kÐp lµ λ = -1. NghiÖm tæng qu¸t 
cña ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt 02 =+′+′′ yyy  lµ 

xx
c xececy −− += 21 . 

T×m nghiÖm riªng d¹ng 

)( 2cxbxaey x
p ++= . 

C¸c hÖ sè a,b,c ®−îc x¸c ®Þnh b»ng c¸ch thay pp yy ′,,  vµ py ′′  vµo ph−¬ng tr×nh ®Çu 

[ ] [ ] )1()()2(2)2(2 2222 +=+++++++++++++ xeecxbxaecxxbcbaecxxbccba xxxx  
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Tøc lµ 14))2(3(2)(3 22 +=+++++++ xcxxbbcacba . Suy ra  

3(a + b) + 2c + a = 1   , 

3(2c + b) + b = 0  , 

4c = 1. 

Ta cã 
32
13,

8
3,

4
1

=−== abc  vµ )
4
1

8
3

32
13( 2xxey x

p +−= . NghiÖm tæng qu¸t cña 

ph−¬ng tr×nh lµ 

xxx xececxxey −− +++−= 21
2 )

4
1

8
3

32
13(  

C¸c hÖ sè 21,cc  ®−îc x¸c ®Þnh tõ ®iÒu kiÖn khëi ®Çu 

11)0( 1 −=+= 1c  hay  cy  

32
6111

32
1)0( 22 ==+−=′ ccy   hay  . 

Lêi gi¶i cña bµi to¸n sÏ lµ xxx xeexxey −− +−+−=
32
61)

4
1

8
3

32
13( 2 . 

Tr−êng hîp 2: )]sin()()cos()([)( xxQxxPexk x β+β= α  trong ®ã α,β lµ h»ng sè, P(x) 
vµ Q(x) lµ nh÷ng ®a thøc. Trong tr−êng hîp nµy ng−êi ta cã thÓ t×m nghiÖm riªng d¹ng 

)]sin()()cos()([ xxQxxPey x
p β+β= α  

trong ®ã )(),( xQxP  lµ nh÷ng ®a thøc cã bËc b»ng bËc cao nhÊt cña P(x) vµ Q(x) nÕu 

α ± iβ kh«ng ph¶i lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng hoÆc nghiÖm riªng d¹ng 

)]sin()()cos()([ xxQxxPxey x
p β+β= α  

víi )(),( xQxP  nh− trªn, nÕu α ± iβ lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng. 

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh )cos(136 xeyyy x=+′−′′ . 

Gi¶i Ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng 01362 =+− λλ  cã nghiÖm i231 +=λ  vµ i232 −=λ . 

NghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt 0136 =+′−′′ yyy  lµ 

)]2sin()2cos([ 21
3 xcxcey x

c += . 

Ta t×m nghiÖm riªng d¹ng )]sin()cos([ xbxaey x
p += . 

§Ó x¸c ®Þnh c¸c hÖ sè a vµ b, tÝnh pp yy ′′′ , : 

)]cos()sin([ xbxaeyy x
pp +−+=′  

)]cos()sin([2)]cos()sin([ xbxaeyxbxaeyy x
p

x
pp +−=−+−+′=′′  

råi thay vµo ph−¬ng tr×nh ®Çu ta cã 
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[ ] )cos()sin()74()cos()47( xeexbaxba xx =++− . 

So s¸nh hÖ sè trong hai vÕ cña ph−¬ng tr×nh cho ta hÖ ph−¬ng tr×nh ®èi víi a vµ b: 

7a - 4b = 1 
4a + 7b = 0. 

Suy ra 
65
7

=a  vµ 
65
4

−=b . Nh− vËy nghiÖm riªng cÇn t×m sÏ lµ  

)]sin(4)cos(7[
65
1 xxey x

p −=  

vµ nghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh ®Çu lµ 

)]2sin()2cos([)]sin(4)cos(7[
65
1

21
3 xcxcexxey xx ++−= . 
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______________________________
Bµi tËp vµ 

TÝnh to¸n thùc hµnh Ch−¬ng 12 

1.  Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n
________________________

 

1.1.  Ph−¬ng tr×nh vi ph©n cã biÕn t¸ch 
Bµi 1  T×m nghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh 

02 =+ dyyxdx  

vµ chän ra ®−êng cong tÝch ph©n ®i qua ®iÓm )0,0( . 

Bµi 2   Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh: 

1)  0=+
y

dy
x

dx
 ; 2)  0)2()2( 33 =+++ dyyydxxx ; 

3)  0
11 22

=
−

+
− y

dy

x

dx
; 4)  012 2 =+− ydydxyx ; 

5)   
1

1
4 +
+

=′
y
xy  ; 6)  yxey −=′  ; 

7)  
x
yy =′  ; 8) 0)()( 2222 =−++ dyyxxdxxyy ; 

9)  
x
y

y =′  ;   10) 0)1())(1( 22 =+−−+ dyydyedxey yx ; 

11)  xyy 2−=′ ;  12) 0)(,0)61()cos( 5 ==−+ πydyydxxx ; 

Bµi 3   Mét vËt cã khèi l−îng m ®−îc nÐm th¼ng ®øng xuèng d−íi tõ mét ®é cao nµo ®ã. T×m 
quy luËt thay ®æi vËn tèc cña vËt, biÕt r»ng cã hai lùc t¸c dông lªn vËt: lùc hót cña tr¸i 
®Êt vµ lùc c¶n cña kh«ng khÝ (tû lÖ víi vËn tèc víi hÖ sè tû lÖ k). 

Bµi 4 Tèc ®é ph©n r· cña mét chÊt phãng x¹ t¹i mçi thêi ®iÓm tû lÖ thuËn víi khèi l−îng cña 
nã t¹i thêi ®iÓm Êy. H·y x¸c ®Þnh tû lÖ phÇn tr¨m khèi l−îng 0m  cña  chÊt phãng x¹ bÞ 
ph©n r· sau 200 n¨m, biÕt r»ng chu kú ph©n r· cña chÊt phãng x¹ (thêi gian chÊt phãng 
x¹  ph©n r· hÕt mét nöa khèi l−îng) lµ 1590 n¨m. 

Bµi 5   Mét tªn löa ®−îc phãng th¼ng ®øng víi vËn tèc smv /1000 = . Søc c¶n cña kh«ng khÝ 
lµm gi¶m chuyÓn ®éng cña tªn löa b»ng c¸ch truyÒn cho nã mét gia tèc ©m b»ng 

2kv− , trong ®ã v lµ vËn tèc tøc thêi cña tªn löa, cßn k lµ hÖ sè ®éng häc vò trô. TÝnh 
thêi gian tªn löa ®¹t vÞ trÝ cao nhÊt. 
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1.2.  Ph−¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh 
Bµi 1 Gi¶i  ph−¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh thuÇn nhÊt  

 0
1

2
2 =

+
−′ y

x
xy  

vµ t×m nghiÖm tho¶ m·n ®iÒu kiÖn khëi ®Çu: 2=y   khi  1=x . 

Bµi 2 Gi¶i  ph−¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh kh«ng thuÇn nhÊt 

xy
x

y 31
=+′  

vµ t×m nghiÖm tho¶ m·n ®iÒu kiÖn khëi ®Çu: 1=y   khi  1=x . 

Bµi 3 Gi¶i  c¸c ph−¬ng tr×nh sau b»ng c¸ch sö dông c«ng thøc nghiÖm tæng qu¸t: 

1)  1)();sin( ==+′ πyxyy   ; 2)  ( )222 12)1( xxyyx +=−′+ ; 

3)  22 xxeyy x +=+′ − ; 4)  
)cos(

)tan(
y

xyy =+′ ; 

5)  
2

62 xxexy
dx
dy

=− ; 6)  xe
yy 21

1
+

=+′ ; 

7)  1)2( =′− yxe y ; 8)  012 =++′ xyyx ; 

9)  0)( =−+ xdydxexy x ; 10)  dydxyxx =+ )(2 2 ; 

11)  ))cos(( xxyxy −′= ; 12)  xexyxyx −=++′ 23)1( ; 

13)  yxyx 2)ln()1( =−′ ; 14)  12 +=+′ xxyy . 

Bµi 4 T×m nghiÖm tæng qu¸t sau khi ®· ®o¸n tr−íc mét nghiÖm riªng: 

1)  1+=+′ xyy ; 2)  xeyy 2=+′ ; 

3)  12 +=+′ xxyy ; 4)  2
11
xx

yy −=+′ ; 

5)  22
2121
xx
xy

xx
xy

+
+

=
+
+

−′ ; 

Bµi 5 T×m nghiÖm víi gi¸ trÞ khëi ®Çu 00 , yx : 

1)  1,1,23
003 ===+′ yx

x
y

x
y     ; 2)  0,0,

2
1

00 ==+=′ yxyxyx     ;  

3)   0,0,2 00 ==+=′ yxyxyx      ; 4)   0,0, 00 ==−=′ yxyxyx      ; 

5)  0,0, 00 ==+=′ yxyxyx      ; 

Bµi 6 Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh  

)()( xqyxpy =+′  

cã nghiÖm riªng d¹ng  by =1  lµ ph−¬ng tr×nh víi biÕn t¸ch. 

Bµi 7 ¸p dông ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn hoÆc ®¹o hµm hai vÕ, h·y ®−a ph−¬ng tr×nh sau ®©y vÒ 
d¹ng ph−¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh vµ gi¶i chóng: 
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1)  2)1)(1( yyyx =−′+ ; 2)  dyyxxdx )12( 2 +−= ; 

3)  2)( =′− yex y ; 4) 32 22)cos(2)sin()1( xxyxyyx −=+′− ; 

5)  ∫ ++=
x

xdttyxy
0

1)()( ; 6)  ∫ ∫+=−
x x

dttyxdttytx
0 0

)(2)()( ; 

Bµi 8 T×m quy luËt biÕn thiªn cña dßng ®iÖn trong m¹ng ®iÖn cã cuén tù c¶m nÕu 0II =  khi 
t = 0, )sin( tAU ω= , constA = . 

Bµi 9 T×m ®−êng cong mµ tiÕp tuyÕn cña nã c¾t trôc Oy mét ®o¹n b»ng 
n
1

 tæng c¸c to¹ ®é 

cña tiÕp ®iÓm. 

Bµi 10 T×m ®−êng cong sao cho tung ®é trung b×nh cña nã trong ®o¹n ],0[ x , (tøc lµ ®¹i l−îng 

∫
x

ydx
x 0

1
) tû lÖ víi tung ®é cña ®iÓm øng víi cËn bªn ph¶i cña ®o¹n ],0[ x . 

Bµi 11 T×m ®−êng cong AM sao cho hoµnh ®é cña träng t©m cña h×nh OAMP  b»ng 
4
3

 hoµnh 

®é cña ®iÓm M. 

Bµi 12 Chøng minh r»ng nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh )()( xqyxpy =+′  víi c¸c gi¸ 

trÞ khëi ®Çu 00 ,yx  cã thÓ viÕt d−íi d¹ng 

ξξ ξ deqeyy

xx

x

dttpdttp

∫
∫

+
∫

=
−− )()(

0 )(0 . 

2.  Thùc hµnh gi¶i 
_________________________________

 
ph−¬ng tr×nh vi ph©n trªn m¸y 
Dïng MAPLE V b¹n cã thÓ t×m nghiÖm chÝnh x¸c cña rÊt nhiÒu ph−¬ng tr×nh vi  ph©n 
th−ßng (ODE). H¬n n÷a, MAPLE cho phÐp t×m nghiÖm xÊp xØ cña bÊt kú ph−¬ng tr×nh 
vi ph©n nµo. Ngoµi ra, nã cßn vÏ ®−îc ®å thÞ nghiÖm cña c¸c ph−¬ng tr×nh vi ph©n. 
§iÒu nµy rÊt cã lîi khi ta muèn biÕt d¸ng ®iÖu thay ®æi cña nghiÖm khi gi¶i c¸c  bµi 
to¸n cô thÓ.   

§Ó tiÕn hµnh gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n, ta khëi ®éng ch−¬ng tr×nh vµ n¹p gãi c«ng cô 
chuyªn dông cho chuyªn môc nµy b»ng c¸c lÖnh sau 

[> restart; 

[> with(DEtools); 

Sau khi Ên phÝm [Enter] cho lÖnh thùc hiÖn, ta sÏ thÊy hiÖn ra danh môc c¸c c«ng cô 
chøa trong gãi: 

[DEnormal, DEplot, DEplot3d, Dchangevar, PDEchangecoords, PDEplot, autonomous, 
convertAlg, convertsys, dfieldplot, indicialeq, phaseportrait, reduceOrder, regularsp, 
translate, untranslate, varparam] 
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2.1. Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n th−êng 
Mét sè ký hiÖu cÇn nhí: 

1.  Ký hiÖu D(y) lµ ®¹o hµm bËc nhÊt cña hµm y. 
2.  Ký hiÖu D(D)(y)(x) lµ ®¹o hµm bËc hai cña y theo x. 
3.  Ký hiÖu D@@k cã nghÜa lµ D ®−îc kÕt hîp víi chÝnh nã k lÇn.  

Muèn gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n th−êng, ta chØ cÇn dïng mét dßng lÖnh cã có ph¸p nh− 
sau: 

[> dsolve({deq, x(t0)=x0 },x(t)); 

Trong ®ã , deq lµ ph−¬ng tr×nh vi ph©n, x(t)lµ nghiÖm,  x(t0)=x0  lµ ®iÒu kiÖn 
khëi ®Çu. NÕu t×m nghiÖm tæng qu¸t th× ta bá ®iÒu kiÖn khëi ®Çu  x(t0)=x0 . (Khi 
kh«ng cã ®iÒu kiÖn khëi ®Çu, MAPLE tù ®éng sinh ra c¸c h»ng sè _C1 trong kÕt qu¶). 

Sau dÊu ”;”, Ên phÝm “Enter”, trªn mµn h×nh sÏ hiÖn ®¸p sè. 

Chó ý DÊu ”;” biÓu thÞ sù kÕt thóc cña dßng lÖnh. ThiÕu dÊu ”;” m¸y hiÓu lµ dßng lÖnh ch−a 
kÕt thóc, nã kh«ng gi¶i vµ b¸o lçi. 

Cã thÓ nãi, hÇu hÕt c¸c ph−¬ng tr×nh vi ph©n gi¶i ®−îc b»ng cÇu ph−¬ng ®Òu gi¶i ®−îc 
nhê  MAPLE. 

1. Ph−¬ng tr×nh vi ph©n t¸ch biÕn 

D¹ng 1     )(tf
dt
dx

=  

[>dsolve(D(x)(t) =f(t),{x(t)}); 

Cdttftx += ∫ )()(  . 

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n  
1

2
2 −

=
tdt

dx
 . 

[>dsolve(D(x)(t) =2/(t^2-1),{x(t)}); 

1)h(arctan2)( Cttx +−=  

( )h(arctan t lµ hµm ng−îc hµm  tan hyperbolic). 

NhËn xÐt §¸p sè cã thÓ viÕt d−íi d¹ng C
t
ttx +

+
−

=
1
1ln)( . Hai ®¸p sè cã vÎ kh¸c nhau, ®Ó so 

s¸nh ta dïng lÖnh convert(expr,ln)(chuyÓn ®æi biÓu thøc expr vÒ d¹ng 
l«garit tù nhiªn) 

[> convert(x(t)=-2*arctanh(t)+_C1,ln); 
   x(t) = -ln(t + 1) + ln(1 - t) + _C1. 

D¹ng 2      )(xg
dt
dx

=  

[> dsolve(D(x)(t) =g(x),{x(t)}); 
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1
)(

)(

0 1

1 Ct
xg

dxtx

=+− ∫  . 

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n      
2

12 −
=

x
dt
dx

  . 

[> dsolve(D(x)(t) =(x^2-1)/2,{x(t)}); 
2 arctanh(x(t)) + t = _C1  . 

NhËn xÐt  §¸p sè cßn cã thÓ viÕt d−íi d¹ng t

t

Ce
Cex

−
+

=
1
1

 . §Ó so s¸nh ta dïng lÖnh convert 

(chuyÓn ®æi vÒ d¹ng ln(.)). 

[> convert(2*arctanh(x(t))+t=C1,ln); 
ln(x(t) + 1) - ln(1 - x(t)) + t = C1. 

D¹ng 3     0)()( =+ dxxgdttf  

[> dsolve(D(x)(t)=-(f(t)/g(x)),{x(t)}); 

 ∫ ∫ =+
)(

0
11 1)()(

tx

Cdttfdyyg  . 

D¹ng 4     0)()()()( =+ dxxQtPdtxNtM  

[> dsolve(D(x)(t)=((M(t)*N(x))/(P(t)*Q(x))),{x(t)}); 

1
)(
)(

)(
)(

1

)(

0 1

1 Cdt
tP
tMdy

yN
yQtx

=+ ∫∫  .             

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n 
xt

xt
dt
dx

)1(
)1(

2

2

−
−

−=   . 

[> dsolve(D(x)(t) =-((t*(x^2-1))/((t^2-1)*x)),{x(t)}); 

1
1)( 2

2
2

−
+

=
t

Cttx   . 

NhËn xÐt §¸p sè cßn cã thÓ viÕt d−íi d¹ng Ctx =−− )1)(1( 22  . 

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n 

  0)4(22 22 =+−− dxtdtxxx   . 

[> dsolve(D(x)(t)=(2*x*sqrt(2*x-x^2))/(4+t^2),{x(t)}); 

1
2

arctan2 Ct
x

x
=






+

−
  . 

NhËn xÐt M¸y gi¶i thiÕu nghiÖm ®Æc biÖt x = 2. 

2. Ph−¬ng tr×nh vi ph©n thuÇn nhÊt 

Ph−¬ng tr×nh vi ph©n ),( xtfx =  ®−îc gäi lµ thuÇn nhÊt nÕu f  lµ mét hµm thuÇn nhÊt 
bËc 0, nghÜa lµ, ),(),( xtfxtf =λλ  víi mäi λ  bÊt kú. 
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ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n thuÇn nhÊt 22
2

xt
tx

dt
dx

−
=   . 

[> dsolve(D(x)(t)=(2*t*x)/(t^2-x^2),{x(t)}); 

1)(
)(

2

Ctx
tx

t
=+   . 

NhËn xÐt §¸p sè cßn cã thÓ viÕt d−íi d¹ng  Cxxt =+ 22 . 

3. Ph−¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh 

Ph−¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh thuÇn nhÊt 

 0)( =+ tp
dt
dx

 

[> dsolve(D(x)(t)+p(t)*x=0,{x(t)}); 

∫ −= 1_)(exp)( Cdttptx  

Ph−¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh kh«ng thuÇn nhÊt  

)()( tqtp
dt
dx

=+   

[> dsolve(D(x)(t)+p(t)*x=q(t),{x(t)}); 

)1)())(exp(())(exp()( Cdttqdttpdttptx +−−= ∫ ∫∫ . 

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n   
′ + = +y y x 2   . 

Ta cã thÓ chØ dïng mét lÖnh ®Ó gi¶i ph−¬ng tr×nh nh− c¸c thÝ dô trªn. Tuy nhiªn, cã thÓ 
tuÇn tù thùc hiÖn c¸c b−íc sau ®Ó ®−îc c«ng thøc t−êng minh h¬n trªn mµn h×nh: 

B−íc 1: §Þnh nghÜa ph−¬ng tr×nh cÇn gi¶i lµ diff_eq: 

[> diff_eq:=D(y)(x)+y(x)=x+2; 

LÖnh trªn hiÓu lµ D(y)(x)+y(x)=x+2 ®−îc g¸n tªn lµ diff_eq. Ta còng cã 
thÓ thay b»ng mét ký hiÖu tuú chän kh¸c. 

Sau dÊu “;” Ên phÝm “Enter”,  trªn mµn h×nh hiÖn ph−¬ng tr×nh 
2)())((:_ +=+= xxyxyDeqdiff . 

B−íc 2:  Gi¶i ph−¬ng tr×nh b»ng lÖnh: 

[> dsolve({diff_eq},{y(x)}); 

Sau dÊu  “;” Ên phÝm “Enter”, trªn mµn h×nh sÏ hiÖn c«ng thøc nghiÖm cña ph−¬ng 
tr×nh vi ph©n ®· cho: 

xeCxxy −++= 11)( . 

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n  
3xyyx =−′  

víi ®iÒu kiÖn khëi ®Çu y(0) = 1.   
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§©y lµ mét ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh kh«ng thuÇn nhÊt:  

2x
x
yy =−′    . 

B−íc 1:  ThiÕt lËp c«ng thøc biÓu diÔn ph−¬ng tr×nh b»ng lÖnh: 

[> diff_eq2:= x*D(y)(x)-y=x^3; 
3))((:2_ xyxyxDeqdiff =−=  

B−íc 2:  Vµo ®iÒu kiÖn ®Çu b»ng dßng lÖnh: 

[> init_con:= y(0)=1; 
1)0(:_ == yconinit  . 

B−íc 3:  Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n b»ng lÖnh: 

[> dsolve({diff_eq2,init_con},{y(x)}); 

M¸y cã gi¶i nh−ng kh«ng cho tr¶ lêi v× ph−¬ng tr×nh v« nghiÖm (kh«ng cã nghiÖm ®i 
qua ®iÓm (0,1)). 

Ta cã thÓ dïng ký hiÖu diff(f(t),t) lµ "lÊy ®¹o hµm cña  f theo x " ®Ó thay thÕ 
cho c¸c lÖnh D(y)(x)trong c¸c thÝ dô trªn. 

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh 02 =+ yt
dt
dy

 . 

B−íc 1: G¸n tªn deq cho ph−¬ng tr×nh (ký hiÖu diff thay cho D). 

[> deq:=diff(y(t),t)*t^2+y(t)=0; 

0)()(: 2 =+







= tytty

t
deq

∂
∂

 . 

B−íc 2: Gi¶i ph−¬ng tr×nh 

[>dsolve(deq,y(t)); 

1)(
1

Cety t=  . 

NÕu muèn, ta cã thÓ t×m nghiÖm øng víi gi¸ trÞ khëi ®Çu y(1) = a: 

[> dsolve({deq,y(1)=a},y(t)); 

e
aety

t
1

)( =     . 

Ph−¬ng tr×nh ®−a vÒ tuyÕn tÝnh kh«ng thuÇn nhÊt 

)()()()(' tqxftp
dt
dxxf =+  

[> dsolve(D(f)(x)*D(x)(t)+p(t)*f(x)=q(t),{x(t)}); 
∫+∫−∫∫

dttpdttpdttp etxfdttqetxftpe )()()( )(()())(()(  

∫ =∫− 1_)()(( )( Cdttpetxf dttp
∫ =∫− 1_)()(( )( Cdttpetxf dttp
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ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n 22 ttx
dt
dxx =+ . 

[> dsolve(x*D(x)(t)+t*x^2=t^2,{x(t)}); 

1)(
2
1)(

222 CeIterfIettx tt −− ++= π  . 

Hµm  erf  ®−îc ®Þnh nghÜa lµ  
π

∫ −

=

x
t dte

xerf 0

2
2

)( . 

4. Ph−¬ng tr×nh Bernouli  
dx
dt

p t q t x+ =( ) ( ) α  

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh Bernouli víi 
2
1

=α , tøc lµ  xtx
dt
dxt 24 =−  . 

[> dsolve(t*D(x)(t)-4*x=t^2*sqrt(x),{x(t)}); 

t C e
x t
t=

−
_

( )

1 2
 . 

5. Ph−¬ng tr×nh Riccati )()()( 2 tRxtQxtP
dt
dx

++=  

Ph−¬ng tr×nh Riccati gi¶i ®−îc b»ng cÇu ph−¬ng 

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh Riccati  cx
t

x
t
a

dt
dx

++=
2
12   . 

[> dsolve(D(x)(t)=(a/t)*x^2+(1/(2*t))*x+c,{x(t)}); 

)2sin()2cos(1(
)2cos()2sin(1()(

tactacCac
tactacCtctx

+
−

=  . 

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh Riccati     22 −+= btax
dt
dx

 . 

[> dsolve(D(x)(t)=a*x^2+b*t^(-2),{x(t)}); 

14
14
1)(2arctan

2
−










−

+

= ba
ba

ttax

Cet  . 

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh Riccati     2
2

t
cx

t
bax

dt
dx

++=   . 

[> dsolve(D(x)(t)=a*x^2+b*(x/t)+c/t^2,{x(t)}); 

t Ce

ax t b

ac b b

ac b b=

+ +

− − −











− − −
2

2 1

4 1 2

4 1 2

2

2

arctan
( )

  . 

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh Riccati    2
2 1

t
x

dt
dx

+=  . 

[> dsolve(D(x)(t) =x^2+1/t^2,{x(t)}); 
( )

t Ce
x t t

=
+







2
3

3
1
3

2 1 3arctan ( )
 . 
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ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n   42 −+= tx
dt
dx

 . 

[> dsolve(D(x)(t)=x^2+t^(-4),{x(t)}); 







+














+






+






−








−=

tt
C

tt
t

t
C

t
Ct

tx
1cos1sin

1sin1cos1cos1sin
)(   . 

Ph−¬ng tr×nh Riccati kh«ng gi¶i ®−îc b»ng cÇu ph−¬ng 

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh Riccati     cx
t

x
t
a

dt
dx

++=
12 . 

[> dsolve(D(x)(t)=(a/t)*x^2+(1/t)*x+c,{x(t)}); 

)2,1(1)2,1(11(
)2,0(1)2,0(11()(

tacJBesseltacYBesselCa
tacJBesseltacYBesselCacttx

+

+
=  . 

Trong ®ã, ),(1),(1 xvJBesselxvYBessel lµ c¸c hµm Bessel lo¹i 1 vµ lo¹i 2, tøc chóng lµ 
nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh vi ph©n 

0)('" 222 =−++ yvxxyyx . 

6. Ph−¬ng tr×nh kh«ng gi¶i ®−îc qua ®¹o hµm 

 0),,( =t
dt
dxxF  

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n 0=+
dt
dx

dt
dx

 . 

[> dsolve(D(x)(t)+abs(D(x)(t))=0,{x(t)}); 
 x(t) = RealRange(-infinity, 0) t + _C1, 

nghÜa lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh cã d¹ng  Catx +=  víi mäi 0<a  vµ C bÊt kú. Tuy 

nhiªn, m¸y gi¶i thiÕu nghiÖm Ctx +−= 2   khi 0≤t . 

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n 0)(
2

=++−





 xt

dt
dxtx

dt
dx

 . 

[>dsolve((D(x)(t))^2-(x+t)*D(x)(t)+x*t,{x(t)});  

Cttx += 2

2
1)(  vµ x t Cet( ) = . 

Ph−¬ng tr×nh Clairaut  )(
dt
dxgt

dt
dxx +=  

[> dsolve(x=D(x)(t)*t+g(D(x)(t)),{x(t)}); 
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
















−=

−=

)()()(

)(

Tg
T

TTgtx

Tg
T

t

∂
∂

∂
∂

   vµ tCCgtx += )()(  

2.2.  Ph−¬ng tr×nh vi ph©n bËc cao 

Ghi nhí  §¹o hµm bËc hai cña y theo x ®−îc ký hiÖu lµ D(D(y)(x).  

NghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh vi ph©n bËc hai phô thuéc vµo 2 tham sè tù do. 

C¸c b−íc gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n bËc cao gièng nh− gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n bËc nhÊt. 

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh cÊp hai  

06'5" =++ yyy  

víi ®iÒu kiÖn khëi ®Çu: 1)0(',0)0( == yy . 

B−íc 1:  Ta g¸n tªn diff_eq1 cho ph−¬ng tr×nh cÇn gi¶i  

[> diff_eq1:=D(D(y))(x)+5*D(y)(x)+6*y(x)= 0; 

Sau dÊu chÊm phÈy (;), Ên phÝm "Enter", trªn mµn h×nh sÏ hiÖn ph−¬ng tr×nh vi ph©n 
cÇn gi¶i:  

diff_eq1 := (D(2))(y)(x) + 5 D(y)(x) + 6 y(x) = 0 . 

B−íc 2:  NhËp ®iÒu kiÖn khëi ®Çu b»ng lÖnh 

[> init_con:=y(0)=0,D(y)(0)=1; 

Sau dÊu (;) ®¸nh lÖnh [Enter] sÏ hiÖn ra c«ng thøc m« t¶ ®iÒu kiÖn ®Çu: 

init_con := y(0) = 0, D(y)(0) = 1 

B−íc 3: Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n b»ng lÖnh 

[> dsolve({diff_eq1,init_con},{y(x)}); 

Sau dÊu ";", ®¸nh lÖnh "Enter", trªn mµn h×nh sÏ hiÖn c«ng thøc nghiÖm cña ph−¬ng 
tr×nh vi ph©n cÇn gi¶i: 

 xx eexy 32)( −− −= . 

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh cÊp hai: 

)cos(3)sin(103 xxyyy +=−′−′′  

víi ®iÒu kiÖn khëi ®Çu  1)0(',1)0( == yy . 

B−íc 1:  NhËp ph−¬ng tr×nh b»ng lÖnh: 

[> diff_eq3:=D(D(y))(x)-3*D(y)(x)-10*y=sin(x)+3*cos(x); 
)cos(3)sin(10))((3))()((:3_ 2 xxyxyDxyDeqdiff +=−−=  . 

B−íc 2:  Vµo d÷ liÖu ®iÒu kiÖn ®Çu:   

[> init_con:= y(0)=1,D(y)(0)=1; 
1)0)((,1)0(:_ === yDyconinit  . 
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B−íc 3:  Gi¶i ph−¬ng tr×nh: 

[> dsolve({diff_eq3,init_con},{y(x)}); 

Sau khi thùc hiÖn lÖnh, m¸y cho c«ng thøc nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh vi ph©n cÇn gi¶i 

xx eexxxy 25

7
5

91
47)sin(

13
2)cos(

13
3)( −++−−= . 

Ta cã thÓ dïng ký hiÖu diff(y(x),x,x) "lÊy ®¹o hµm bËc hai cña  y  theo  x " ®Ó thay thÕ 
cho lÖnh D(D(y))(x)  trong c¸c thÝ dô trªn. 

Maple cã thÓ gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh vi ph©n víi nghiÖm m« t¶ qua c¸c hµm ®Æc biÖt. 

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh 0)(5)(2

2
2 =








+








xy

x
xy

x
x

∂
∂

∂
∂

 . 

[>dsolve(x^2*diff(y(x),x,x)+5*diff(y(x),x)=0,y(x));  

))5,1(5(
5

21 x
EixeCCy x −++=  

Ei n x( , )  lµ ký hiÖu hµm tÝch ph©n mò:  

dt
t

exnEi n

xt

∫
∞ −

=
1

),( . 

2.3.  HÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n th−êng 
Ghi nhí  C¸c b−íc gi¶i ph−¬ng tr×nh hÖ vi ph©n t−¬ng tù nh− gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n bËc nhÊt. 

NghiÖm tæng qu¸t cña hÖ 2 ph−¬ng tr×nh vi ph©n bËc nhÊt phô thuéc vµo 2 tham sè tù do.  

ThÝ dô Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n th−êng bËc hai (kh«ng cã ®iÒu kiÖn khëi ®Çu) sau: 

)())()(( 2 xzxyD =   , 

)())()(( 2 xyxzD =   . 

B−íc 1: G¸n tªn  sys (viÕt t¾t cña ch÷  system - hÖ) cho hÖ ph−¬ng tr×nh cÇn gi¶i: 

[>sys:=(D@@2)(y)(x)=z(x),(D@@2)(z)(x)=y(x); 
)())()((),())()((: 22 xyxzDxzxyDsys ===   . 

B−íc 2: Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n b»ng lÖnh 

[> dsolve({sys},{y(x),z(x)}); 

+−++= −− xxx eCxCeCeCxy 2_
4
1)cos(1_

2
11_

4
11_

4
1)({ )(  

)cos(3_
2
13_

4
13_

4
1)sin(2_

2
12_

4
1 xCeCeCxCeC xxx −+++ −  

,4_
4
14_

4
1)sin(4_

2
1 xx eCeCxC −−+−  

xxxx eCeCxCxCeCeCxz −− −+−−+= 2_
4
12_

4
1)sin(2_

2
1)cos(1_

2
11_

4
11_

4
1)(  

)}sin(4_
2
14_

4
14_

4
1)cos(3_

2
13_

4
13_

4
1 xCeCeCxCeCeC xxxx ++−+++ −− . 



Bµi tËp vµ tÝnh to¸n thùc hµnh Ch−¬ng 12 

 232 

ThÝ dô Gi¶i  hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n  

)()(),()( xyxz
x

xzxy
x

==
∂
∂

∂
∂

 

víi ®iÒu kiÖn khëi ®Çu 2)0(,0)0( == zy . 

B−íc 1:   G¸n tªn sys cho hÖ: 

[> sys:={diff(y(x),x)=z(x),diff(z(x),x)=y(x),y(0)=0,z(0)=2}; 

}2)0(,0)0(),()(),()({: ===== zyxyxz
x

xzxy
x

sys
∂
∂

∂
∂

 

B−íc 2:  G¸n tªn cho nghiÖm: 

[> fcns:={y(x),z(x)}; 
)}(),({: xzxyfcns = . 

B−íc 3:  Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n: 

[> dsolve(sys,fcns); 

})(,)({ xxxx eexzeexy +=−= −− . 

2.4.  Gi¶i vµ t×m nghiÖm theo c¸c ph−¬ng ph¸p tuú chän 
Kh«ng ph¶i ph−¬ng tr×nh nµo còng cã nghiÖm d−íi d¹ng biÓu thøc gi¶i tÝch th«ng 
th−êng, cho nªn kh«ng cã g× ®¸ng ng¹c nhiªn khi ta thÊy MAPLE "kh«ng chÞu" cho ta 
kÕt qu¶ ®èi víi mét sè ph−¬ng tr×nh nµo ®ã. H·y xem xÐt 

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh   )sin()()( 5 xxxfxf
dx
d

=+ . 

§Ó gi¶i nã ta ®−a vµo dßng lÖnh 

[> dsolve(diff(f(x),x)+f(x)^5*x=sin(x),f(x); 

Sau khi ra lÖnh gi¶i (Ên phÝm “Enter” sau dÊu chÊm phÈy “;”), ta thÊy m¸y cã ch¹y 
nh−ng kh«ng ®−a ra kÕt qu¶ g×. Tuy nhiªn, xin ®õng thÊt väng, MAPLE vÉn lµm viÖc 
"kh«ng chª vµo ®©u ®−îc" nÕu nh− ta biÕt d¹y nã lµm viÖc mét c¸ch hîp lý.  

LÖnh gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n cã có ph¸p tæng qu¸t lµ:  

[> dsolve(deqns,vars,keyword); 

Trong ®ã deqns lµ c¸c ph−¬ng tr×nh vi ph©n, vars lµ c¸c biÕn nghiÖm, phÇn 
keyword cho phÐp ta x¸c ®Þnh ph−¬ng ph¸p gi¶i vµ d¹ng biÓu diÔn nghiÖm. C¸ch 
biÓu diÔn mÆc ®Þnh lµ "chÝnh x¸c " (exact). NÕu chän c¸ch biÓu diÔn nghiÖm nh− vËy 
ta sÏ kh«ng ph¶i cho gi¸ trÞ ë phÇn keyword. NÕu c¸ch biÓu diÔn Êy kh«ng thµnh (nh− 
ta thÊy trong thÝ dô trªn ®©y), hoÆc kh«ng ph¶i lµ ý ta muèn, th× ta cã thÓ yªu cÇu m¸y 
cho ta mét trong c¸c c¸ch biÓu diÔn sau ®©y: 

♦ Víi keyword  ®−îc cho d−íi d¹ng type=series  th× m¸y sÏ cho ta nghiÖm 
d−íi d¹ng chuçi. 
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♦ Víi keyword  ®−îc cho d−íi d¹ng type=numeric  th× m¸y sÏ cho nghiÖm 
d−íi d¹ng mét hµm t−îng tr−ng mµ ta cã thÓ biÕt ®−îc gi¸ trÞ sè cña nã t¹i bÊt kú 
®iÓm nµo.   

♦ Víi keyword  ®−îc cho d−íi d¹ng ouput=basic  th× m¸y sÏ cho ta tËp hµm 
c¬ së mµ tËp nghiÖm ®−îc c¨ng trªn ®ã (nh− mét bao tuyÕn tÝnh).  NÕu ph−¬ng 
tr×nh kh«ng ph¶i lµ thuÇn nhÊt th× m¸y sÏ cho ta thªm mét nghiÖm riªng, ®Ó mäi 
nghiÖm bÊt kú ®Òu cã thÓ biÓu diÔn qua tËp nghiÖm c¬ së vµ nghiÖm riªng nµy. 

Th«ng th−êng, nghiÖm cã thÓ ®−îc cho d−íi d¹ng mét hµm Èn (tøc lµ mét ph−¬ng 
tr×nh biÓu thÞ mèi liªn hÖ gi÷a hµm sè y vµ biÕn phô thuéc  x  kh«ng th«ng qua c¸c ®¹o 
hµm), hoÆc d−íi d¹ng c¸c biÕn phô thuéc tham sè. NÕu ta muèn b¾t nã ph¶i cho ta 
nghiÖm d−íi d¹ng hiÓn (tøc lµ mét hµm sè cña  y  theo  x ) th× ta cho keyword d−íi 
d¹ng  explicit=true. (V× kh¶ n¨ng nµy th−êng khã cã thÓ thùc hiÖn ®−îc nªn 
ng−êi ta th−êng cho gi¸ trÞ mÆc ®Þnh lµ explicit=false ).  

Muèn biÓu diÔn ®−îc nghiÖm th«ng qua c¸c hµm ®Æc biÖt kiÓu  Dirac(.), 
Heaviside(.),... th× ta ph¶i cho keyword lµ  method=laplace.  

Trong thÝ dô nªu trªn, víi ®iÒu kiÖn ®Çu lµ  
2
1)0( =f , nÕu ta cho m¸y t×m nghiÖm d−íi 

d¹ng chuçi, nã sÏ cho kÕt qu¶ ngay lËp tøc: 

[>dsolve({f(0)=1/2,diff(f(x),x)+f(x)^5*x=sin(x)},f(x), 
series); 

)(
12288

977
64
31

2
1)( 642 xOxxxf +−+= . 

ThÝ dô Gi¶i hÖ    








=

−−=

y
dx
dz

xyz
dx
dy

 

víi gi¸ trÞ khëi ®Çu 1)0(,0)0( == zy . 

1) Theo ph−¬ng ph¸p mÆc ®Þnh:    

[> sys:=diff(y(x),x)=z(x)-y(x)-x,diff(z(x),x)=y(x): 
fcns:={y(x),z(x)}: 

[> dsolve({sys,y(0)=0,z(0)=1},fcns); 







=++−=






 −






 +−

)(,15
5
15

5
1)(

)15(
2
1)15(

2
1

xyxeexz
xx

 







−−++−






 +−






 −






 −






 +− xxxx

eeee
)15(

2
1)15(

2
1)15(

2
1)15(

2
1

2
1

2
115

10
15

10
1

 

2) T×m nghiÖm d−íi d¹ng chuçi (víi ®iÒu kiÖn ®Çu lµ  y(0) = 0, z(0) = 1 ) 

[> dsolve({sys,y(0)=0,z(0)=1},fcns, type=series); 
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),(
15
1

24
5

2
1)({ 65432 xOxxxxxxy ++−+−=  

)}(
24
1

8
1

3
1

2
11)( 65432 xOxxxxxz +−+−+= . 

3)  Víi ®iÒu kiÖn ®Çu nh− trªn, t×m nghiÖm b»ng ph−¬ng ph¸p sè, vµ yªu cÇu m¸y cho 
biÕt gi¸ trÞ cña nghiÖm t¹i c¸c ®iÓm  x = 1,    x = 1.5,   x = 1.7   : 

[> F:=dsolve({sys,y(0)=0,z(0)=1},fcns,type=numeric); 
F := proc(rkf45_x)  ...  end 

[> F(1); 
[x = 1, y(x) = .343731408276753914, z(x) = 1.25897207653682308] 

[> F(1.5); 
[x = 1.5, y(x) = .237649509495644756, z(x) = 1.40935827136441327] 

[> F(1.7); 
[x = 1.7, y(x) = .163416733680997378, z(x) = 1.44974926864546538] 

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n bËc 2  

yxy 32"=  

b»ng ph−¬ng ph¸p sè (víi ch−¬ng tr×nh mang tªn  dverk78 ) vµ cho gi¸ trÞ  cña nghiÖm 
vµ ®¹o hµm cña nã t¹i c¸c ®iÓm  x = 1, x = 1.5, x = 1.7  d−íi d¹ng b¶ng sè liÖu: 

[> sys2:={(D@@2)(y)(x)=2*x^3*y(x),y(0)=1,D(y)(0)=1}: 
[> s:=dsolve(sys2,{y(x)},type=numeric,method=dverk78, 

value=array([1.0,1.5,1.7])); 

























































=

874470275797212217519944271039854666999999669999999991
406990236391691658704137226826796624000000050000000001
1791480936037883115314170170132435221

)(),(,

:

. ..
. ..
. ..

xyxxyx

s

∂
∂

 

Ta cã thÓ  lÊy ra tõng sè liÖu cña b¶ng (ma trËn) nµy, thÝ dô nh−: 

[> s[1,1][3]; 

)(xy
x∂

∂
 , 

[> s[2,1][2,3]; 
8.36391691654069902 . 

ThÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh bËc 2 kh«ng thuÇn nhÊt  

xyyxy =++ 3'"2  

vµ cho biÕt hÖ c¬ së cña tËp nghiÖm (cïng mét nghiÖm riªng)  

[> solve(2*x*diff(y(x),x$2)+diff(y(x),x)+3*y=x,y(x), 
output=basis); 
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



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





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










x

x

xx

x

xx
3
1

9
1,

6

)6sin(,
6

)6cos( 4141

. 

MAPLE cßn cã thÓ biÕn ®æi mét hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n th−êng bËc cao vÒ hÖ ph−¬ng 
tr×nh vi ph©n bËc nhÊt b»ng lÖnh  convertsys. H¬n n÷a, lÖnh  dsolve cña MAPLE  cßn 
cã thÓ gi¶i rÊt nhiÒu ph−¬ng tr×nh vi ph©n b»ng ph−¬ng ph¸p sè, sö dông c¸c ph−¬ng 
ph¸p cæ ®iÓn, ngo¹i suy mét vµ nhiÒu b−íc, c«ng cô gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n th−êng 
Livermore Stiff... 

2.5.  VÏ ®å thÞ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh vi ph©n 
§Ó vÏ ®å thÞ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh vi ph©n, ta nhËp c¸c dßng lÖnh sau 

[> with(DEtools): 
[>DEplot(deqns,vars,trange,inits,eqns); 

hoÆc  

[>DEplot(deqns,vars,trange,inits,xrange, yrange, eqns); 

Trong ®ã: 
deqns  - b¶ng c¸c ph−¬ng tr×nh vi ph©n bËc nhÊt hoÆc mét ph−¬ng tr×nh vi ph©n bËc cao. 
vars   - biÕn phô thuéc hoÆc b¶ng c¸c biÕn phô thuéc. 
trange - miÒn thay ®æi cña biÕn ®éc lËp. 
inits  - ®iÒu kiÖn khëi ®Çu x¸c ®Þnh ®−êng cong nghiÖm cÇn vÏ. 
yrange - miÒn thay ®æi cña biÕn phô thuéc thø nhÊt.  
xrange - miÒn thay ®æi cña biÕn phô thuéc thø hai. 
eqns   - c¸c tuú chän (mµu, tiªu ®Ò, ®é ®Ëm nh¹t cña ®å thÞ,...). 

ThÝ dô VÏ ®å thÞ cña nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh vi ph©n  

xy
dx
dy

dx
yd

dx
ydx −=+− π2

23

)cos(   

víi ®iÒu kiÖn khëi ®Çu  ,1)0( =y  ,2)0( =′y  

1)0(" =y , biÕn ®éc lËp x thay ®æi trong ®o¹n  [-
2.5,1.4], biÕn phô thuéc y thay ®æi trong ®o¹n [-
4,5], chän b−íc lµ 0.05. 

[>DEplot({cos(x)*diff(y(x),x$3)-
diff(y(x),x$2)+Pi* 
diff(y(x),x)=y(x)-x},{y(x)},x=-2.5..1.4,[[y(0)=1, 
D(y)(0)=2,(D@@2)(y)(0)=1]],y=-4..5,stepsize=.05); 

 

H×nh 12.1 
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ThÝ dô VÏ ®å thÞ cña nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh  









−=
−=
−=

2'
'
'

yxz
xzy
zyx

  

víi ®iÒu kiÖn khëi ®Çu 1)0( =x , 0)0( =y , 
2)0( =z , biÕn ®éc lËp t thay ®æi trong ®o¹n   [-

2,2], biÕn phô thuéc y thay ®æi trong ®o¹n    [-
4,5], chän  b−íc: 0.05, yªu cÇu m¸y cho biÓu 
diÔn cña  2 thµnh phÇn [z(t), x(t)] cña nghiÖm. 

[> DEplot({D(x)(t)=y(t)- 
z(t),D(y)(t)=z(t)-x(t),D(z)(t)= x(t)-
y(t)*2},{x(t),y(t),z(t)},t=-2..2,[[x(0)=1, 
y(0)=0,z(0)=2]],stepsize=.05,scene=[z(t),x(t)]); 

Víi ph−¬ng tr×nh vi ph©n bËc nhÊt hoÆc hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n bËc nhÊt 2 Èn th× 
m¸y kh«ng chØ vÏ cho ta nghiÖm mµ vÏ c¶ tr−êng vect¬. 

ThÝ dô VÏ ®å thÞ cña nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh vi 
ph©n 

 )4(
2
1 2 yxx

dx
dy

+−−= ,  

biÕn ®éc lËp x thay ®æi trong ®o¹n [-3,3], 
biÕn phô thuéc y thay ®æi trong ®o¹n [-3,2]. 
(Khi kh«ng cho ®iÒu kiÖn dÇu th× m¸y kh«ng 
cho ra mét nghiÖm cô thÓ nµo, mµ chØ cho 
mét tr−êng vect¬). 

[> DEplot(diff(y(x),x)=1/2*(-x -
(x^2+4*y(x))^(1/2)),y(x), x=-3..3,y=-3..2, 
title=`Restricted domain`); 

ThÝ dô VÏ ®å thÞ cña nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh 

vi ph©n 




−=
−=

)1(3.0'
)1('

xyy
yxx

, biÕn ®éc lËp t 

thay ®æi trong ®o¹n [-7,7].  Víi c¸c ®iÒu 
kiÖn khëi ®Çu lµ [x(0)=1.2, y(0)=1.2] vµ 
[x(0)=1, y(0)=0.7], m¸y sÏ cho ta tõng 
nghiÖm t−¬ng øng. 

[> DEplot({diff(x(t),t)=x(t)* 
(1-y(t)),diff(y(t),t)=.3* 
y(t)*(x(t)-1)},[x(t), 
y(t)],t=-7..7, [[x(0)=1.2, 
y(0)=1.2],[x(0)=1, 
y(0)=.7]],stepsize=.2, title=`Lotka-Volterra model`); 
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ThÝ dô VÏ ®å thÞ cña nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh vi ph©n 
2' xyy −−= , biÕn ®éc lËp x thay ®æi trong 

®o¹n [-1,2.5]. C¸c ®iÒu kiÖn khëi ®Çu lµ 
[y(0)=0], [y(0)=1], [y(0)=-1], vµ tiªu ®Ò: 
‘Asymptotic solution’ (NghiÖm tiÖm cËn). 

[>DEplot(D(y)(x)=-y(x)-x^2, 
y(x),x=1..2.5,[[y(0)=0], 
[y(0)=1],[y(0)=-1]], 
title=`Asymptotic solution`); 

 

H×nh 12.5 


