Chuong 1

HAM SO VA GIOI HAN

MGt qua bong roi ngay cang nhanh.
Ong Galileo phat hién: khoang dwdng
di clia mot qua béng roi ty 1€ véi binh
phwong théi gian n6 roi. Phép tinh vi
tich phan, dwa vao nhan xét nay, giup
chung ta tinh dwgc van toc roi clia mot
qua bong tai bat ky thoi diém nao.

Trong phép tinh vi tich phan, ching ta lam viéc vdi cdc ham s6. Ching ta nhan
manh ring mot ham s6 c6 thé duge dién ta bing nhiéu cach khac nhau: mot phuong
trinh, mot bang s6, mot do thi, hay dinh nghia bang tit ngit. Ching ta quan sit cac
dang co ban clia cAc ham s6 xuat hién trong phép tinh vi tich phan va trinh bay
qué trinh diing cac ham s6 dé mo hinh toan hoc cac hieén tuong thuc té ngoai doi.
Trong phan "nhin qua" khai quat phép tinh vi tich phan, ching ta di thiy tai sao
¥ tudng vé gidi han lai 1a nén tang ctia nhiéu nganh khac nhau ctia phép tinh vi tich
phan. Do d6 that hgp Iy khi khao sat cac gidi han cia ham s6 cling véi cac tinh chat
ciia chiing dé bit dau nghién ctu phép tinh vi tich phan .
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1.1 Boén cach biéu dién moét ham soé

Ham s6 phat sinh khi mot dai lugng phu thudc vao mot dai lugng khac. Ching
ta xem xét bon trudng hop sau :
A. Dién tich A ctia mot hinh tron phu thudc vao ban kinh r ctia hinh tron. Nguyén
tac lien két r vi A duge cho béi phuong trinh A = 772, Véi méi s6 duong r, c6 tuong
ing mot gia tri A va chiing ta néi rang A 14 mot ham s6 cia r.
B. Dan s6 ctia thé gigi P phu thuoc vao thai gian t. Bang sau cho ta wéc lugng dan
s6 thé gisi P(t) tai thai diém ¢, véi nam tuong ting. Vi dy,

P(1950) = 2560000000

Thoi gian | Dan s6 (trieu)
1900 1650
1910 1750
1920 1860
1930 2070
1940 2300
1950 2560
1960 3040
1970 3710
1980 4450
1990 5280
2000 6080
2010 6870

V6i mdi gia tri clia thoi gian ¢, tuong ng ta c6 gia tri cia P, va chiing ta néi rang
P 13 ham s6 cua t.

C. Gia C ctia mot buu kién phu thudc vao can niang w cia né. Mic du khong ¢
cong thitc don gidn lien két w va C, buu dién c6 quy tic xac dinh C khi biét can
nang w.

D. Gia t6c a theo chiéu doc ctia dat duge do bdi mot dia chan trong suét tran dong
dat 13 mot ham s6 clia thai gian ¢ troi qua. Hinh 1.1.1 cho mot do thi dudge tao ra béi
hoat dong dia chan trong tran dong dat Northridge lam rung chuyén Los Angeles
vao nam 1994. V6i mdi gia tri ¢, do thi cho ta gia tri tuong tng a.

Mai vi duy trén mo t4 mot quy tdc ma & dé mot sé cho trude (r,t,w, hay t), cac
s6 khéac (A, P,C, hay a) dugc gan cho. Mdi truong hgp ching ta néi rang dai lugng
sau 1a mot ham s6 ciia dai lugng trudc.

Mot ham so f la quy tdc cho tuong ing moi phan ti x trong tap hop D
chinh zdc mot phan ti, goi la f(x), trong tap hop E.

Chiing ta thuong xem xét nhitng ham sé ma cac tap hgp D va E 1a tap sb thue.
Tap hop D dugc goi 1a mién xac dinh ctia ham s6. f(x) 1a gia tri cia ham s6 f tai
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Hinh 1.1.1: Gia t6c trong tran dong dat Northridge.

x. Mién gia tri clia f 1a tap hop tat ca cac gia tri ¢6 thé lay ctia f(x) khi z 1ay gia
tri trén mién xac dinh. Mot ky hiéu dai dién mot s6 bat ky trong mién xic dinh
ctia ham s6 f dugc goi la mot bién doc lap. Mot ky hieu biéu dién mot s6 trong
mién gia tri clia f dude goi 1a bién phu thudc. Trong vi du A., r 14 bién doc lap va
A 13 bién phu thuoc.

N6 rat dé hinh dung néu ta nhin ham s6 nhu 1a céi "méay” (xem Hinh 1.1.2). Néu
lay z trong mién xac dinh cia ham £, thi khi 2 di vio may, né c6 thé coi la dit lieu
nhap vao (input) v cai may sé sinh ra di lieu ra (output) f(x) thong qua quy tic
ctia ham s6. Vi vay chiing ta c6 thé xem mién xac dinh nhu la tap hop ciia tat ca
dit lieu vio va mién gia tri 1a tap hop tat ca dit lieu ra c6 thé co.

I = f e i
finpai} {iuiput}

Hinh 1.1.2: "May" ham sb.

Ham s6 dugc lap trinh sdn trong may tinh bé tai 14 mot vi du ctia ham s6 nhu
14 cai may. Vi dy, nat 1ay can bac hai trén may tinh bé tii sé tinh toan nhu 1 ham
s0. Ching ta nhan nat /. hay /z va nhap di ligu vao 2. Néu x < 0 thi  khong
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nam trong mién xac dinh ctia ham s6 nay, nghia 1, z khong 1a dit liéu chap nhan
dugc, va may tinh bé tii sé bao 16i. Néu = > 0 thi mot xap xi clia /z sé hién thi
trén man hinh. Do vy nit «/x trén may tinh bo tui thi khong chinh xac nhu ham
s6 dinh nghia mot cach toan hoc f(z) = /z.

Mot cach khac dé hinh dung mot ham s6 1a s6 do miii tén nhu trong hinh 1.1.3.
M&i miii tén néi mot phan tit ctia tap hop D véi mot phan ti ciia tap hop E. Miii
ten chi rang f(z) thi dugce tuong ting véi x, f(a) thi duge tuong tng véi a, va tiép
tuc nhu vay.

T e "h-._ 1x]
& | ) Ty .irlﬂ'
!'- -

i -
o T, E

Hinh 1.1.3: S¢ d6 miii tén.

Phuong phap pho bién nhat dé hinh dung mot ham s6 1a do thi ciia né. Néu f 1a
mot ham s6 véi mién xac dinh D thi do thi clia n6 1a tap hop clia nhitng cip duge
sap thi tu

{(z, f(2)) | x € D}.

(Chu y réng day la nhing cip dit lieu nhap — ra.) N6i cach khac, do thi ctia ham
s6 f chita tat ci nhitng diém (x,%) trong truc toa do phang sao cho y = f(z) va z
nam trong mién xac dinh cta f.

Do thi ctia ham s6 f cho chiing ta hinh 4nh dé hinh dung dang diéu ctia ham sb
f. Bdi vi toa do y clia mot diém bat ky (z,y) trén dd thi la y = f(x), ching ta c6
thé xem gia tri clia f(x) tit do thi nhu 14 chidu cao ctia do thi tai diém = (xem hinh
1.1.4). D6 thi ctia ham s6 f cling cho phép ching ta vé mién xac dinh ctia ham s6
f trén truc toa do = vA mién gia tri trén truc toa do y nhu trong hinh 1.1.5.

Vi du 1. Cho do thi ctia ham s6 f nhu trong hinh 1.1.6.

(a) Tim céc gia tri f(1) va f(5) 7

(b) Xac dinh mién x4c dinh va mién gia tri ctia ham sb f.

Loi giai.

(a) Chiing ta thay trong hinh 1.1.6, diém (1,3) nam trén do thi ham f, vi vay gia
tri ctia ham f tai 114 f(1) = 3. N6i cach khac, diém trén do thi dit trén 1 134 3 don
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Hinh 1.1.6:
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vi trén truc toa do x.

Khi x = 5, do thi ndm dudi truc = khodng 0.7 don vi, vi vay ching ta xap xi
f(5) =-0.7.

(b) Chting ta thay rang f(z) dugce dinh nghia khi 0 < 2 < 7, nén mién xac dinh cta
f 1a khoéng dong [0,7]. Chu ¥ rang f 14y tat cd cac gia tri tit —2 dén 4, vi vay mién
gia tri caa f la

{y| —2<y<4}=[-2/4].

Vi du 2. Vé do6 thi va tim mién xac dinh, mién gia tri cia mdi ham s6 sau.

(a) f(x) = 2z — 1.

(b) g(z) = 22

Loi giai.

(a) Phuong trinh ctia do thi 1a y = 2z — 1 va ching ta nhan thiy do thi clia n6
sé 1a duong thing véi he s6 goc 1a 2 va chan truc toa do y tai —1. (Xem dang goc
nghiéng-phan bi chin ctia phuong trinh dudng thing y = mx + b trong "Phu luc B”.)
Diéu nay gitp ching ta c6 thé vé do thi clia ham s6 f nhu trong hinh 1.1.7. Biéu
thitc 2o — 1 duge dinh nghia cho tat ca s6 thyc, vi vay mién gia tri clia f 1a tap toan
bo tap s6 thue, duge ky hiéu bsi R. Do thi chi ra ring mién gia tri ciing 1a tap R.

y=Ir=1

Hinh 1.1.7:

(b) Tt g(2) = 22 = 4 va g(—1) = (—1)? = 1 chiing ta c6 thé vé cac diém (2,4) va
(—1,1), cing véi mot vai diém khac ctia do thi, va ndi cac diém lai dé tao ra do thi
ctia ham s6 g (Hinh 1.1.8). Phuong trinh ctia do thi 1a y = 22, né biéu dién mot
parabol (xem Phu luc C). Mién xac dinh ctia g 1a R. Mién gia tri ctia g chita tat ca
cac gia tri g(z), nghia 1, tit ci cac s6 c¢6 dang z2. Nhung 22 > 0 v6i moi gid tri
thitec v moi s6 thie duong déu 14 mot binh phuong. Vi vay, mién gia tri ciia g 1a
{y |0 <y <o} =][0,00). N6 cling c6 thé duge nhin thay qua hinh 1.1.8.

O

. _ 9,2 5 o1 flath)—f(a)
Vidu 3. Cho f(z) = 22° — 5z + 1 va h # 0, tinh 2=—R%
Loi giai.
Tru6e hét ching ta tinh f(a + h) bing cach thay x bdi a + h trong biéu thitc clia
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Hinh 1.1.8:

fla+h)=2(a+h)>—=5(a+h)+1
=2(a®> 4 2ah + h*) —5(a+h) + 1
= 2a% + 4ah + 2h* — 5a — 5h + 1.
Thay vao biéu thitc can tinh va don gidn ta c6

fla+h)—f(a) (2a®+4ah+2h* —5a — 5h + 1) — (2a% — 5a + 1)

h h
_ 2a® 4 4ah + 2h? — 5a — 5h + 1 — 2a® 4+ 5a — 1
B h
4ah + 2h? — 5h
=t — da+2h—5.

CAC CACH BIEU DIEN HAM SO
C6 thé c6 bén cach biéu dién mot ham s6

e Bing tir ngit (bang caAch mo ta bang 10i)

e Bing s6 (bang bang cac gia tri)

e Bing hinh anh (bang do thi)

e Bing mot cach dai s6 (bang mot cong thiic)

Néu mot ham don gian thi c6 thé duge biéu dién bdi tat ca bén céach trén, no
sé hitu ich néu ta chuyén tir cach biéu dién nay qua cach kia dé thu dugc nhitng cai
nhin khéc ctia ham 6. (Trong vi du 2, chiing ta bat dau véi cong thiic dai s6 va sau
d6 thu duge cac do thi.) Nhung v6i mot s6 ham s6 duge mo ta theo mot cach nao
d6 sé tu nhién hon béi nhitng cach khac. Véi suy nghi d6, ching ta hay kiém tra lai
bon truong hop ma ta da xem xét & phan dau ctia chuong nay.

(A) Mot biéu dién thong dung ctia dién tich hinh tron nhu mot ham sé ctia ban kinh
la cong thiic dai s6 A(r) = 72, miic dit n6 con c6 thé duge biéu dién qua mot bang
gia tri hay vé do thi (mot nita parabol). Mot hinh tron phéi c¢6 ban kinh duong, nén
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mién xac dinh 1a {r | » > 0} = (0,00), va mién gia tri ciing 1a (0, 00).

(B) Chiing ta cho mot mo ta ham s bang 15i : P(t) 1a dan s6 thé gidi tai thoi diém
t. Tinh t dé cho t = 0 tuong duong v6i nam 1900. Bang dan s6 thé gisi cung cap
mot biéu dién thuan 1¢i ctia ham s6 nay. Néu ching ta vé nhing gia tri nay, ta dudc
dd thi (duge goi 14 dd phan tan) trong Hinh 1.1.9. N6 1a mot cach biéu dién rat hitu
dung, do thi cho phép ta nhin thay tat ca dit lieu cliing ltic. Mot cong thite thi nhu
thé nao? Tat nhién khong thé nao dua ra mot cong thitc chinh xac cho dan sb thé
gi6i P(t) véi bat ky t. Nhung chiing ta c6 thé tim mot biéu thitc ciia ham s6 ma né
xap xi P(t). Thyc vay, sit dung phuong phap dudc gidng gidi trong phan 1.2 chiing
ta c6 mot xap xi

P(t) ~ f(t) = (1.43653 x 10%) - (1.01395)".

Hinh 1.1.10 chi ra rang xap xi trén tuong doéi hop ly. Ham s6 f dude goi 1a
mo6 hinh toan hoc cho sy ting truéng dan s6. N6i mot cach khac, né 1a mot
ham s6 v6i cong thic cu thé ma né xap xi dang diéu ctia ham s6 ta cho trudc.
Tuy nhién, ching ta sé thay ring nhing ¥ tudng ctia phép vi tich phan cé thé
dugce ap dung cho mot bang nhitng gia tri; mot cong thiic cu thé thi khong can thiét.

t | dan s6 (trieu)
1650
10 1750
20 1860
30 2070
40 2300
50 2560
60 3040
70 3710
80 4450
90 5280
100 6080
110 6870

P 13 mot ham s6 ca biét trong nhitng ham s6 xuat hién khi ching ta 4p dung phép
tinh vi tich phan vao doi séng. Chiing ta bat dau bing mo ta 16i n6i cho mot ham
s6. Sau d6 chiing ta c6 thé xay dung mot bang céc gia tri ciia no, c6 18 tit két qua
ctia nhitng thi nghiém khoa hoc. Mic dit khong c6 day du tat ci cac gia tri clia
ham s6, ching ta sé thay xuyén sudt trong sach nay riang ta van c6 thé ding céc
chitc nang ctia phép tinh vi tich phan cho nhitng ham s6 nhu thé.

(C) Ham s6 dugc mo ta bang 16i: Cho C(w) 1a gia tién cho buu kién ¢6 khéi lugng
w. Quy tac ctia dich vu buu dién ¢ My dude st dung niam 2010 nhu sau: gia 88
cents cho buu kién ning dén loz, cong vdi 17 cents cho mdi ounce nhiéu hon (hay
it hon) danh cho buu kién ning dén 13 oz. Bang gid tri dudi cho ta sy thuan lgi
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Hinh 1.1.10:

dé mo ta ham s6 nay, mic dit né ciing c6 thé duge vé bang mot do thi (xem Vi du 10).

Can nang (ounce) | Gia C'(w) (do la)

O<w<l1 0.88
l<w<L2 1.05
2<w<3 1.22
3<w<A4 1.39
4<w<d 1.56

(D) D6 thi trong hinh 1.1.1 14 mot biéu dién ty nhién nhat ctia ham gia téc theo
chiéu doc a(t). N6 thi hién nhién ring mot bang gia tri c6 thé dugc thiét lap, né
tham chi c6 thé tim ra mot cong thitc xap xi. Nhung nhing thit ma cic nha dia
chat mudén biét 14 bien do va nhitng mo hinh ¢ thé duge nhin mot cach dé dang tit
d6 thi. (Cing giéng nhu nhitng mo6 hinh duge nhin trong dién tim do va da do thi
cho méy phat hién néi doi.)

Trong vi du tiép theo ching ta vé dd thi clia mot ham sé ma né dude dinh nghia
bing 10i.
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Vidu 4. Khi ban bat voi nudc néng, nhiét do T' cia nuée sé phu thudc vao khoang
thoi gian ma nuéc duge mé ra. Hay vé do thi ctia T nhu 1a mot ham s6 clia thoi
gian t troi qua khi voi duge mé.

Loi giai.

Ti

Hinh 1.1.11:

Nhiét do ban dau khi voi bat dau chiy thi gan bang nhiét do phong bdi vi nuée dang
trong 6ng. Khi nuéc tit binh nude néong bat dau chiy ra tit voi, T sé ting nhanh
chong. Trong khoang tiép theo, T' 14 hing s6 tai nhiét do ctia binh nude néng. Khi
binh nuéc néng can dan, 7' sé gidm dan dén nhiét do nuée cung cap. Didu nay gitp
chiing ta vé so Iugc do thi ham T clia thoi gian ¢ nhu trong Hinh 1.1.11. O

Trong vi du dudi day ching ta bat dau v6i mot mo ta bang 10i cho mot ham sb
trong mot hién tugng vat 1y va thu duge mot biéu thitc dai s6 tudng minh. Kinh
nghiém tit viec lam trén gitp ta c6 ki nang dé giai quyét cac bai toan trong phép
tinh vi tich phan lién quan dén tim gia tri 16n nhat hay gia tri nhé nhat ctia mot
s6 dai lugng.

Vi du 5. Mot thiing chita hinh hop chit nhat tréng trén mat dinh c6 thé tich 10m?3.
Chiéu dai mat day gap doi chiéu rong mat day. Nguyen lieu cho mat diy gid 10 do
la My trén mot m?; nguyén liéu cho nhitng mat khac cé gia 6 do mot m?. Tim bicu
thitc cho gia ctia nguyén liéu can dung theo chiéu rong ctia miat day.

Loi gidi. Ta vé hinh nhu hinh 1.1.12 and goi chiéu dai, chiéu rong mit day lan
luot 1& 2w, w va chiéu cao ctia hop 1a h.

Dién tich miat day la (2w)w = 2w?, giad nguyén licu cho mat day 1a 10(2w?). Hinh
hoép c6 hai mét c6 dién tich wh va hai mat cé dién tich 2wh, vi vay gid nguyén liéu
clia cac mit bén 1a 6[2(wh) + 2(2wh)]. Tong gid nguyen ligu 1a

C = 10(2w?) + 6[2(wh) 4 2(2wh)] = 20w? + 36wh.

Dé tim biéu thiic gia C 1a ham s6 ciia chiéu rong w, ta can triét tieu h, ta dimg dit
lieu thé tich hinh hop la 10m3. Vi vay,

w(2w)h =10
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Hinh 1.1.12:
suy ra
_ 105
w2 w?

Thay vao biéu thiic ctia C, ta c6

18
o

C = 20w* + 36w (52> = 20w’ +
w

Vay ta ¢6 ham s6 C(w):

1
C(w) = 20w? + —8, w > 0.
w

Vi du 6. Tim mién xac dinh ctia cac ham s6 sau:
(a) f(x) =V +2
(b) 9(z) = -
Loi giai.
(a) BGi vi can bac hai cia mot s6 am khong duge dinh nghia trong tap s6 thyc nén
mién gia tri clia f chita tat ca gia tri clia z sao cho x +2 > 0. Diéu nay tuong duong
v6i x > —2, mién xac dinh 1a khoang [—2, 00).
(b) T
1 1

g<$):x2—x:x(x—1)

and phép chia cho 0 khong dude phép, ta thay ham s6 g khong duge dinh nghia tai
x = 0 hodic x = 1. Vi vay, mién xac dinh ctia g 1a

{z]z#0,x#1}
né con cb thé viét dusi dang sau

(—00,0) U (0,1) U (1, c0).
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D6 thi cia mot ham s6 1a mot dudng cong trong mit phang Ozy. Nhung nhing
dudng cong nhu thé nio trong mit phang Oxy la dd thi ctia cac ham s6? Cau tra
15i béi quy tac sau:

Quy tac theo truc doc Mot duong cong trong mat phang Ozy la do thi
ctia mot ham s6 cia = khi va chi khi khong cé truc doc nao giao vdi duong
cong dé nhiéu hon mot diém.

Ly do cho tinh ding din ciia quy tic trén c6 thé duge nhin thay qua hinh 1.1.13.
Néu méi truc doc x = a cit dudng cong tai ding mot diém (a,b) thi c6 chinh xac
mot gia tri dinh nghia ham s6 f(a) = b. Nhung néu truc # = a cit dudng cong hai
lan tai (a,b) va (a,c) thi ta khong thé biéu dién mot ham s6 bdi vi mot ham s6
khong thé nhan hai gia tri phan biét tai a.

Fi ¥

Hinh 1.1.13: Quy téc truc doc.

Chéng han, parabol x = 32 — 2 trong hinh 1.1.14(a) thi khong phai la do thi cta
mot ham s6 clia x bdi vi ta thay c6 nhitng truc doc cat parabol hai lan. Tuy nhién,
parabol chita hai d6 thi cia hai ham s6 tuong tGng ciia z. Cha ¥ ring tit = 3% — 2
suy ra y? = x + 2, y = /& + 2. Vi vay nifa trén va nita dudi ciia parabol 1a nhiing
do thi ctia ham s6 f(z) = vx + 2 ( ti vi du 6a) va ham s6 g(x) = —Vz + 2. [Xem
hinh 1.1.14(b) va 1.1.14(c).] Ching ta thay ring néu ddi vai tro ctia z,y khi do6
phuong trinh z = h(y) = y? — 1 dinh nghia 2 13 ham s6 ctia y (y 1a bién doc lap va
x 1a bién phu thuoc) va parabol trong hinh 1.1.14(a) 1a do6 thi ctia ham s6 h.

I,H:l.":__'-': 2 Biy=yx+2 (chy==vz42

Hinh 1.1.14: D6 thi ham sb.

Nhitng ham sé dinh nghia trén titng khoang
Nhitng ham s6 & bon vi du duéi day duge dinh nghia bang nhitng cong thitc khéc
nhau trén nhitng phan clia mién x4ac dinh. Nhitng ham s6 nhu thé duge goi 1a cac
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ham s6 dinh nghia trén timg khoang.

Vi du 7. Ham s6 f duge dinh nghia nhu sau

1—2 néuzx<-—1

f(z) = { 22 néuz>—1.

Tinh f(—2), f(—1) va f(0); Vé do thi ham so.

Loi giai.

Nhéc lai mot ham s6 1a mot quy téc. Do6i v6i ham sb cu thé cho trén, quy tic nhu
sau : dau tien xem xét cic gia tri ctia dit ligu vao x. Néu z < —1 thi gid tri ctia f(x)
la 1 — 2. Néu x > —1 thi gia tri ctia f(z) la 22.

Vi—2< -1neén f(-2)=1—(~2) =3.

Vi—-1<—1lnén f(-1)=1—-(-1)=2.

Vi0 > —1neén f(0) =0%=0.

Ta vé do thi ham s6 trén biang cach nao? Nhan thiy rang khi x < —1 thi
f(x) =1 — 2, vi viy mot phan do thi clia ham s6 f nim bén trai cia dudng thang
x = —1, né trung v6i duong thing y = 1 —x c6 he s6 géc —1 va cit truc y tai 1. Khi
x > —1 mot phan do thi sé nim bén phai ciia dudng thing x = —1, né tring véi
parabol y = 2. Diéu nay gitp ta vé dd thi ham s6 f nhu trong hinh 1.1.15. Diém
in dam (—1,2) ciing nam trén do thi, trong khi d6 diém (—1,1) khong nim trén do
thi. O

Hinh 1.1.15: D6 thi ham s6 f.

Vi du tiép theo ctia ham dinh nghia trén ting khoang 1a ham sb gia tri tuyet
d6i. Nhic lai rang gid tri tuyet d6i cia mot s6 a, ky hiéu 1a |a|, 14 khodng cach tit a
dén 0. Khodng cach luon luon duong hay 14 0, vi vay

la] > 0 v6i moi s6 a.
Vi du:
3=3, |-3/=3,00=0, [V2—1=v2—1, [3—7|=n—3.

Tong quat ta coé
a néua>0
o =4 @ T
a neéeua < 0.
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Vi du 8. Vé do thi clia ham s6 f(z) = |z|.
Loi giai. Ta c¢6
x néux>0
] = —z néuzx<0.

Stt dung phuong phap tuong tu nhu trong vi du 7, ta thay ring do thi clia ham sb

Hinh 1.1.16: D6 thi ham s6 gid tri tuyet doi.

f tring v6i dudong thing y = x bén phai truc toa do y va tring véi duong thing
y = —x nam bén trai truc toa do y (xem Hinh 1.1.16). a

Vi du 9. Tim cong thiic ctia ham s6 f c¢6 do thi nhu trong hinh 1.1.17.

Hinh 1.1.17:

L&i giai. Duong thing di qua (0,0),(1,1) c6 hé s6 goc 1a m = 1 va cat truc y tai
b = 0, nén n6 c6 phuong trinh 14 y = z. Vay phan do thi néi diém (0,0) v6i diém
(1,1) ¢6 phuong trinh ctia ham s6 1a

f(x)=znéu0<z<l.
Duong thang di qua (1,1) v& (2,0) ¢6 he s6 goc m = —1, vi vay n6 c6 dang
y—0=(-1)(zx—2)hayy=2—=x
vay ta co
f(z)=2—znéul <z <2

V6i > 2, do thi ham sb trung v6i truc x. Vay cong thitc cho ham s6 f gom ba
phan nhu sau
r ntul0<zx<l1
f(x)=X 2—2 néul<az<2
0 nfu2<ux.
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a

Vi du 10. Trong vi du (C) 6 phan dau chuong nay, ching ta xem xét gia ctia buu
kien C(w) gtii qua buu dién vé6i khdi lugng w. T bang gia tri trong phan trudc, ta
c6 ham s6 C 1a ham dude dinh nghia trén titng khodng nhu sau :

088 néul0<z<1
1.05 nful <z <2
Clw)y=4¢ 122 ntu2<x<3
1.39 néu3d<zxz<4

D6 thi nhu trong Hinh 1.1.18. Ta thay tai sao nhitng ham tuong ty nhu ham nay

C4

1.5 1

0.5 1

Hinh 1.1.18: Ham béac thang.

duge goi 1a ham bac thang, ham s6 nhay tir giad tri nay sang gia tri khac. Nhiing
ham s6 nhu thé sé duge nghién citu trong chuong 2.

pOI XUNG
Néu mot ham s6 f thod man f(—z) = f(x) véi moi s6 = trong mién xac dinh, thi
ham s6 f duge goi 1a ham chdn. Vi dy, ham s6 f(z) = 22 13 ham chin bdi vi

f(=z) = (—av)2 =% = f(z).

Tinh chat hinh hoc quan trong ctia ham chén 13 do thi ctia né doi xitng qua truc
toa do y. Diéu nay c6 nghia 1a ta chi can vé do thi ctia ham f cho z > 0, sau d6 lay
ddi xting qua truc y dé thu duge toan bo do thi ctia ham s6 f. (Xem hinh 1.1.19.)
Néu mot ham s6 f thod man f(—z) = — f(x) v6i moi s6 = trong mién xac dinh, thi
ham s6 f duge goi 1a ham Ié. Vi dy, ham sé f(x) = 23 14 ham chin béi vi

f(=2) = (-2)° = —a® = —f().

D6 thi ham 1é thi d6i xiing qua tam cta truc toa do (Xem Hinh 1.1.20.). Néu chung
ta c¢6 do thi ctia ham s6 f cho x < 0, chiing ta sé thu dugc toan bo do thi ham s6 f
qua phép déi xiing tam.
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||": 1} 1 4 |'l|"|:_|:|

Hinh 1.1.19: Ham chén.

Hinh 1.1.20: Ham lé.

Vi du 11. X4c dinh cdc ham s6 sau 13 ham chin hay ham 1& hay khong 1a ham
chdn ciing khong 1a ham 1é:
(a) f(zx)=2° +x

() g(x) = 1 — '
(c) h(z) = 2z — 2
Loi giai

(a) Ta cb

Vay f la ham 16.
(b)

Vay ¢ 1a ham chén.
(¢)
h(—z) = 2(—z) — (—2)? = =2z — 2%

Vi h(—z) # h(z) and h(—z) # —h(x), nén ham s6 h khong 1a ham chén cling khong
la ham 1é. O
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D6 thi cac ham s6 trong vi du 11 duge vé trong hinh 1.1.21. Chd ¥ rang do thi
ctia ham s6 h thi khong déi xitng qua truc y ciing khong déi xitng qua tam truc toa
do.

L] (B (=}

Hinh 1.1.21:

Ham tang va ham giam
Do thi trong hinh 1.1.22 di lén tit A dén B va di xudng tu B dén C, va lai di leén tu
C dén D. Ham s6 f dugc goi 1a tang trén khoang [a,b], gidm trén [b, |, va lai tang
tren [c,d]. Cha ¥ rang néu x1, z2 1 hai diém bat ky gitta a va b sao cho 1 < xo thi
f(x1) < f(x2). Ta dung tinh chat nay dé dinh nghia mot ham ting.
Mot ham sé dudc goi 1a ham tang trén khoang I néu
f(z1) < f(x2) v6i moi 21 < x trén I.
Moét ham sé dude goi 1a ham giam trén khoang I néu
f(x1) > f(x2) v6i moi x1 < xo trén 1.

]
. il
¥ flx)s
C
fix #
.J.' X
——— - - -
Wa x T h d I
Hinh 1.1.22:

Trong dinh nghia ctia ham tang, tinh chit quan trong la bat ding thic
f(x1) < f(x2) v6i bat ky cip s6 1 < z2 nim trong I. Ta c6 thé nhin thay trong
Hinh 1.1.23 ham s6 f(x) = 2% 13 ham gidm trén khodng (—oo,0] va 13 ham ting
trén khoéng [0, c0).

Bai tap 1.1.

1. Néu f(z) = o + 2 -z va g(u) = u + /2 — u, phat bieu f = g c6 ding hay
khong?
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-II.
y=r
i x
Hinh 1.1.23:
2. Néu )
fe) = = vigle) = o
phat biéu f = g c6 dung hay khong?
3. Cho do thi ctia ham s6 f nhu sau:
(a) Tim f(1).
-".
|
I 1 4 |
L1-f 'l
L x

Hinh 1.1.24: Bai tap 3.

(b) Uéc lugng gia tri cia f(—1).

(c) Tim z dé f(z) = 1.

(d) Uéc lugng gia tri ctia x dé f(x) = 0.

() Tim mién x4c dinh va mién gia tri ctia f.
(f) Ham s6 tang trén khoédng nao?

4. D6 thi ctia f, g duge cho trong hinh duéi
(a) Tim f(—4) va g(3).

(b) Tim x dé f(x) = g(x).

(c) Uéc lugng nghiem ctia phuong trinh f(z) = —1.
(d) Ham s6 gidm trén khoang nao?

(e) Tim mién x4c dinh va mién gia tri cia f.
(f) Tim mién x4c dinh va mién gia tri cta g.

5. Hinh 1.1.1 dudc ghi lai béi mot dung cu duge diéu hanh béi khoa khai thac trac
dia thuoc trusng dai hoc y té, Dai hoc California, LA. S& dung hinh nay dé uéc
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Hinh 1.1.25: Bai tap 4.

lugng mién gia tri ctia ham gia tdc theo chiéu doc do dia chan trong tran dong dat
Northridge.

6. Trong phan nay ching ta da thao luan ba vi du rat doi thuong, dan s6 thé gisi
theo thai gian, gia buu kién theo khdi lugng, nhiet do nuée theo thoi gian. Hay tim
ba vi du vé ham s6 khac trong doi song hing ngay ciia ban ma né duge mo ta bang
15i. Ban c6 thé mo ta mién xac dinh v mién gia tri ctia cac ham s6 d6? Néu c6 thé,
ban hay vé so luge do thi cadc ham s6 d6?

7-10. Xac dinh dudng cong nao 14 dd thi ctia mot ham s6 trong cic hinh sau:

|

11. D thi dusi day mo ta can nang ciia mot ngudi theo tudi cia ho. Mo ta bang
16i can nang ctia ngudi nay thay dodi nhu thé nao theo tudi? Ban nhan xét gi vé can
ning ciia ngudi nay khi 30 tudi?

12. D6 thi trong hinh duéi mo ta chiéu cao ciia miyc nuée trong bon tdm nhu 13
moOt ham s6 theo thoi gian. Hay mo ta bang 10i nhitng gi ban nghi vé hinh nay?
13. Ban dat cac cuc da khéi vao trong coc, do nude lanh vao cde, sau dé dé coe trén
ban. Mo ta sy thay déi nhiét do ctia nudc khi thoi gian troi qua. Vé phat thao so
luge do thi nhiet do clia nude nhu 13 mot ham s6 theo thoi gian.

14. Ba van dong vién tranh tai trén duong dua 100 mét. Do thi dusi mo ta quang
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Hinh 1.1.26: Bai tap 11

height &
(mchish

15t
mr
54

tirme
{rmin

o g W15

Hinh 1.1.27: Bai tap 12.

duong chay cia mdi van dong vien nhu 1a mot ham s6 ctia thoi gian. Mo ta bang
15i nhitng gi do thi nay biéu dién vé cudc dua nay? Ai chién thing cudc dua nay?

Nhimng ai hoan thanh cudc dua?

wlmia

Hinh 1.1.28: Bai tap 14

15. Do thi dudi mo ta lugng nang lugng st dung trong mot ngady thang chin & San
Francisco. (P dugc do bang megawatts; ¢ duge do theo gio bat dau ti 0k khuya.)
(a) Tinh nang lugng da st dung lic 6 gio sang, ltc 6 gio chicu.

(b) Khi ndo nang lugng st dung 1a thap nhat? cao nhat? Thai gian nay c6 hgp ly

khong?

16. Vé phat théo so luge do
gian trong nam.

thi cia s6 gid troi sang nhu 14 mot ham sé theo thoi

17. Vé phat thao so luge do thi clia nhiét do ngoai troi nhu 14 mot ham s6 theo

thoi gian trong suét mot ngay cu thé mia xuan.
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wmf L] AT L TR

200

Hinh 1.1.29: Bai tap 15.

18. Vé phat thio so luge do thi clia gia ca thi trudng clia mot xe hoi méi nhu 13
mot ham s clia thai gian trong khodng 20 nam. Gid sit xe duge bao tri rat tot.
19. Vé phat thao so luge do thi clia lugng ca phé clia mot thuong hiéu duge ban tai
mot cita hang nhu 14 mot ham s6 clia gia ca ca phé.

20. Dat mot cai banh dong lanh trong 10 va nuéng trong mot gio. Sau do 1ay no ra,
dé n6é méat trude khi an. Hay mo ta su thay déi nhiet do clia cai banh khi thoi gian
troi qua. Vé phat thao so luge do thi ctia nhiét do ctia cai banh nhu 14 mot ham sé
cua thoi gian.

21. Mot ngudi cat c6 trén bai ¢ nha minh mdi chiéu thi 4. V& phat thao so luge
do thi chiéu cao ctia ¢6 nhu 1a ham s6 clia thoi gian trong khoang 4 tuan.

22. Mot may bay cat canh tit mot san bay va dap xudng mot san bay khac cach
400 dam sau mot gis. Néu xem ¢ chi thoi gian theo phit tit khi roi san bay cia méay
bay, xét ham z(t) la khoang cach theo chiéu ngang va y(t) la do cao ctia may bay.
(a) V& do thi c6 thé c6 clia x(t).

(b) V& dd thi c6 thé co ctia y(t).

(c) Vé do thi c6 thé c¢6 ctia ham téc do trén mit dat ciia méy bay.

(d) V& dd thi c6 thé c6 ctia ham gia tdc theo chidu doc.

23. S6 lugng N (theo don vi triéu) thué bao di dong tai My dugc cho trong hinh duéi

t | 1996 | 1998 | 2000 | 2002 | 2004 | 2006
N| 44 69 109 | 141 | 182 | 233

(a) Vé phat thado do thi clia ham s6 N theo thdoi gian ¢.

(b) Stt dung dd thi trén dé wéc lugng s6 thué bao di dong trong nam 2001 va 2005.
24. Nhigt do T (theo do F) dugc ghi lai trong mdi khoang 2h tu gitta dém dén 2
gio chiéu tai Phoenix vao 10/09/2008. Nhigt do d6 duge ghi lai theo thoi gian duge
cho nhu bang sau:

t] 0246 |8 10|12 14
T |82 |75 |74 |75 |84 |90 |93 | 94

(a) V& phat thao do thi ctia ham s6 T' nhu 1a mot ham s6 cia t.
(b) Dung do thi trén udc lugng nhigt do lac 9 gio sang.
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25. Néu f(l‘) = 3$2 — T+ 27 tim f(2)7 f(_z)v f(a)a f(_a’)7
fla+1),2f(a), f(2a), [f(a)], fla+h).
26. Mot qué béng hinh cau bén kinh r ¢6 thé tich V = 2ar3. Tim ham s6 biéu dién
luong khong khi bom vio béng dé tang ban kinh béng leén 7 + 1.
27 — 30 Rit gon biéu thiic ctia phép chia tng véi mdi ham cho trudc.
27. f(z) =4+ 3z — 1‘2, 7]0(34_’2_]0(3).
a+h)—f(a
28. f(z) = 3, Leth)=i(@)
29. f(.l‘) _ 1 fx)=f(a) .

x? r—a
—f(1
30. f(x) = 243, 22/
31 — 37 Tim mién xac dinh ctia cAc ham s6 saw:
31. f(z) = ;{;
32. f(2) = 35
33. f(t) = ¢ — 1T
34. gt) =v3—t— V2 +1
1

35. h(x) W.
36. f(u) = 11%.
37. F(p) = /2—-/p
38. Tim mién xac dinh, mién gia tri v& vé do thi ctia ham s

h(z) = V4 — 22.

39 — 50 Tim mién xéc dinh va vé dd thi ciia cac ham sb sau
39. f(z) =2 —04x.

40. F(x) = 2% — 2z + 1.

41. f(t) = 2t + 2.

42, H(t) = &2
43. g(x) =z — 5.
44. F(z) = |2z + 1].
45. G(z) = 2ot
46. g(x) = |z| — =.
47.

x+2 néuzx <0
l1—2 néfux>0

48.

49. .
+2 néux < -1

x
22 néuz> -1
50. )
r+9 néuzxz < —3
—2x mnéu |z| <3
—6 néuzx >3
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51 — 56 Tim biéu thic cho ham s6 dugc mo ta biang do thi sau
51. Dudng thang ndi hai diém (1, -3) va (5,7).

52. Duong thang ndi hai diém (—5,10) va (7, —10).

53. Nita dusi ciia parabol = + (y — 1)2 = 0.

54. Nita trén ciia duong tron 22 + (y — 2)? = 4.

55 — 56.

57 — 61 Tim cong thiic cho cac ham s6 duge mo ta nhu sau v tim mién xac dinh

57. Mot hinh ch nhat ¢6 chu vi 20m. Tim cong thic dién tich ctia hinh chit nhat
do6 theo do dai ctia mot trong cic canh cua no.

58. Mot hinh chit nhat c6 dién tich 16 m?. Tim cong thitc chu vi hinh chit nhat dé
theo do dai clia mot trong cac canh cua no.

59. Tim cong thic dién tich ctia mot tam gidc déu theo chiéu dai canh ctia né.

60. Tim dién tich bé mit ctia mot khéi lap phuong theo thé tich ctia né.

61. Mot khéi hinh hop chit nhat mé nip c6 thé tich 2m3 c6 mit day 1a hinh vuong.
Tim dién tich bé mat ctia hop nhu 13 mot ham s ctia do dai canh mit day.

62. Mot canh cita 'Norman’ hinh chit nhat duge trang tri béi nita hinh tron nhu
trong hinh duéi. Biét chu vi ctia né 1a 30 ft, tim cong thitc dién tich A ciia canh ciia
nay theo chiéu rong x clia canh cira.

63. Mot cai hop md nép trén dinh dude lam tit miéng gidy cac tong hinh chi nhat
v6i do do chiéu dai rong 1a 20, 12 va dugdc cat bon hinh vudng 6 boén goc nhu trong
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hinh. Tim thé tich ctia cai hop theo .

12

64. Mot g6i cuée cho dién thoai véi mitc phi hang thang 1a 35 do la. G6i cuéc gom
400 phit mién phi va trd them 10 xu cho mot phut st dung ngoai sé phiit mién phi.
Tim ham s6 gia tien C phai trd nhu 13 ham s6 cia s6 phit x va vé do thi ctia ham
s6 v6i 0 < 2 < 600.

65. Mot bang & US quy dinh téc do t6i da va t6i thiéu trén duong cao toc lan lugt
13 65 va 40 dam mot gio. Néu vi pham tdc do trén, nghia la chay trén tdc do toi
da va chay duéi téc do t6i thiéu, thi phai nop phat 15 do la mdi dim trén gic. Tim
s6 tien phat F' nhu la mot ham s6 cta toc do xe x va vé do thi ham s6 F(z) v6i
0 <x<100.

66. Mot cong ty dién thu phi co ban 10 d6 la mdi thang véi ngudi dung, va 6 xu
cho mot kilo oat (kWh) cho 1200 kWh dau tién, 7 xu/kWh cho ngudi dung trén
1200kWh. Tim ham sb gia tién hang thang C nhu 13 mot ham s6 ctia lugng dién x
tieu thu. Vé do thi ctia ham s6 F(x) khi 0 < z < 2000.

67. O mot dit nude, thué thu nhap ca nhan duge tinh nhu sau : khong tinh thué
cho ngudi ¢6 thu nhap dudi 10000 do la; ti 1é thué 10 phan tram cho mic thu nhap
trén 10000 dd la cho dén 20000 do la. Voi mitc trén 20000 do la thi ti lé thué thu
nhap 1& 15 phan tram.

(a) Vé do thi ti le thué thu nhap R nhu 14 mot ham s6 ctia thu nhap 1.

(b) Ta phai nop thué bao nhiéu néu thu nhap 14000 do la, 26000 do la.

(¢) Vé do thi ctia ham s6 T tong thué nop nhu 13 mot ham s ctia thu nhap 1.

68. Nhitng ham s6 trong vi du 10 va bai tap 67 dugdc goi 1a ham bdc thang béi vi né
c6 dang nhu bac thang. Tim thém hai vi du trong thyc té hang ngay vé ham bac
thang.

69 — 70 Cho do thi ctia ham s6 f vd g. Tim tinh chén 18 ctia cAc ham s6 do, gidi
thich vi sao?

71.

(a) Néu diém (5,3) nim trén dd thi ham chin thi diém nio phai ciing nim trén do
thi do?

(b) Néu diém (5,3) nim trén do thi ham 18 thi diém nao phéi ciing ndm trén do thi
do?
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72. Mot ham s6 f ¢6 mién xac dinh [—5, 5], va mot phan do thi nhu trong hinh duéi
day:
(a) Hoan thanh do thi ham s6 néu f 1a ham chén.

(b) Hoan thanh do6 thi ham s6 néu f 1a ham lé.
73 — 78 Xac dinh tinh chin 1é ctia cdc ham sb sau:

73. -
flw) = z2+1
74. )
x
fle) = zt+1
75. -
f(@) = z+1
76.
f(@) = z|z|
7.
f(x) =1+32% —2*
78.

f(x) =1+32% -2
79. Néu f, g l1a cAc ham chin, héi ham s6 f + g ¢6 1a ham chin khong? Néu f, g 1a
cac ham 18, hoi ham s6 f + ¢g ¢6 1a ham 1é khong? Néu f 13 ham chin, ¢g 1a ham 18
thi f + g 1a ham gi?
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80. Néu f, g 1a cac ham chin, héi ham s6 fg c6 1a ham chan khong? Néu f, g 1a cac
ham 1&, héi ham s6 fg c6 1a ham 1é khong? Néu f 13 ham chin, g 1a ham 1& thi fg
la ham gi?

1.2 CAac mo6 hinh toan hoc: nhitng ham sé quan trong

Mot md hinh toan hoc 1a mot mo ta bang toan hoc (theo nghia ctia mot ham
s6 hay mot phuong trinh) ctia mot hién tugng trong thé gidi thyc nhu 1a s6 lugng
dan s6 thé gidi, nhu cau ctia mot san pham, tdc do clia mot vat thé dang roi, sy
tap trung ciia mot san pham trong mot phan tng hoa hoc, du doan ngay sinh, hay
gid ca ciia viec lam gidm chat phéng xa. Muc dich ciia cac mo hinh 1a dé hiéu dugc
hién tuong va cé 16 dé danh gia du doan cho tuong lai.

Hinh 1.2.1 minh hoa qué trinh ctia mo hinh todn hoc. Cho truéc mot bai toan
thite té, cau hoéi dau tién 1a tim cong thic clia mo hinh toidn hoc bang cach nhan
dang, dat tén cho céac bién doc lap, phu thuoc va dat nhitng gia thiét ma né du lam
don gian hién tugng dé xit 1y bang toan hoc. Chiing ta stt dung su hiéu biét vé hien
tuong vat 1y va k¥ ning toan hoc dé thu dude cac phuong trinh ma ching lien quan
dén cac bién. Trong mot sd truong hgp, ching ta khong c6 cac dinh luat vat 1y thi
phai thu thap di liéu (ti thu vien hay Internet hay tit thi nghiém) va tao bang di
lieu dé phan biét cac mau moé hinh. Tir biéu dién s6 ctia mot ham sb, ta cé thé thu
dugc biéu dién hinh hoc bing cach vé cac dit lieu trén so do. Do thi ¢6 thé dé xuat
mot cong thitc dai sd trong mot s6 trusng hop.

Rzl -l Foamiilata Mathematical Bk Mathematical [erpret Real-warld
problem : mide] . conclasions . predictives

1

Hinh 1.2.1: Qua trinh m6 hinh toan.

Buéc thit hai 1a 4p dung todn hoc ma ta biét (nhu phép tinh vi tich phan) vao
cédc mo6 hinh toan hoc dé thu dude cac két luan mot cach toan hoc. Sau dé, budc
thit ba, chiing ta sit dung nhitng két luan nay va xem ching nhu nhitng thong tin vé
thé gi6i thyc bang cach dua ra nhitng gidi thich hay tao ra cic du doan. Buéc cudi
ciing 1a kiém tra cac du doan bing cac dit lieu mdi trong thuc té ctia hien tuong.
Néu dy doan khong phit hop vé6i thue té thi ching ta can lam t6t mo hinh hay tao
ra mo hinh méi va bat dau lai chu trinh nhu trén.
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Mot mo hinh toan hoc khong bao gio la mot biéu dién chinh xac ctia mot
hién tuong vat Iy — né goi 1a su Iy tudng hod. Mot mo hinh toét 1a né du
thuc té dé chap nhan mot mo hinh toan hoc va di chinh xdc dé cung cap cac két
luan c6 gia tri. N6 rat quan trong dé thay ring cdc mo hinh toan hoc cé cac han ché.

C6 nhiéu ham s6 khac nhau ma né c6 thé duge st dung dé mo hinh cic mbi
quan hé dugc quan sat trong thé gidi thyc. Ching ta sé thio luan dang dieu va do
thi ctia nhitng ham s6 nay va cho cac vi du ctia cac hién tugng thich hop duge mo
hinh béi nhitng ham nhu thé.

MO HINH TUYEN TINH

Khi chiing ta néi rang y la mot ham s6 tuyén tinh clia z, né ¢6 nghia rang do
thi ctia ham s6 14 mot dudng thang, vi vay ching ta sit dung dang hé s6 goc—diém
giao ctia phuong trinh duong thing dé viét cong thiic cho ham s6 nhu sau

y=f(z)=mx+b
& day m 1a hé s6 géc va b 1a diém giao véi truc .
Tinh chéat dic trung clia mot ham tuyén tinh 13 né 'phat trién’ véi mot ti 1é hing
s6. Vi dy, hinh 1.2.2 cho ta do thi ctia ham s6 f(z) = 3z — 2 vA mot bang clia cac
gid tri mau. Cha y rang khi z tang 0.1 thi gia tri f(z) tang 0.3. Vay f tang nhanh

gap 3 lan z, vi do nghiéng ctia do thi 14 3 c6 thé duge giai thich nhu la ti 1é thay
doi clia y so véi .

F=ix=1

B

Hinh 1.2.2:

@ 10[11[12]13[14[15
f@)=3zx—-2 10|13 [16 192225

Vi du 12. (a) Khi khong khi kho di chuyén lén trén, né gian nd va ngudi di. Néu
nhiét do ngoai troi 1a 20 do C va nhiét do tai do cao 1km 1a 10 do C, tim cong thiic
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cho ham nhiet do T theo do cao h (km) biét rang mo hinh tuyén tinh 1a phu hgp.
(b) V& do thi clia ham s6 trén. Do nghiéng hay hé s6 goc ctia do thi néi len diéu gi?
(¢) Tim nhiét do tai do cao 2.5 km?
Loi giai.
(a) Ta c6 thé viét
T(h) = mh+b.
Khi T'=20 thi h = 0 nén
20=m.0+b=0b.
Khi T =10 thi h =1 nén
10 =m + b =m + 20.

Do vay heé s6 géc 1a m = —10 va ham tuyén tinh can tim 1
T = —10h + 20.

(b) D6 thi duge vé trong hinh 1.2.3. He s6 goc 1a m = —10C°/km biéu dién ti lé
thay doi ctia nhiét do so v6i do cao.

Hinh 1.2.3:

(c¢) Tai do cao h = 2.5 km, nhiét do 1a
T = —10(2.5) + 20 = —5.
Od

Néu khong c6 cac dinh luat va quy tac gitp ta tao ra mot mo hinh, ching ta sé xay
dyng mot moé hinh thuc nghiém ma né dya hoan toan vao viéc thu thap dit liéu.
Ching ta tim mot dudng cong phit hgp vé6i dit lieu theo nghia né xap xi cac diém
du liéu.

Vi du 13. Bang dudi liet ke mic CO, trung binh trong khi quyén, duge do bing
don vi ppm 6 My tit nam 1980 dén 2008. Stt dung bang dé tim moé hinh cho muic
COy trong khi quyén.

Loi giai.
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Nam 1980 | 1982 | 1984 | 1986 | 1988 | 1990 | 1992 | 1994
Muc COy (ppm) | 338.7 | 341.2 | 344.4 | 347.2 | 351.5 | 354.2 | 356.3 | 358.6

Nam 1996 | 1998 | 2000 | 2002 | 2004 | 2006 | 2008
Muc COy (ppm) | 362.4 | 366.5 | 369.4 | 373.2 | 377.5 | 381.9 | 385.6

Stt dung dit liéu trong bang dé vé do thi nhu trong hinh 1.2.4, & day ¢ biéu dién
cho thsi gian va C biéu dién cho mic COy (theo ppm).

(i
Bl IR

g

EL

Y

%80 1985 [ LI 4] W ms ot

Hinh 1.2.4:

Chi ¥ rang cac diém dit lieu xuét hien gan véi mot duong thing, vi vay rat tu
nhién néu ta chon mo hinh tuyén tinh cho truong hgp nay. Nhung c6 nhiéu duong
théng xap xi cac diém dit lieu nay, vay ta chon dudng thang nao? Mot lua chon la
dudng thing di qua diém dau va cudi trong cac diém dit lieu. He s6 géc 1a

385.6 — 338.7  46.9
2008 — 1980 28

=1.675

va phuong trinh 1a
C — 338.7 = 1.675(t — 1980)

hay
C =1.675t —2977.8.

Phuong trinh trén cho ta mot moé hinh tuyén tinh ctia mic CO; trong khi quyén,
do thi ctia n6 nhu trong hinh 1.2.5.

Chi ¥ rang mo hinh ciia chiing ta cho nhitng gia tri cao hon hau hét cac mic
COy thyc té. Mot mo hinh tuyén tinh t6t hon duge dé xuat bang mot phuong phap
trong thong ke, do6 14 hoi quy tuyén tinh. Néu ta sit dung mot may tinh c6 chiic ning
vé hinh, ta nhap di ligu nhu trong bang sau dé chon nit 'hoi quy tuyén tinh’ (vi du
Maple, sit dung lénh fit[leastsquare], in Mathematica hing ta dung lénh Fit.). May
tinh sé cho két qua he s6 goc va diém giao véi truc y la

m = 1.65429, b= —2938.07.
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Hinh 1.2.5: M6 hinh tuyén tinh néi diém dau va cudi.

Vi vay mo hinh hoi quy tuyén tinh ctia mic CO5 1a
C = 1.65429t — 2938.07.

g

Mot mdy tinh hay may tinh b6 tii sé tim duong thing hoi quy bing phuong
phdp binh phuong bé nhat nghia la lam nhé nhat tong binh phuong khodng cdch theo
chiéu doc tw diém da lieu dén duong thing. Chi tiét dugc gidi thich trong phan 14.7.

Trong hinh 1.2.6 chiing ta vé ci dudng thing hoi quy tuyén tinh va diém dit lieu.
So sanh v6i hinh 1.2.5, hinh nay cho két qua xap xi tot hon.

ISR I9BS 9 1995 200 005 0w ¢

Hinh 1.2.6: Duong hoi quy tuyén tinh.

Vi du 14. St dung mo hinh tuyén tinh bdi phuong trinh hoi quy tuyén tinh trén
dé uéc lugng miic COo trung binh cho nam 1987 va du doan mic COs cho nam
2015. Thong qua mo hinh nay, khi nao mic CO2 vugt qua 420 ppm?
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Loi giai.
Stt dung phuong trinh hoi quy tuyén tinh ta c6 véi t = 1987 va t = 2015 1a

C(1987) = (1.65429)(1987) — 2938.07 ~ 349

C(2015) = (1.65429)(2015) — 2938.07 ~ 395.32.

Thyc té, két qui do duge vao nam 1987 1a 348.93 ppm, so v6i két qua trén thi mo
hinh chiing ta kha chinh x4c. Ching ta thay rang, mic COsy trung binh vugt quéi
420 ppm khi
1.65429¢ — 2938.07 > 420
hay
3358.07
~ 1.65429

Vi vay ching ta dy doan mic C'Oy sé vugt qua 420 ppm vao nam 2030. Dy doan
nay kha khong chic chan vi thyc té qua quan sat. Trong Hinh 1.2.6, lugng COs tang
nhanh trong nhing nim gan day, vi vay né cé thé vugt qua mic 420 ppm trude
nam 2030. O

~ 2029.92.

DA THUC

Mot ham s6 P duge goi 1a mot da thitc néu
P(z) = apa™ + ap_ox™ '+ -+ asx® + a17 + ag

& day n 14 mot s6 tir nhién va cac s6 ag, a1, as, - ,an_1,an la cac hing s6 va dudge
goi 1 cac hé sb clia da thitc. Mién xac dinh ctia da thiic 1a R = (—00,00). Néu hé
s6 a, # 0 thi bac clia da thic 1a n. Vi du ham sb

2
P(x) =225 — 2t + 53:3 +v2

1a mot da thiic bac 6.

Mot da thiic bac 1 sé ¢6 dang P(z) = ma + b, vi vay né 1a mot ham tuyén tinh.
Mot da thitc bac 2 sé c6 dang P(x) = az? + bz + ¢ vi duge goi 1a ham bac hai. Do
thi ctia n6 1a hinh parabol thu dugc bing cach chuyén parabol y = az? nhu ta sé
thay trong phan tiép theo. Parabol mé huéng lén néu a > 0, Gp xudng néu a < 0.
(Xem hinh 1.2.7.)

Mot da thiic bac 3 sé ¢6 dang

P(z) = ax® + bx* + cx +d

duge goi 1a ham bac ba. Hinh 1.2.8 1a do thi clia mot ham bac ba trong phan (a),
va do thi clia da thiic bac 4,5 trong phan (b), (¢). Chiing ta sé nghién cttu vi sao cac
do thi ¢6 hinh dang nhu thé trong cic phan tiép theo.
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(Biy=x'4x+1 ) y==2x'+ Ix 41

[Zyy=x'=x4l (bpp=xt=3z' 4 x {c) = 3a? = 25z + 6lx
Hinh 1.2.8: D& thi ham da thic.

Da thitc dugc sit dung phd bién dé mo hinh cac dai lugng khac nhau xay ra
trong khoa hoc tiy nhién va xa hoi. Vi du trong phan 2.7 chiing ta sé giai thich tai
sao cidc nha kinh té thuong st dung da thic P(z) dé biéu dién gia ci clia mot sd
lugng san pham z. Trong vi du sau, ta st dung ham bac hai dé mé hinh su roi
xudng clia mot qua bong.

Vi du 15. Mot qua boéng duge tha xudng tit mot dai quan sat c6 do cao 450 mét
so v6i mat dat. Do cao h clia qua béng duge ghi lai theo ting giay bong roi trong
bang sau. Tim mot mo hinh phtt hgp véi dit lieu thu duge va dy doan thoi gian béng
cham dat.

Thai gian (s) | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 19
Do cao (m) | 450 | 445 | 431 | 408 | 375 | 332 | 279 | 216 | 143 | 61

Loi giai.

Ching ta vé cac diém dit lieu trén hinh 1.2.9, quan sat ring mo hinh tuyén tinh
khong phit hgp. Nhung hinh dang gan gidng véi parabol, vi vy ta thi st dung mo
hinh bac hai cho dit liéu nay. Stt dung méy tinh hay phan mém c6 phuong phap hoi
quy bac hai, ta thu dugc mo hinh bac hai nhu sau

h = 449.36 + 0.96t — 4.90¢>.
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Trong hinh 1.2.10, ta vé do thi ham sb trén va cac diém dit lieu clia ta. Quan séat
hinh ta thay mo hinh kha phit hgp vé6i dit lieu. Qué bong cham dat khi A = 0 ching

h
[metars)

0

o 2 4 ¢
- f # (aeconds)

Hinh 1.2.9: D6 thi d lieu.

Hinh 1.2.10: Ho6i quy bac hai.

ta gidi phuong trinh
—4.90¢% + 0.96t + 449.36 = 0

thu dugc

P —0.96 £ /(0.96)2 — 4.(—4.90)(449.36)
- 2.(—4.90)

Nghiém duong t ~ 9.67, vi vay ta dit doan thoi gian béng cham dat 1a 9.7 giay. O
HAM LUY THUA
Mot ham s6 c¢6 dang f(z) = x% v6i a 1a mot hing s6, duge goi 13 ham luy

thira. Ching ta xem xét céc truong hgp sau.
(i) @ = n véi n la s nguyén duong.

D6 thi ctia ham s6 f(z) = 2", v6i n = 1,2,3,4 va 5 dugc vé trong hinh 1.2.11.
Chting ta da nghién citu do thi ctia ham s6 y = = (dudng thang qua gbc toa do va
c6 hé s6 goc 1) va do thi parabol y = 2% (Vi du 2(b) trong phan 1.1).
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Hinh 1.2.11: D6 thi ham s6 f(z) = a™.

Hinh dang téng quat ctia ham s6 f(z) = 2™ phu thudc vao tinh chin 1& cia
n. Néu n chén, thi ham s6 f(x) = 2™ 1a ham chén va do thi clia né tuong tuy nhu
parabol y = z2. Néu n 1é thi ham s6 f(z) = 2" la ham 1é va do thi clia né tuong
tu nhu do thi ctia ham s6 y = 23. Cha ¥ ring tit hinh 1.2.12, khi n ting lén, do thi
ham s6 y = 2™ tré nén tet ra hon va déc hon khi |z| > 1. (Néu 2 nhé thi 22 nho
hon, 2% nhé hon nita va 2* nhé hon nhiéu,...)

Hinh 1.2.12: Ho ham luy thua.

(ii) a = 1/n vé6i n 1a sé6 nguyén duong.

Ham s6 f(z) = £'/" = {/z 1a ham can thic. V6i n = 2, ham s6 f(z) = /z la
ham cén bac hai, ¢6 mién gia tri 1a [0,00) va do thi clia n6 1a nita trén ctia parabol
x = y2. (Xem hinh 1.2.13(a).) Déi v6i nhitng gid tri chin khéc ctia n, dd thi ham s6
y = x thi tuong tu v6i do thi cia ham s6 y = /2. V6i n = 3, ta ¢6 ham can bac
ba f(z) = /x va do thi ctia n6 trong hinh 1.2.13(b). Do thi clia ham s6 y = ¥z véi
n 1é thi tuong ty nhu do thi ctia ham s6 y = /.

(iii) a = —1.

Do thi ctia ham nghich ddo f(z) = 2~ ! duge vé trong hinh 1.2.14. D6 thi c6
phuong trinh y = 1/2 hay zy = 1, va la mot hyperbol tiém can vé hai truc ctia né.
Ham s6 nay duge dua ra tit vat Iy v hoa hoc béi dinh luat Boyle, dinh luat néi riang
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{a} fixh=-Jx (b} fixh= x

Hinh 1.2.13: Ham lay can.

khi nhiét do 1a mot hing s6 thé tich V ctia ga ti 1é nghich véi ap suat P

V:F

v6i C 1a mot hing s6. D6 thi ctia V' 1a mot ham s6 ctia P nhu trong hinh 1.2.15 ¢6
hinh dang tuong tu nhu nita phai ctia hinh 1.2.14.

Hinh 1.2.14: Ham nghich déo.

Hinh 1.2.15: Thé tich 14 ham s6 theo ap suét.

Ham luy thita ciing dude mo hinh cdc mdi tuong tac cac loai trong ving sinh
thai (Bai tap 26,27), do chiéu sang nhu 1a mot ham theo khoang cach dén nguon



36 HAM SO VA GIOI HAN

chiéu sang (Bai tap 25), chu ky quay vong clia cac hanh tinh nhu la mot ham s6
ciia khodng cach dén mat troi (Bai tap 28).

HAM PHAN THUC

Mot ham phan thic 1a ti s6 ciia hai da thic

véi P va @ 1a cac da thite. Mién xac dinh la cac gid tri clia z sao cho Q(x) # 0. Mot
vi du don gidn ctia ham phan thic 1a f(z) = 1/x v6i mién xac dinh 1a {z : z # 0},
13 ham nghich dio dudc cho trong hinh 1.2.14. Ham sb

Hinh 1.2.16: f(z) = 2£52°+1

z2—4

2t — 22 +1
x2 -4

fz) =

12 mot ham phan s6 véi mién xac dinh la {z : z # +2}. D6 thi ctia n6 nhu trong
hinh 1.2.16.

HAM DAI SO

Mot ham sé dude goi 1a ham dai sd néu né dugce tao thanh tit cac phép tinh dai
s6 (nhu cong, trir, nhan, chia, 13y cin) clia cdc da thitc. Bat ky ham phan thitc nao
ciing 14 ham dai s6. Vi du vé ham dai s

x* — 1622

W+($—2)\3/1'+1.

f@) =V +1, g(z) =

Khi vé cdc do thi ctia ham dai s6 trong Chuong 3, ching ta sé thiay do thi ciia no
c6 nhiéu hinh dang khac nhau. Hinh 1.2.17 minh hoa mot vai hinh dang c6 thé cta
ham dai sb.
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(&) flx)= xyx &3 b} gixi =t = 25 () Alx) =Yz = 2P
Hinh 1.2.17: f(z).

Mot vi du ctia mot ham dai s6 xdy ra trong Iy thuyét tuong ddi. Khoi lugng ctia
mot phan t véi van tdc v 1a
mo

V1—v2/c?

& day myg 1a khdi lugng nghi ctia phan tit va ¢ = 3.0 x 10° km/s 14 tdc do anh séng
trong chan khong.

m = f(v) =

HAM LUQNG GIAC

Tinh chat lugng gidc va cac ham s6 lugng gidc dude xem xét trong phan phu
luc D. Trong phép tinh vi tich phan thong thuong do do géc duge tinh bing radian
(7 radian = 180°, cac trudng hgp khac thi sé dugc dé cap). Vi du, khi sit dung ham
s6 f(x) = sinz thi ta hié¢u la géc = dugc tinh theo don vi radian. Vi vay do thi ctia
cac ham sin, cos dudc vé nhu trong hinh 1.2.18.

) fix) = sinx (i) iz} = eos
Hinh 1.2.18: Ham sin, cos.
Nhan xét rang ca hai ham sin, cos c6 mién xac dinh la (—oco, c0) va mién gia tri
la khoang déng [—1,1]. Vi vay v6i moi z ta c6
—1<sinz <1, —-1<cosx<l1

hay
|sinz|, |cosx| < 1.
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Hon nita,
sinz =0 khixz =mnm, n lasbnguyen.

Mot tinh chat quan trong ctia ham sin, cos 1a tinh tuan hoan, chu k¥ 27. Nghia 13,
v6i moi gia tri cha x
sin(x + 27) =sinz, cos(x + 27) = cos x.

Sy tuan hoan ty nhién ctia nhitng ham s6 nay thich hgp lam moé hinh cho céc hién
tugng lap di lap lai nhu triéu cuong, dao dong 10 xo, séng am. Trong vi du 20 &
phan 1.3 ta sé xem xét mot mo hinh thich hop cho s6 gio troi sang trong mot ngay
& Philadelphia 1a mot ham s6 theo s6 ngay ¢ sau ngay 1/1

27
L(t) =124 2.8sin | —(t — 80)| .
(t) + 2.8sin [365( )]
Ham tan lién quan dén ham sin va cos bdi phuong trinh

sin x
tanx =

COS T

va do thi clia n6 nhu trong hinh 1.2.19. N6 khong duge dinh nghia tai cosz = 0,
nghia 1a khi z = +7/2, £37/2, - - Mién gid tri cia n6 1a (—o0, 00). Chi ¥ rang ham
tan 13 ham tuan hoan chu ky :

tan(z 4+ ) = tanx v6i moi z.

.r.= 1 .':I

—_——_——— k3

Hinh 1.2.19: Ham y = tanx.

Ba ham s6 lugng giac khac (csc,sec, cot) la ham nghich ddo clia cac ham sb6
sin, cos, tan. Do thi clia ching duge vé trong Phu luc D.

HAM MU
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¥ ¥

2)y=2" i) v = (0.5)"
Hinh 1.2.20: Ham y = a”.

Ham s6 mii 1 ham s6 c6 dang f(z) = a*, & day cd s6 a 1a mot hing s6 duong.
D6 thi ctia ham s6 y = 2% va y = (0.5)* dugc vé trong hinh 1.2.20. C4 hai ham s6
¢6 mién xac dinh 1a (—o0o, 00) va mién gia tri (0, 00).

Ham s6 mii dude nghién cttu trong Chuong 6 va né rat hitu ich cho mo hinh céac
hién tugng tit nhién nhu sy phat trién dan s6 ( néu a > 1) va sy phan ra phéng xa
(néua<1).

Hinh 1.2.21: Ham y = log.
HAM LOGARIT

Ham logarit f(z) = log, * 6 day co s6 a 1a mot hang s6 duong, 14 mot ham
ngude clia ham s6 mii. Ching duge nghién citu trong Chuong 6. Hinh 1.2.21 chi ra
bén do thi clia ham s6 logarit vé6i cac co s6 khac nhau. Trong mdi trudng hgp mién xac
dinh 1 (0, 00) va mién gié tri la (—oo, 00), ham s6 tdng mot cach cham rai khi z > 1.

Vi du 16. Phan loai cdc ham sb sau:
(a)
flz) =57

(b)
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(C) 1+
x
h =
@)=
(d)
u(t) =1—t+ 5t
Loi giai.
(a) Ham s6 f(z) = 5 la ham ma.
(b) Ham s6 g(z) = 2° 13 ham luy thia.
(c) Ham s6 h 1a ham s6 dai sb.
(d) Ham s6 u 1a ham da thic bac 4. 0
Bai tap 1.2.
1 — 2 Phan loai cac ham s6 sau (néu 13 ham da thic tim bac cta da thitc do)
1.
(a)
f(z) =logy .
(b)
o(x) = V7.
(¢) ,
2z
h(z) = .2
(d)
u(t) =1 — 1.1t + 2.54¢2.
(€)
v(t) = 5"
(f)
w(8) = sin d cos? 6.
2.
(a)
y=m".
(b)
y=a".
(¢)
y = 2%(2 — 23).
(d)
y =tant — cost.
(e)
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(f)
3 —1
Yy = 173
+ Jx
3 — 4 Tim phuong trinh phit hop v6i do thi sau va giai thich vi sao:

3. a.y=2a% b.y=2a° c y=ab

H_|_ .
.
=t |

5.

(a) Tim mot phuong trinh cho ho cac ham tuyén tinh c¢6 hé s6 goc la 2 va vé do thi
mot vai ham sb tren.

(b) Tim mot phuong trinh cho ho cdc ham tuyén tinh thod man f(2) =1 va vé do
thi mot vai ham sb tren.

(¢) Tim nhitng ham s6 thod man c4 hai tinh chat trong cau a va b.

6. Néeu tinh chat chung ciia ho cac ham s6 tuyén tinh ¢6 dang f(z) =1+ m(z + 3).
Vé d6 thi mot vai ham sé trén.

7. Néu tinh chat chung ctia ho cdc ham s6 tuyén tinh c¢6 dang f(z) = ¢ — z. Vé do
thi mot vai ham so trén.

8. Tim biéu thitc ham bac hai ¢6 dd thi nhu hinh sau:

9. Tim biéu thitc ham bac ba sao cho f(1) =6 va f(—1) = f(0) = f(2) = 0.

10. Mot nghién citu gan day chi ra rang nhiét do trung binh ctia bé mat trai dat
tang lén mot cach déu dan. Cac nha khoa hoc da mo6 hinh nhiét do d6 bang ham
s6 tuyén tinh T = 0.02¢ + 8.50, v6i T' 1a nhiét do theo do C, ¢ 1a s6 nam ké tit nam
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Hinh 1.2.22: Bai tap 8.

1900.

(a) Tim hé s6 goc va diém giao véi truc T.

(b) Stt dung phuong trinh nay dé dy doan nhiet do bé mit trai dat trong nam 2100.
11. Néu goi liéu lugng thudéc dung cho ngusi 16n 1a D (mg), thi dé xac dinh liéu
lugng ¢ cho tré em a tudi thi bac sy sit dung cong thitc ¢ = 0.0417D(a + 1). Gia st
liéu Iwgng thude cho ngusi 16n 1a 200 mg.

(a) Tim he s6 goc ctia do thi ham s6 ¢ theo a. N6 néi len diéu gi?

(b) Tim liéu lugng thude cho tré so sinh.

12. Nha quan 1y ctia mot khu chg ngoai trdi cudi tuan thong qua kinh nghiém quan
Iy nhan thiy ring néu ong ta thu phi x do la cho mot noi ban trong chg (kiot) thi
s6 lugng y kiot dugc cho béi phuong trinh y = 200 — 4x.

(a) V& do thi ctia ham s6 nay.

(b) He s goc, giao diem véi truc y, giao diém véi truc = néi len dicu gi?

13. Mdi quan hé gitta do F' (Fahrenheit) va do C (Celsius) duge cho bdi phuong
trinh F' = %C + 32.

(a) V& do thi ham sb nay.

(b) Tim hé s6 goc ctia do thi ham s6 vA néu ¥ nghia cia n6. Tim giao diém véi truc
F va néu y nghia ctia no.

14. Jason r5i Detroit lic 2 gig chiéu va chay véi van téc khong doi. Anh dy t6i
AnnaArbor cach Detroit 40 dam vao lac 2h50 chieu.

(a) Tim quang duong di dugce ctia Jason theo thoi gian di duge.

(b) V& do thi ham s6 trén.

(c¢) Tim he s6 goc va ¥ nghia ciia no.

15. Cac nha nghién citu sinh hoc nhan thay rang tiéng kéu ctia loai dé thi lién quan
dén nhiét do ctia n6 va moéi quan hé nay gan tuyén tinh. Mot con dé kéu 117 tiéng
trén phut tai 70 do F va kéu 173 tiéng tai 80 do F.

(a) Tim phuong trinh tuyén tinh mo t& nhi¢t do 7 nhu 13 mot ham s6 ciia s6 tiéng
kéu ctia dé trén mot phit N.

(b) Tim he s6 goc va ¥ nghia clia no.

(c) Néu mot con dé keu 150 tiéng trén phut, tim nhigt do clia no.

16. Mot quan 1y clia mot nha mAay san xuit do gd nhan thiy ring can bo ra 2200
do la dé san xuat 100 cai ghé, 4800 do6 la dé san xuat 300 cai ghé.

(a) Tim gia tién nhu 1A mot ham s6 cia s6 lugng ghé can san xuat biét né 1a mot



1.2 Cdc mo hinh todn hoc: nhiing ham s6 quan trong 43

ham tuyén tinh. Vé do thi ham s6.

(b) Tim he s6 goc va ¥ nghia ciia no.

(¢) Tim giao diém truc y v& néu ¥ nghia ctia né.

17. Tai bé mit dai duong, ap suit nude thi bing ap suat khi quyén trén mit nude
dé va 1a 15 Ib/in?. Bén dudi mit nuée 4p suat nude ting len 4.341b/in? cho mdi
10 ft sau xudng.

(a) Tim ap suat nuée nhu 14 mot ham s6 clia do sau dudi mit nude.

(b) V6i do sau nao thi ap suat 1a 1001b/in?.

18. Gia tien hang thang cho mot chiéc xe hoi phu thudc vao quing duong (theo
dam) da di. Lynn nhan thay riang trong thang 5 co ay ton 380 do la cho quang
duong 480 dam, trong thang 6 ton 460 do la cho 800 dam.

(a) Tim biéu thiic gia tién C nhu 14 mot ham s6 theo quang duong da di d, gia sit
rang mo6 hinh tuyén tinh 13 phit hop.

(b) Tim gia tién cho quang dudng 1500 dam di duge.

(c) Vé do thi va néu y nghia ctia hé s6 goc.

(d) Néu y nghia ctia giao diém véi truc C.

(e) Tai sao mo6 hinh tuyén tinh thi phtt hgp véi truong hop nay.

19 — 20. V6i mbi do thi roi rac sau, xac dinh loai ham sé ma ban chon dé moé hinh
dit liéu. Giai thich cach chon ctua ban.

19.
{a) (k)
¥
.‘r'-. :ﬁ".l ;ﬁr'-. oo,
I-lll:- I..‘_l' . H“‘,l
-|'II,'.L
i T { L
Hinh 1.2.23: Bai tap 19.
20.

21. Bang dudi chi ti lé loét dudng tiéu hoa (trén 100 ngusi) cho cac gia dinh ¢6 thu
nhap khac nhau.
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Hinh 1.2.24: Bai tap 20.

Thu nhap (do la) | ti 1& bénh
4000 14.1
6000 13.0
8000 13.4
12000 12.5
16000 12.0
20000 12.4
30000 10.5
45000 9.4
60000 8.2

et pts

¥

(a) V& do thi roi rac clia dit lieu va xem xét mo hinh tuyén tinh c6 phu hgp hay
Khong?

(b) Tim va vé do thi dudng thang ndi diém dau va cudi dit lieu.

(¢) Tim do thi biang phuong phap hoi quy tuyén tinh.

(d) Uéc lugng ti 1 loét duong tieu hoa cho gia dinh thu nhap 25000 do la bang mo
hinh tuyén tinh trong cau c.

(e) Kha ndng nao cho ngusi c6 thu nhap 80000 do la bi viem loét dudng tiéu hoa.
(f) Ban c6 nghi rang n6 phit hgp dé sit dung mo6 hinh nay cho ngudi c6 thu nhap
200000 do la.

22. Cac nha sinh hoc quan sat dugc rang ti 16 tiéng kéu ciia dé lién quan dén nhiet

do. Bang sau chi ra mdi quan hé do.

Nhiet do (F) | ti 1¢ tiéng dé keu | Nhiet do (F) | ti le tiéng dé keu
50 20 75 140
55 46 80 173
60 79 85 198
65 91 90 211
70 113

(a) Vé cac diém dit ligu do.
(b) V& duong hoi quy tuyén tinh ctia noé.
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(c) Uéc lugng tiéng keu ciia dé tai 100 do F.
23. Bang dudi cho ta chiéu cao dé chién thing & gidi nhay sio & cac ky Olympic
cho dén nam 2004.

Nam | Chiéu cao (m) | Nam | Chiéu cao (m)
1896 3.30 1960 4.70
1900 3.30 1964 5.10
1904 3.50 1968 5.40
1908 3.71 1972 5.64
1912 3.95 1976 5.64
1920 4.09 1980 5.78
1924 4.20 1984 5.75
1928 4.20 1988 5.90
1932 4.31 1992 5.87
1936 4.35 1996 5.92
1948 4.30 2000 5.90
1952 4.55 2004 5.95
1956 4.56

(a) Vé do thi r3i rac clia cac diém dit lieu va xem xét lieu mo hinh tuyén tinh c6
phtt hgp hay khong?

(b) Tim vé do thi dudng hoi quy tuyén tinh.

(¢) Stt dung mo hinh trén dé dy doan chicu cao dé chién thing & Olympic 2008 va
so sanh véi thuc té 5.96 mét.

(d) C6 hgp Iy hay khong néu ta ding mo6 hinh dy doan chiéu cao chién thiang cho
Olympic nam 2100.

24. Bang duéi chi ti 1é phan tram dan s6 séng & nong thon ciia Argentina tit nam
1955 dén nam 2000. Tim mot mo hinh cho dit liéu va wde lugng ti 1é phan tram cho
nam 1988 va nam 2002.

Nam | ti1é dan nong thon | Nam | ti 1é dan nong thon
1955 30.4 1980 17.1
1960 26.4 1985 15.0
1965 23.6 1990 13.0
1970 21.1 1995 11.7
1975 19.0 2000 10.5

25. Rat nhiéu dai lugng vat 1y ¢6 méi lien hé véi nghich dio bac hai, nghia 1a c6
dang y = kxz~2. Do sang ciia mot vat thé béi mot nguon chiéu sang thi ti lé thuan
v6i nghich ddo binh phuong khodng cach dén nguon chiéu sang. Trong phong to6i
c6 mot cai den, ban muén doc sach nhung qua md. Néu ban di chuyén lai gan den
mot nita khoang cach ban dau, héi do sang sé tot hon nhu thé nao?
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26. Mot noi rong 16n thi sé c6 nhiéu loai sinh séng. Cac nha sinh thai hoc da mo
hinh méi quan hé moi truong-loai bang mot ham luy thita, s6 lugng loai S ctia doi
song trong hang & trung tam Mexico thi lién quan véi dién tich bé mit A ciia hang
béi phuong trinh S = 0.7A4%3.

(a) C6 bao nhiéu loai sinh séng tai bé mit c6 dién tich A = 60 m?.

(b) Néu ban tim thay c6 4 loai ddi sinh song trong hang, héi dién tich bé mat hang?
27. Bang dudi chi s6 luong N loai bo sat va ludng cu sinh song & quan dao
Caribbean va dién tich A clia quan ddo theo ddm binh phuong.

Dao A

Saba 4

Monserrat 40
Puerto Rico | 3459
Jamaica 4411
Hispaniola | 29418 | 84
Cuba 44218 | 76

ol i
B B ©e|o Z

(a) St dung ham Iuy thita dé mo hinh N 13 mot ham sb ciia A.

(b) Déo Caribbean ctia Dominica c6 dién tich 291 m?. Héi c¢6 bao nhieu loai bo sat
va luéng cu sinh song trén do.

28. Bang dudi cho ta khoang cach trung binh d ctia cdc hanh tinh tit mat trai (
don vi 1a khodng cach tur trai dat dén mat troi) va chu ky 7' (thoi gian theo nam).

Hanh tinh d T
Sao Thuy 0.387 0.241
Sao Kim 0.723 0.615
Trai dat 1.000 1.000
Sao Hoa 1.523 1.881
Sao Moc 5.203 | 11.861
Sao Tho 9.541 | 29.457
Sao Thién Vuong | 19.190 | 84.008
Sao Hai Vuong | 30.086 | 164.784

(a) Tim mot mo hinh ham luy thita phu hgp véi di lieu.

(b) Dinh luat ba ctia Kepler vé su dich chuyén cac hanh tinh néi ring "Binh phuong
chu k¥ tién hod ctia mot hanh tinh thi ti 16 thuan véi bac ba ciia khodng cach trung
binh ctia né tit mit troi". So sénh mo6 hinh ctia ban véi dinh luat nay.

1.3 Mot s6 cach tao mot ham sb6

Trong phan nay ta bat dau véi nhitng ham sd co ban ma ta da thao luan trong
phan 1.2 va thu dugc nhitng ham sé méi bing cach dich chuyén, co gidn va chiéu
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do thi clia ching. Chiing ta cling nghién cttu cach lién két hai ham s6 bang nhiing
thuat toan chuan v bing phép hop.

Bién doi ham so

Bing cach ap dung nhitng phép bién doi cho do thi ctia mot ham sé cho trude,
chiing ta c6 thé thu dugc nhitng do thi ciia cic ham s6 lien quan. Diéu nay cho ta kha
nang vé do thi cac ham sé mot cach nhanh chéng. N6 ciing ¢6 thé gitp ta viét duge
phuong trinh cho céc do thi cho trude. Dau tién, ta xem xét phép tinh tién. Cho ¢ 1a
mot s6 duong, khi d6 do thi ctia ham s6 y = f(z) + ¢ 14 do6 thi cia ham s6 y = f(x)
dugc dich chuyén lén trén mot khoang c. Tuong ty 1a do thi ham s6 g(z) = f(z —c)
13 d6 thi ham s6 y = f(z) dich chuyén qua phai ¢ don vi theo truc z (xem hinh 1.3.1).

Dich chuyén theo chiéu doc va ngang: Gia sit ¢ > 0, ta thu dugc do thi cla
y = f(z) + ¢ bang cach dich chuyén do thi ctia y = f(z) lén trén theo chiéu doc
¢ don vi,

y = f(z) — ¢ bing cach dich chuyén dd thi ctia y = f(z) xudng dudi theo chidu
doc ¢ don vi,

y = f(z — c) bang cach dich chuyén do thi ctia y = f(z) qua phai theo chiéu
ngang c don vi,

y = f(z + ¢) bing cach dich chuyén dd thi ctia y = f(z) qua trai theo chiéu
ngang ¢ don vi.

Tiép theo ta xem xét phép co gian va phép chiéu. Néu ¢ > 1 thi do thi ham s6
y = cf(z) 1a do thi cia y = f(z) dugc gidn ra bdéi hé s6 nhan (con goi la thita s6
nhan) ¢ theo chiéu doc. D6 thi ctia ham s6 y = — f(z) 1a do thi ctia ham s6 y = f(x)
chiéu qua truc x bdi vi diém (x,y) duge thay thé bsi diém (z, —y) (xem hinh 1.3.2
va tom tat ).

Phép co gian va chiéu theo chiéu doc va ngang

Gia st ¢ > 1 Ta thu dugc do thi cta

y = cf(z) bang cach gidn do thi ctia y = f(x) theo chiéu doc bdi thita sé nhan c,

y = (1/c)f(x) bang cach co do thi clia y = f(x) theo chiéu doc béi thita s6 nhan c,
y = f(cx) bang cach co do thi ctia y = f(x) theo chiéu ngang bdi thita sé6 nhan c,

y = f(z/c) bang cach gidn do6 thi ctia y = f(z) theo chiéu ngang bdi thira s6 nhan c,
y = —f(x) bang cach chiéu do6 thi ctia y = f(z) qua truc =,

y = f(—x) bang cach gidan do thi ctia y = f(x) qua truc y.

Hinh 1.3.3 minh hoa nhiing phép co gian cho ham cos véi ¢ = 2. Vi du dé c6 do
thi ctia ham s6 y = 2cosz ta nhan doi toa do y ctia mdi diém ctia dd thi ham s
y = cos x. Diéu nay c6 nghia la do thi ham sé y = cos x dude gian ra theo chiéu doc
béi thita s6 nhan 2.

Vi du 17. Cho do thi ctia ham s6 y = \/z, diing cac phép bién ddi dé vé dd thi
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Hinh 1.3.1: Phép tinh tién.
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Hinh 1.3.2: Phép co gian va ddi xiing.
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y=oasdx

Hinh 1.3.3: Phép co gian v ddi xitng cho ham cos
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hamséy =z -2, y=+vVz —2,y=—/2,y=+—.

Loi giai. Do thi cia ham s6 y = /7 trong hinh 1.3.4(a). Ta vé cac do thi cia ham

s6 y = \/x — 2 bing cach dich chuyén do6 thi trong hinh 1.3.4(a) xubng dudi 2 don

vi, clia y = v/z — 2 bing cach dich chuyén qua phai 2 don vi, ctia y = —/ bing

cach chiéu déi xing qua truc z, clia y = /—z bang cach chiéu dbi xing qua truc y.
O

[¥]

(¥ =~z Bly=vx-—2 oy =lx d) y=—wx (e} ¥ = 2+/x f1y=-l=x

Hinh 1.3.4: Hinh

Vi du 18. Vé do thi ctia ham s6 sau
f(x) = 2? + 62 + 10.
Loi giai. Ta viét phuong trinh duéi dang
y=a?+6x+10=(z+3)%+1.

Dau tién ta vé parabol y = 22, sau dé ta dich chuyén do thi nay qua trai 3 don vi.
Cubi ciing ta dich chuyén do thi vita thu dude lén trén 1 don vi, ta c6 dd thi can
tim. (xem hinh 1.3.5)

Od
Fa ¥
% 1
I X 3 I ] X
fa) y=ux? (bl p=fxr+ 37 +1

Hinh 1.3.5: Parabol

Vi du 19. Vé do thi cac ham sb sau
a.y=sin2zx. b.y=1—sinzx.

Loi giai.
(a) Ta thu dugc do6 thi clia ham s6 y = sin 2z tit d6 thi ham s6 y = sinz bang phép
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o theo chiéu ngang véi hé s6 nhan 1a 2. (Xem hinh 1.3.6 va 1.3.7) Chu ky ctia ham
s6 y = sinx 1a 27 thi chu k¥ ctia ham s6 y = sin 2z 1a 7.
(b) Dé thu duge do thi ctia ham s6 y = 1 — sinx, ta dung do thi ham s6 y = sin .

¥

FosinT

e
-
]

rm =
=

Hinh 1.3.6: y =sinx

L " l.-l..
AP MR K i y _I'. -
L . - ] x
i 4 3" Ly
Hinh 1.3.7: y = sin2x
Dau tién ta chiéu déi xitng qua truc z dé thu dugc do thi ham s6 y = —sinz, sau
d6 ta dich chuyén do6 thi lén trén 1 don vi dé c6 do thi ham s6 y = 1 — sinx. (xem
hinh 1.3.8) 0
-".
_ 4 ¥ .-_I. Sinx .
N A4
. |:|| x T I ¥ - I

Hinh 1.3.8: y =1 —sinx

Vi du 20. Hinh 1.3.9 vé& do thi cac ham s6 ctia s6 gio sang trong ngay nhu 13 ham
s6 theo thoi gian clia nam tai mot vai vi tuyén. Philadelphia duge xac dinh gan 40
do N vi tuyén, tim mot ham s6 moé hinh do dai ctia ngay sang & Philadelphia tai
mot ngay trong nam.
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Lai giai.
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Hinh 1.3.9: S6 gio sang trong ngay tai cac vi tuyén khac nhau.

Nhan thiy ring moi dudng cong trén hinh gidng nhu do thi ham sin duge dich
chuyén, co gian. Xem xét dudng nam giita trong 5 duong trén hinh, sb6 gid sang vao
ngay 21/6 1a 14.8 gio va vao ngay 21/12 14 9.2 gig, vi vay do rong clia dudng cong
(hé s6 nhan ta can co gian ham sin theo chiéu doc) la (14.8 — 9.2) = 2.8. Thita s6
(hé s6 nhan) ching ta can co gidin ham sin theo chiéu ngang 14 bao nhiéu néu ta gia
st thoi gian ¢ 13 s6 ngdy sau ngdy bat dau clia moé hinh? Mot nam c6 365 ngay, vi
vay chu ky cia mo hinh nay 1a 365. Nhung chu ky ctia ham sin 1 27, vi vay hé s6
nhan ctia phép co gidn theo chiéu ngang la ¢ = 27/365. Ta ciing cht § ring duong
cong bit dau tit ngay 21/3 1a ngay thit 80 clia nim, vi vay ta dich chuyén dudng
cong qua phai 80 don vi. Hon nita, ta dich chuyén dudng cong lén trén 12 don vi, vi
vay mo hinh cho s6 gio sang clia ngay thi ¢ clia ndm & Philadelphia 13

2

L(t) = 12 + 2.8si
(t) + 2.8sin [365

(-0
]

Mot phép bién déi khac clia mot ham s6 1a ham sb gia tri tuyet doi. Néu y =
|f(z)], theo dinh nghia ctia gid tri tuyet doi thi y = f(z) néu f(z) > 0vay = —f(x)
néu f(z) < 0. Diéu nay cho phép ta vé do thi ham gia tri tuyet doi tir do thi ham s6
y = f(z). Ta gitt nguyén phan do thi y = f(x) ndm phia trén truc x, déi véi phan
nam dudi ta sé diing phép chiéu déi xiing qua truc =.

Vi du 21. V& dd thi ham s6 y = |22 — 1].

L&i gidi. Dau tién ta vé do thi ham s6 y = 22 — 1 nhu trong hinh 1.3.10(a) bing
cach dich chuyén parabol y = 22 xubng dudi 1 don vi. Phan do thi ndm duéi truc
tuong tng véi gia tri —1 < x < 1, ta lay déi xiing qua truc & duge do thi ham sb



52 HAM SO VA GIOI HAN

can vé nhu trong hinh 1.3.10(b).

(2} y=x

Fi

(b p=|x*

Hinh 1.3.10: Do thi ham gia tri tuyet doi.

Su két hop cac ham sb

Hai ham s6 f va g c6 thé dugc két hgp lai dé hinh thanh nén ham s6 méi dang f +g,
f —g, fg, f/g bang cac phép tinh cong trit nhan chia nhu trong phép tinh céac sd
thuc. Tong va hiéu cac ham s6 dugc dinh nghia béi

(f+9)(x) = f(z) +9(x), (f—9)(x)=[f(z)—g(x).

Néu mién x4c dinh ctia f, g lan lugt 14 A, B thi mién x4c dinh ctia f + g 1a phan
giao ctia hai tap hgp d6 A N B. Vi du mién xac dinh ctia ham s6 f(z) = & 1a
A = [0,00), mién xac dinh clia ham s6 g(x) = /2 — 2 1a B = (—00, 2], khi d6 mién
xac dinh ctia ham s6 f+g¢gla AN B =[0,2].

Tuong ti, tich va thuong ctia hai ham s6 dude dinh nghia nhu sau

(fo)(x) = f(x)g(x), =(z)=——.
Mién xac dinh clia fg 1a AN B. Vi ta khong thé chia cho 0 nén mién xéac dinh ctia

flgla{r € ANB | g(z) # 0}. Vi du cho f(z) = 2% va g(z) = = — 1 thi mién xac
dinh ctia ham thuong f/g la {z e R | = # 1}.
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C6 mot cach khac dé két hop hai ham s6 dé thu duge mot ham sé méi. Vi du
y=f(u) = Vuvau=g(r)=2>+1 T yla mot ham s6 clia v vi u l]a mot ham
s6 clia o, kéo theo y 14 mot ham s6 ctia z. Tinh toan bang cach thay thé ta co6

y=fu)=fl9(x)) = fa® +1) = Va2 + L.

Qué trinh trén duge goi 1a hgp bdi vi ham mdi duge két hop tit hai ham cho truée.
Téng quat cho trude hai ham s f, g, ta bat dau tit « trong mién xac dinh cta g
va tim anh ctia ham s6 g(z). Néu g(z) ndm trong mién xac dinh ctia f thi ta tinh
f(g(x)). Cht y rang dit lieu ra cia mot ham s6 la dit ligu vao ctia ham s6 con lai.
Két qua 1a mot ham s6 h(z) = f(g(z)) thu duge bang cach thay g vao f. N6 duge
goi 1a ham hgp cia f va g va duge ky hiéu la fog.

Pinh nghia

Cho truéc hai ham s6 f va g, ham hop f o g duge dinh nghia béi

(fog)(x) = fly(@)).
Mién x4c dinh clia f o g 1a tap hop tat cd gia tri clia o trong mién xac dinh cla
g sao cho g(x) nam trong mién x4c dinh ctia f. Nghia 1a (f o g)(z) dugc dinh nghia
néu ca hai g(z) va f(g(x)) déu dugce dinh nghia. Hinh 1.3.11 mo t& hinh &nh cach
hoat dong ctia ham hgp.

X (inpat) =t
1
¥
g
| "
L]
gix] fea
‘ | ]
§
[

Flmix)l (output) =— -

Hinh 1.3.11: Cong thic hoat dong cho ham hagp.
Vi du 22. Néu f(z) = 22 vi g(z) = = — 3, tinh ham hgp fog va go f.
Lai giai. Ta c¢6
(fog)(x) = flg(x)) = f(z —3) = (x — 3).
(9o f)(z) = g(f(2)) = g(z*) = 2* = 3.
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Chii thich : Qua vi du 22, tdng quét ta c6 fog # go f. Khi ta néi f o g, nghia
la ta tac dong vao g trude, sau dé ta tac dong vao f. Trong vi du 22, f o g 1a ham
s6 ma ta dau tién trur di 3 roi lay binh phuong, con ham s6 g o f thi ta lay binh
phuong truéc sau doé tru di 3.

Vidu 23. Cho f(z) = /z va g(x) = /2 — 2. Tim cac ham s6 sau va mién xac dinh
cuia ching.

a. fog b. gof c. fof d. gog.

Loi giai.

(a) (fog)(x) = flg(x) =f(V2—2)=VV2—2=1V2—u

Mién xac dinh ctia fogla{z |2—2 >0} = (—o0,2].

®) (92 1)(z) = g(£(z)) = 9(/5) = y2— V.

beé /x ¢6 nghia thi z > 0 va dé /2 — /= ¢6 nghia thi 2 — /x > 0 hay z < 4. Vay
mién xac dinh clia ham s6 go f 14 [0,4].

(¢) (f o f)lx) = flg(x)) = F(Vz) = Ve = Ve

Mien xac dinh cta fo f 1a [0, 00).

(d) (g09)(x) = g(9(2)) = g(vV2 —2) = V2 = V2 — . i

Bieu thitc trén c6 nghia khi 2 — 2 > 0 va 2 — /2 — 2 > 0. Bat dang thitc dau tien
cho ta x < 2 va bat ding thiic thit hai cho ta —2 < z. Vay mién xac dinh clia go g
1a [-2,2]. 0

Chu ¥ ring ching ta c6 thé lay ham hgp ciia ba ham s6 hay nhiéu ham s6 hon
nita. Vi du ham hop f o g o h duge xac dinh bang cach tinh ap dung vao h trudc
nhat, sau dé6 1a g va cudi cung 13 f:

(fogoh)(x) = flg(h(x))).

Vidu 24. Tim fogoh biét f(z) =z/(x+ 1), g(x) =29 h(z)=2z+3.
Loi giai.

(x4 3)10

(fogoh)(z) = fg(h(x))) = flg(z +3)) = f((z +3)'%) = CEDLESE

d

Ching ta da sit dung ham hgp dé xay dung cidc ham phtc tap tit nhing ham
don gian. Nhung trong phép tinh vi tich phan, ching ta thuong phan ra cic ham
phtc tap thanh cac ham don gian nhu vi du sau.

Vidu 25. Cho ham s6 F(x) = cos?(x49), tim cdc ham s6 f, g, h sao cho F' = fogoh.
Loi giai. T cong thitc F(z) = [cos(z 4+ 9)]%, mo ta bing 181 ham s6 F ta néi trude
hét ta cong 9, sau do lay cos clia két qua d6 va cudi cung lay binh phuong. Vi vay
ta dat

h(z)=z+9, g(z)=cosz, f(z)=a?
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khi d6 ta c6

Flg(h(2))) = f(g(z +9)) = f(cos(z +9) = [cos(z + 9)]* = F(a).

Bai tap 1.3.

1. Gia st do thi ham s6 y = f(x) dugc cho truée. Tim phuong trinh cho cac do thi
dugc mo ta nhu sau:

(a) Dich chuyén do6 thi da cho lén trén 3 don vi.

(b) Dich chuyén do thi da cho xudéng dudi 3 don vi.

(¢) Dich chuyén d6 thi da cho qua phai 3 don vi.

(d) Dich chuyén do thi da cho qua trai 3 don vi.

(e) Chiéu ddi xiing qua truc .

(f) Chiéu déi xing qua truc y.

(g9) Gian do thi theo chiéu doc véi thita sé nhan 3.

(h) Co do thi theo chiéu doc véi thita s6 nhan 3.

2. Giai thich cac do thi sau tit do thi ham s6 y = f(z)

(@) y= flz) + 5.

)y = flz+8)

(c) y=8f(x).

(@) = fa+8)

(e)y=—f(z) -1

(fly=8f(5). X
3. Cho do thi ham so f nhu trong hinh dwéi, tim tuong ting phuong trinh véi do thi

Hinh 1.3.12: Bai tap 3.

(b) y = f(x)+3.
(c) y=3f(x).
(d) y=—f(z+4)
(e) y =2f(x+6)
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Hinh 1.3.13: Bai tap 4.

4. Cho dd thi ham s6 f nhu hinh dué6i, vé do thi cac ham s6 sau:

(a) y = flz) - 2.
(b) y= flz—2)
(c) y = —2f(x)
(d)y = f(z) +1

(a) y = f(2z).
(b) y = f(52).
(c) y = f(—=).
(d) y=—f(-2)
lI.l
| &
il ;___.1. ;

Hinh 1.3.14: Bai tap 5.

6 — 7. D6 thi ham s6 y = v/3z — 22 dudc cho trong hinh duéi. Sit dung céc phép
bién doi dé tao ra cac ham s6 c6 do thi nhu sau

8.

(a) D6 thi ham s6 y = 2sinz thi nhu thé nao so véi do thi ham s6 y = sinz. Vé do
thi ham s6 y = 2sin .

(b) Do thi ham s6 y = 1 + y/x thi nhu thé nao so v6i do thi ham s6 y = /z. Vé do
thi ham s6 y = 1 + /.

9 — 24. V& cac do thi sau diya trén cac ham s6 co ban da xem xét trong phan 1.2 va
céc phép bién doi.
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Hinh 1.3.15: Bai tap 6 — 7.

1

9.Y= s

10. y = (z — 1)3.

11. y = — /.

12. y = 2% + 62 + 4.

13. y=+vor—2-1.

14. y = 4sin 3z.

15. y = sin($x).

16. y =2 — 2.

17. y = g(l —cosx).

18. y=1—-2vx + 3.

19. y =1 — 22 — 2%

20. y = |z| — 2.

21. y= |z —2|

22.y = %tan (x — %)

23.y = |vz — 1.

24. y = |cosTx|.

25. Thanh phé New Orleans c6 vi tuyén 30N. Dung hinh 1.3.9 dé tim mot ham
s6 mo ta s6 gid sang trong mot ngdy trong nim & New Orleans (ham s6 theo ngay
trong nam). D& kiém tra mo hinh nay, ta biét thuc té 1 ngay 31/3, mat trdi moc
ltc 5 : 51 sang va lan lac 6 : 18 toi.

26. Mot ngoi sao c6 thé thay ddi do sang tang giam. Ngoi sao Delta Cephei cé
khoang thoi gian gitta thsi diém sang nhat 1a 5.4 ngay, do sang trung binh ciia ngdi
sao 1& 4.0 v do sang thay doi bdi +0.35. Tim mot ham sé ma né 14 moé hinh cho do
sang clia ngdi sao trén nhu 14 mot ham s6 clia thoi gian.

27.

(a) D6 thi ctia ham s6 y = f(|z|) thi nhu thé nao so véi do thi ham s6 y = f(z).
(b) V& do thi ham s6 y = sin |x|.

(c) Ve dd thi ham s6 y = /|z|.
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¥

d I!II |-

H

Hinh 1.3.16: Bai tap 28.

28. St dung do thi ham sd f cho trén hinh dé vé do thi ham s6 y = 1/f(x). Dac
diém nao quan trong nhat can chi § khi ta vé dd thi ham s6 y = 1/f(x)? Giai thich
nhing diic diém dé.
29 —-30. Tima. f+g, b. f—g, c. fg, d. f/g va tim mién x4c dinh ctia ching.
29. f(z) = 23 + 222, g(z) = 322 — 1.
30. f(z) =V3—uz, g(z) =Va? — 1.
31-36. Tima. fog, b.gof, c. fof, d.gog vatim mién xac dinh clia ching.

31.
32.
33.
34.
35.
36.

37

37.
38.
39.
40.

41

41.
42.

43.
44.

45.
46.

47

47.
48.
49.

50

flr)y=2>~1 ¢
fle)=2-2 ¢
fle)=1-3z ¢
fl@)=vz g(z)=V1-uz.
fl@)=z+1/z g

(@) =7

40. Tim fogoh

(z

() =2x+ 1.
(x) = cosz.

(z) = &L,

B ]

g(x) = sin 2z.

() =V -3, g(x) = 22, h(z) = 23 + 2
() =tanz, g(x) = L5, h(z) = .
— 46. Tim ham s6 c6 dang f o g.
F(z) = (22 + 2%)*
F(x) = cos® z.
_ V=
F(x) = et
G(r) = {11z

. St dung bang d

H(x) = sect(y/7).

e

tinh gia tri cac biéu thic sau:
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T 1 31415|6
F@ 314225
g(x) | 6 2111213
() Flg(1).
() 9(7(1).
(©) F(F(1)).
(d) g(g(1)).
©) (g0 3.
() (f 0 9)(6).
51. Stt dung do6 thi ham s6 f, g trén hinh duéi dé tinh gi4 tri cac bicu thitc sau:
(a) f(g(2))
CNEY/ERE
Hinh 1.3.17: Bai tap 51.
(b) 9(£(0)).
(c) (f29)(0).
(d) (g0 f)(6).
(e) (g09)(=2).
(f) (f o f)(4).

52. Sit dung do6 thi ham s6 f, g dudi day dé tinh f(g(z)) tai = —5, —4,-3,--- , 5.
Vé do thi ham s6 fog.

Hinh 1.3.18: Bai tap 52.

53. Mot hon da duge ném vao trong ho tao thanh mot dgt gon séng tron cé toc do
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huéng ra ngoai la 60 cm/s.
(a) Tim ham s6 ban kinh ctia hinh tron nay theo thoi gian t.
(b) Néu goi A la dién tich hinh tron nay tinh theo ban kinh r, tinh A o7 va néu y
nghia.
54. Mot qua bong hinh cau duge thdi phong va ban kinh tang theo ti 1& 2 cm/s.
(a) Tim ham s6 ban kinh qué cau nay theo thoi gian t.
(b) Néu V 1a thé tich ctia hinh cau nay theo 7, tinh V o r vA néu y nghia.
55. Mot tau di chuyén véi téc do 30 km/h song song v6i dusng bd bién thang. Tau
cach bs 6 km va né di ngang qua ngon hai dang lic gita trua.
(a) Goi s 1a khodng céch gitta thuyén va ngon hai dang va la mot ham s6 theo d, d
14 khoang cach tau di duge tit gita trua , tim f sao cho s = f(d).
(b) Ham s6 d theo thai gian troi qua tinh tir trua, tim g sao cho d = g(t).
(¢) Tim f o g v néu y nghia ctia no.
56. Mot may bay dang bay véi toc do 350 dam/h tai do cao mot dam va di qua
tram radar tai thoi diém t = 0.
(a) Tim khoang cach d theo chiéu ngang ma may bay da bay dugc theo thoi gian ¢.
(b) Goi s la khodng cach gitta may bay va tram radar, tim ham s6 s theo d.
(¢) Tim ham sb s theo t.
57. Ham Heaviside dugc dinh nghia béi
0 néut<0
H(t)_{ 1 néut>0.

N6 duge ding trong vi mach dieén tit dé mo ta su tang len ctia dong dién khi cong
tac duge mé.

(a) V& do thi ham s6 Heaviside.

(b) V& d6 thi ctia ham s6 dien ap V (¢) trong mot mach biét khi ¢ = 0 thi mach mé
cong tac dung dong dién 120 volts. Viét ham s6 V theo h.

(c) Ve do thi dien ap V(t) tai t = 5 giay va dung dong dién 240 volts. Viét cong
thitc ham s6 V theo H.

58. Ham Heaviside trong bai tap 57 c6 thé ding trong ham dbc y = ctH(t) mo ta
su tang 1én tir tit dién 4p trong mét mach dién.

(a) V& do thi ham s6 doc vé6i ¢ = 1.

(b) Vé& d6 thi ham s6 dién ap V(¢), biét tai t = 0 thi m& cong tac dé dién ap tang
dan dan dén 120 volts sau 60 giay. Tim ham s6 V() theo ham s6 H(t) véi t < 60.

(¢) Vé do thi ham s dien ap V(t) néu mach md& cong tac tai t = 7 dé tang dien ap
dan dan dén 100 volts sau 25 giay. Tim cong thitc V (t) theo H(t) véi t < 32.

59. Cho f(z) = miz + by va g(z) = max + by 1a hai ham tuyén tinh. Héi ham s6
f o g c6laham tuyén tinh? Néu phai thi hé s6 géc clia do thi clia né 1a bao nhiéu.
60. Néu ban dau tu x do la va thu 16i 4% mot nam thi lugng tién dau tu A(z) sau
mot niam 1a A(z) = 1.04z. Tim Ao A, Ao Ao A vh Ao Ao Ao A. Y nghia ciia nhiing
ham hop nay la gi? Tim cong thiic tong quat sau n lan ham hgp ciia A.

61.

(a) Néu g(z) = 2o + 1 v h(z) = 42% + 42 + 7, tim ham s f sao cho fog = h.
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(b) Néu f(x) =3z +5 vd h(z) = 322 + 3z + 2, tim ham s6 g sao cho fog=h.

62. Néu f(z) =z +4 va h(z) = 4z — 1 tim ham s6 g sao cho go f = h.

63. Gia st g 1a ham chén, dat h = f o g. C6 phai h luon l1a gam chan?

64. Gia st g 1a ham 18, dit h = f o g. C6 phai h luon 13 ham 18? Nhu thé nao néu
f 1& ham 1é hosc ham chan?

1.4 Tiep tuyén va bai toan van toc

Trong phan nay ta thiy gi6i han dugc néu léen nhu thé nao khi ta né Iyc tim
dudng tiép tuyén cho mot duong cong hay van téc clia mot vat thé.

Bai toan tiép tuyén

Tit tiép tuyén co tit tiéng Latin "tangens" nghia 13 tiép xtc. Vi vay mot tiép
tuyén v6i mot duong cong la mot dudng thing tiép xic véi duong cong dé. Néi mot
cach khac dudng tiép tuyén cting huéng véi dudng cong tai diém tiép xtc. Y tudng
nay dugc mo ta bang toan hoc nhu thé nao?

D6i véi dudng tron thi tiép tuyén la dudng thiang giao véi duong tron ding mot
diém nhu trong hinh 1.4.1(a). Déi véi cac dudng cong phiic tap hon thi dinh nghia
trén khong di. Hinh 1.4.1(b) chi ra hai duong thing | va t qua diém P trén dudng
cong C. Dudng [ giao v6i C' diing mot diém nhung nhin hinh thi khong c¢6 vé gi la
tiép xtc. Puong thing ¢ tiép xic v6i C nhung cit C tai hai diém.

fa (k1

Hinh 1.4.1:

Cu thé hon, ta sé tim duong tiép tuyén cho parabol y = 22 trong vi du sau.

Vi du 26. Tim phuong trinh dudng tiép tuyén cho parabol y = 2 tai diém P(1,1).
Loi giai. Ta sé phai tim hé s6 géc m ctia dudng tiép tuyén. Ta da biét mot diém
tréen duong théang can tim, nhung muén tim hé s6 goc thi can it nhéat hai diém. Ta
tim mot xap xi clia m bing cach chon diém Q(z, 22) trén parabol gan diém P (khac
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P) va tim hé s6 géc clia dudng thang PQ (dugc goi la cat tuyén PQ) :

2 -1
x—1"

mPQ ==

Hinh 1.4.2:

Vi du tai diém @Q(1.5,2.25) thi mpg = 2.5. Ta lap bang gia tri nhu bén dudi
cho gia tri z gan 1. Khi Q cang gan P, x cang gan 1 thi hé s6 goc cang gan 2. T
diéu nay ta dé xuat hé s6 goc ciia tiép tuyén 1a 2.

x mpQ T mpQ
2 3 0 1
1.5 2.5 0.5 1.5
1.1 2.1 0.9 1.9
1.01 2.01 0.99 1.99
1.001 | 2.001 | 0.999 | 1.999

Ta n6i rang hé s6 goc clia tiép tuyén 1a gisi han ctia nhitng hé s6 clia cac dudng
cat tuyén va viét nhu sau

= 2.

. < . 2 =1
lim =m va lim
Q—P z—1 x—1

Gia st rang he s6 goc cia tiép tuyén 1a 2, (xem phu luc B) ta viét phuong trinh
dudng thang c6 hé s6 goc 2 di qua diém (1,1) nhu sau

y—1=2(x—-1) y=2z—1.

Hinh 1.4.3 minh hoa vi du trén. Khi Q tién dén P trén parabol thi cat tuyén tuong
ing quay quanh diém P va tiép can tiép tuyén t.

Nhiéu ham s6 trong khoa hoc khong duge mo ta béi phuong trinh cu thé, ching
duge dinh nghia béi dit lieu thyc nghiém. Vi du tiép theo chi ra cach wéc lugng hé
s6 goc ciia dudng tiép tuyén ctia do thi nhitng ham sé nhu thé.
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Hinh 1.4.3: Q tién vé P tit bén trai va phai.

Vi du 27. Tia sang trén may chup anh hoat dong bdi tich trit dién tich va
gidi phong n6 mot cach dot ngot khi den flash duge bat 1én. D ligu trong bang
dusi mo tad dién tich @ con lai trong vat chia (do theo microcoulombs) tai
thoi diém t (theo gidy) sau khi dén flash dugc bat lén. St dung dit lieu nay vé
do thi ctia ham s6 nay va uée lugng heé sb goc clia duong tiép tuyén tai diém ¢ = 0.04.

t | 0.00 0.02 | 0.04 | 0.06 | 0.08 | 0.10
Q | 100.00 | 81.87 | 67.03 | 54.88 | 44.93 | 36.76

Lai giai. Trong hinh 1.4.4, ta vé cac diém dit lieu da cho va vé xap xi do thi ham
s6 dien tich Q.

b [mpeoulombs)
1)
]
£l AP
o H"'\i\f
&0 \H\_ 1
+
) I o} I
i
o 0.02 D4 0.6 .0& ol t

Hinh 1.4.4: Ham s6 dién tich.

Véi diém P(0.04,67.03) va diem R(0.00,100.00) trén dd thi, ta c6 hé s6 géc clia cat
tuyén PR la
100.00 — 67.03

_ 2T OIS 9995,
MPRE= 70700 — 0.04
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Bang duéi 14 mot sd két qua cho hé s6 goc ciia mot s6 cat tuyén khac. Tit bang
nay, ta mong dgi hé sé géc clia tiép tuyén tai diém ¢ = 0.04 nim gitta —742 va —607.5.

R (0.00,100.00) | (0.02,81.87) | (0.06,54.88) | (0.08,44.93) | (0.10,36.76)
mpQ -824.25 -742.00 -607.50 -552.50 -504.50

Thic vay, hé sd goc trung binh ctia hai cat tuyén gan tiép tuyén nhat la
1
5 (=742 = 607.5) = —674.75.

Vi vay ta udc lugng hé s6 goc cia tiép tuyén 1a —675.
Mot cach xap xi khac 1a ta do canh ctia tam gidc ABC nhu trong hinh 1.4.4. N6 sé
cho ta mot wée Iugng cho hé s6 gbc clia tiép tuyén tai P 1a :

AB| _ —80.4—53.6

- ~— = —670.
|BC| 0.06 — 0.02

Bai toan van toc

Néu ban nhin bang do van toc ciia mot xe hoi khi di trong thanh phd, ban sé thay
rang né thay déi lien luc, nghia la van t6c xe hoi khong 1a hing s6. Ching ta gia st
rang mdi khi ta nhin bang do van tdc thi xe hoi c6 van téc tai mdi thsi diém nhung
van toc tic thai duge dinh nghia nhu thé ndo? Ta xem xét vi du sau.

Vi du 28. Gia sit mot qua bong duge tha roi tit mot dai quan sat & Toronto cach
mit dat 450 mét. Tim van toc clia qua bong sau 5 giay.
Loi giai. Bing thyc nghiém cach day bon thé ky, Galileo nhan thay riang quang
duong bong roi ti 1¢ thuan véi binh phuong thoi gian bong roi. Goi s(t) la quéng
duong bong roi sau t giay, khi d6 theo dinh luat ctia Galileo
s(t) = 4.9¢°.

Kho khan khi ta tim van téc bong roi sau 5 giay 1a ta phai xit Iy véi mot thoi diém
nhat thoi t = 5, ta khong c6 khoang thdi gian nao ci. Tuy nhién ta c6 thé xap xi
dai lugng can tinh bang cach tinh van téc trung binh trén mot khodng thoi gian cu
thé tit 5 dén 5.1 giay:

khoéng cach thay ddi  s(5.1) — s(5)

van toc trung binh = = , = =49.49 m/s.
thoi gian tréi qua 0.1

Bang dudi cho ta nhitng két qua tuong ty vé van téc trung binh trén khoang thoi
gian nhé dan.

Khoéang thoi gian | Van toc trung binh

5<t<6 53.9
5<t<h1 49.49
5<t<5.05 49.245
5<t<5.01 49.049

5 <t <5.001 49.0049
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Khi ta lam ngén khoang thoi gian thi van téc trung binh tién gan hon dén 49 m/s.
Van téc titc thai khi ¢ = 5 duge dinh nghia 1 gia tri giéi han ctia nhitng van toc
trung binh trén nhitng khodng thoi gian ngan bat dau tit ¢ = 5. Van toc titc thoi
sau b gidy 1a

v=49 m/s.

Ban c6 thé cAm thay rang nhitng tinh toan dudc st dung trong vi du trén tuong
tu nhu tinh todn tim tiép tuyén trong phan nay. That sy c6 mot lien két kha mat
thiét gitta bai toan van tdc va bai toan tim tiép tuyén. Néu ta vé mot do thi cla
ham s6 quang dudng bong rai trong hinh 1.4.5 va xem xét diém P(a, 4.9a?) va diém
Q(a+ h,4.9(a+ h)?) trén dd thi, khi d6 he s6 géc clia cat tuyén PQ 1a

4.9(a + h)? — a.9a>
(a+h)—a

mpQ =

sé chinh 1 van tdc trung binh trén khodng [a, a + h]. Do vay van toc tai thsi diém
t = a (gi6i han cta cdc van tdc trung binh khi & gan 0) sé bang he s6 goc cia tiép
tuyén tai diém P (giéi han clia cAc hé s6 goc ciia nhitng cat tuyén).

3= -L'i'r:lu'l 1= 4-9-”..".
e /
I

/ J

/ o/

P P

L L
o a a+h I [ a i

Hinh 1.4.5: He s6 goc cat tuyén bang van toc trung binh, hé s6 tiép tuyén bang van
toc tic thoi.

Vi du 26 va 28 chi ra ring dé giai bai toan tim tiép tuyén va van tdc, ching ta phai
tim cdc gi6i han. Sau khi nghién cttu nhitng phuong phap tinh céc gi6i han trong bon
phan tiép theo, chiing ta sé trd lai bai toan tim tiép tuyén va van tdc trong chuong 2.

Bai tap 1.4.
1. Mot thuing chita 1000 gallons nuéc chdy hét ra tir voi dudi day trong nia gio.
Béang dudi la thé tich V nudc con lai cia binh chita sau ¢ phit.

t (phut) ) 10 | 15 | 20 | 25 | 30
V (gallons) | 694 | 444 | 250 | 111 | 28 | O
(a) Néu diém P(15,250) nam trén do thi ham s6 V, tim hé s6 géc clia cat tuyén
PQ khi Q nim trén db thi twong tng véi thoi diém ¢ = 5, 10, 20, 25, 30.
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(b) Uéc lugng he s6 goc clia tiép tuyén tai P bang trung binh clia he s6 goc ciia hai
cat tuyeén.

(¢) St dung dd thi ham s6 dé u6c lugng hé sb6 goc clia tiép tuyén tai P.

2. Mot may do nhip tim ctia bénh nhan sau phau thuat. N6 dém s6 lan tim dap sau
t phat. Bang dudi 1a dit lieu ghi lai duge, hé sd goc ctia dudng tiép tuyén la nhip
tim ctia bénh nhan theo s6 lan dap trén phut.

t (phat) | 36 | 38 | 40 | 42 | 44
S6 nhip tim | 2530 | 2661 | 2806 | 2948 | 3080

St dung dit liu dé wéc lugng nhip tim ciia ciia bénh nhan sau 42 phit bing cach
stt dung cat tuyén giita nhitng diém cé thoi gian cho nhu sau

(a) t =36 vat = 42.

(b) ¢ = 38 va t = 42.

(c) t = 40 va t = 42.

(d) t = 42 va t = 44.

Két luan ctia ban la gi?

3. Diém P(2, —1) nam trén duong cong y = 1/(1 — ).

(a) Néu Q(z,1/(1 — x)), stt dung may tinh bo tai tinh chinh xac dén séu chit s6
thap phan heé s6 goc ciia cat tuyén PQ véi

=15, 1.9, 1.99, 1.999, 2.5, 2.1, 2.01, 2.001.

b) Stt dung két qua trong cau a dé tim gia tri ciia he s6 géc clia tiép tuyén tai diém
P.

(¢) Tim phuong trinh tiép tuyén trong cau b.
4. Diém P(0.5,0) ndm trén dudng cong y = cos 7.

(a) Néu Q(z,cosmr), st dung may tinh bo tai tinh chinh xéc dén sdu chit s6 thap
phan hé sb goc cla cat tuyén PQ véi

=0, 0.4, 0.49, 0.499, 1, 0.6, 0.51, 0.501.

b) Stt dung két qua trong cau a dé tim gia tri ciia he s6 géc clia tiép tuyén tai diém
P.

(¢) Tim phuong trinh tiép tuyén trong cau b.

(d) V& duong cong, hai dudng céit tuyén va dudng tiép tuyén trén cting do thi.

5. Mot qua bong duge ném vao khong khi véi van toc 40 feet /s, do cao ctia n6 theo
feet sau ¢ giay dugce cho béi phuong trinh y = 40t — 16¢2.

(a) Tim van toc trung binh cho khoang thoi gian bat dau tir ¢ = 2 va két thic sau
0,5, 0.1, 0.05, 0.01 giay.

(b) Udc lugng van toc titc thoi tai t = 2.
6. Néu mot hon da duge ném lén 6 Sao Hod véi van toc 10m/s, chiéu cao clia no6
sau t giay dugc cho béi y = 10t — 1.86t2.

(a) Tim van toc trung binh cho cac khoang sau

[1,2], [1,1.5], [1,1.1], [1,1.01], [1,1.001].
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(b) Ué6c lugng van toc titc thoi tai ¢t = 1.
7. Bang du6i mo ta vi tri cia mot ngudsi di xe dap.

t(giay) (O] 1 | 2] 3 [ 4 [ 5
s (mét) | 0| 1.4 51107 | 17.7 | 25.8

(a) Tim van t6c trung binh cho cac khoadng sau

[1,3], [2,3], [3,5], [3,4].

(b) Udc lugng van toc tite thoi tai t = 3.

8. Sy dich chuyén (theo cm) ctia mot phan ti di chuyén t6i lui trén mot dudng
thing dugc cho bdi phuong trinh y = 2sin 7t + 3 cos 7, ¢ tinh theo giay.

(a) Tim van toc trung binh cho céc khoang sau

[1,2], [1,1.1], [1,1.01], [1,1.001].

(b) Ué6c lugng van toc titc thoi ctia phan tif tai t = 1.

9. Diém P(1,0) nam trén dudng cong y = sin(107/z).

(a) Néu Q(w,sin(107/x)), st dung may tinh bé tii tinh chinh x4c dén bén chit s6
thap phan hé sb goc clia cat tuyén PQ véi

=2, 01.5, 1.4, 1.3, 1.2, 1.1, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9.

(b) Stt dung do thi ham s6 da cho dé giai thich vi sao nhitng hé s6 goc trong cau a
khong gan hé s6 goc clia tiép tuyén tai P.

(c) Bang cach chon nhitng cat tuyén thich hgp, wéc lugng hé s6 goc ctia tiép tuyén
tai P.

1.5 Gié6i han cia ham sb

Trong phan trude gisi han dude dua ra khi ta mudn tim dudng tiép tuyén cho
mot dudng cong hay van tdc ciia mot vat thé. Trong phan nay ching ta sé nghién ctiu
gi6i han mot cach tong quat va cac phuong phap s6 va hinh hoc dé tinh céc gisi han.

Hay xem xét tinh chét ctia ham s6 f dugce dinh nghia béi f(z) = 22 — z + 2 tai
cac gia tri clia x gan 2. Bang dudi day cho ta céc gia tri clia f(r) tuong tng véi cac
gia tri clia = gan 2 nhung khong bang 2.
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x f(z) x f(z)
1.0 | 2.000000 | 3.0 | 8.000000
1.5 | 2.750000 | 2.5 | 5.750000
1.8 | 3.440000 | 2.2 | 4.640000
1.9 | 3.710000 | 2.1 | 4.310000
1.95 | 3.852500 | 2.05 | 4.152500
1.99 | 3.970100 | 2.01 | 4.030100

1.995 | 3.985025 | 2.005 | 4.015025
1.999 | 3.997001 | 2.001 | 4.003001

Tu bang va do thi ham s6 f (mot parabol) trong hinh 1.5.1, ching ta thay ring
khi z gan 2 (ca hai phia ctia 2) thi f(z) gan 4. That vay, ching ta c6 thé chon
gid tri f(z) gan 4 tuy ¥ néu z da gan 2. Chang ta néi rang "gidi han clia ham s6
f(x) = 2% — 2 + 2 khi  tién t6i 2 1a 4". Ky hiéu cho phat biéu tréen 1a :

lim (2% — 2 +2) = 4.

r—2

Hinh 1.5.1: Khi 2 — 2 thi f(z) — 4.

Tong quat ching ta st dung ky hiéu sau.

1. Dinh nghia Gia st f(x) dugc dinh nghia tot khi x gan s6 a

(nghia & f duge dinh nghia trén khoang mé chita diém a, c6 thé khong chita diém a).
Khi d6 ta viét limy_q f(z) = L

va noi ring "gisi han ctia ham s6 f(x) khi x tién gan lai a 13 L" néu ta c6 thé lay bat ky
gia tri cia f(z) gan L bang céch lay cac gia tri x di gan a (nhung khong biang a).

Nguoi ta néi rang f(x) tién vé L khi x tién vé a. N6i cach khac, f(z) tién vé cang
gan L khi z tién vé cang gan a (nhung khong bang a). (Mot dinh nghia chinh xéac
sé ¢6 trong phan 1.7.)
Mot ky hiéu khac cho

lim f(x)

T—ra
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la
f(z) = Lkhiz —a

duge doc 1a " f(x) tién vé L khi z tién ve a".

Chii ¥ cum tt "nhung x # a" trong dinh nghia clia gi6i han. Diéu nay c6 nghia
1 viéc tim gi6i han cta f(x) khi z tién dén a, ching ta khong can xét x = a. Thuc
vay f(z) tham chi khong can dugce xac dinh tai x = a. Chi mot van deé la f duge
dinh nghia gan a nhu thé nao.

Hinh 1.5.2 1a do thi ctia ba ham s6. Chi y trong hinh (c) thi f(a) khong xac
dinh va trong hinh (b) thi f(a) # L. Khong ké dén ham s6 nhu thé nao tai a, cac
truong hgp trong hinh déu c6 lim,_,, f(z) = L.

[N I——. |
& b——————

(2} (1] ()

Hinh 1.5.2: lim,_,, f(z) = L trong cé ba trusng hop.

Vi du 29. Tim gia tri
.o —1
lim 5 .
z—1 x4 —1

Lai gidi. Ham s6 f(x) khong xac dinh tai = 1, nhung ta van c6 thé tim gidi han
lim,—1 f(z) theo dinh nghia ctia ham s6, ching ta xem xét cac gia tri clia = gan a
nhung khong bing a.

Bang duéi cho gia tri ctia f(z) khi x gan 1. Ching ta dy doan rang

r—1

ilgll 2 -1 =05,

z <l f(z) x>1 f(x)
0.5 0.666667 1.5 0.400000
0.9 0.526316 1.1 0.476190
0.99 | 0.502513 | 1.01 | 0.497512

0.999 | 0.500250 | 1.001 | 0.499750

0.9999 | 0.500025 | 1.0001 | 0.499975
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Vi du 29 duge minh hoa béi do thi trong hinh 1.5.3. Bay gid ta thay déi ham sb
f béang cach cho them f(1) = 2, ta goi 1a ham s6 g.

oo = { e

2 néux = 1.

Ham s6 g van ¢6 cling gidi han v6i f khi x tién dén 1. (xem hinh 1.5.4)

Hinh 1.5.4:

Vi du 30. Udc lugng gia tri cia

t24+9—-3

limt — 0
t2

Loi giai. Bang dudi liet ke mot s6 gia tri cia ham s6 khi ¢ gan 0.

t +1.0 £0.5 +0.1 +0.05 +0.01
% 0.16228 | 0.16553 | 0.166662 | 0.16666 | 0.16667

Khi ¢ tién dén 0 cic gia tri clia ham s6 c¢6 vé nhu tién gan dén 0.1666666... va vi vay

chiing ta dy doan rang
. vte4+9-3 1
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Trong vi du trén diéu gi sé xay ra néu ta chon t cang gan 0 hon. Bang duéi cho
ta mot vai két qud ma ta sé thay no kha la.

t £0.0005 | £0.0001 | £0.00005 | £0.00001

V493 | 0,16800 | 0.20000 | 0.00000 | 0.00000

Ta tinh ra cac gia tri khac nhau bang may tinh b tai nhung ta thu dugc gia tri
0 khi ¢ d nhd. Diéu nay c6 nghia la gi6éi han la 0 thay vi 1/6 ding khong? Cau tra
161 1a khong, gi6i han can tim la 1/6 va sé dugce chitng minh trong phan tiép theo.
Van dé 1a may tinh bé tii cho két qua khong ding béi vi v/t2 + 9 thi rat gan 3 khi
t nho. (Thuc vay, may tinh sé cho gia tri ctia Vt2 + 9 1a 3.000... néu ¢ di nho.)
Diéu tuong ti ciing x4y ra khi ta vé do thi ham s6

Vi2+9-3
) = ——F—
t
cia vi du 30 trén may tinh. Hinh (a) va (b) trong hinh 1.5.5 trinh bay khéa chinh
xac do thi clia ham s6 f va ciing dé dang thiy gi6i han can tim 14 1/6. Nhung khi
ta tap trung vao khodng gan 0 nhu trong hinh (c) va (d), ching ta sé thu dugce do
thi khong chinh xac, 1y do 1a bai toan ctia phép trir.

il L b ST N

i r. W |- / LY
nit B nlf l ¥ W

{2} [=5. 5] by [~0.1, 03] () [<0.1, 0.1] by <01, 0.3] {e) [=107%, 10 by [=0L1, 03] (i [=10°7, 00" by [ =011, 03]

Hinh 1.5.5: Cac do thi.

Vi du 31. Dy doéan gia tri cua

sinzx

z—0 T

Loi giai. Ham s6 f(x) = sinz/z khong xac dinh tai z = 0. St dung may tinh bd
tii, ta thu duge bang gia tri chinh xac dén 8 chit s6 thap phan.



72 HAM SO VA GIOI HAN
'I.I .
) o B
X
0 1
Hinh 1.5.6:
b'e sinx/x
+1.0 | 0.84147098
+0.5 | 0.95885108
+0.4 | 0.97354586
0.3 | 0.98506736
+0.2 | 0.99334665
£0.1 | 0.99833417
£0.05 | 0.99958339
£0.01 | 0.99998333
£0.005 | 0.99999583
£0.001 | 0.99999983

T bang va do thi trong hinh 1.5.6 ta du doan

sin x

=1
T

Du doan nay la dang va dugc ching minh trong chuong 2.

Hé théng dai s6 may tinh (CAS) CAS cé nhiing lénh dé tinh gidi han. Dé
tranh nhitng van dé gdp phdi nhu trong cdc vi du trong phan nay, CAS tim gidi han
bang nhiing phuong phdp phitc tap nhung chinh xdc hon nhu ding chudi vé han.
Néu ban dung CAS thi hiy dung lénh tim gidi han dé kiém tra két qud trong cdc vi
du va cau trd 107 ciia ban cho phan bai tap.

Vi du 32. Phan tich gia tri cta

Loi giai.
f(z) v6i x gan 0, ta c6

. .
lim sin —.

X

Ham s6 f(z) = sin Z khong xac dinh tai 0. Ta tinh mot vai gia tri clia

f(1) =sinm =0,

f(1/2) =sin27r =0
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f(1/3) =sin3r =0,  f(1/4) =sindr =0
£(0.1) =sin10m =0,  f(0.01) = sin 1007 = 0.
Tuong tu, f(0.001) = £(0.0001) = 0. Vi vay, ching ta du doan

. . T
limsin— =0
x—0 X

nhung dy doan nay 1a sai. Cha y rdng mac du f(1/n) = sinnm = 0 v6i moi s
nguyén n nhung né ciing ding véi vo han gia tri  gan 0 sao cho f(z) = 1. Ta ¢6
thé nhin thay diéu nay qua do thi ham s6 f nhu trong hinh 1.5.7.

¥ = sim{w/x)

-

Hinh 1.5.7:

Dudng thing nét ditt gan truc toa do y dé cap ring gia tri clia ham s6 y = sin(r/x)
dao dong quanh 1 vA —1 vo han 1an khi z gan 0. (xem bai tap 43.)

Bdi vi gia tri cia ham s6 f(z) khong tién gan dén mot s6 c¢d dinh khi z tién dén 0,
lim, (7 /x) khong ton tai. m|

lim (27 + cos T
z—0 10000 /

Loi gidi. Ta xay dung bang gi tri cia ham s6 khi z gan 0.

Vi du 33. Tim

s [P
1 1.000028
0.5 0.124920
0.1 0.001088
0.05 | 0.000222
0.01 | 0.000101

T bang trén ta dy doan

cos bx
li 3 =
250 ("T * 10000) 0

Ta xay dung mot bang khac nhu sau.
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3 COS b
x " + To000

0.005 | 0.00010009
0.001 | 0.00010000

T bang nay ta lai du doan

lim <x3 4 98 596) — 0.0001.

z—0 10000

Sau nay ta sé biét lim,_,gcosx = 1 nén gi6i han can tim chinh xac 1a 0.0001.

Cac vi du 32 va 33 minh hoa mot s6 "cam bay" khi du doan gia tri ctia gidi han.
Ta sé& dé dy doan sai gi6i han néu ta chon cac gia tri ctia  khong phit hgp, nhung
kho khiin dé biét dugce khi nao ta khong can tinh thém cac gia tri. Nhu trong vi du
30 may tinh bé ti thinh thoang tinh sai cac gia tri. Tuy nhién trong phan tiép theo
chiing ta sé phat trién cdc phuong phap dé dang tinh toan cac gidi han.

Vi du 34. Ham Heaviside H dugc dinh nghia béi

0 néut<O0
H(t)_{ 1 néut>0.

(Ham s6 nay dugce dat ten theo mot ki su dien Oliver Heaviside (1850 — 1925) va
duge st dung dé mo ta trang thai ctia mot dong dién duge bat cong tac tai thoi
diém ban dau t = 0. )

Vi

Hinh 1.5.8: Ham Heaviside.

Khi ¢ tién dén 0 ti bén trai thi H(¢) tién veé 0. Khi ¢ tién dén 0 tit bén phai thi H (¢)
tién vé 1. Nghia 1a H(t) tién vé nhiéu gia tri khi ¢ tién gan vé 0. Ta néi khong ton
tai limy_0 H ().

Gidi han mo6t bén
Chiing ta chi ¥ rang trong vi du 34, H(t) tién gan vé 0 khi x tién vé 0 tur beén trai
va H(t) tién gan vé 1 khi z tién vé 0 tit ben phéi. Ta viét bang ky hiéu cho truong
hgp nay nhu sau

lim H(t)=0  lim H(t) = 1.

t—0— t—0t
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Ky hiéu t — 0~ néi rang ta chi xem xét cac gia tri ctia ¢ nhé hon 0. Tuong t,
t — 07 noi riang ta chi xem xét cac gia tri ctia ¢ 16n hon 0.

2. Dinh nghia Ching ta viét

lim, ,,- =L
va néi rang giéi han trai ciia ham s6 f(x) khi x tién dén a (hay gidi han clia
khi  tién dén a tit bén trai) 14 L néu néu ta c6 thé lay bat ky gia tri clia
gan L bang cach lay céc gia tri x di gan a va nhé hon a.

f(x)
f(x)

Cha ¥ rang dinh nghia 2 chi khac véi dinh nghia 1 & chd z phai nhé hon a. Tuong
tu, néu ta yeu cau x 16n hon a ta sé c¢6 "giéi han bén phai ctia f(z) khi z tién dén
ala L" va ky hiéu la

lim = L.

z—at

Vi vay ky hieu "z — a™" chi c¢6 nghia la ta xem xét & > a. Cac dinh nghia nay
dugc minh hoa trong hinh 1.5.9.

fimd ) L1 e
| ¥ = & : 0 - & :

(2} lim fizj=L 1] Iim: flxj=L
Hinh 1.5.9: Giéi han bén trai va bén phai.

Béng cach so sanh vé6i dinh nghia 1 véi dinh nghia cia giéi han mot bén, ta phat
biéu ménh dé sau:

3. limgyq f(2) = L khi va chi khilim, - f(z) = L valim, ,,+ f(z) = L. |

Vi du 35. D thi ham s6 g nhu trong hinh 1.5.10. Stt dung n6é dé khing dinh nhiing
gi4 tri sau ton tai hay khong?

a. lim g(z) b lim g(z) ¢ limg(x)

T2~ z—2+ T2

d. lim g(z) e lim g(z) f. limg(z).
5~ z—5t z—5
Loi giai. Tu do thi clia ham s6 trong hinh 1.5.10, ta thay céc gia tri g(z) tién vé
3 khi z tién vé 2 tit bén trai, nhung chtng tién vé 1 khi z tién vé 2 tit bén phai. Do
vay ta co
a. lim g(z)=3 b lim g(z)=1.

T2~ r—21
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Hinh 1.5.10: y = g(x).

Vi 3 # 1, nén tit ménh dé 3 ta suy ra lim,_,2 g(x) khong ton tai. Cling tit do thi ta
co
d. lim g(z)=2 e lim g(z)=2.

T—5~ z—5t

Bdi vi gi6i han bén trai va giéi han bén phai cling bang 2, nén theo ménh dé 3 ta c6

f. lim g(x) = 2.

T—5
Chu y rang g(5) # 2. O
Gidi han vb6 cuc
Vi du 36. Tim lim,_,o x—lg néu ton tai.
L&i giai. Khi z gan 0 thi 22 ciing gan 0 v khi d6 1/2? tré nén rat lén. (Xem
bang dudi) Thue vay tit dd thi ctia ham s6 f(x) = 1/2? trong hinh 1.5.11, gia tri

ciia f(z) duge lay 16n bat k¥ bang cach 1ay x di gan 0. Vi vay céc gid tri ctia f(x)
khong tién dén mot s6, vi vay lim,_0(1/22) khong ton tai.

z +£1 | +£0.5 | £0.2 | £0.1 | £0.05 | £0.01 | £0.001
/22 1 4 25 100 400 | 10000 | 1000000

Hinh 1.5.11: y = 1/22.
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Dé dé cap dén tinh hudéng nhu trong vi du 36 ta ding ky hiéu sau

Diéu nay khong c6 nghia Ia chiing ta xem oo 134 mot s6 hay gidi han trén ton tai. Ma
né chi don gidn nhan manh trudng hop dic biet 1a gidi han khong ton tai, 1/2% c6
thé 1ay gia tri 16n bat ky bing cach lay = du gan 0.
Téng quat ta viét

lim f(z) = o0

r—a
dé chi riang cac gia tri ctia f(x) c6 khuynh huéng cang 16n hon (hay tiang khong cé
chén) khi x cang gan a hon.

4. Dinh nghia Cho ham s6 f dugc dinh nghia (xac dinh) trén ca hai bén
clia a, c6 thé khong xac dinh tai a. Khi dé6

lim,_, f(z) = 00
c6 nghia la cac gia tri clia f(x) c6 thé duge lay 16n bat ky (16n nhu ta
mong mudn) bang cach lay z di gan a nhung khong bang a.

Mot ky hiéu khac ctia lim,_,, f(x) = oo 1a
f(x) — oo khi  — a.

Nhic lai, ky higu oo khong 1a mot sé6 nhung biéu thic lim, . f(z) = oo thudng
dugce doc 1a
gi6i han ctia f(z) khi z tién vé a 1a vo cuc

f(z) tién vé vo cyc khi z tién vé a
f(z) tédng len khong c6 chin khi z tién vé a

Dinh nghia nay dugc minh hoa nhu trong hinh 1.5.12.

y= J".: T

Hinh 1.5.12: lim,_,, f(z) = oc.
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Tuong tu cho gidi han clia ham s6 ma nhé bat ky khi x cang gan vé a, ta c6 dinh
nghia 5 sau va minh hoa trong hinh 1.5.13.

5. Dinh nghia Cho ham s6 f dugc dinh nghia (xac dinh) trén ca hai bén
clia a, c6 thé khong xac dinh tai a. Khi dé

lim,_,q f(z) = —00
c6 nghia la cac gia tri clia f(x) c6 thé duge lay nhd tuy y (nhd nhu ta
mong muoén) bang cach lay = di gan a nhung khong bang a.

F&

Hinh 1.5.13: lim,_,, f(z) = —oc.

Ky hieu lim,_,, f(z) = —oo dugc doc 1a "giéi han ctia f(z) khi z tién dén a la am
vo cyc" hay "f(x) gidm v6i khong chén khi  tién dén o". Mot vi du la

| < 1 >
lim —— | = —oo.
z—0 x

Tuwong ty ta ciing c¢6 dinh nghia mot bén cho giéi han vo cuc

lim f(z) = oo lim+ flx) =00
lim f(z) = —o0 lim+ f(z) = —o0

ghi nhé rang "z — a~" nghia 1a ta chi xem xét cac gid tri cia  nhé hon a va

"z — a™" nghia la ta chi xem xét cic gia tri clia = 16n hon a. Minh hoa céc gidi
han trén bang hinh 1.5.14.

6. Dinh nghia Duong thing 2 = a dudc goi 1a dudng tiém can ding
cia dudng cong y = f(x) néu it nhat mot trong cac khang dinh sau ding

lim, 4 f(.’E) =0 lim,_,q- f(w) =00 lim,_,,+ f(x> =0
lim,_,q f(z) = —00 lim,_,,- f(x) = —c0 lim,_,,+ f(x) = —o00
Chéng han truc toa do y la tiém can ding ciia dudng cong y = 1/2% vi

limg 0 1/2%2 = co. Trong hinh 1.5.14 dudng thang r = a I tiém can ding cho
cé bon trudng hgp. Mot cach tong quat dudng tiem can gitp ta vé do thi dé& dang hon.
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e e =

{2} lim fx) = o () lim fix) == [} lim fix)= =2

Hinh 1.5.14: Gi6i han v6 cuyc ting phia.

Vi du 37. Tim giéi han

1m .
=3+ T —3 z—3- T — 3

d} l'irr! flx) = =oo

Loi gidi. Néu z gan 3 nhung 16n hon 3, thi mau s6 z — 3 14 mot s6 duong gan 0 va
tlt 86 22 gan 6. Vi vay thuong 2x/(z — 3) 1a s6 duong rat 16n. Vi vay ta néi

. 2z
lim
=3+ x — 3

= OQ.

Tuong tir khi 2 gan 3 nhung nhé hon 3 thi 2 — 3 gan 0 va 1a s6 am. Do vay

. 2x
lim
x—=3— T — 3

== —0OQ.

Do thi cia dudng cong y = 2z/(z — 3) nhu trong hinh 1.5.15. Dudng théng » = 3 14

tiém can ding.

Hinh 1.5.15: D6 thi vi du 37.

Vi du 38. Tim cac dudng tiém can ding cho dudng cong f(z) = tanx.

Lai giai. Vi
sinx
tanx =

cosx

a
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nén ta c6 tiem can ding khi cosz = 0. Thyc vay, vi cosx — 07 khi x — (7/2)” va
cosx — 0~ khi z — (7/2)" va trong khi sinz thi duong véi x gan 7/2 nén

lim tanxz = oo va lim tanxz = —oo.
xz—(m/2)~ z—(mw/2)t

Diéu nay suy ra dudng thing x = 7/2 13 mot tiém can ding. Tuong ty ta chi ra
ring cac duong thang z = (2n + 1)7/2 v6i n nguyen la tat cd cac tiem can ding
ciia f(z) = tanz. Do thi trong hinh 1.5.16 cho ta thay diéu do.

Hinh 1.5.16: y = tanx.

O
Bai tap 1.5.
1. Giai thich bang 18i phuong trinh sau
li =5.
lim f(z) =5

Khéng dinh trén con ding khong néu f(2) = 37
2. Giai thich cac phuong trinh sau c6 nghia gi

lim f(z)=3va mlg&f(x) ="T.

r—1—

Vay lim, 1 f(z) ¢6 ton tai khong?
3. Giai thich ¥ nghia ctia cac biéu thic sau

li = oo va li = —co.
Jim f(z) =oova lim f(z) = —oo

4. St dung do6 thi dudi dé tim gia tri cac dai lugng sau néu ton tai. Néu khong ton
tai giai thich vi sao?

a. lim f(z) b. 111;1+f($) c. lim f(x)

r—2~ r—2

A f2) e lim f(r) S f(4).
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5. Stt dung do thi dudi dé tim gia tri cac dai lugng sau néu ton tai. Néu khong ton
tai gidi thich vi sao?

a. l;rrif(x) b. lim f(z) ¢ lim f(x)

T3~ z—31

d. igr:l))f(x) e. f(3).

1 =
= . . . |.:'.
1 '-.x N
. H'I._* %
. "
i 2 4 I

6. Sit dung do thi dudi dé tim gié tri cac dai luong sau néu ton tai. Néu khong ton
tai gi&i thich vi sao?

a. lim h(z) b lim h(z) c lim h(x)

x——3~ z——3t z——3
d. h(=3) e. lim h(z) f. lim h(z)
x—0~ xz—0t
g. il_r}l})h(m) h. h(0) . il_)r%h(m)

j.- h(2) k. lim h(z) . lim h(z).

z—5t T—b~

7. St dung do thi dudi dé tim gia tri cac dai luong sau néu ton tai. Néu khong ton
tai gidi thic vi sao?
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8. Cho ham s6 R c¢6 do thi nhu trong hinh duéi, tim cac gia tri sau néu ton tai.
a. lim R(z) b. lim R(z)
T—2 T—5
c. lim R(z) d. lim R(x)
z——3" z——3%1

e. Tim céc tiém can ding.

9. Cho ham s6 f c¢6 do thi nhu trong hinh dudi, tim cac gid tri sau néu ton tai.

a. i f(@) b lm f@@) e lim f@)
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d.

lim f(x)

z—6~

€.

83

f. Tim cac tiém can ding.

lim f(x)

z—61

f(t) sau t gi¢ dugc cho trong hinh dudi. Tim

10. Mot bénh nhan dudc tiem 150 mg thudc sau mdi 4 gic. Do thi clia lugng thude

li t) va
g fE) v

li /
lim f(t)

va gidl thich sy quan trong ctia nhiing gidi han mot bén nay.

g

4 B
11.

T
12.

2—x néuzx>1

1+sinz néuz<

cosrx nbul0<z<m

sinx néux>m

116

Hinh 1.5.17: Bai tap 10.

11 — 12. Vé do thi méi ham s6 sau va tim cac gia tri a sao cho lim,_,, f(z) ton tai

142 néuzxz<-—1
2

néu —1<zx<l1

0
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13 — 14. St dung do thi ham s6 dé khang dinh gidi han sau néu ton tai

a. lim f(x) b. lim f(z) c. lim f(x)

z—0~ z—0t z—0

13. f(z) = ﬁ

14. f(x) = A2

15 — 18. Vé do6 thi cho mot vi du cia ham s6 thod man diéu kién cho truée.

15. lim,_,o- f(x) = —1, lim,_,o+ f(z) =2, f(0) = 1.

16. lim, o f(z) = 1, lim,_,3- f(x) = =2, lim,_,3+ f(x) =2, f(0) = -1, f(3) = 1.
17. lim,_ 3+ f(z) =4, lim,_,3- f(z) =2, limy—,_o f(z) =2, f(3) = =3, f(-2)=1.
18. lim,_,o- (iL') = 2, lim, o+ f(x) = 0, lim, 4~ f(.ili‘) = 3, lim, 4+ f(:B) =0,
F0) =2, f(4)=1. \ / 7
19 — 22. Dy doan gia tri ciia gi6i han bang cach tinh gié tri cia ham so6 tai cac diem
cho truée (tinh ding dén 6 chit s6 thap phan.)

19.

. 2 — 2x
hm27
=2 x4 —x — 2

z = 2.5,2.1,2.05,2.01,2.005, 2.001, 1.9, 1.95, 1.99, 1.995, 1.999.

20.
i 2 — 2r
x1—>1112 1,‘2 — r — 2
z =0,-0.5,-0.9,-0.95,—-0.99, —0.999, —2, —1.5,—1.1, —1.01, —1.001.
21.
. sin x
lim ———
z—0 x + tanx

r = +£1,+0.5,£0.2, +£0.1, £0.05, £0.01.

22.

5 _
. (24 h)® — 32
h—0

h = +0.5,40.1,£0.01, +0.001, £0.0001.

23 — 26. Dung bang gia tri dé uéc luong gidi han. Néu ban c6 may tinh c6 thé vé
do thi, diing né dé kiém tra két qua ciia ban.

23.
o Vr+4-2
lim —m—.
x—0 x
24.
tan 3z
im .
z—0 tan bx
25.
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26.
9* — 5T
lim .
x—0 xT

27.
(a) Bing cach vé do thi ham s6 f(x) = (cos2x — cosz)/2? v "zoom" phéng to vio
diém ma do thi cit truc toa do y, wée lugng gia tri lim, o f(z).
(b) Kiém tra lai két qua ctia ban bang cach tinh f(x) véi cac gia tri x gan 0.
28.
(a) Uéc lugng gia tri cia
sinz

lim —
2—0 sin T2
bing cach dua vao do thi ham s6 f(z) = sinx/sin(nz). Khing dinh két qui ding
dén 2 chit s6 thap phan.
(b) Kiém tra lai két qua ciia ban bing cach tinh gid tri f(z) v6i cac gia tri = gan 0.
29 — 37. Xac dinh cac gi6i han vo cyc sau

2 2
29 lim Z7° 80 lim L~ =
z——-3+ T+ 3 r——-3—- T+ 3
2—x r—1
31. im —. 32. lim ———.
] (x —1)2 250 22(z +2)
-1
33. lim ————. 34 lim cota.
e—s—2+ 12 (2 + 2) z—m
2
-2
35. lim zcscz. 36. lim 2307;10
27— z—2— 14 —4xr +4
2
o —
37, lim L 28
z—2+ 22 — 5 + 6
38.
(a) Tim tiém can ding ctia ham s6
_ 2 +1
Y= 30—

(b) Kiém tra lai két qua ctia ban bing cach vé do thi.

39. Xéc dinh lim, ,;- - valim, )+

(a) bing cach tinh cac gia tri f(x) = 1/(2® — 1) v6i cac gid tri = tién vé 1 tit bén
trai va tir bén phai.

(b) bang ly luan nhu trong vi du 37.

(c) bang do thi ctia ham sb f.

40.

(a) Bing cach vé do thi ham s6 f(z) = tanz/z va phéng to vao diém ma do thi di
qua truc toa do y, uéc lugng gia tri ctia lim, o f(x).

(b) Kiém tra két qua trén bing cach tinh gia tri cia f(z) khi cac gia tri x gan 0.
41.
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(a) Tinh gia tri ham s6 f(z) = 2% — (2%/1000) v6i x = 1,0.8,0.6,0.4,0.2,0.1,0.05 va
dy doan gia tri claa

lim ( 22 — 2

20 1000 /)

(b) Nhu cau a nhung thay = = 0.04,0.02,0.01, 0.005,0.003, 0.001.

42.

(a) Tinh h(z) = (tanz — x)/23 v6i z = 1,0.5,0.1,0.05,0.01, 0.005.

(b) Du doan gia tri lim,_,o h(x).

(¢) Tinh gi& tri ctia h(x) cho nhiing gia tri nhoé dan ctia = cho dén khi gia tri cta
h(z) bang 0. Ban c¢6 chic 1a két qua ctia ban & cau b 1a ding khong? Giai thich vi

sao ban thu dugc gia tri 0 nhu trén. (O phan 6.8 mot phuong phap tinh giéi han sé
dugce giai thich.)

(d) V& do6 thi ham s6 trong hinh chit nhat [—1, 1] x [0, 1], sau d6 phong to vao nhiing
diém ma do6 thi di qua truc toa do y. Udc lugng gii han ctia h(z) khi z tién dén 0.
Tiép tuc phéng to dén khi ban quan sat duge nhiing syt khong ro rang. So sanh két
qua véi cau c.

43. Vé do thi ham s6 f(x) = sin(w/x) trong hinh chit nhat [-1,1] x [~1,1]. Sau d6
phéng to diém gbc toa do vai lan. Néu nhan xét clia ban vé ham sb nay.

44. Trong thuyét tuong doi, khoi lugng ctia phan ti ¢6 van tdc v 1a

mo
V1—v2/c?

& day mg 1a khdi lugng clia phan ti khi ding yén va ¢ 1a van tdc anh sdng. Chuyén
gl xay ra néu v — ¢ ?

45. Sit dung dd thi ctia ham s6 dé uée lugng phuong trinh dudng tiém can ditng ctia
duong cong

y =tan(2sinz) —nw<z<m.

Tim cac phuong trinh chinh xac ctia dudng tiém can ding.
46.
(a) St dung tinh todn va do thi dé du doan gia tri

=1

V-1

(b) Héi x gan 1 nhu thé nao dé chac chin ring ham s trong cau a cach gidi han
ctia n6 khong qué 0.57

lim
x—1

1.6 Cac quy tac tinh gigi han ctia ham s6

Trong phan trude, ching ta da si dung méy tinh va do thi dé du doan céc gisi
han, nhung khong phéai ltc nao ciing dy doan dung véi két qué chinh xac. Vi vay
trong phan nay ching ta st dung cac tinh chat sau clia gidi han, goi 1a cdc quy tdc
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ctia gidi han, dé tinh giéi han.

Quy tac gisi han Gia sit ¢ 1a mot hing s6 va cac gidi han
limg o f(2) va lim,_,, g(x)
n tai. Khi do,
limg o [f(7) + g(2)] = limgq f(2) + limg 4 g(z).
lim, o [f(z) — g(x)] = limy—yq f(x) — limy_y, g(2).
limg—afcf(2)] = climg—q f(2).
[

lim, f( ) ( )] = limg 4 f( ) limg 4 g(dj)

f( ) 11mz~>af( )

limg,_ ., 4 'g(z) = Timaoe g(z) néu lim, 4 g(z) # 0.

t

A S =

Nam quy tic trén duge khing dinh bing 16i nhu sau
1. Gidi han ciia mot tong bing tong cic gidi han. (quy tic cong)
2. Gi6i han ctia mot higu bang higu céc gi6i han. (quy tac trir)

3. Gidi han ctia tich ctia mot hing s6 v6i mot ham s6 bang tich cia hing s6 do6
v6i gidi han ham s6 . (quy nhac nhan hing s6)

4. Gi6i han clia mot tich bang tich cac gidi han. (quy tic nhan)

5. Gi6i han clia mot thuong bang thuong cic giéi han (néu giéi han dusi mau
khéc khong). (quy tic thuong)

RAt dé dang dé tin tudng ring cic tinh chat trén 1a ding. Ching han, néu f(z)
gan L va g(z) gan M, mot cach hop 1y ta c6 f(x) + g(x) gan L + M. Diéu nay cho
ta mot cd sé tryc quan dé tin ring quy tic 1 ding. Trong phan 1.7 ta sé dinh nghia
mot cach chinh xac gidi han va diing n6é dé chitng minh quy tic nay. Ching minh
clia cac quy tac con lai duge cho trong phu luc F.

Vi du 39. St dung céac quy tic giéi han va do thi ham s6 f, ¢ trong hinh 1.6.1 dé
tinh cac gia tri sau

a. lim [f(z) +5g(x)] b lim[f(z)g(x)] ¢ lim f(z)g(z).

T——2 z—1 T—2
Loi giai.
(a) Tt cac do thi ham s f va g ta thay

xl_1>n£12f(a:) =1va CEl_l)rr_gg(nt) =—-1.

Dung quy tiac 1 va quy tac 3 ta c6

lim[/(x) +59(x)] = lim_f(z) + lim_59(x)

T——2 r——2

= lim f(z )+5x1_i>rr_12g(x):1+5(—1):—4.

T——2
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I
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Hinh 1.6.1: Vi du 39.

(b) Ta c6 lim,—,1 f(z) = 2, nhung lim,_,1 g(x) khong ton tai vi

lim g(z) =-2 lim g(z) = —1.
z—1— g( ) z—1+ g( )
Vi vay ta khong thé ap dung quy tic 4 dé tim giéi han mong muén. Nhung bing
cach st dung quy téc 4 ta c6 thé tim dugc giéi han mot ben
lim [f(z)g(z)] =2(—2) = —4 lim [f(z)g(x)] =2(—1) = —2.
z—1 r—1t
Gi6i han bén trai v bén phai khac nhau, vi vay gi6i han lim,_,1[f(x)g(x)] khong
ton tai.
(c) Bang do thi ta thay
li ~14va li =0.
lim f(x) va lim g()
Bé&i vi mau s6 ctia thuong can tim c6 gisi han 1a 0, ta khong thé sit dung quy téc 5.
Gi6i han can tim khong ton tai vi mau sb tién vé 0 trong khi t¢ s6 tién vé mot sd
khac 0. a

Néu ta stt dung quy tac nhan 1ip lai nhiéu lan cho g(z) = f(x) ta thu duge

6. lim, o [f(2)]" = [limg—q f(2)]™ v6i n 1a mot s6 nguyén duong. ‘

Ta c6 hai quy tac dic biét sau

7. lim, .,c=c
8. lim; .,z = a.

Nhitng gi6i han nay thi hién nhién tit trgc quan (khéng dinh ching bing 15i hay
vé do thi y = ¢ vd y = x), tuy nhién chitng minh dya trén dinh nghia chinh x4c cta
gi6i han cling dugc yéu cau (xem bai tap trong phan 1.7).

Ta dit f(z) = z trong quy tic 6 va quy tic 8, ta thu dudc gidi han dic biet
khac
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’ 9. lim,_,, 2" = a" véi n 14 mot s6 nguyén duong.

Gidi han tuong tu cho phép lay can (véi can bac hai duge chiing minh trong bai
tap 37, phan 1.7).

10. lim, ., /2 = /a véi n 1a mot s6 nguyén duong.
(Néu n chén thi ta gid st a > 0.)

Téng quat hon, ta c6 quy tic sau (duge chiing minh trong phan 1.8 )

11. lim,_,, ’\L/f(ac) = {L/limz_,a f(x) v6i n 1a mot s6 nguyén duong.
(Néu n chén thi ta gid st lim,_,, f(z) > 0.)

Vi du 40. Tinh céc gi6i han sau va giai thich ting budc

34222 -1
a. lim(22% —3z+4) b lim L2 1
r—5 r——2 H—3x

LOI GIAI
(a)
lim (222 — 3z 4 4) = lim (22%) — lim (3z) + lim 4 (quy tdc 2 va 1)
r—5 r—5 r—5 z—5
. 2 . . <
pr— —_— 4
29%1_%(3: ) 3311_)11%90 + il_)ﬁ% (quy téc 3)
=2(5%) — 3(5) + 4 (quy tic 9,8,7)
= 39.

(b) Chung ta bat dau bang quy tac 5, nhung trude hét ta phai chic chin rang gisi
han trén c6 gidi han & ti s6 v mau s6 ton tai v gi6i han miu s6 khac khong.

. 23 4+222 -1 limg, o2 +22% 1)
im =
z—>-2 5 —3x lim,_,_o(5 — 3z)

(quy téc 5)

_ limxﬁ,g.x?’ + QIimxﬁ,’Q 22 —limy_, o1 (quy the 1,2,3)
lim, , 95 —3lim; , ox
(-2 42(-2)%-1
B 5—3(-2)

1

11

(quy tac 9,8,7)

a

Nhan xét : Néu f(r) = 22?2 — 3z + 4 thi f(5) = 39. Néi cach khac thi ching ta
thu dugc gidi han trong vi du 2a bang cach thay 5 vao biéu thic f(x). Tuong tu
ta thay truc tiép —2 cho x trong vi du 40(b) ta ciing c6 két qua chinh x4c can tim.



90 HAM SO VA GIOI HAN

Nhitng ham s6 trong vi du 40 13 ham da thiic, ham phan sb. Cac quy tac gisi han
c6 thé dimg phuong phap thay thé tryc tiép nhu trén cho cac ham sé nhu thé (xem
bai tap 55 v 56). Ta phat biéu nhu sau:

Tinh chit thay thé truc tiép
Néu f 1a ham da thitc hay ham phan sd v& a nam trong mién xac dinh ctia f thi

limg_, f(z) = f(a).

Nhitng ham s6 c6 "tinh chat thay thé tryc tiép" ducc goi 1a lién tuc tai a va sé
duge nghién cttu trong phan 1.8. Tuy nhién, khong phai tat ci cac gidi han c6 thé
tinh toan bang cach thay thé tryc tiép nhu nhing vi du sau day.

Vi du 41. Tim giéi han

L&i giai. Dat f(z) = (#2—1)/(z — 1). Chiing ta khong thé tim gi6i han bing cach
thay thé = 1 vi f(1) thi khong xéac dinh. Ching ta ciing khong thé ap dung quy
tac thuong vi gidi han mau s6 bang 0. Ching ta nhan thiy ti s6 c6 thé phan tich
thanh nhan t&

2-1 (z+1)(z—1)
x—1 x—1 '
Tt s6 va mau s6 ¢6 nhan ti chung 1a x — 1. Khi lay gi6i han v6i x gan 1, ta c6 x # 1
hay x — 1 # 0. Vi vay ta triét tiéu nhan ti chung va tinh giéi han nhu sau
2
-1 1 -1
i &L i EFVEZD iy 2o

z—1 x— 1 z—1 r—1 z—1

|

Gi6i han trén sinh ra tit phan 1.4 khi ta tim tiép tuyén cho parabol y = z? tai
diém (1,1).

Nhan xét: Trong vi du 41 chiing ta da tinh gi6i han ctia ham s6 f(x) bang cach
tinh giéi han mot ham s6 don gidn hon g(z) = x+ 1. Diéu nay hop ly vi f(x) = g(x)
ngoai trit = 1, trong gisi han « tién dén 1 thi ching ta khong xem xét « = 1. Tong
quat ta cé dieu sau :

Néu f(x) = g(x) khi x # a thi lim,_,, f(x) = lim, 4 g(2).
(néu céc giéi han ton tai)
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Hinh 1.6.2: D6 thi ham s6 f, g trong vi du 41 va 42.

Vi du 42. Tim lim,_,; g(z) v6i

g(x):{ r+1 néux#1

m néuzx=1.

Loi giai. Ham s6 g duge dinh nghia tai 1 va g(1) = 7, nhung gi6i han ctia ham s6
g khi z tién vé 1 thi khong phu thuoc vao gia tri g(1). Tt g(z) = z + 1 v6i z # 1,
ta co

li =1 1) =2.

im g(x) = lim (z +1)

rz—1
Od

Chi ¥ rdng céc gia tri cia ham s6 trong vi du 41 va 42 thi dong nhat ngoai tri
tai z = 1 (xem hinh 1.6.2) va vi vay chtng c6 cung gidi han khi x tién veé 1.

Vi du 43. Tinh

2 _
lim B9
h—0 h
Loi giai. Ta dat
2 _
Fh) = (3 +f;) 9

chiing ta khong thé tinh gi6i han trén biang cach thay h = 0 vi F(0) khong xac dinh.
Nhung ta c6

_ (9+6h+h*) -9  6h+h?

F(h) = = h.
(h) Y Y 6+

Vi vay ta c6
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Vi du 44. Tim

. Vt*+9-3

lim ————.

t—0 12
Loi giai. Ta khong thé ap dung quy tic thuong vi gisi han ciia mau s6 14 0 khi ¢
tién vé 0. Bing mot vai tinh toan dai s6 co ban ta c6

V2 +9-3 . VE24+9—-3 Vt24+9+3

lim ———— = lim

-0 t2 =0 t? V21943
. (#+9 -9
= lim
=0 t2(Vt2 + 9+ 3)
2
= lim
=0 t2(Vt2 + 9+ 3)

1
= lim ———
=0 24943

1

limy,o(t2 +9) + 3

_ 1 _ 1
S 3+3 6
Két qua nay xac nhan lai két qua dy doan trong vi du 30 phan 1.5. |

Mot s6 gidi han dude tinh tét nhat bang cach xac dinh cac gi6i han bén trai va
bén phai. Dinh 1y dudi day nhic lai két qua ma ta da thio luan trong phan 1.5. N6
noéi rang gidi han ton tai néu cac gidi han ting phia ton tai va bang nhau.

1. Dinh ly
lim,_,q f(z) = L khi va chi khi lim,_,,~ f(x) = L = lim,_, .+ f(x).

Khi tinh cac giéi han mot bén, ta chi ¥ cdc quy tac gi6i han ciing ding cho cac
giéi han mot beén.

Vi du 45. Chi ra rang lim, o |z| = 0.
Loi giai. Nhé lai rang
x néux>0
o = —z mnéuz < 0.
Vi vay
lim |z| = lim z =0.
z—0t z—07t

lim |z| = lim (—z) =0.
z—0~ z—0~

Theo dinh Iy 1 ta c6 lim, o |z| = 0. O
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Hinh 1.6.3: Do thi ham s6 trong vi du 45.

Vi du 46. Chitng minh réng

|z
lim u
x—0 X
khong ton tai.
Loi giadi. Ta cé
hmu:hmf:hmlzl
z to0+ T T to0t+ T z—0*
. T . —T .
lim u = lim — = lim —-1=-1.
z to0— T z to0— X z—07t

T giGi han bén trai va bén phai khac nhau va dinh 1y 1 ta suy ra giéi han da cho

khong ton tai. Hinh 1.6.4 1& do thi ham s6 f(z) = |z|/z.

Hinh 1.6.4: Do thi ham s6 trong vi du 46.

Vi du 47. Cho
Vr—4 néuzxz>1

8 — 2z néu zx < 4,

)= {

xac dinh limg_,4 f(x).
Lai giai. Ta co

lim f(z) = lim vz —4=+4—-4=0,
r—4t

r—4t

lim f(x)= lim (8 —2z) =8—2(4) =0.

r—4~ r—4~

a

Vi gidi han bén trai va bén phai bang nhau nén ta c6 lim, 4 f(z) ton tai va bang

0. Hinh 1.6.5 14 dd thi ham s f.

a
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Hinh 1.6.5: D6 thi ham s6 trong vi du 47.

Vi du 48. Ham phan nguyén 16n nhit duge dinh nghia la [z] = s6 ng
16n nhat nhé hon hodc bing x. (Ching han [4] = 4, [4.8] = 4, [1] = 3, [V2] =
1, [-1/2] = —1) Chi ra réng giéi han lim,_,3]x] khong ton tai.

Lai giai. DO thi ham s6 trén duge cho trong hinh 1.6.6 duéi day. Tu [z] =

= 3 vGi
3<x<4taco
lim [z] = 3.
r—31
4
24 r=lxz]
n: 1 1 _I1 g X
Hinh 1.6.6: D6 thi ham phan nguyén 16n nhat.
Hon ntta tt [z] =2 v6i 2 < x < 3 ta co
lim [z] = 2.
T—3~
Bdi vi céc gidi han mot ben khong bang nhau nén lim,_,3[z] khong ton tai. O

Hai dinh ly du6i day cho ta biét thém mot s6 tinh chéat cia gigi han va dude
chiing minh trong phu luc F.

2. Dinh 1y Néu f(x) < g(x) khi 2 gan a (c6 thé ngoai trit diém a) va
cac gi6i han clia ham sd f va ¢ ton tai khi x tién dén a thi
lim, ., f(l‘) < limg g g(l‘)

3. Dinh 1y kep Néu f(z) < g(z) < h(x) khi  gan a (c6 thé ngoai trit diém a) va
cac gidi han ctia ham s6 f va h
lim,_q f(z) = limgz_yq h(x) = L thi lim,_,, g(z) = L.
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Dinh 1y kep con dugc goi la dinh 1y Sanwich hay dinh 1y Pinching va dugc minh
hoa trong hinh 1.6.7. N6 phét bic¢u ring néu g bi kep gitta f va h khi 2 gan a (c6
thé ngoai trit a) va cac ham s6 f, h c6 ciing gidi han L khi x tién dén a thi g ciing
c6 gi6i han L tai a.

Hinh 1.6.7: Minh hoa dinh 1y kep.

Vi du 49. Chi ra rang

lim 22 sin — = 0.
x—0 €T

Loi giai. Trudc hét ta chi ¥ riang ta khong thé ding

. .1 ) .1
lim 22 sin — = lim 22 - lim sin —
x—0 X z—0 z—0 xX

vi lim,_g sin% khong ton tai (xem vi du 32 phan 1.5).

Thay vao d6 ta dung dinh 1y kep, va vi vay ta tim ham s6 f(z) nhd hon g(z) =
22 sin(1/x) va ham s6 h(x) 16n hon g(x) ma f(x) va h(z) c6 gidi han 1a 0 khi z tién
vé 0. Dé lam diéu nay ta dung tinh chat ciia ham sin :

1
—1<sin— < 1.
x
Bét ding thiic trén vin dang néu ta nhan cho mot sé khong am. Tt 22 > 0, ta c6

1
—? §x2smf SmQ
x

duge mo ta trong hinh 1.6.8. Chiing ta biét ring

lim 2% = lim (—2?) = 0.
z—0 z—0

Chon f(z) = —2?, g(z) = 2?sin L va h(z) = 2? trong dinh 1y kep ta dugc

) 1
lim 22 sin — = 0.
x—0 xT
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Hinh 1.6.8: Ham s6 y = 22 sin(1/z).
Bai tap 1.6.
1. Cho trude

lim f(z) =4 lim g(z) = -2 lim h(z) =0

T—2 r—2 r—2

tim cac gidi han sau néu né ton tai (néu khong, giai thich vi sao?).

a. lim[f(z) + 5g(z)] b. lim[g(=)]’
VI
e. limM I limM

z—2 h(.T) x—2 f(l’)

2. D6 thi ham s6 f va g dude cho trong hinh duéi. Tim cac gidi han sau néu ton tai
(néu khong giai thich vi sao?).

a. lim[f(x) + g(2)] b. lim [f(x) + g(2)]
. — )
c. lim[f(x)g(x)] d. lim (@)

e. lim[2%f(x)) f. lim /3 + f(2)

3 — 9. Tinh céc gi6i han sau bang cach gidi thich ting budc trong cac quy tic gisi

han.
3.
lim (523 — 32 + 2 — 6).
z—3
4. .
~ 2
$1_1>H_11<27 — 3z)(x” + 5z + 3).
5.

. tt—2
hm — .
t—5—22t2 — 3t + 2
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¥ ¥
— . . . L
¥ = fi} . 5
1 I + b s }. g.l:l:ll.- I ‘I-\._.
\ I X ol 1 |y«
| 4 \
l'.. I.
Hinh 1.6.9: Bai tap 2.
6.
lim Vvut+ 3u+6.
u——2
7.
lim (1 + &/z)(2 — 622 + 2%).
r—8
8.
, 2-2 \?
lim (| ——— ] .
152\ t3 —3t+5
9.
. 1222 +1
lim .
r—2 3 —2
10.
(a) Diéu gi khong diung cho phuong trinh sau:
2
—6
rrr=6_ +3.
T — 2
(b) Gii thich vi sao diéu sau lai dung
2 _
im 0 i (4 3).
x—2 x — 2 r—2
11 — 32. Tinh gi6i han
2 2
- 4
11, lim & 0215 12. lim — %
=5 x—25 r—d x2 —3x — 4
2 2
- "y
13, lim & 0210 14. lim — %
=5 x—25 z—=—122 —3x —4
2 -9 202 +3x +1
15. lim —————— 16. 1l _—
L YRR T 6. m oy o3
—5+h)? —25 2+h)3 -8
17. lim (Z5+h)°—25 18. lim 2+h)7 -8
h—0 h h—0 h
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. x+ 2
-, s

VI+h-3

t —
20. lim
t—1t3 — 1

Viu+1-3

21. lim 22. lim
h—0 h u—2 u— 2
1,1 2
T+ = 2 1
23, lim Lo = 24, lim L=t
z——4 4+ x -1 gxt—-1
V1i+t—v1—1t 1 1
25. lim * 26. lim < — )
t—0 t t—0 \ t 2+t
4 — -1 _ o-1
o7, lm VP 08, lim ST 3
16 162 — 2 h—0 h
2 _
29. lim (——— — 30, lim Y975
t—=0 \t\/1+¢t ¢t z——4 xr+4
h 3 _ .3 h 2 _ .2
31, lim B TR 32, lim G M) @
h—0 h h—0 h
33.(a) Ubc lugng gia tri
me—_
20 \/T } 37 — 1

bang cach vé do thi ham s6 f(z) = z/(v/1+ 3x — 1).
(b) Tao bang céc gia tri f(x) khi x gan 0 va dy doan gia tri ctia gi6i han trén.
(c) Dung quy tic gidi han dé kiém tra dit doan ctia ban.
34.(a) Ubc lugng gia tri
lim
z—0
bing cach vé do thi ham s6 f(z) = (Vo +3 —V/3)/x.
(b) Tao bang céc gia tri f(x) khi x gan 0 va dy doan gia tri ctia gi6i han trén.
(c) Dung quy tic giéi han dé kiém tra dit doan ctia ban.
35. Stt dung dinh 1y kep chi ra réng

Vr+3—-+3

lim (2 cos 207z) = 0.

z—0
Minh hoa bing dd thi cac ham s6 f(z) = —22, g(x) = 22 cos 207z va h(z) = z? trén
cting mit phang toa do.
36. Stt dung dinh 1y kep chi ra rang

lim v x3 + 22 sinﬁ =0.
x

x—0

Minh hoa bing do thi cdc ham s6 f, g, h trong dinh 1y kep trén cting miit phing toa
do.
37. Néu 4z — 9 < f(x) <22 — 42 + 7 v6i x > 0. Tim lim,_4 f(2).
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38. Néu 2z < g(z) < z* — 22 + 2 v6i moi x. Tim lim,_,1 g(z).
39. Chitng minh ring

lim z* cos = = 0.
x—0 T

40. Chiing minh rang
lim v/z[1 4 sin®(27/z)] = 0.

z—0t

41 — 46. Tim cac gidi han néu ton tai, néu khong thi gidi thich vi sao.

2z + 12
41. lim(2z + |z — 3|) 42, lim 22F
x—3 z——6 ]ac + 6’
2 — 1 92—
43. lim ——— 44, fim 217
z—05- 223 — 22| -2 24
(1 1 (1 1
45. lim [ — - — 46. lim [ —— — ).
z—0~ \ T ’$| =0+t \ T ‘1’|

47. Ham dau "sign function" dugc ky hieu béi sgn va dinh nghia béi

—1 néuz<0
sgn(z) =49 0 néuz =0
1 néuzx > 0.

(a) Vé do thi ham s6 tren.
(b) Tim céc gi6i han sau néu ton tai va giai thich néu khong ton tai.

1. lim sgn(x 71. lim sgn(x

z—07t g ( ) z—0~ g ( )

iii. lim |sgn(x)| iv. lim sgn(x).
x—0 z—0

48. Cho ham sb
2241 néuz<l1

f@) _{ (r —2)% néuz>1.

(a) Tim lim,_,;- f(z) va lim,_,;+ f(x).
(b) Hoi gidi han lim,_,1 f(z) ¢6 ton tai?
(¢) V& do thi ham sb f.

49. Cho

(a) Tim

7. lim ¢g(x) vaii. lim ¢g(z
r—2t g( ) T2~ g( )
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(b) C6 ton tai gi6i han ciia g(x) khi z tién vé 27
(c) Vé do thi ham sb g.
50. Cho )
r néuzr <l
) 3 néuz=1
g(z) = 2—22 nbul<z<?2
x—3 néuz>2.

(a) Tim céc gi6i han sau néu ton tai

i. lim g(x) ii. lim g(x) iii. g(1)
Tz—1— z—1t
v, lim g(x) v. lim g(z) vi. lim g(z).
T2~ r—2+ T—2

(b) V& do thi ham s6 (g)
51.(a) Ky hieu [.] 1a ham phan nguyén 16n nhat nhu trong vi du 48, tinh

i. lim [x] ii. lim [z] iii. lim [x]
z——2+ T——2 r——24

(b) Néu n 1a s6 nguyen, tinh

i. lim [z] 1. lim [x]
T—n~" z—nt

(¢) Tim céc gid tri cia a sao cho lim,_,,[z] ton tai.
52. Dat f(z) = [cosz] v6i —m < x < 7.

(a) V& do thi ham s6 f.
(b) Tim céc gi6i han néu ton tai

- S
S L
iid. x_)l(i7rrr/12)+ f(x) . mlirng(w)-

(c¢) Tim céc gia tri ctia a sao cho lim,_,, f(z) ton tai.
53. Néu f(z) = [x] + [—z], ching minh rang lim,_,o f(z) ton tai nhung khong bang
f2).

54. Trong thuyét tuong dbi, cong thiic bién ddi co giin Lorentz

L = Lo\/v?/c?

mo ta chiéu dai ctia vat thé nhu 1a mot ham s6 theo van téc ctia né dusi hé quy
chiéu nguoi quan sat, Lo 1a chiéu dai ctia vat thé ding yen va c la van tdc 4nh séng.
Tim lim,_,. L va giai thich két qua? Tai sao gidi han bén trai thi can thiét?

55. Néu p la mot da thiic, chiing minh ring lim, 4 p(z) = p(a).

56. Néu 7 1a mot ham phan thic, ching minh rang lim,_,, 7(z) = r(a) v6i moi s6 a
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trong mién xac dinh.

57. Néu
lim M = 10,
z—1 x—1
tim lim,_,; f(x).
58. Néu lim, o f(z)/2? = 5, tim
i L .
o lmf@) b lm f@)/a

59. Néu
fla) = 22 néu z 1a s6 hitu ti
1 0 néuzlasd vo ti.
Chitng minh rang lim,_, f(x) = 0.
60. Tim mot vi du sao cho ca limg 4 f(z) va lim, . g(z) khong ton tai nhung
limg o [f(z) + g(z)] ton tai.
61. Tim mot vi du sao cho ca limg 4 f(z) va lim, . g(z) khong ton tai nhung
limgq[f(x)g(x)] ton tai.
62. Tinh
. V6 —x—2
lim ———.
t=24/3 -z —1
63. Co6 sb a nao sao cho
. 32+ +a+3
lim —————.
z—-2 x4+ —2

ton tai khong? Tim gi6i han do.

64. Hinh dudi 1a hinh C; c¢6 phuong trinh (z — 1)? + y? = 1 va dudng tron Cy ban
kinh 7, tam la gbc toa do. P(0,r) va @Q la diém giao clia hai dudng tron nim phia
trén truc x. R la diém giao clia dudng thing PQ va truc x. Diéu gi sé x4y ra néu
duong tron Cy co lai, nghia la r — 0T,

W

Hinh 1.6.10: Bai tap 64.
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1.7 Dinh nghia chinh xac giéi han ctia ham sb

Mot dinh nghia tric quan clia gi6i han trong phan 1.5 thi khong di cho mot
s6 muc dich vi nhitng ménh dé nhu "z gan 2" va "f(z) tré nén gan L hon" thi t6i
nghia. Dé c6 thé chitng minh mot cach toan hoc ring

sin x

z—0 10000

5
lim (:1:3 i 5”) — 0.0001 hay lim
z—0 X

ching ta phai dinh nghia chinh xac gi6i han.
Xem xét ham s6 sau day

f(x):{ 2r —1 néuz #3

6 néuz =3.

Mot cach tryc quan, r6 rang 1a khi z gan 3 (nhung = # 3), thi f(z) gan 5 va vi vay
lim,_,3 f(x) = 5. Dé thu duge nhiéu thong tin chi tiét hon vé cach f(z) thay do6i
nhu thé nao khi z gan 3, ta tra 10i cau héi sau:

x gan 3 nhu thé nao dé f(x) sai khdc 5 nhé hon 0.1 ?

Cau héi trén tuong duong véi bai toan tim s6 § sao cho
|f(z) — 5] < 0.1 néu |x — 3] < § nhung = # 3.
Néu |z — 3| > 0 thi x # 3, vi vay bai toan tuong duong la tim § sao cho
|f(z) —5] <0.1néul<|z—3| <4
Cha y rang néu 0 < |z — 3| < 0.05 thi
|f(x) = 5| =|(2x — 1) — 5] = |2z — 6] = 2|z — 3| < 2(0.05) = 0.1

nghia la

|f(z) — 5] < 0.1 néu0 < |z — 3| <0.05.
Vay cau tra 16i cho cau héi cia ching ta 1a § = 0.05, néu z gan 3 véi khodng cach
khong qua 0.05 thi f(z) gan 5 khong qua 0.1.
Néu ta thay s6 0.1 trong cau hoéi thanh mot s6 nhé hon 0.01, dung phuong phap
tuong ty ta tim duge f(r) gan 5 khong qua 0.01 néu z gan 3 khong qua 0.005 :

|f(z) — 5] <0.01 néu 0 < |z — 3| < 0.005.

Tuong tu
|f(z) — 5] < 0.001 néu 0 < |z — 3| < 0.0005.

Nhitng s6 0.1,0.01,0.001 duge xem nhu 13 nhitng sai s6 cho phép ma ching ta dung.
Vi 5 1a gi6i han chinh xac ctia f(x) khi x tién dén 3, chiing ta khong nhitng c6 thé
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chon do sai léch giita f(z) va 5 nhé hon nhitng s6 trén, ma chiing ta con c6 thé chon
moi s6 duong nhoé hon céc sb trén. Bing 1y luan tuong ty, ching ta cé thé lam diéu
do6. Néu ta viét € cho s6 duong bat ky thi ta tim sd 6 nhu cach trén

(1) |f(a:)—5|<enéu0<|x—3|<5:%.

Day & mot cach chinh x4c dé néi ring f(x) gan 5 khi z gan 3 bdi vi cong thiic trén
néi rang ching ta c6 thé lay moi gia tri clia f(x) véi khoang cach bat ky nhé hon e
dén 5 bang cach lay cac gia tri z cach 3 khong qua €/2 (nhung = # 3).

(1) con c6 thé viét dudi dang sau

Néeud—0<x<3+40 (x#3)thib—e< f(z)<b+e

va n6 duge minh hoa trong hinh 1.7.1. Béng cach lay x # 3 trong khoang (3— 4, 3+4)
chiing ta c6 thé lay cac gia tri ciia f(z) trong khodng (5 — €,5 + ¢).

Hinh 1.7.1: Minh hoa gi6i han.

St dung (1) nhw 1a mot mo hinh mau, ta c6 dinh nghia chinh xac nhu sau.

2. Dinh nghia Cho f 14 mot ham s6 duge dinh nghia trén mot khoang md

chita diém a, c6 thé ngoai trit diém a. Khi d6 ta néi ring giéi han ciia

f(x) khi x tién dén a 1a L, viét 1a

limy, o f(z) =L
néu véi moi € > 0 ¢c6 mot s6 § > (phu thuoce vao €) sao cho
néu 0 < |z —al <4 thi|f(z) - L| <e.

Dinh nghia trén dugc dién ta bang 10i nhu sau :
"lim,_ 4 f(2) = L c6 nghia la khoéng cach gitta f(z) v& L c6 thé dugce lay nhé tuy
¥ bang cach lay khoang cach gitta  va a di nhé (nhung khong bang 0)."

Mot cach khéc,
"lim, s, f(x) = L c6 nghia la cac gia tri clia f(z) c6 thé duge lay gan L tuy y bang
cach lay = di gan a (nhung khong bang a)."

Chiing ta c6 thé viét lai cong thiic trong dinh nghia 2 trén dusi dang céc khoang
bang cach quan sat rang |z — a| < § nghia la —6 < x —a < 6, hay |z — a| # 0 nghia



104 HAM SO VA GIOI HAN

la x # a. Tuong tu, |f(x) — L| < e nghiala L —e < f(x) < L + €. Vay dinh nghia 2
duge phat biéu lai nhu sau:

" lim, . f(z) = L nghia la v6i moi s6 € > 0 ching ta c6 thé tim dugc s6 § > 0
(chi phu thudc vao €) sao cho néu z nam trén khodng mé (a — 6,a + d) va = # a,
khi d6 f(z) ndm trong khodng mé (L — €, L +¢€)."

Chiing ta lam sang té khang dinh nay mot cach hinh hoc bing cach biéu dién
mot ham s6 bdi so do miii tén nhu trong hinh 1.7.2, § day f di tit mot tap con cla
R vao mot tap con khac cua R.

"%

I || flaj i)

Hinh 1.7.2: Ham s6 f.

L ™ fiz)
—_— —_— —_— LI

g=8 T a+§ L-¢ L L+

Hinh 1.7.3: Gi6i han ctia ham sb f.

Dinh nghia ctia gidi han néi rang vé6i bat ky khoang nhé (L — €, L + €) cho trude
quanh L, khi d6 ta c6 thé tim dugc mot khoéng (a — d,a + 6) quanh a sao cho qua
ham s6 f thi tat ci cdc diém trong khodng (a — d,a + J) (c6 thé ngoai trit diém a)
thanh céac diém nam trong (L — €, L + €) (xem hinh 1.7.3).

Vi :"-'fl'ﬂ
. "__\ y=L&g
}n
g R 74
y=L=z b 4

Hinh 1.7.4: Minh hoa gi6i han ctia ham s6 f.
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a-& até

Hinh 1.7.6: Minh hoa gi6i han ctia ham s6 f.

Mot cach giai thich hinh hoc khéic ctia gi6i han 14 thong qua do thi ctia ham s6.
Cho truée € > 0, vé cac duong nam ngang y = L — e va L = L + € va do thi ham sb
f (xem hinh 1.7.4). Néu lim,_,, f(z) = L thi ta c6 thé tim s6 6 > 0 sao cho néu ta
gi6i han diém x ndm trong khodng (a — §,a + &) va x # a, thi khi d6 dudng cong
y = f(x) s6 ndm gitta hai duong y = L + € va y = L — e. (Xem hinh 1.7.5) Ta théy
rang néu c6 mot s6 6 nhu thé dude tim thiy thi véi bat ky sé 6 nhé hon ciing thoa
méan diéu trén.

Cha § rang cac qua trinh minh hoa trong hinh 1.7.4, 1.7.5 phai thod v6i moi sb e
duong. Hinh 1.7.6 néi ring néu € nhé hon duge chon thi s6 § can tim c6 thé sé nhd
hon.

Vi du 50. Stt dung do thi ham s6 dé tim s6 & sao cho

néu |z — 1| < § thi |(z® — 5z 4+ 6) — 2| < 0.2.

No6i cach khéac, tim s6 6 tuong tng v6i € = 0.2 trong dinh nghia clia gi6i han cho
ham s6 f(z) =a2® —br+6véia=1va L =2.

Loi giai. Do thi ham s f trong hinh 1.7.7, chiing ta quan tam dén mién gan diém
(1,2). Chi ¥ ring ta c6 thé viét lai bat dang thiic

(23 — 52+ 6) — 2| < 0.2

thanh
1.8 < |2% — 5z + 6] < 2.2.
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5

Hinh 1.7.7: Db thi ham s6 f.

Hinh 1.7.8: Vi du 50

Ta can xac dinh gia tri ciia = sao cho dudng cong y = 2® — 5z + 6 ndm giita cac
duong ngang y = 1.8 vy = 2.2. Vi vay ta vé do thi ham s6 f, cac dudng ngang trén
gan diém (1,2) trong hinh 1.7.8. Stt dung thuéc dé uéc lugng toa do x ciia giao diém
duong cong y = f(x) véi cac dudng ngang, ta duge x lan lugt 1a 1.124 va 0.911. Ta
c6 thé noi ring

néu 0.92 <z < 1.12thi 1.8 < 2° — 52 +6 < 2.2.

Khoang (0.92,1.12) khong doi xting qua 1. Khoang cach tit 1 dén hai dau ctia khoang
trén lan Iugt 1a 0.08,0.12. Ta c6 thé chon ¢ 1a s6 nhé hon trong hai khoang cach
trén § = 0.08. Vi vay ta viét bat ding thic dusi dang

néu |z — 1| < 0.08 thi |(z® — 5z + 6) — 2| < 0.2.

Maic du ta chon § = 0.08, nhung vé6i bat ky s6 § < 0.08 ta déu c6 két luan ding. O

Qui trinh hinh hoc trong vi du trén cho ta minh hoa dinh nghia giéi han cho

€ = 0.2 nhung khong chitng minh duge giéi han 1la 2. Mot 161 giai 1a phai tim duge
d cho tat cd e.
Trong ching minh mot khing dinh vé giéi han, né rat c¢é ich néu ta xem dinh nghia
gi6i han 1a mot thit thach. Dau tien né thit thach ban v6i mot s6 e. Khi d6 ban
phai tim mot s6 § thich hgp. Sau d6 ban phai lam tuong tiu cho tat cd € > 0 (khong
phéi chi véi mot e cu thé cho trude).



1.7 Dinh nghia chinh zdc gidi han ciia ham so 107

Tudng tugng mot cudce thi gita hai ngusi A, B va ban 1a ngusi B. Ngusi A quy
dinh s6 L cho trude dude xap xi bdi f(z) v6i sai s6 nhd hon e ( chang han 0.01).
Ngudi B sé tra 10i bang cach tim s6 § sao cho néu 0 < |z —a| < 6 thi |f(z) — L| < e.
Sau d6 A tiép tuc thach thic B bang cach chon € nhé hon (vi du 0.001). Mot lan
nita B phai tim mot s6 § tuong tng. Thong thudng thi khi 1y e cang nhd thi §
duge tim cang nhé. Néu B luon chién thing mic cho A chon sé € nhd nhu thé no,
ta noi lim,_,, f(z) = L.

Vi du 51. Chiing minh rang lim, ,3(4x —5) = 7.

Loi giai.

1. Phan tich co bin dé du dodn 6. Cho trudc € > 0, ta mudn tim 6 > 0 sao cho
néu |z — 3| < 4 thi |4z —5) — 7| < e.

Nhung |(4z —5) — 7| = [4x — 12| = 4|z — 3|, vi vay

néu [z — 3| < thid|lz — 3| <e

nghia la
néu |z — 3| < 4 thi

x—3| <e/d

Ta dy doan s6 6 = €/4.
2. Chitng minh. Cho truéec mot € > 0, chon 6 = /4. Néu 0 < |z — 3| < ¢ thi

(42 —5) — 7| = |4z — 12| = 4|z — 3| <46 = c.

Vay
néu |z — 3| < 4 thi

(dr —5)—T| <e
hay lim,_,3(4z — 5) = 7. Vi du ndy dugc minh hoa béng hinh 1.7.9. O

Hinh 1.7.9: Vi du 51

Chi § rang 10i gidi trong vi du 51 c¢6 hai bude : di doan va chitng minh. Ta
phan tich co ban dé du doan & trong budc mot, va trong budc hai ta ching minh
diéu dy doan trong budc mot mot cach chinh xac toan hoc. Diéu nay xdy ra rat
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nhiéu trong toan hoc, truée hét dy doan két qua va sau dé ching minh mot cach
can than du doan dé 1a dtng.

Cauchy va giéi han

Sau su phdat minh cia phép tinh vi tich phan trong thé kij 17 va su phat trién sau
dé trong thé ky 18. Cdc nha todn hoc nhw anh em nha Bernoulli va Euler khdam
phd ra stc manh cia vi tich phan va tim ra nhing hé qud ciua linh vuc mdi nay
ciing nhu lyj thuyét toan hoc tuyét voi cia né ma khong lo ling vé tinh chinh xdc
ctia chiing minh cia minh. Trong thé ky 19, ky nguyén cia sy chinh zdc todn hoc.
Phong trao trd lai nhitng chi dé todn hoc ci dé tim dinh nghia mot cdch chinh xdc
va chitng minh mot cdch can than cu thé. Di dau cho phong trao nay la nha todn
hoc Phap Augustin-Louis Cauchy (1789 — 1857 ), ngudi bat dau la kj su trong quan
doi va sau dé la gido su todn hoc ¢ Paris. Ong Gy xem zét 4 tudng gidi han cia
Newton, 4 twdng phdt trién bdi bdi nha toin hoc Phdp khdic Jean d’Alembert trong
thé ky 18, va néu lén chinh xzdc hon vé gidi han. Dinh nghia cia Cauchy dudc phdt
bieu nhu sau :" Khi cic gid tri lién tiép dude quy cho mot bién tién tdi mot gid tri
cho trude mot cach khong gidi han dé ma cdc gid tri tai bién khdc biét nhé tuy i vdi
mot 6, thi s6 nay dugc goi la gidi han cia cdc gid tri khdac.” Nhung khi Cauchy st
dung dinh nghia nay trong vi du va ching minh ong Gy thuong ding bat ding thic
delta-epsilon tuong tu nhu dinh nghia trong phan nay. Mot chiing minh ciia Cauchy
thuong la "Chon 6 va €" la hai s6 nhé ... Ong Gy st dung € bdi vi su tuong wng gitia
tr epsilon va tiéng Phdp erreur, § trong tiéng Phdp nghia la khdc biét. Sau dé nha
todn hoc Ditc Karl Weierstrass (1815 — 1897) phdt biéu chinh zdc dinh nghia gidi
han nhu trong dinh nghia 2.

Nhitng dinh nghia triyc quan vé giéi han mot bén trong phan 1.5 duge phat biéu
chinh xac nhu sau.

3. Dinh nghia giéi han bén trai

lim, ,,- f(z) =L
néu véi moi € > 0 c6 mot sd & > 0 sao cho
néua—4d<x<ath|f(zr)— L <e.

4. Dinh nghia giéi han bén phai

limy, g+ f(l‘) =L
néu véi moi € > 0 c6 mot s6 & > 0 sao cho
néua <z <a+dth|f(z)—L|<e

Cha § rang dinh nghia 3 tuong ty nhu dinh nghia 2 ngoai trit « bi han ché lai phai
ndm nita bén trai trong khodng (a — d,a) clia khoang (a — 6,a + §). Tuong tu 1a
dinh nghia 4, z ndm trong khodng (a,a + §).
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Vi du 52. Chiing minh rang lim,_,+ v/ = 0.

Loi giai.

1. Dy dodn sb 6

Cho truéc mot sd6 € > 0. Ta c6 a = 0, L = 0 vi vay ta mudn tim J§ sao cho

VvV —0| <e.

néu 0 < x < 6 thi

hay
néu 0 < x < 4§ thi Vo <e.

néu 0 <z <48 thiz< e

Ta du doan § = €2.
2. Ching minh
Cho truéc € > 0, chon § = €2. Néu 0 < z < 4 thi

Vv < Vi=Ve =e
Theo dinh nghia 4 ta c6 lim,_,q+ v/z = 0. 0
Vi du 53. Ching minh lim,_,3 2 =09.
Loi giai.
1. Du dodn s6 §
Cho truée € > 0, ta tim s6 § > 0 sao cho

néu 0 < |z — 3| <6 thi |22 — 9| < e.

Ta c6 |22 — 9| = |(x — 3)(z + 3)| vi vay

néu 0 < |z — 3| < ¢ thi

(z—3)(z +3)| < e

Chi y rang néu ta c6 thé tim duge mot sé6 duong C sao cho |z + 3| < C thi
|(z — 3)(z + 3)| < Clz — 3|. Va talay C|x — 3] < € bang cach lay |z — 3| < ¢/C = 4.
Ta tim s6 duong C nhu thé nao? Ta gidi han  nam trong khodng xung quanh 3. Ta
quan tam dén nhitng = gan 3, nén no6 rat hop 1y néu ta gid st x cach 3 khong qua 1
nghia la |z — 3| < 1,hay 2 <z < 4,5 < 2+ 3 < 7. Ta chon C = 7. Nhung bay gio
ta c6 hai biéu thitc . .

|z —3] <1valz 1\<C—7.
Dé chic chan ring ca hai bat dang thic trén déu thod man, ta lay § 1a s6 nho hon
trong hai s6 1 va €/7 nghia 1a 6 = min{1,¢/7}.
2. Ching minh
Cho € > 0, chon § = min{1,¢/7}. Néu 0 < |z — 3| < 4, thi
Ta cing c6 |z — 3| < €/7, vi vay

r—3] <1, |z +3|<T.

22 — 9] = |(z — 3)(z + 3)| < (¢/T)T =e.

Vay lim,_3 2% = 9. O
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Nhu trong vi du 53 chi ra, khong phai luon luon dé dang st dung dinh nghia
gi6i han dé chitng minh cac bai toan giéi han. Chang han, néu ching ta dugc cho
cdc ham sb phiic tap hon nhu f(x) = (622 — 8z +9)/(22% — 1), mot chiing minh sé
yéu cau mot syt khéo 16o tai tinh. Mot cach may man, nhitng quy tic giéi han trong
phan 1.6 dudc chitng minh bing dinh nghia 2 va khi d6 gi6i han ctia nhitng ham
phiic tap c6 thé duge tim thay mot cach toan hoc tit cac quy tic dé6 ma khong can
diing dinh nghia mot cach truyc tiép.

Chang han, ta dung dinh nghia chiing minh quy tic cong: Néu lim,_, f(z) = L va
limg_q g(z) = L thi
lim[f(z) + g(x)] = L+ M.

Tr—a
Nhitng quy tac con lai dude chiing minh trong bai tap va phu luc F.
Chitng minh quy tac céng. Cho trudc € > 0, ta tim s6 § > 0 sao cho
[f(z) +g(x)] = (L+M)| <e
St dung bat déng thitc tam gidc |a + b| < |a| + |b| ta viét

|[f(2) + g(2)] = (L + M)| < |f(2) — L + |g(x) — M|.

néu 0 < |z —al <4 thi

Ta s& tim céch lam cho mdi sé bén vé phai bat dang thitc trén nhd hon €/2. Ti
€/2 >0 va limg_,, f(z) = L, ta tim duge mot s6 §; > 0 sao cho

néu 0 < |z —al < 4y thi

f(z)— L] <e/2.
Tuong t,

néu 0 < |z — a| < &2 thi [g(z) — M| < €/2.
Dit § = min{d1,d2} taconéu 0 < |[x—al <dthi0 < |[z—a| < d§ va 0 < |[z—al < .
Theo trén ta sé c6 |f(x) — L| < €/2 va |g(x) — M| < €/2 néu 0 < |z — a| < J, va vi
vay

néu 0 < |z—a| <6 thi |[f(x)+g(x)]|—(L+M)| < |f(x)—L|+|g(x)—M| < €/2+€/2 = e.
T dinh nghia cta giéi han ta c6

lim [f(z) 4+ g(z)] = L+ M.

Tr—a
Gidi han v6 cuc
Gidi han vo cuc ciing c¢6 thé duge dinh nghia mot cach chinh xac. Sau day la cach
dinh nghia chinh xac tuong ting dinh nghia 4 ctia phan 1.5.

6. Dinh nghia Cho f 14 mot ham s6 dinh nghia trén khodng md
chita diém a, c6 thé ngoai trit diem a. Khi do,
lim,_, f(z) = o
nghia & v6i moi s6 duong M, ton tai mot s6 duong § sao cho
néu 0 < |z —al < 4§ thi f(z) > M.
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Diéu nay néi ring céc gid tri ciia f(z) c6 thé duge lay 16n tuy ¥ (I6n hon sb
M) béng cach lay z du gan a (v6i khoang cach nhé hon §, ma § phu thuoc vao M,
x # a). Mot minh hoa bang hinh hoc trong hinh 1.7.10.

Hinh 1.7.10: Giéi han vo cuc.

Cho truéc mot duong thang ngang y = M, ta c6 thé tim duge s6 § > 0 sao cho
néu ta han ché x ndm trong khodng (a — 6, a + ¢) nhung x # a, khi d6 dudng cong
y = f(z) nim phia trén duong thang y = M. Ban c6 thé thay ring néu M l6n hon
dudc chon thi § ¢6 18 nhé hon dude yéu cau.

Vi du 54. Chiing minh réng

Loi gidi. Lay M 1a s6 duong cho truge. Ching ta muén tim s6 § > 0 sao cho
P 1
neu 0 < [z <0 thi — > M.
x

Nhung 22 > M <= 2? < 1/M <= |z| < 1/v/M. Vi vay néu ta chon § = 1/vVM
va 0 < |z < & thi 1/2%2 > M. Theo dinh nghia 6 ta suy ra didu phai chitng minh.

Mot cach tuong ty, sau day la mot phién ban chinh xac ciia dinh nghia 5 trong
phan 1.5, n6 dugc minh hoa béi hinh 1.7.11. O

7. Dinh nghia Cho f 14 mot ham s6 dinh nghia trén khodng md
chita diém a, c6 thé ngoai trir diém a. Khi do,
lim, 4 f(z) = —00
nghia 13 v6i moi s6 am N, ton tai mot s6 duong § sao cho
néu 0 < |z —al <4dthi f(z) < N.

Bai tap 1.7.
1.Cho trude do thi ham s6 f trong hinh duéi, tim s6 6 sao cho

néu |x — 1| < § thi

f(z)—1] <0.2.
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0 E:

Hinh 1.7.11: Gi6i han v cuec.
¥
1.2+

D& T

Hinh 1.7.12: Bai tap 1.

2. Cho truéc do thi ham sé f trong hinh dudi, tim s6 § sao cho

fla) — 2| < 0.5.

néu 0 < |z — 3| < ¢ thi

7%
i -
"

5T 1

0 63 1% X

Hinh 1.7.13: Bai tap 2.

3. Cho trude do thi ham sé f(x) = /= trong hinh dudi, tim s6 § sao cho

flx) — V2| < 04.

néu |z — 4| < § thi

4. Cho truéce dd thi ham sé f(x) = 22 trong hinh dudi, tim s6 § sao cho

néu |z — 1| < § thi |f(z) — 1] < 0.5.
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Hinh 1.7.14: Bai tap 3.

Hinh 1.7.15: Bai tap 4.

5. Vé do thi ham s6 va diing né dé tim s6 § sao cho

néu |z — w/4| < § thi

tanx — 1| < 0.2.
6. Vé do thi ham s6 va diing n6 dé tim s6 & sao cho
néu |z — 1| < & thi |(2z)/(x? +4) — 0.4] < 0.1.

7. Cho gi6i han lim,_,2(z3 — 3z +4) = 6, tim céc s6 & tuong tng véi € = 0.2;0.1.
8. Cho gi6i han

o 4dx+1
lim =

z—23x —4 0-5

tim cac s6 § tuong tng véi € = 0.05;0.1.
9. Cho gi6i han
lim tan®z = oo
z—7/2
tim cac s6 § tuong tng véi M = 1000; 10000.
10. Vé do thi ham s6 va duing n6 dé tim s6 6 sao cho

2

néub <z <544 thi > 100.

ﬁ .
|
Ot

11. Mot nha méy san xudt mot cai dia kim loai hinh tron cé dién tich 1000 em?.
(a) Tim béan kinh dia trén?
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(b) Néu sai s6 cho phép ctia dién tich dia la £5 cm? thi nha may can sén xuét cai
dia c6 ban kinh gan véi ban kinh chinh x4ac nhu thé nao?

(¢) Theo cach viét véi 4, € ctia dinh nghia lim,_,, f(x) = L thi z, f(z), a, L tuong
ung 1a gi? Va € 1a bao nhiéu? § tuong tng la bao nhiéu?

12. Mot 10 nau thuy tinh duge diing trong nghién citu dé xac dinh cach t6t nhat ma
nha may tinh thé dung dong dién tuong thich. Déi v6i tinh thé chuan, nhiet do duge
kiém soat mot cach chinh xac bing cach thay déi nang lugng cho vao. Méi quan hé
dé6 cho bdi phuong trinh

T(w) = 0.1w? + 2.155w + 20

P

i T' la nhiét do theo Celsius va w la nang lugng vao theo oat (watt).

(a) Nang lugng 1a bao nhieu dé duy tri nhiet do 200 do C?

(b) Néu nhigt do cho phép thay ddi dén +1 do C, tim ning lugng vio cho phép?
(c) Theo cach viét vé6i d, € ctia dinh nghia lim,_, f(x) = L thi z, f(x), a, L tuong
ung 1a gi? Va € la bao nhiéu? § tuong tng la bao nhiéu?

13.

(a) Tim s6 6 sao cho

Vi

néu |z — 2| < 4 thi

dr — 8| <e=0.1.

(b) Lap lai cau a véi e = 0.01.

14. Cho lim,_,2(5x — 7) = 3, tim cac gia tri 0 tuong tng véi e = 0.1; 0.05; 0.01.

15 — 18. Chitng minh khing dinh sau bing céch ding dinh nghia §, € v minh hoa
bang so do nhut hinh 1.7.9.

15. lim <1 + 1JJ> =2
r—3 3

17.

16. lim(2x —5) =3
z—4

lim (1 —4z) =13

r——3

18. lim (3z +5) = —1.

T——2

19 — 32. Chitng minh cac khing dinh sau bing dinh nghia 6, €.

244
19. lim 22 _ 9 20. lim (3 — 4z/5) = —5.
rx—1 x—10
2 _ A2
21, lim © %06 _» 92, lim 22 _
z—2 x—2 z——15 3+ 22
23. limz =a 24. limc =c.
r—ra r—ra
25. lim 22 =0 26. lim 2° = 0.
x—0 x—0
27. lim |z| =0 28. lim vV6+z=0.
x—0 r——671

29. lim(2* — 4z +5) =1
r—2

31. lim (22 —1)=3

r——2

30. lim(z% + 22— 7) = 1.
r—2

32. lim 23 = 8.

r—2



1.7 Dinh nghia chinh zdc gidi han ciia ham so 115

33. Kiém tra ring mot lya chon khac ctia 6 dé ching minh lim,_,3 22 = 9 trong vi
du 53 1a 6 = min{2, ¢/8}.

34. Kiém tra bang hinh hoc ring lua chon 16n nhat cho § dé ching minh ring
lim, 322 =914 6 =9 +e—3.

35.

(a) St dung dd thi dé tim s6 & tuong tng véi € = 0.4 cho lim, 1 (2? + z') = 3.

(b) Stt dung mAy tinh c6 phan mém gidi phuong trinh 22 +z + 1 = 3 + ¢, tim gia tri
16n nhat ctia § dé giéi han trong cau a thod man theo dinh nghia v6i moi e.

(¢) Cho € = 0.4 trong cau b, so sanh v6i cau tra 1oi trong cau a.

36. Chitng minh rang

37. Chitng minh réng lim,_,, v/ = v/a néu a > 0.
Goi y: S¢ dung

|z —al
VI +a

38. H 1a ham Heaviside dugc dinh nghia trong vi du 34 phan 1.5. Dung dinh nghia
chiing ming rang lim;_,o H(t) khong ton tai. (Ggi ¥ : Dung phéan ching gia sit ton
tai gidi han 13 L. Chon € = 1/2 trong dinh nghia giéi han va tim mot diéu mau
thuén.)
39. Cho ham s6 f dugc dinh nghia bdi

[V — vl =

fla) = 0 néu z hitu ti

| 1 néux vo ti.

Chitng minh rang lim,_,o f(z) khong ton tai.

40. Dung dinh nghia 2,3, 4 chiing minh dinh 1y 1 trong phan 1.6.
41. x gan —3 nhu thé nao dé

1
——— > 10000.
(x + 3)%
42. Chitng minh rang
1
lim ——— = oc.
xlg?i (a: + 3)4 >0
43. Chitng minh ring
lim 5 = 0.
a—1- (x +1)3

44. Gia st rang lim,_, f(z) = oo va lim, 4 g(x) = c¢. Chitng minh réng :
(a)

lim [f(z) + g(z)] = occ.

Tr—a
(b)

aljl_r)ré[f(x)g(m)] = 0o néu ¢ > 0.
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()

;gr}l[f(x)g(fn)] = —oo néu ¢ < 0.

1.8 Su lién tuc

Chiing ta da thay trong phan 1.6 ring gi6i han clia mot ham s6 khi z tién dén
a c¢6 thé duge tim thady mot cach don gian bang cach tinh gia tri ctia ham s6 tai a.
Nhitng ham s6 ¢6 tinh chat nay dude goi 1a lién tuc tai a. Ching ta sé thay dinh
nghia toan hoc ctia ham s6 lién tuc thi twong dong véi ¥ nghia ciia tit lién tuc trong
thuc té. (Mot qua trinh lien tuc 14 mot thit xay ra dan dan ma khong bi gian doan
hay nging.)

£

1. Dinh nghia Mot ham s6 f dude goi 1 lién tuc tai a néu

lim, ., f(z) = f(a).

Dugc minh hoa trong hinh 1.8.1, néu f lién tuc thi cac diém (x, f(z)) trén dd thi
ciia f tién vé (a, f(a)). Vi vay khong c6 khodng trong nao trén duong cong do thi
ham s6 f.

Hinh 1.8.1: Ham s lién tuc tai a.

Chu ¥ ring dinh nghia 1 trén doi hoéi ba diém quan trong sau néu f lién tuc tai a :
1. f(a) dugc dinh nghia t6t, nghia 1a, @ nidm trong mién xac dinh ctia f.
2. limg_,, f(z) ton tai.
3. lim, s, f(z) = f(a).

Dinh nghia néi rang f lién tuc tai @ néu f(x) tién vé f(a) khi z tién vé a. Vi vay
mot ham s6 lien tuc c6 tinh chat mot su thay doi nhd theo 2 dan dén mot sy thay
ddi nho theo f(z). Thuc té ta co sy thay déi clia f(x) c6 thé duge lay nhé tuy ¥
khi ta thay doi 2 di nho.

Néu f dugc dinh nghia gan a, ching ta néi rang f gian doan tai a néu f khong lien
tuc tal a.

Céc hien tugng vat 1y thuong I lien tuc. Chang han, sy di chuyén ciia mot xe tai
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lién tuc theo thai gian, chiéu cao clia mot ngudi theo thoi gian. Nhung ciing ¢6 mot
s6 hién tugng xuat hien sy gidn doan nhu trong cac mach dien. (Xem vi du 34 phan
1.5, ham Heaviside thi gian doan tai 0.)

Mot cach hinh hoc, ban c6 thé nghi mot ham sé lién tuc trén mot khodng nhu la
mot ham s6 ma do thi ciia né khong c6 nét dit, ngat khodng. Do thi dude vé ma
khong nang but khéi gidy.

Vi du 55. Hinh 1.8.2 14 do thi ham s6 f. Tim diém gidn doan ctia ham s6 f va giai
thich vi sao?
Loi giai.

Hinh 1.8.2: Vi du 55.

f gian doan tai diém a = 1 vi ta thay tai 1 ta c6 mot ngit khoang. Thuec té, f(1)
khong duge dinh nghia. D6 thi ciing bi ngat khodng tai diém a = 3, f gidn doan tai
a = 3 vi lim,_,3 f(x) khong ton tai. Cudi ciing ta c6 tai diém ngit khodng a = 5,
lim, 5 f(x) # f(5), vi vay a = 5 ciing 13 mot diém gian doan. O

Vi du 56. Tim diém gian doan ciia mdi ham s6 sau :
(a)
2 —x—2

fa) =
(b) .
f(z:):{ 1/z* néuxz #0

1 néuz=0.

()

f(2) = { o2l néua £ 2

"1 1 néduz=2.
(d) f(z) = [z] (ham phan nguyén l16n nhat cta x).
Loi giai.

(a) Cha y rang f(2) khong duge dinh nghia (khong x4c dinh), vi vay f thi khong
lien tuc tai 2. Sau nay ching ta sé thay f lien tuc tai tat ci cac diém con lai.
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(b) Ta c6 f(0) =1 nhung
1
I — lim —
khong ton tai. (Xem trong vi du 36 phan 1.5) Vi vay f khong lién tuc tai 0 hay gian
doan tai 0.
(c) Ta c6 f(2) =1 nhung

2 -z -2 x—2)(x+1)

lim f(z) = lim = lim (
T—2 T—2 T — 2 T—2 T —2

= lim(z+1) =3 # f(2).

Vi vay f thi gian doan tai 2.
(d) Ham phan nguyén lén nhat gidn doan tai tat ci cAc sd nguyen béi vi limy_, 7]
khong ton tai néu n 1a s6 nguyén. (Xem vi du 48 va bai tap 51 phan 1.6) O

Hinh 1.8.3 minh hoa do thi cdc ham s6 trong vi du trén. Trong mdi truong hop
do thi khong thé duge vé ma khong nhac bat len khéi mit gidy bsi vi mot khoang
ntt, mot khoang tréng hay diém nhay xuat hién trong do thi. Loai gian doan minh
hoa trong (a) v& (c) goi la gian doan khit dugc bdi vi ching ta c6 thé bd di diém
gian doan bing cach dinh nghia lai f tai mot diém 2 dé dugc ham sé lién tuc. Su
gian doan trong (b) goi la gian doan vo han. Con sy gidn doan trong (d) dugc
goi 1a gidn doan c6 buéc nhay hitu han bdi vi ham s6 nhay tit mot gia tri sang
mot gia tri khac.

1 1 1) . 1.

ol , 5 = :|| . o, 2 o« [

. - T
gl—=z=2 _I I_. ifx®D |x x—12

I
I.'h:l_.*':ru—l x i) _r'-.'t:—l -3z fxwl
h .

) fixy=x]

ifx=0D if x=2

Hinh 1.8.3: Do thi cac ham s6 trong vi du 56.

2. Dinh nghia: Mot ham s6 f lién tuc bén phai tai a néu

limg, o+ f(LL‘) = f((l)

va f lién tuc bén trai tai a néu

lim, .- f(2) = f(a).

Vi du 57. Tai mdi s6 nguyén n, ham s6 phan nguyen 16n nhat f(z) = [2] (xem
hinh 1.8.3d) lién tuc bén phai nhung gian doan bén trai boi vi

lim f(z)= lim [z] = n= f(n)

z—nt z—nt

nhung

lim f(z)= lim [z]=n—1# f(n).

r—n— T—n—
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3. Dinh nghia : Ham s6 f dudc goi 1a lién tuc trén mot khoang

néu né lien tuc tai moi diém trong khodng dé. (Néu f chi duge dinh nghia
mot bén ctia diém cudi ciia khodng thi ching ta hiéu lién tuc tai diém cudi
la lién tuc bén phai hoic lién tuc bén trai.)

Vi du 58. Chiing minh ring ham s6 f(z) = 1 — /1 — 22 lién tuc trén khoang
[—1,1].
Loi gidi. Néu —1 < a < 1 thi stt dung cac quy tac gi6i han ta c6

lim f(z) = lim (1 — Va?)

r—a

=1-lim V1 — 22 (quy tic 2 va 7)

r—ra
=1- \/W (quy tac 11)
=1—/1—a? (quy téc 2,7 va 9)
= f(a).
Vay f lién tuc tai @ néu —1 < a < 1. Tinh toan tuong tu ta c6

lim f(z)=1= f(-1) va linlni flz)=1= f(1)

r——11 T—

vay f lién tuc bén phai tai —1 va lién tuc beén trai tai 1. Nghia 1a f lién tuc trén
khoéng [—1, 1] béi dinh nghia 3.
D6 thi ctia ham s6 f duge vé trong hinh 1.8.4. N6 1a nita dudi ciia hinh tron

2+ (y—-1)7% =1

Hinh 1.8.4: D6 thi clia ntta dusi hinh tron 22 + (y — 1)2 = 1.

Thay vi stt dung cac dinh nghia 1, 2 va 3 dé kiém tra su lién tuc ctia mot ham sb
nhu ta da lam trong vi du 58, né rat thuan lgi khi ta st dung dinh 1y sau. Dinh ly
chi ra cich xay dyng nhitng ham s6 lién tuc phitc tap tit nhitng ham sé don gian.

4. Dinh 1y : Néu f va g lién tuc tai a va ¢ 1a mot hiang s,
khi d6 cdc ham s6 sau ciing lién tuc tai a :
f+g,f—g.cf, fgvaLnéugla)#o0.
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Chimmg minh.
Mbi phan clia dinh ly nay tuong tng v6i méi quy tac giéi han trong phan 1.6. Ta
chi chitng minh cho téng f + g. Béi vi f va g lién tuc tai a nén ta c6

lim f(z) = f(a) v& lim g(z) = g(a).

r—a r—a
Vi vay
tim (£ + 9)(z) = lim [£(@) + g(z)
= lim f(2) + lim g(z) (quy tac 1)
= f(a) +g(a)
= (f+9)(a).
Diéu nay chi ra rang f + g lién tuc tai a. 0

Theo dinh 1y 4 v& dinh nghia 3, néu f va g lién tuc trén mot khodng thi cac
ham s6 f +g, f — g, cf, fg, va f/g (néu g luon khac 0) ciing lién tuc trén khoéng
dé6. Dinh Iy sau dugce phat biéu trong phan 1.6 nhu la mot "tinh chat thay thé truc
tiép".
5. Dinh ly
(a) Ham da thic lien tuc kh&p noi, nghia 1a n6 lien tuc tréen R = (—o0, 00).
(b) Ham s6 phan thiic lién tuc tai moi diém ma ham s6 dugc dinh nghia,
nghia 1a ham s6 lién tuc trén mién xac dinh.

Ching minh.

(a) Da thic c6 dang

P(x)=cpr" +cp12" M+ x4

v6i cg,C1, ,Cn_1,Cp 12 cac hing s6. Dung quy tic 7 va 9
lim ¢g = ¢y va limxm:amvéjm:1,2,...7n.
z—a z—a

Diéu nay nghia 1a ham s6 f(z) = 2™ lién tuc. Theo dinh 1y 4 ta c6 g(x) = ca™ cling
lien tuc. Da thitc P(x) 1a tong clia cac ham sb lién tuc nén cling 1a ham s6 lien tuc
(ta dung lai dinh ly 4).

(b) Ham s6 phan thic c6 dang

fz) =

véi P,Q la cac da thic. Mién xac dinh cta f1a D = {z € R : Q(z) # 0}. Tu
phan (a) dinh 1y 5, P va @ lién tuc khap noi. Vi vay theo dinh 1y 4, f lien tuc trén D.

Nhu 13 mot vi du minh hoa cho dinh 1y 5, quan sat ring thé tich hinh cau thay
do6i mot cach lien tuc véi ban kinh ctia né bdi vi cong thite thé tich V = %7’[’7’3 la
mot da thitc theo r. Tuong ty, mot qua béng duge ném thing ding trong khong
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khi véi van toc 50 ft/s, khi d6 chiéu cao clia bong theo feet sau t giay duge cho béi
cong thitc h(t) = 50t — 16t2. Day ciing 1a mot da thitc, nén chiéu cao la mot ham
s6 lien tuc ctia thoi gian troi qua.

Néu ta biét duge sur lien tuc ctia ham s6, ta sé tinh dude cac gidi han mot cach
nhanh chéng nhu nhitng vi du sau. So sanh véi vi du 40(b) trong phan 1.6.

Vidu 59. Tim

2 4+ 22% — 1
L
Loi giai.

Ham sb

3+ 222 -1

fl@) = ——5

12 ham phan thiic, vi vay theo dinh 1y 5 thi né lien tuc trén mién xac dinh {z : x # %}
Do vay
34222 -1 1
fim Z X2 0 _ flx)=f(-2)=——.

T——2 5—3x T——2 11
Od

Hau hét cac ham s6 quen thuoc thi lién tuc trén mién xac dinh. Vi dy, quy tac
10 cho thay ham lay can 14 ham s6 lién tuc. T do thi clia ham cos va sin trong
hinh 1.2.18 phan 1.2, ta dy doan ring ching 13 cdc ham lién tyc. Chung ta biét
rang tit dinh nghia cia sin @ va cos # tao do diém P trong hinh 1.8.5 1a (cos 6, sin 6).
Khi § — 0 thi diém P tién vé diém (1,0). Vay

6. limg_,gcosf =1 va limy_,gsinf = 0.

Tt sin0 = 0 va cos 0 = 1, biéu thitc 6 xac nhan ring cac ham s6 cos, sin lién tuc tai
0. Cong thiic cong clia sin va cos suy ra nhitng ham s6 nay lién tuc khap R (bai tap
60, 61).

-.P:m: i, sin

1
a ] - -
0 am x

Hinh 1.8.5: Minh hoa ham s6 cos, sin.
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Theo dinh 1y 4 thi ham sb

lien tuc trén mién xac dinh nghia la ngoai trit cac diém = ma cosz = 0. Vi vay, ham
s6 y = tanz c6 vo han cac diem gidn doan x = +m/2, +37/2, £57/2,- - -. (xem hinh

1.8.6)

. } * } . } -
T

1
|
|
|
|

Hinh 1.8.6: Minh hoa ham s6 tan.

7. Dinh 1y : Cac ham s6 dang da thitc, phan thic, cin thiic
va ham lugng giac thi lién tuc trén mién xac dinh ciia ching.

Vi du 60. Tim cic khoing ma ham sb sau lién tuc.

(a)
f(z) = 219 — 2237 4 75.

(b)

(@) a2+ 20+ 17
r)=——F"".
g 2 —1
(c)

x+1 r+1

h(z) = -
() \/EJF:U—l 2 +1
Loi giai.
(a) f la da thic nén né lién tuc trén (—oo, 00).
(b) g 12 ham phan thitc, nén né lién tuc trén mién xac dinh D = {z : 22 — 1 # 0} =
{z : z # £1}. Vay g lién tuc trén (—oo, —1), (—1,1) va (1, 00).
(c) Ta viét h(z) = F(z) + G(x) — H(z) v6i

z+1 z+1

F(x)z\/ﬂ?,G(x):m Jﬂ@zm-

F lién tuc trén [0, 00) theo dinh 1y 7. G 1a ham phan thic, nén n6 lién tuc khap noi
ngoai trtt = 1. H ciing 13 ham phan thic lién tuc khap noi. Vi vay, theo dinh 1y 4
ham s6 h lien tuc trén [0,1), (1,00). 0
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Vi du 61. Tim
sin x
lim ————
=71 2+ cosT
Loi giai.
Dinh 1y 7 cho ta ham s6 y = sinx lién tuc. Haim s6 y = 2 + cosz ciing lién tuc va
2 4 cosx ludn khéac khong (2 + cosz > 0). Vay ham phan thic

sinz
fle) = 24 cosx
lien tuc khap R. Vi vay ta c6
lim ot = f(m)=0.

z—m 2 + COoS X
Od

Mot cach khac dé thu duge mot ham lien tuc tit hai ham sb lien tuc 1a dung
ham hgp. N6 1a két qua ctia dinh 1y sau day.

8. Dinh 1y : Néu f lien tuc tai b va lim,_,, g(z) = b thi
lim, ., f(g(x)) =f (hmx%a g(‘r)) = f(b)

Mot céach tryc quan, dinh 1y 8 hgp 1y vi khi z gan a, thi g(z) gan b va tit ham s6

f lién tuc tai bnen f(g(x)) gan vé f(b). Chiing minh ctia dinh 1y 8 ¢6 trong phu luc F.

Ta ap dung dinh 1y 8 cho trudng hgp dic biét f(z) = {/z v6i n 1a mot s6 nguyen
duong. Ta c¢6

va

f <Iim g($)> = p/lim g(x).

T—a T—a

timy /o) = /i

va vi vay quy tac gidi han 11 duge chitng minh. (Chu ¥ ta gid st phép 1ay cén ton tai.)

Theo dinh 1y 8, ta c6

9. Dinh ly: Néu g lien tuc tai a va f lien tuc tai g(a) thi
ham hgp f o g dugc cho béi cong thic (f o g)(x) = f(g(x)) lién tuc tai a.

Dinh Iy nay thuong dugc dién td bang cach néi 1a "mot ham s6 lién tuc ctia mot
ham s6 lién tuc 14 mot ham sé lien tuc".
Ching minh.
Vi g lién tuc tai @ nén ta c6
lim g(x) = g(a).

r—a
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Vi f lien tuc tai b = g(a), ta 4p dung dinh Iy 8 dé thu dugc

lim £(g(2) = /(s(@)
diéu d6 khéng dinh ham s6 h(x) = f(g(z)) lien tuc tai a, nghia la f o g lién tuc tai
a.

Vi du 62. Cac ham s6 sau lién tuc trén khoidng nao?

1

a. h(z) = sin(z?) b. F(z) = N

Loi giai.

(a) Ta c6 h(z) = f(g(x)) v6i f(x) = sinx va g(x) = 2. Bdi vi f va g lien tuc khip
noi trén R nén h ciing lién tuc trén toan R.

(b) Ta phan tich F' thanh ham hgp ctia bén ham s6 F(z) = f(g(h(k(z)))) véi
f(z) = 1/z, g(x) = x — 4, h(x) = V& va k() = 2? + 7. Mdi ham s6 trén lién tuc
trén mién xac dinh ctia chiing theo dinh 1y 5 v& 7. Vi vay theo dinh 1y 9 thi ham s6
F lién tuc trén mién xac dinh ctia né va la

D={zeR:Va?2+7#4} ={x:2# +3} = (—00,-3)U(-3,3) U (3,00).
O

Mot tinh chit quan trong cia ham sb lién tuc dugc phat biéu trong dinh 1y sau
day ( phan chitng minh cé thé duge tim thiy trong cac cudn sich vé phép tinh vi
tich phan).

10. Dinh 1y gia tri trung gian Gia st f lién tuc trén khodng doéng [a, ]
va N 1a mot s6 bat ky ndm gitta f(a) va f(b), v6i f(a) # f(b). Khi d6
ton tai mot s6 ¢ € (a,b) sao cho f(c) = N.

Dinh 1y gi4 tri trung gian phat biéu rang mot ham sé lien tuc lay moi gia tri trung
gian nam gitta f(a) va f(b). Diéu nay dugc minh hoa trong hinh 1.8.7. Chu y ring
gia tri N c6 thé duge lay mot 1an nhu trong hinh 1.8.7(a) hay nhiéu lan nhu trong
hinh 1.8.7(b).

Néu chiing ta nghi mot ham s6 lién tuc nhu 14 mot ham sd ma doé thi clia n6 khong
c6 16 trong hay dit khodng, khi d6 dé dang thay dinh 1y gia tri trung gian & ding.
Trong ngon ngit hinh hoc, dudng ndm ngang y = N nam gitta y = f(a) va y = f(b)
nhu trong hinh 1.8.8, khi d6 dd thi ham s6 f ludén ciat y = N & it nhat mot diém.
Diéu quan trong trong dinh 1y 10 13 ham s6 f lién tuc. Dinh 1y gia tri trung gian
khong ding cho ham s6 khong lien tuc (xem bai tap 48).
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Nl r ¥=fix|

Fig) ¥ = flxl Fig)

: e | A
(2} Lo}
Hinh 1.8.7: Minh hoa dinh ly gia tri trung gian.

¥

e
llIl'i'l

N y=N

Jith

Hinh 1.8.8: Minh hoa hinh hoc dinh 1y gi4 tri trung gian.

Chiing ta sit dung dinh 1y gi4 tri trung gian dé x4c dinh nghiém ctia cic phuong
trinh nhu trong vi du sau.

Vi du 63. Chitng minh rang c6 mot nghiém ciia phuong trinh
42° — 62> + 32 —2=10

nam gitta 1 va 2.
Lai giai.
Dat f(z) = 423 — 62% + 32 — 2. Chiing ta tim mot nghiém ciia phuong trinh da cho,
nghia 14 mot s6 ¢ € (1,2) sao cho f(c) = 0. Do vay, lay a = 1, b = 2 va N = 0 trong
dinh 1y 10. Ta c6

f)=—-1<0va f(2)=12>0.

Vi f(1) < 0 < f(2) va f la ham s6 lien tuc, dinh ly gid tri trung gian cho ta mot s6
c € (1,2) sao cho f(c) = 0. N6i cach khac, phuong trinh 423 — 622 + 3z —2 =0 c6
it nhat mot nghiem ¢ trong khoang (1,2).
Su that ta c6 thé xac dinh nghiém chinh x4c hon bing dinh 1y gia tri trung gian.
Tu

£(1.2) = —0.128 < 0 va £(1.3) = 0.548 > 0

mot nghiém phai ndm gitta 1.2 v 1.3. Ding may tinh ta c6
f£(1.22) = —0.007008 va f(1.23) = 0.056068 > 0

vi vay phuong trinh ¢6 mot nghiém nam trong (1.22,1.23). O
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Chiing ta c6 thé dimg may tinh dé minh hoa ting dung ctia dinh 1y gia tri trung
gian trong vi du 63. Hinh 1.8.9 chi ra rang do thi ham s6 f trong hinh chit nhat
[—1,3] x [=3,3] v& ban c6 thé thay ring do thi cit truc toa do « tai diém giita 1 va
2. Hinh 1.8.10 chi ra két qua bing cach phéng to dé xem xét trong hinh chit nhat
[1.2,1.3] x [~0.2,0.2].

Hinh 1.8.9: Minh hoa vi du 63.

Q2

iz
Hinh 1.8.10: Minh hoa vi du 63.

Dinh 1y gia tri trung gian déng vai tro quan trong trong cach hoat dong cta cac
thiét bi may tinh ... Mot méy tinh sé tinh toan hitu han diém trén do thi vi md céc
diém &anh ("pixels") ma céc gid tri chita trong cic "pixels" nay. Gia sit riing ham s
da vé 1a lien tuc va lay moi gia tri trung gian nim gitta hai diém lién nhau. Khi dé6
may tinh sé ndi cac pixels lai bing cach mé cac diém pixels trung gian.

Bai tap 1.8.

1. Cho mot vi du vé ham s f lién tuc tai 4.

2. Néu f lien tuc trén (—oo, c0), chiing ta cé thé két luan gi vé do thi ctia n6?

3. Cho do thi ham s6 f nhu hinh duéi.

(a) Tim cac diém gian doan clia f va gidi thich.

(b) Tit cac diém tim dugc trén cau (a), xac dinh tai diém nido ma ham sb lién tuc
bén trai hodc bén phéi hodc khong lién tuc ca hai beén.

4. Tt do thi ham s6 g cho bén duéi, tim cac khoang ma ham sé g lién tuc.
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5 — 8. Vé do thi minh hoa ham s6 f lién tuc thod méan ting khing dinh gian doan
satl.

5. Gidn doan nhung lién tuc bén phai tai 2.

6. Gian doan tai —1 vA 4 nhung lién tuc bén trai tai —1 va lién tuc bén phéi tai 4.
7. Gian doan khit dugc tai 3 va gian doan budc nhay tai 5.

8. Khong lién tuc c& bén trai 1an bén phéi tai —2, chi lién tuc bén trai tai 2.

9. Tién thué T cho mot quang dudng cho mot thoi gian tinh theo gis 1a 5 do la.
Trong khi gid cao diém 7 dén 10 gio sang va 4 dén 7 gio chiéu thi T = 7 do la.

(a) Vé do thi ciia T nhu 13 ham s6 ciia thoi gian theo gio tinh tir 1 gio sang.

(b) C6 két luan gi vé cac diém gian doan va tam quan trong ctia né cho tai xé.

10. Giai thich vi sao mdi ham s6 sau lién tuc hay khong lién tuc.

(a) Nhiét do ctia mot ving cu thé 1a mot ham s theo thai gian.

(b) Nhiét do tai mot thoi diém cu thé nhu 13 mot ham s6 theo khoéng céach lay goc
14 Ha Noi doc theo vao H6 Chi Minh.

(¢) Do cao so v6i mutc nude bién nhu 13 mot ham s6 theo khoang cich doc Bic Nam
tinh t Ha Noi.

(d) Gia cta taxi nhu 14 mot ham s6 theo khoang cach di dugc.

(e) Dong dién trong mach cho den dién nhu 1a mot ham s6 cta thoi gian.

11. Gia st f va g la cdc ham s6 lien tuc sao cho g(2) = 6 va lim,_,2[3f(z) +
f(z)g(z)] = 36. Tinh f(2). ) i \
12 — 14. St dung dinh nghia lién tuc va cac tinh chat cta giéi han dé chi ra rang
ham sb sau lién tuc tai diém a cho truée.

12.

f(x) =3z — 524 Va2 +4, a=2.

13.
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14. )
2t — 3t

h(t) = ——— =1.

M=

15 — 16. Stt dung dinh nghia lién tuc v& cic tinh chat ciia giéi han dé chi ra ring

ham s6 sau lién tuc trén khodng cho truée.

15.
_ 2z+3

f(z) = P (2,00).

16.
g(x) =2v3 —x, (—o0, 3].

17 — 22. Giai thich vi sao cdc ham sb sau gian doan tai diém a cho truée. Vé do thi
mdi ham sb.

17. )
= g —2
f)= s
18. .
_ ) 733 neux %+ =2 N
J(x) { 1 néux=-2 @
19. )
1—2? néux <1
g L == 1
1(@) { 1/z néuz > 1. “
20.
22—z A
_ ) 4== neuw #1 -
f(@) { 1 néuzx=
21. )
cosx neux <0
f(x)=¢ 0 néuz=0 a=0.
1—22 néuz>D0.
22.
2_Br— z
flz) = Qxxf§3 neu z 7 3 a=3.
6 néuz = 3.

23 — 24. Ban c6 thé dinh nghia f(2) sao cho mdi ham s6 c6 gian doan khit dugc
tré thanh lién tuc tai 2.
R ) 3 —8

R 24.f(ac):x2_4

23. f(x) =

25 — 32. Stt dung dinh 1y 4,5,7 va 9 giai thich vi sao cac ham s6 sau lién tuc trén
mién xac dinh. Tim mién xac dinh.
- 222 —x —1 2?4+ 1

25 Flo) = — 59— 26.G0) =52, 1
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Vi — 2 sinz
27. = 28. =
7. Q(z) P 8. h(z) —
t
29. h(z) = cos(1 — 2?) 30. B(z) = %
— X

31. M(z) = /1 + % 32. F(z) = sin(cos(sinz))

2 . 2 < 2 .z o 2 N £ N ~ p-3 .
33 — 34. Xac dinh cac diem gian doan ctia cac ham so sau va vé do thi.

33.y = 34. y = tan/x

1+sinz

35 — 38. Dumng su lién tuc dé tinh cac giéi han sau.

)
35. lim Ve 36. lim sin(z + sinz)
z—=4 /b 4+ x T—T

37. lim xcos’x 38. lim(z® -3z +1)7
x—7/4 T—2

39 — 40. Chiing minh riang f lién tuc trén (—oo, c0).

39.

22 néuz<l1

f(x):{ Vo néuz > 1.
40.
sinz néuz < /4
J(x) = { cosx mnéuz > /4.

41 — 43. Tim cac diém gian doan ctia ham s6 f. Tai nhitng diém nay, xac dinh diém
nao lién tuc bén phai, bén trai hosic khong lién tuc ca hai bén. Vé do thi ham so.
41.
14+ 2% néuz <0
fz)=¢ 2—2 ntul0<z<2
(2—2)? néux>2.

42. )
1+ neuxr <1
fl@)=¢ 1/z néul<z<3
vV —3 néuzx > 3.
43.

242 néuz <0
flx)=1¢ 222 ndu0<z<1
2—2 néuz> 1.

44. Trong lyc anh hudng bdi trai dat trén mot don vi khoi lugng tai khodng cach r
dén tam trai dat dugc cho béi

=

{ GMr péur < R

A néur <R
T
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v6i M 13 khdi lugng trai dat, R 1a ban kinh trai dat va G 1a hang s6 trong lyc. Hoi
ham s6 F c6 lien tuc hay khong?
45. Tim gia tri clia ¢ sao cho ham s6 sau lién tuc trén (—oo, o) :

cx? 4+ 2 néuzx <2

f(ﬂﬁ):{ 3

3 —cx néux > 2.

46. Tim gia tri clia a, b sao cho ham s6 sau lién tuc trén (—oo, 00) :
’;2:24 néu r < 2
fx) =< ar?> —br+3 néu2<x<3
2x —a+b néuzx>3.

47. Ham sd f ndo sau day 1a ham s c¢6 gian doan khit duge tai a? Néu ham s6 f
c6 gian doan khit duge, hay tim ham s6 g lién tuc tai a va ¢ = f néu x # a.

(@)

F(z) = ”;4__11, a=1.
v 3 — 2% -2z
flay =" )
(c)
F(@) = [sin, a=r.

48. Gia st rdng ham s6 f lién tuc trén [0, 1] ngoai trit tai 0.25 va f(0) =1, f(1) = 3.
Cho N = 2. Vé hai do thi c6 thé c¢6 clia f, mot chi ra ring f khong thoa két luan
clia dinh 1y gia tri trung gian va mot chi ra rang f thod man két luan ctia dinh ly
gid tri trung gian (mac dit n6 khong thod man gia thiét).

49. Néu f(z) = 22 4+ 10sin z, chitng minh riing ton tai s6 ¢ sao cho f(c) = 1000.
50. Gia su f lién tuc trén [1, 5] va phuong trinh f(z) = 6 chi ¢6 hai nghiém la z =1
va x = 4. Néu f(2) = 8, giai thich vi sao f(3) > 6.

51 — 54. Stt dung dinh 1y gia tri trung gian dé chi ra ring sy ton tai mot nghiem
cta phuong trinh sau trén mot khoang cho trudc.

51. 2 +2-3=0, (1,2 52. Yr=1—2z, (0,1

53. cosz =z, (0,1) 54. sinz = 2% —z, (1,2)

55 — 56.
(a) Chitng minh phuong trinh sau c6 it nhat mot nghiém thuc.
(b) St dung méy tinh dé tim khoang c6 do dai 0.01 chita nghiem.

55. cost = x° 56.12° — 22 +2x4+3=0

57 — 58.
(a) Ching minh phuong trinh sau c6 it nhat mot nghiém thue.
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(b) St dung méy tinh dé tim nghiém chinh xac dén ba chit s6 thap phan.
1
57.2° —2> —4=0 58. Vr—5=——
x+3

59. Chiing minh rang f lién tuc tai a khi va chi khi

lim f(a+ h) = f(a).

h—0

60. Dé chitng minh ham sin lién tuc, ta can chi ra rang lim,_,, sinz = sin a cho mdi
s6 thuc a. Ding bai tap 59 va biéu thitc 6 dé chitng minh ham sin lién tuc.

61. Chitng minh ham cos 1a ham s6 lién tuc.
62. Ching minh dinh 1y 4.
63. Tim = ma f lién tuc tai z:

fla) = 0 néu z hitu ti
1 néu x vo ti.

64. Tim r ma g lién tuc tai z:

0 néu x hitu ti
x néu x vo ti.

65. C6 ton tai s6 thic ndo 16n hon 1ap phuong clia né mot don vi?
66. Néu a va b 1a cac s6 thyc duong, ching minh phuong trinh

a n b
3+222 -1 234zx-—2

¢6 it nhat mot nghiem trong khoang (—1,1).
67. Chiing minh rang ham sb

fla) = { rtsin(1/x) néux #0

0 néux=0.

lién tuc trén R.

68.

(a) Chitng minh réng ham gia tri tuyet d6i F(z) = |z| thi lien tuc khip noi.

(b) Chiing minh rang néu f lien tuc trén mot khoang thi |f| cling lién tuc trén
khoang dé.

(¢) Diéu ngugc lai ctia (b) c6 ding khong? Néu c6 thi chiing minh, néu khong ding
hay tim phan vi du.

69. Mot ngudi ra khéi nha lic 7 gio sang va di 1én niai bang con dudng thudng ngay
va nguoi d6 dén noi luc 7 gio chiéu. Sang hom sau nguoi d6 bat dau di tur nui lac
7 gio sang vé nha bang con dudng cii va téi nha lic 7 gio t6i. Dung dinh 1y gia tri
trung gian dé ching minh ring ton tai mot noi ma ngusi dé di qua ciing thoi diém
clia ca hai ngay.
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ON TAP

On tap lai cac khai niém

1.

(a) Ham s6 1a gi? Thé nao la mién xac dinh v mién gia tri ctia ham s67?
(b) Do thi ctia ham sb 1a gi?

(¢) Nhu thé nao dé nhan biét mot dudng cong 1a do thi clia mot ham s6?
2. Théao luan bén cach mo6 ta4 mot ham s6. Minh hoa bang vi du.

3.

(a) Ham chén 1a gi? Nhu thé nao dé nhan biét mot ham chin bing dd thi ctia né?
Cho ba vi du ctia ham chén.

(b) Ham 1¢ 1 gi? Nhu thé nao dé nhan biét mot ham 18 bang do thi ctia n6? Cho ba
vi du ctia ham 1é.

4. Ham tang la gi?

5. Mo hinh toan hoc la gi?

6. Cho vi du mdi loai ham sb sau:

(a) Ham tuyén tinh.
(b) Ham luy thua.

(c) Ham ma.

(d) Ham bac hai.

(e) Ham da thic bac 5.

(f) Ham phan thec.

7. Vé bang tay trén cting mot hé truc toa do do thi cac ham s6 sau:

9. Gia st rang f c¢6 mién xac dinh A va g c6 mién xac dinh B.

(a) Mién xac dinh clia f + g & gi?

(b) Mién xac dinh cta fg la gi?

(¢) Mién xac dinh clia f/g la gi?

10. Ham hop f o g duge dinh nghia nhu thé ndo? Mién xic dinh ctia né6 la gi?

11. Gia st do thi ham s6 f dudgc cho. Viét phuong trinh cho mdi do thi thu dugc ti
do thi ctia f nhu sau:

(a) Di chuyén lén trén 2 don vi.

(b) Di chuyén xudng duéi 2 don vi.

(¢) Di chuyén qua phai 2 don vi.
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(d) Di chuyén qua trai 2 don vi.
) Déi xiing qua truc .

)
Giai thich y nghia ctia mdi bicu thitc sau v minh hoa bing hinh vé.
) lim,_, f(z) = L.
) limy g+ f(l‘) =L.
lim, .- f(z) = L.
) limg g f(z) = 0.
e) limy_,, f(z) = —00.
13. Mo t4 vai cach ma gigi han khong ton tai. Minh hoa bang hinh vé.
14. Néu ¥ nghia ctia viec néi duong thing x = a la tiém can ding ctia dudng cong
y = f(z). V& mot vai dudng cong dé minh hoa cac trudng hgp c6 thé xay ra.
15. Phat biéu cac quy tic gisi han :
(a) Quy tac cong.
b) Quy tac tri.
) Quy tac nhan véi hing sob.
) Quy tac nhan.
) Quy téc chia.
) Quy tac luy thua.
) Quy tac lay can.
16. Phat biéu dinh 1y kep?
17.
(a) Ham s6 f lién tuc tai a c6 nghia la gi?
(b) Ham s6 f lién tuc trén (—oo,00) c6 nghia la gi? Ta c6 thé néi gi vé do thi ciia
ham s6 nhu thé.
18. Phat biéu dinh Iy gia tri trung gian.

(
(c
(d
(e
(f
(9

Bai tap tric nghiém

Xéc dinh khéng dinh ding hay sai. Néu dung thi giai thich, néu sai thi giai thich
hay cho vi du.

1. Néu f 1a mot ham s6 thi f(t + s) = f(¢) + f(s).

2. Néu f(t) = f(s) thi t = s.

3. Néu f 1a ham s6 thi f(3z) = 3f(x).

4. Néu 71 < zo va f 1a mot ham gidm thi f(x1) > f(z2).

5. Mot dudng thing nim theo chidu doc thi cit dd thi ham s6 tai nhiéu nhat mot
diém.

6. Néu z 1a mot s6 thue thi Va2 = z.

7.
i 2x 8 _ 2x I 8
:vligl rz—4 T —4 _a:gréll.%—él :vg%.%—‘l
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o 24+ 6x -7 B limg 1 (22 + 62 — 7)
a1 22 +52—6  limg (22 + 52 —6)°

5 z—3 lim, 1 (x — 3)
im = )
e=1 a2+ 20 — 4 limgyq (22 + 22 — 4)

10. Néu limg_y5 f(x) = 2 va limg 5 g(x) = 0 thi lim,_5[f(x)/g(z)] khong ton tai.
11. Néu lim, 5 f(x) = 0 va limy 5 g(x) = 0 thi lim,_,5[f(z)/g(z)] khong ton tai.
12. Néu lim, 4 f(z) va limg_, g(x) khong ton tai thi lim,_,[f(z) + g(x)] cing
khong ton tai.

13. Néu lim, o f(x) ton tai vd lim, 4 g(x) khong ton tai thi lim, . [f(x) + g(2)]
ciing khong ton tai.

14. Néu lim,_6[f(x)g(x)] ton tai thi né phai la f(6)g(6).

15. Néu p 1a mot da thic thi lim, ., p(x) = p(b).

16. Néu lim, 0 f(z) = oo va lim,_,0 g(z) = oo thi lim,—o[f(z) — g(x)] = 0.

17. Néu duong thing x = 1 la tiém can ding ctia y = f(x) thi f khong xac dinh
tai 1.

18. Néu f(1) > 0 va f(3) < 0 thi ton tai mot s6 ¢ nam gitta 1 va 3 sao cho f(c) = 0.
19. Néu f lien tuc tai 5 va f(5) = 2, f(4) = 3 thi lim, 9 thi lim,_,o f(42%—11) = 2.
20. Néu f lién tuc trén doan [—1,1] va f(—1) =4, f(1) = 3 khi d6 ton tai mot s6
thic r sao cho |r| <1 va f(r) = .

21. Cho ham s6 1a ham s6 thod man lim, o f(x) = 6. Khi d6 ton tai mot s6 0 sao
cho néu 0 < |z| < 6 thi |f(z) — 6] < 1.

22. Néu f(z) > 1 véi moi x va lim,_, f(x) ton tai thi lim, o f(z) > 1.

23. Néu f lien tuc tai a thi |f| ciing vay.

24. Néu |f] lien tuc tai a thi f ciing vay.

Bai tap.

1. Cho ham s6 f c6 do6 thi cho truéc nhut trong hinh duéi.

(a) Udc lugng gia tri f(2).

(b) Uéc lugng gia tri x sao cho f(z) = 3.

(c) Phat biéu mién x4c dinh ctia f.

(d) Phat biéu mién gia tri ciia f.

(e) Trén khodng ndo, ham s6 tang.

(f) Ham s6 f 6 la ham chén, 1é¢ hay khong 1a ham chén ciing khong la ham 18. Giai
thich.

2. Xac dinh dudng cong sau c¢6 13 do thi clia mot ham s6. Xac dinh mién gia tri va
mién xac dinh.

3. Néu f(x) = 2% — 2z + 3, tinh

fla+h) = f(a)
- :
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Hinh 1.8.11: Bai tap 1.

LEY] Fi k) ¥
y ¥
2 ' 7 "
1] [ : x |:| p

Hinh 1.8.12: Bai tap 2.

4. Vé so luge do thi clia san lugng mot mita vy nhu 13 mot ham s6 theo lugng phan
bon da sit dung.
5 — 8. X4c dinh mién x4c dinh v& mién gia tri ctia ham s6.

5. f(x) =2/(3x —1).

6. g(x) = V16 — 4.

7.y=1+sinz.

8. F(t) = 3+ cos2t.

9. Gia st do thi ham s6 f duge cho. M6 ta do thi cac ham s6 sau theo do thi ham
s f.

(a) y = ()+8 (b) y= f(z +8)

(c)y=2f(z)+1 (d)y=flz—2)-2

(e) y=—f(x) (f)y=3-f(z)

10. Cho trude do thi ctia ham s6 f, vé do thi clia cac ham s6 sau:
(a) y ( - 8) (b) y=—f(z)

(c)y=2-f(z) (d) y=1/2f(z) -

11 — 16. St dung céc phép bién doéi dé vé do thi cac ham sb sau:
11. y = —sin2x

12. y = (z — 2)?

13.y =1/223 + 1

14.y=2—/z
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15.

16.

fla) = z+1 nfuz <0
Tl 2241 néuzx>0.

17. X4ac dinh tinh chat ham chin ham 1é ciia cac ham s6 sau:

() = 22° — 322 + 2

() = 2% — 27

(¢) f(x) = cos(z?)

(d) f(z) =1+sinz.

18. Tim biéu thiic cho mot ham s6 ma do thi clia no chita mot phan dudng thang
tr (—2,2) dén (—1,0) va chita nita trén cia dudng tron tam O béan kinh 1.

19. Néu f(z) = \/z va g(z) = sinz, tim ham s6 fog, go f, fo f, go g va mién
xéc dinh cta ching.

20. Viét ham s6 F(z) = 1/\/x + /= dudi dang hgp ciia ba ham sb.

21. Tudi tho trung binh dugc cai thien dang ké trong thé k¥ 20. Bang sau cho ta
tudi tho trung binh theo nam sinh ctia nam giéi M. St dung do thi rdi rac dé chon
mot moé hinh phit hgp. St dung mé hinh clia ban dé dy doan tudi tho trung binh
cho nam gigi My sinh trong nam 2010.

s

Niam sinh | Tudi tho trung binh | Nam sinh | Tudi tho trung binh
1900 48.3 1960 66.6
1910 51.1 1970 67.1
1920 55.2 1980 70.0
1930 57.4 1990 71.8
1940 62.5 2000 73.0
1950 65.6

22. Mot nha may san xuit thiét bi nhan thiy ring nha may tén 9000 do la dé san
xuat 1000 16 nuéng banh trong mot tuan va 12000 do la dé san xuat 1500 10 nuéng
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banh trong mot tuan.

(a) Biéu dién gia tién nhu 1a mot ham s6 theo s6 lugng 1o nuéng banh véi gid sit
rang mo hinh tuyén tinh 1a phit hgp. Vé do thi ham s6 nay.
(b) He s6 goc ciia do thi la gi va § nghia clia n6?

(c) Do thi giao v6i truc toa do y tai dau va c6 § nghia gi?

Hinh 1.8.14: Bai tap 23.

23. Cho truéc do thi ham s6 f nhu trong hinh vé.

(a) Tim gidi han hodc giai thich vi sao gidi han khong ton tai :

(1) lim f(z)

z—2F
(i) lim_f(z)

(v) lim f(x)

z—0

(b) Tim tiém can ding ctia ham s6 f.

(17) lim f(x)

z——31
(iv) I f(z)

(ii) lim f(x)

r—2~

(c) Tim diém gian doan clia f, giai thich.
24. V& dd thi ctia mot ham s6 thod man cac diéu kién sau:

lim, o+ f(.’L‘) = =2, lim, - f((E)
—00, lim, ,,- f(z) = co.

25 — 38. Tim cac gidi han.

25.

= 1, f(0) = -1, lim, o+ f(2)

lim cos(x + sinz).

z—0

26.

2 -9

m ————7—-—-—.
x—3 $2+2$—3

27.

lim

2 =9

r——3 :I}2+2£L‘—3.
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28.

. 2 -9
llm ——m——.
a1t 22+ 22 — 3
29. 5
—1 1
lim u
h—0
30.
-
lim .
=213 — 8
31.
NG
r—9 (7" — 9)4
32.
I 4—wv
im —.
v—4+ |4 — ’U|
33.
. ut—1
lm —————.
u—1 u3 + 5u? — 6u
34.
. Vr+6—=x
lim —————.
=3 13 — 3x2
35.
4 —
im \/5
s—16 s — 16
36.
24+ 20—38
lim —
v—2 v* — 16
37.
1l =1 =22
lim .
x—0 x
38.

y 1 N 1

m .

i\ =1 2= 3z +2

39. Néu 2z — 1 < f(x) < 22 v6i 0 < z < 3, tim gi6i han lim, 1 f(z).
40. Chitng minh rang

lim 22 cos(1/2?) = 0.
z—0

41 — 44. Chitng minh cac phat biéu sau bing dinh nghia ctia gi6i han.

41. lim(14 — 5z) = 4 42. lim ¥z =0
r—2 z—0
43. lim (2% — 3z) = —2 44. lim =00
r—2 z—4t Jx — 4
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45. Cho .
v/—x néux <0
flz)=¢ 3—2 néul0<z<3
(3 —x)? néuwx > 3.

(a) Tim gi6i han néu ton tai

(1) lim f(x) (7i) lim f(x) (7i7) lim f(x)

z—0t x—0~ z—0
() lm f) @) m f) () lim 7

(b) Tim diém gidn doan ctia f.
(¢) V& do thi ham sb f.
46. Cho .
20 —x2 nbul0<zx<2

2—2 néu2<x<3
r—4 nfud<zx<4
m néuzx > 4.

g(x) =

(a) Tai cAc diém 2, 3, 4 x4c dinh tinh lién tuc trai, lien tuc phai hay lien tuc cia
ham sb g.

(b) V& do thi ham s6 g.

47 — 48. Chitng minh rang moéi ham s6 sau lién tuc trén mién x4c dinh, tim mién
xac dinh do6.

2 -9
2 —2
49 — 50. St dung dinh 1y gi4 tri trung gian dé ching minh ring phuong trinh sau
c6 mot nghiém nam trong khoang cho trudc.
49. 2% — 23 +3r—-5=0, (1,2).
50. 2sinx =3 — 2z, (0,1).

47. h(z) = Vo + 23 cosz 48. g(z) =

Cac quy tac trong giai toan

C6 nhitng phuong phap rat gon va gitip chiing ta dé dang thanh cong trong viéc
gidi mot bai toan. Tuy nhién, ching ta c6 thé dua ra vai budc téng quat cho mot
qui trinh gidi todn v mot s6 nguyén tic co6 ich cho viéc tim 10i gidi clia mot s6 bai
toan. Cac bude va cac nguyen tic nay déu don gidn va cu thé. Ching duge dicu
chinh tit cudn sach ctia George Polya "How to solve it".

1. Hiéu bai toan

Bué6c dau tien 1a doc bai todn va chic chin rang ban hi¢u dude bai toan dé mot
cach ro rang. Hoi chinh ban cac cau héi sau :

Cdi gi chua biét?

Cdi gi la dai lugng da biét?
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Cdi gi la dieu kién dugc cho?

D&i v6i mot s6 bai toan thi rat hitu ich néu ta

vé mot so do

va xac dinh dai luong da cho va can tim trén so do.
Thong thuong chiing ta can thiét phai

gidi thiéu kij hiéu thich hop.

Ching ta thuong chon cac chit nhu a, b, ¢, m, n, x, y cho cac thong tin va dai
luong chua biét, nhung trong vai truong hop ta ding mot sd ky hieu dude dé nghi
va thong dung, chang han, V cho thé tich, ¢ cho thsi gian.

2. Nghi ra mot ké hoach

Tim mébi lien hé gitta dai lugng da biét va chua biét c6 thé sé gitp ban tim duge dai
lugng chua biét. N6 rat gitp ich néu ban tir héi: "Lam nhu thé ndo dé viét méi lien he
gitta thong tin da biét va chua biét ?" Néu ban khong thay moi lien hé ngay lap tic,
nhitng ¥ tudng sau co 1& sé gitp ich cho ban trong viéc tao ra mot ké hoach giai toan.

Co gdng nhan biét nhitng thit quen thudc : Lién hé trudng hgp da cho véi kién
thitc biét truée. Nhin dai Iugng chua biét va ¢d6 gang nhd lai nhitng bai toan quen
thudc hon ma ching c6 dai lugng chua biét tuong tr.

C6 ging mhan biét cic mau : Mot sd bai toan dude gidi bing cdch nhan
dang sit xuat hién ctia mot loai toan trong cac mau. C6 cac dang mau nhu hinh
hoc, tinh toan, dai s6 ... Néu ban thay tinh déu dan hay lip lai trong mot bai
toan, ban c6 1& doan duge tinh lién tuc clia mau ciia bai toan 1a gi va chidng minh né.

St dung tinh tuong tu : C6 gang nghi vé mot bai toan tuong tiy, bai toan lién
quan, nhung dé& hon bai toan gbc. Néu ban c6 thé gidi bai toan tuong tu don gan
hon thi né c6 thé cho ban mot vai y tudng dé giai bai toan gbéc khé hon. Ching
han, néu mot bai toan lien quan dén s6 rat 16n, ban c6 thé nghi vé véc giai bai toan
v6i s6 nho hon. Hay néu bai toan lien quan dén hinh hoc ba chiéu, ban c¢6 thé nghi
vé bai toan tuong tir trong hai chiéu. Hay néu bai toan kha téng quat thi ta bét
dau v6i mot truong hgp dic biet.

Gidi thiéu thém cdc dai lwong mdi : Thinh thodng né can thiét dé gisi thicu
them mot sd dai lugng mdéi dé lien két dai lugng da biét va dai lugng can
tim. Chang han, trong mot bai todn ma mot so do thi cé ich, vé théem mot
dudng thing trén so dd la mot dai lugng thém. Trong mot bai toan dai sé ta c6
thé gidi thieu mot dai lugng méi chua biét nhung né lién quan dén dai luong can tim.

Chia truong hop : Ching ta thinh thodng chia nhé bai toan ra nhiéu truong hgp
va cho mdi trusng hgp mot 1y luan khac nhau. Chéng han, ching ta thudng phai
st dung cich nay trong gidi bai toan gia tri tuyet doi.
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Phuong phdp lan ngugc : Giad st bai todn duge gidi va sau d6 ching ta lan
nguge bai toan, titng bude ting buéec mot cho dén khi ban gip dit lieu da cho ctia
bai toan. Cudi cling ban c6 thé di ngudc lai cac bude va xay dung 10i gidi cho bai
toan gdc. Quy trinh nay dudce sit dung phd bién trong giai phuong trinh. Ching
han, gidi phuong trinh 3z — 5 = 7, chtung ta gid st x 14 s6 thod man 3z — 5 = 7
va 1an ngugce bai todn. Ching ta cong 5 hai vé phuong trinh, sau d6 chia hai vé
cho 3 dé dugc z = 4. Béi vi mdi budc 6 thé di ngudc lai nén bai toan dudc giai xong.

Dua ra bai todn con : Trong mot bai toan phiic tap, né c6 ich néu ta giai cac
bai toan con clia bai toan géc. Néu chiing ta c6 thé gidi dude cac bai toan con, sau
dé6 ching ta c6 thé thu gom ching dé cé két qua cubi cling.

Ly lugn gian tiép : Thinh thoang ta tan cong bai toan mot cich gian tiép.
Trong chiing minh phan chiing "P suy ra Q", ching ta gid st rang P ding va
Q sai va c6 gang ching minh diéu nay khong xay ra. Mot cach nao dé chiung ta
phai st dung thong tin nay va di dén mot mau thudn véi mot cai ma ta biét né ding.

Quy nap todn hoc : Trong viéc ching minh cac phat biéu lien quan dén s
nguyén ducng n, né cé ich khi sit dung phuong phap sau.

Phuong phap quy nap todn hoc :
Cho S, la phat biéu vé s6 nguyén duong n. Gid st ring
1. S1 ding.
2. Spy1 ding bat cit khi Sy ding.
Khi dé S,, ding vdi moi s6 nguyén duong n.

Diéu nay thi hgp 1y béi vi khi Sy ding, thi Sy cling ding theo diéu kién 2 v6i k = 1.
Sau d6 stt dung diéu kién 2 v6i k = 2 ta c6 S3 dung, tuong tu Sy dung, S5 dung...
Quy trinh nay kéo ra vo han lan.

3. Hoan thanh ké hoach : Trong budc hai, ta dua ra cac § tudng cho ké hoach
giai toan. Trong budc nay ta kiém tra timg muc trong ké hoach va viét chi tiét,
chitng minh cac budc dy 1a ding.

4. Xem lai : Sau khi gidi xong bai toan, hay xem lai n6 mot cach can than xem ta
6 sai s6t & mot phan nao hay khong. Mot nguyén nhan khéc khi xem lai 161 giai 1a
gitp ta ghi nhé cach lam cho cac bai todn tuong tu trong tuong lai. Descartes da
no6i rang: "Moi bai toan toi gidi da tré thanh mot quy tic ma né phuc vu cho viée
gidi cac bai toan sau".

Nhitng quy tic nay duge minh hoa trong céc vi du sau. Truée khi ban xem 10i
giai clia bai toan, c¢6 gang t1r minh giai chiing, tham khao cac quy tic giai toan trén
néu ban gip khé khian. Ban c6 1& tim duge diéu c6 ich trong phan nay theo thoi
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gian khi ban giai bai tap trong cac sach toan.
Mot vi du dau tién dung nguyén tac "chia truong hgp" khi xit 1y bai toan co gia tri
tuyet doi.
Vi du 64. Giai bat phuong trinh
|z — 3]+ |z + 2| < 11.
Loi gidi. N6 lai dinh nghia ctia gia tri tuyet doi

x néux>0
| = —x néux < 0.

Vi vay ta c6

o — 3| = r—3 néuxz>3
| 3—2z néux<3

x4+ 2 néuax>—2
2] = PR
\:p—i— ‘ {—x—2 neu r < —2.

Ta giai bai toan bat phuong trinh ban dau bang cach chia 3 truong hgp
T < —2, —2<x <3, x > 3.
Truong hop 1 : Néu z < —2 thi
|z —3|+ |z +2| <11
—rx+3—-z—-2<11
—2x < 10
T > —5.

Trudng hop 2 : Néu —2 <z < 3 thi

|z — 3|+ |z +2| <11
—rz+3+x+2<11
5 < 11. (luon dang)

Trudng hop 3 : Néu z > 3 thi

|l — 3|+ |z + 2] < 11
r—3+z+2<11
2x < 12

r < 6.

Két hgp ba truong hgp ta duge tap nghiem ctia bat phuong trinh 1a (=5, 6). |
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Trong vi du tiép theo, ching ta trudc hét dy doan két qua biang cach xem xét
mot vai truong hop dac biét va nhan biét dang mau clia bai toan. Sau dé ching ta
chitng minh két luan gid dinh bang quy nap toan hoc. Sit dung quy nap toan hoc,
ta theo cac budc sau:

Buéc 1: Chitng minh réng S, ding v6i n = 1.
Buéce 2: gia sit S, dung v6i n = k va ching minh S, ciing dang v6i n = k + 1.
Bu6c 3: Két luan S,, ding v6i moi n theo nguyén ly quy nap toan hoc.

Vi du 65. Néu fo(z) = z/(z + 1) v& fry1 = foo fn v6i n 1a s6 tu nhién. Tim cong
thic cho fp,.

Loi giai.

Tinh tuong tu: C6 gang véi bai toan tuong tu, don gian hon

Ta bat dau tim cong thiic cho f, véi n = 1,2, 3 dé du doan dang méiu cho cong thric

[

f1(2) = (oo fo)(@) = folfo(@)) = fo ( v )

r+1
T _x
o x+1 = x
=z = 22+l .
1l TEr 2ol

) = (oo f1)(@) = folfi(x)) = fo ( i )

20+ 1
_z _x
22+1 _ 2z+1 _ T
- =z — Bz+l :
2a:+1+1 el 3r+1

fs(x)z(foofz)(ﬂf)zfo(fz(x))zfo< v )

3rz+1
_x _x
3z+1 _ 3z+1 _ L
= =z = Ta+l :
watl g drtl

Du doan dang chung cho f,,: hé s6 clia z trong mau sb cia f,, 1a (n + 1), nghia
la
x

fn(z) = CESILESh

Ta chiing minh cong thitc trén bang quy nap toan hoc. V6i n = 1, ta da tinh & trén.
Gia st cong thic trén dung véi n = k, nghia la

T

@) = G e
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Ta c6

Fror1(@) = (fo o fi) (@) = folfo(x)) = fo <>

(k+1z+1
_ (k+1x)x+1 _ (k+1$)x+1 _ £

Nghia la cong thic f, dang v6i n = k+ 1. Do vay bdi nguyén 1y quy nap, cong thiic
ding véi moi sd6 nguyén duong n. O

Trong vi du ké tiép, ta sé thay cach gidi mot bai toan bang cach "gidi thiéu théem
dai lugng mdi" khi tinh giéi han. Y tuéng chinh la déi bién - gi6i thieu mot bién
méi lien quan dén bién ban dau - dé lam bai toan don gidn hon. Sau nay trong phan
4.5, ta sé mé rong y tudng nay.

Vi du 66. Tinh gi6i han

. V1+ecx—1

lim ———

z—0 X
véi ¢ 1a hang s6.
Loi giai. : Day la dang gi6i han ma ca tit v mau s6 déu tién vé 0. Trong cac vi
du truée, ta thudng ding cac phép bién ddi dai s6 dé triet tieu cac thira sb tién ve
0. Trong vi du nay, ta chua hinh dung r6 rang ldm vé phép bién ddi dai s cho tit
va mau sd. Vi vay ta doi bién bang cach dat

t = exr + 1.

Khi do ta c6
3 —1
gj:

néu c # 0.

Chu y ring z — 0 tuong duong véi t — 1. Didu nay cho ta chuyén giéi han da cho
thanh gi6i han theo ¢

. Ml+ecx—1 . c(t—1)
lim ——— =1lim .
x—0 x t—1 3 —1

Phép ddi bién gitp ta chuyén bai toan thanh dang c6 phép bién déi dai sd quen
thuoc :
.ocet—=1) c
lim = lim =
t—1 3 —1 t—=1t2+t+1

wl o

Véi truong hgp ¢ = 0 thi tit s6 luon 14 0 va vi vay giéi han can tim ciing 1a 0. Vay

ta két luan
N+ ex—-1 ¢
lm —m8Mm— = —.
x—0 X 3
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Céc bai toan sau duge cho dé kiém tra va thit thach ky nang gidi toan ctia ban.
Mot sb6 bai toan can nhiéu thsi gian dé suy ngdm va vi vay ban dimg nan néu ban
khong thé gidi duge ching. Néu ban thay khé khan, hiay nhd lai cic nguyén tic
trong giai toan.

CAC BAI TOAN

1. V& d6 thi ctia ham s6 z + |z| = y + |y|.

2. Vé trong mit phing tat cd cac diém (x,%y) thod man |z — y| + |z| — |y| < 2.

3. Cho fo(x) = 22 v fur1(z) = fo(fn(w)) v6i n = 0,1,2,--- Tim cong thiic cho
4.

(a) Cho fp(z) =1/(2—2) va fn41 = foo fn v6in =0,1,2,--- Tim cong thic cho
fn
(b) V& do thi fo, f1, fo, f3 trén cing mot mit phang va mo ta tac dung clia ham hgp
nhiéu lan.
5. Tinh

Jr—1

1m .
z—1 /x — 1

6. Tim a va b sao cho
. var+b—2
m--— =

x—0 T

1.

7. Tinh
.2z —=1] =22+ 1]
lim .

z—0 xT

8. Hinh du6i cho ta diém P nidm trén parabol y = 2, Q la giao diém ciia truc Oy
va dudng trung truyc ctia OP. Khi P tién vé diém O thi Q tién vé dau? Vi tri gi6i
han d6 nam & dau?

y=a'f

v /r

Hinh 1.8.15: Hinh cho bai tap 8.

9. Tinh céc gi6i han sau néu ton tai, & day [z| la ham phan nguyen 16n nhat.
() Tim, o 2. (b) limg_yox[1/x].
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10. Vé mién chita cac diém thod man phuong trinh sau.
(@) P+ P =1 @O @P-WP=1 (@l+yP=1 (d)]+[y=1
11. Tim tat cd cac gia tri a sao cho f lién tuc trén R:

z+1 néuz<a

f(z) :{ 22 néuz > a.

12. Mot diém bat dong ciia ham s6 f 13 mot s6 ¢ sao cho f(c) = c.

(a) V& mot ham s6 lien tuc véi mién xac dinh [0, 1] v mién gia tri ciing la [0, 1]. Xac
dinh diém bat dong ciia ham s6 nay.

(b) C6 gang vé mot do thi cia ham s6 lien tuc ¢6 mién xac dinh va mién gia tri la
[0,1] sao cho ham s6 khong c6 diém bat dong? Trd ngai 1a gi?

(c) Dung dinh 1y gia tri trung gian dé chitng minh ring moi ham s6 lien tuc tit [0, 1]
— [0,1] déu c6 diém bat dong.

13. Néu lim, 4 [f(z) + g(x)] = 2 va lim,q[f(z) — g(x)] = 1, tim lim,_4[f(z)g(x)].
14.

(a) Cho tam gidc ABC can tai A. Duong phan giac goc B cat AC tai diém P. Ha
chiéu cao AM. Gia sit ¢6 dinh BC va di chuyén diém M sao cho |AM]| tién vé 0.
Diém P sé tién vé dau? Tim diém giéi han dé?

M

Hinh 1.8.16: Hinh cho bai tap 14.

(b) C6 gang vé lai tat ci cac diem P khi M di chuyén. Tim phuong trinh cho quy
dao ctia P va vé no treén do thi.

15.

(a) Néu chiing ta bat dau tai vi do 0 v& di chuyén theo huéng tay, ching ta cé thé
dat T(x) 1a nhiet do tai diém z tai mot thoi diém bat ky. Gid st ring T lien tuc
theo x, chiing minh ring tai mot thoi diém cd dinh ton tai it nhat hai diém déi xting
trén xich dao c¢6 cung nhiét do.

(b) Két qué trén con ding cho nhitng diém trén hinh tron bat ky trén bé mat trai
dat?

(¢) Két qua trén c6 ding cho ap suat khi quyén va cho do cao clia miyc nude bién?



