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Giảng viên Vũ Đỗ Huy Cường

Giới thiệu môn học
Phương pháp tính là bộ môn toán học có nhiệm vụ giải đến kết quả

bằng số cho các bài toán, nó cung cấp các phương pháp giải cho
những bài toán trong thực tế mà không có lời giải chính xác. Môn học
này là cầu nối giữa toán học lý thuyết và các ứng dụng của nó trong
thực tế.

Nội dung môn học
- Tính xấp xỉ giá trị tích phân.
- Giải gần đúng phương trình vi phân.

Tài liệu môn học
- Giáo trình Phương pháp tính.
- Giáo trình Giải tích số.
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Mục lục

1 Đạo hàm số
Công thức sai phân
Công thức ba điểm
Công thức nam điểm
Đạo hàm cấp hai

2 Tích phân số
Tích phân hình thang
Tích phân Simpson
Tích phân Newton-Cotes
Tích phân Gauss

3 Phương trình vi phân
Phương pháp lặp
Phương pháp Euler
Phương pháp Euler cải tiến
Phương pháp Runge-Kutta

4 Hệ phương trình vi phân
Phương pháp Euler
Phương pháp Euler cải tiến
Phương pháp Runge-Kutta
Phương pháp vi phân bậc hai
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Chương 1

Đạo hàm số
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1. Đạo hàm số
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1. Đạo hàm số

Giảng viên Vũ Đỗ Huy Cường Phương pháp tính 2: Vi phân và Tích phân 6 / 71



Giảng viên Vũ Đỗ Huy Cường

1. Đạo hàm số

Trong thực tế, các đại lượng cần nghiên cứu chỉ được biểu diễn dưới
dạng bảng số liệu chứ không thể có dạng hàm số liên tục. Ví dụ như ta
chỉ có thể đo độ sâu một vài điểm trên lòng sông, không thể đo hết cả
lòng sông. Hoặc ta chỉ thống kê dân số vài nam một lần, không thể
mỗi ngày một thống kê được. Do không có dạng hàm số liên tục nên
việc tìm tốc độ biến thiên (đạo hàm) của các đại lượng này là cực kì
phức tạp.

Để tính đạo hàm của các đại lượng rời rạc này. Cách đơn giản nhất là
sử dụng sai phân, một ước lượng gần đúng của đạo hàm khi ta cho
biến phụ thuộc thay đổi một đoạn nhỏ. Hơn nữa, người ta sử dụng một
công cụ mạnh của giải tích là phép khai triển Taylor để đánh giá sai số
của đạo hàm xấp xỉ này.

Việc tính đạo hàm số là bài toán quan trọng, đặt nền móng cho các nội
dung tích phân số, giải phương trình vi phân ...
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1.1. Công thức sai phân

Cho hàm số f liên tục trên [a,b]. Khi đó đạo hàm của f (x) tại
x0 ∈ (a,b) được định nghĩa bởi

f ′(x) = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h (1)

Để tính đạo hàm gần đúng, ta thay giới hạn h→ 0 bởi giá trị h nhỏ. Kết
quả là ta có công thức sai phân sau

Xấp xỉ đạo hàm bằng sai phân tiến và sai phân lùi

f ′SPT (x0) ' f (x0 + h)− f (x0)

h f ′SPL(x0) ' f (x0)− f (x0 − h)

h (2)

Quan hệ giữa đạo hàm và sai phân là

f ′(x0) = f ′SP(x0)− h
2

f ′′(ξ), ξ ∈ (x0, x0 + h) (3)
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1.1. Công thức sai phân

Ví dụ 1.1. Cho hàm số f = ex − x . Tính các đạo hàm xấp xỉ tại
x = 1 với h = 0,05 và xác định sai số của chúng.

Giải
Giá trị đạo hàm chính xác:

f ′(x) = ex − 1, f ′(1) = e − 1 = 1,7183.
Giá trị đạo hàm xấp xỉ bằng sai phân tiến và sai số tương đối:

f ′SPT (1) ' f (1,05)− f (1)

0,05
= 1,7874 ,

δf ′SPT (1) =
∣∣∣ f ′(1)− f ′(1)

f ′(1)

∣∣∣ = 0,0402.

Giá trị đạo hàm xấp xỉ bằng sai phân lùi và sai só tương đối:

f ′SPL(1) ' f (1)− f (0,95)

0,05
= 1,6514,

δf ′SPL(1) =
∣∣∣ f̃ ′(1)− f ′(1)

f ′(1)

∣∣∣ = 0,0389.
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1.2. Công thức ba điểm

Sử dụng kết quả về đa thức nội suy, người ta đưa ra được công thức

Công thức ba điểm cuối:

f ′3DC(x0) =
1

2h

(
− 3f (x0) + 4f (x0 + h)− f (x0 + 2h)

)
(4)

Công thức ba điểm giữa:

f ′3DG(x0) =
1

2h

(
− f (x0 − h) + f (x0 + h)

)
(5)

Giá trị đạo hàm xấp xỉ bằng công thức ba điểm và sai số tương đối:

f ′(x0) = f ′3DC(x0) +
h2

3
f (3)(ξ), f ′(x0) = f ′3DG(x0)− h2

6
f (3)(η) (6)

với ξ ∈ (x0, x0 + 2h) và η ∈ (x0 − h, x0 + h)
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1.2. Công thức ba điểm

Ví dụ 1.2. Cho hàm số f = ex − x . Tính các đạo hàm xấp xỉ tại
x = 1 với h = 0,05 và xác định sai số của chúng.

Giải
Giá trị đạo hàm chính xác:

f ′(x) = ex − 1, f ′(1) = e − 1 = 1,7183.
Giá trị đạo hàm xấp xỉ bằng CT ba điểm cuối và sai số tương đối:

f ′3DC(1) ' −3f (1) + 4f (1,05)− f (1,1)

2 · 0,05
= 1,7159 ,

δf ′3DC(1) =
∣∣∣ f ′3DC(1)− f ′(1)

f ′(1)

∣∣∣ = 0,0014.

Giá trị đạo hàm xấp xỉ bằng CT ba điểm giữa và sai số tương đối:

f ′3DG(1) ' −f (0,95) + f (1,05)

2 · 0,05
= 1,7194,

δf ′3DG(1) =
∣∣∣ f ′3DG(1)− f ′(1)

f ′(1)

∣∣∣ = 0,0007.
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1.3. Công thức nam điểm

Sử dụng kết quả về đa thức nội suy, người ta đưa ra được công thức

Công thức nam điểm cuối:

f ′5DC(x0) =
1

12h

(
−25f (x0)+48f (x0+h)−36f (x0+2h)+16f (x0+3h)−3f (x0+4h)

)
(7)

Công thức nam điểm giữa:

f ′5DG(x0) =
1

12h

(
f (x0− 2h)− 8f (x0− h) + 8f (x0 + h)− f (x0 + 2h)

)
(8)

Giá trị đạo hàm xấp xỉ bằng công thức nam điểm và sai só tương đối:

f ′(x0) = f ′5DC(x0) +
h4

5
f (5)(ξ), f ′(x0) = f ′5DG(x0)− h4

30
f (5)(η) (9)

với ξ ∈ (x0, x0 + 4h) và η ∈ (x0 − 2h, x0 + 2h)
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1.3. Công thức nam điểm

Ví dụ 1.3. Cho hàm số f = ex − x . Tính các đạo hàm xấp xỉ tại
x = 1 với h = 0,05 và xác định sai số của chúng.

Giải
Giá trị đạo hàm chính xác: f ′(x) = ex − 1, f ′(1) = e − 1 = 1,7183.
Giá trị đạo hàm xấp xỉ bằng CT nam điểm cuối và sai số tương đối:

f ′5DC(1) '
−25f (1) + 40f (1,05)− 36f (1,1) + 16f (1,15)− 3f (1,2)

12 · 0,05
= 1,7183 ,

δf ′5DC(1) =
∣∣∣ f ′5DC(1)− f ′(1)

f ′(1)

∣∣∣ = 0,0000.

Giá trị đạo hàm xấp xỉ bằng CT nam điểm giữa và sai số tương đối:

f ′5DG(1) ' f (0,9)− 8f (0,95) + 8f (1,05)− 8(1,1)

12 · 0,05
= 1,7183,

δf ′5DG(1) =
∣∣∣ f ′5DG(1)− f ′(1)

f ′(1)

∣∣∣ = 0,0000.
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1.3. Công thức nam điểm

Bài tập: Cho các hàm số sau. Tính đạo hàm số và tính sai số của nó
1.1. f (x) = x2 − 2x ; x0 = 2; h = 0,02.
1.2. f (x) = sin x ; x0 = 1; h = 0,05.
1.3. f (x) = ln x + x ; x0 = 3; h = 0,1.
1.4. f (x) =

√
x2 − 1; x0 =

√
5; h = 0,02.

Bài tập: Tính đạo hàm số tại x = 3 của hàm số cho bởi bảng dữ liệu.

x 1 2 3 4 5
f(x) 1,2183 5,3891 18,5855 54,5982 150,9132

1.5. Dùng công thức sai phân.
1.6. Dùng công thức ba điểm.
1.7. Dùng công thức nam điểm.
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1.4. Đạo hàm cấp hai

Từ các kết quả của công thức sai phân, ba điểm, nam điểm ta có thể
xây dựng đạo hàm cấp kế tiếp. Nhưng đó là một công việc nhàm chán
và có sai số khá lớn.
Sử dụng khai triển Taylor cho hàm số khả vi cấp cao, ta tìm đươc công
thức đạo hàm cấp hai

Công thức xấp xỉ đạo hàm cấp hai

f ′′(x0) =
1
h2

(
f (x0 − h)− 2f (x0) + f (x0 + h)

)
(10)

Giá trị đạo hàm xấp xỉ có sai só tương đối:

f ′′(x0) = f ′′(x0) +
h2

12
f (4)(ξ) (11)

với ξ ∈ (x0 − h, x0 + 4h) và η ∈ (x0 − h, x0 + h)
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1.4. Đạo hàm cấp hai

Ví dụ 1.4. Cho hàm số f = ex − x . Tính đạo hàm xấp xỉ cấp hai tại
x = 1 với h = 0,05 và xác định sai số của chúng.

Giải
Giá trị đạo hàm chính xác:

f ′(x) = ex − 1, f ′′(x) = ex , f ′′(1) = e = 2,7183.
Giá trị đạo hàm xấp xỉ cấp hai và sai số tương đối:

f ′′(1) ' f (0,95)− 2f (1) + f (1,01)

0,052 = 2,7188 ,

δf ′′(1) =
∣∣∣ f ′′(1)− f ′′(1)

f ′′(1)

∣∣∣ = 0,0002.
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1.4. Đạo hàm cấp hai

Bài tập: Cho các hàm số sau. Tính đạo hàm số cấp hai và tính sai số
của nó

1.8. f (x) = x2 − 2x ; x0 = 2; h = 0,02.
1.9. f (x) = sin x ; x0 = 1; h = 0,05.
1.10. f (x) = ln x + x ; x0 = 3; h = 0,1.
1.11. f (x) =

√
x2 − 1; x0 =

√
5; h = 0,02.

Bài tập: Tính đạo hàm số cấp hai tại x = 3 của hàm số cho bởi bảng
dữ liệu sau.

x 1 2 3 4 5
f(x) 1,2183 5,3891 18,5855 54,5982 150,9132
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Chương 2

Tích phân số
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2. Tích phân số
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2. Tích phân số
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2. Tích phân số

Rất nhiều vấn đề về khoa học, kĩ thuật dẫn đến việc tính tích phân∫ b

a
f (x)dx với f (x) là một hàm phức tạp (hàm mà nguyên hàm của nó

không thể biểu diễn qua các hàm đơn giản đã biết) hoặc hàm chỉ được
cho bằng bảng. Vì thế vấn đề tính gần đúng tích phân f (x) được đặt ra
là tự nhiên.

Một phương pháp đơn giản là sử dụng đa thức để xấp xỉ hàm số đang
khảo sát, sau đó tích phân đa thức này và xem đây là giá trị gần đúng
của bài toán đang giải. Phương pháp này được nhiều người sử dụng
và rất phổ biến trong các bài toán thực tế.

Một phương pháp khác, cũng dùng đa thức để xấp xỉ hàm số đang
khảo sát, nhưng yêu cầu bậc đa thức cao hơn. Điều này khiến thuật
giải trở nên phức tạp hơn và chỉ thường được sử dụng trong toán học.
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2.1. Tích phân hình thang

Công thức tích phân hình thang∫ xc

xd

f (x)dx ' xc − xd
2

(yd + yc) (12)

∫ xn

x0

f (x)dx =
n∑

i=1

∫ xi

xi−1

f (x)dx '
n∑

i=1

xi − xi−1

2
(yi−1 + yi) (13)
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2.1. Tích phân hình thang

Ví dụ 2.1. Tính
∫ 9

0
f (x)dx biết giá trị của f (x) tại một số vị trí sau

x 0 1 2 2,5 4 6 7,3 8,6 9
f 6,142 6,967 7,391 7,386 6,702 6,090 6,870 8,196 8,568

Giải∫ 9

0
f (x)dx '

∫ 1

0
f (x)dx +

∫ 2

1
f (x)dx +

∫ 2,5

2
f (x)dx +

∫ 4

2,5
f (x)dx

+

∫ 6

4
f (x)dx +

∫ 7,3

6
f (x)dx +

∫ 8,6

7,3
f (x)dx +

∫ 9

8,6
f (x)dx

' 6,554 + 7,179 + 3,694 + 10,566 + 12,792 + 8,424

+ 9,793 + 3, .353

' 62,355
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2.2. Tích phân Simpson

Công thức tích phân Simpson 1/3∫ xc

xd

f (x)dx ' xc − xd
6

(yd + 4yg + yc) (14)∫ xn

x0

f (x)dx '
n∑

i=1

xi − xi−1

6
(yi−1 + 4yi−1/2 + yi) (15)
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2.2. Tích phân Simpson

Ví dụ 2.2. Tính
∫ 9

0
f (x)dx biết giá trị của f (x) tại một số vị trí sau

x 0 1 2 2,5 3 5 7 8 9
f 6,142 6,967 7,391 7,386 7,245 6,178 6,612 7,575 8,568

Giải

∫ 9

0
f (x)dx '

∫ 2

0
f (x)dx +

∫ 3

2
f (x)dx +

∫ 7

3
f (x)dx +

∫ 9

7
f (x)dx

' 1
3

(6,142 + 4 · 6,967 + 7,391) +
0,5
3

(7,391 + 4 · 7,386 + 7,245)

=
2
3

(7,245 + 4 · 6,178 + 6,612) +
1
3

(6,612 + 4 · 7,575 + 8,568)

' 13,800 + 7,363 + 25,712 + 15,159

' 62,035
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2.2. Tích phân Simpson

Công thức tích phân Simpson 3/8∫ xc

xd

f (x)dx ' (xc − xd )

8
(yd + 3yt + 3yp + yc) (16)∫ xn

x0

f (x)dx '
n∑

i=1

(xi − xi−1)

8
(yi−1 + 3yi−2/3 + 3yi−1/3 + yi) (17)
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2.2. Tích phân Simpson

Ví dụ 2.3. Tính
∫ 9

0
f (x)dx biết giá trị của f (x) tại một số vị trí sau

x 0 1 2 3 5 7 9
f 6,142 6,967 7,391 7,245 6,178 6,612 8,568

Giải∫ 9

0
f (x)dx '

∫ 3

0
f (x)dx +

∫ 6

3
f (x)dx

' 3 · 1
8

(6,142 + 3 · 6,967 + 3 · 7,391 + 7,245)

+
3 · 2

8
(7,245 + 3 · 6,178 + 3 · 6,612 + 8,568)

' 21,173 + 40,636

' 61,809
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2.2. Tích phân Simpson

Bài tập: Tính tích phân hàm số cho bởi bảng dữ liệu sau và tính sai số
của nó biết tích phân chính xác I = 2,7266.

x 0 1 2 3
f(x) 1 0,9689 0,8776 0,7317

2.1. Dùng công thức hình thang.
2.2. Dùng công thức Simpson 1/3.
2.3. Dùng công thức Simpson 3/8.

Bài tập: Tính tích phân hàm số cho bởi bảng dữ liệu sau và tính sai số
của nó biết tích phân chính xác I = 402,4288
x 0 1 2 3 4 5 6

f(x) 1 1,2183 5,3891 18,5855 54,5982 150,9132 409,4288
2.4. Dùng công thức hình thang.
2.5. Dùng công thức Simpson 1/3.
2.6. Dùng công thức Simpson 3/8.
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2.3. Tích phân Newton-Cotes

Công thức tích phân Newton-Cotes∫ xc

xd

f (x)dx ' (xc − xd )
n∑

k=0

Hi,nyi (18)

trong đó Hi,n =
(−1)n−iCi

n
n · n!

∫ n

0

t(t − 1)...(t − n)

t − i dt

Công thức trên xuất phát từ việc sử dụng đa thức nội suy Lagrange và
thực hiện việc đổi biến x = x0 + th. Với t là biến mới và h là độ dài
khoảng chia trong phân hoạch [x0, xn].

Như vậy ta phải có phân hoạch đều hi = h với mọi i .
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2.3. Tích phân Newton-Cotes

Ví dụ 2.4. : Tính các Hi,n trong công thức Newton-Cotes với n = 3.

Giải:

H0,3 =
(−1)3−0C0

3
3 · 3!

∫ 3

0

t(t − 1)(t − 2)(t − 3)

t − 0
dt =

(−1) · 1
3 · 6

(−9)

4
=

1
8

.

H1,3 =
(−1)3−1C1

3
3 · 3!

∫ 3

0

t(t − 1)(t − 2)(t − 3)

t − 1
dt =

1 · 3
3 · 6

9
4

=
3
8

.

H2,3 =
(−1)3−2C2

3
3 · 3!

∫ 3

0

t(t − 1)(t − 2)(t − 3)

t − 2
dt =

(−1) · 3
3 · 6

(−9)

4
=

3
8

.

H3,3 =
(−1)3−3C3

3
3 · 3!

∫ 3

0

t(t − 1)(t − 2)(t − 3)

t − 3
dt =

1 · 3
3 · 6

9
4

=
1
8

.
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2.3. Tích phân Newton-Cotes

Cho hàm số f (x) ∈ Cn+1
[a,b]. Đặt M = max

x∈[a,b]
|f (n+1)(x)|, ta có

|f (x)−Ln(x)| ≤ M
(n + 1)!

|φ(x)| =
M

(n + 1)!
|(x−x0)(x−x1)...(x−xn)|

Lấy tích phân hai vế ta được∫ b

a
|f (x)− Ln(x)|dx ≤

∫ b

a

M
(n + 1)!

|(x − x0)(x − x1)...(x − xn)|dx

Mà
∫ b

a
|f (x)− Ln(x)|dx ≥

∣∣∣ ∫ b

a
f (x)− Ln(x)dx

∣∣∣
và
∫ b

a
|(x − x0)(x − x1)...(x − xn)| ≤ hn+2

∫ n

0
|t(t − 1)...(t − n)|dt .

Kết quả là∣∣∣ ∫ b

a
f (x)− Ln(x)dx

∣∣∣ ≤ hn+2 Mhn+2

(n + 1)!

∫ n

0

∣∣∣t(t − 1)...(t − n)
∣∣∣dt

Giảng viên Vũ Đỗ Huy Cường Phương pháp tính 2: Vi phân và Tích phân 31 / 71



Giảng viên Vũ Đỗ Huy Cường

2.3. Tích phân Newton-Cotes

Bài tập: Xây dựng các hệ số Hi,n trong công thức Newton - Cotes

2.7. Tìm các giá trị Hi,n với n = 1.

2.8. Tìm các giá trị Hi,n với n = 2.

2.9. Tìm các giá trị Hi,n với n = 3.

2.10. Tìm các giá trị Hi,n với n = 4.

Bài tập: Đánh giá sai số của tích phân Newton - Cotes

2.11. Xét f (x) = x3 + 2x2 − 1 với x ∈ [2,3] và n = 2.

2.12. Xét f (x) = 2x3 − 3x2 + 1 với x ∈ [−2,2] và n = 3.

2.13. Xét f (x) = ex với x ∈ [0,1] và n = 2.

2.14. Xét f (x) = sin(x) với x ∈ [0, π] và n = 3.
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2.4. Tích phân Gauss

Tích phân hàm f (x) được xấp xỉ dưới dạng∫
f (x)dx '

n∑
k=1

wk f (xk) (19)

trong đó wk là các trọng số tương ứng với các vị trí xk . Ta tìm các giá trị
wk sao cho (19)chính xác với các đa thức có bậc nhỏ hơn 2n. Nghĩa là

b − a = w1 + w2 + ...+ wn, f (x) = 1
b2 − a2

2
= w1x1 + w2x2 + ...+ wnxn, f (x) = x

...
bn − an

n = w1xn−1
1 + w2xn−1

2 + ...+ wnxn−1
n , f (x) = xn−1

...

b2n − a2n

2n = w1x2n−1
1 + w2x2n−1

2 + ...+ wnx2n−1
n , f (x) = x2n−1

(20)
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2.4. Tích phân Gauss

Đa thức Legendre: Wn(x) =
1

n!2n

[
(x2 − 1)n

](n)
.

Một vài đa thức Legendre đầu tiên ứng với n = 0,1, ...,6.
W0(x) = 1,W1(x) = x ,W2(x) = 3

2x2 − 1
2

W3(x) = 5
2x3 − 3

2x ,W4(x) = 35
8 x4 − 15

4 x2 + 3
8 .

W5(x) = 63
8 x5 − 35

4 x3 + 15
8 x ,W6(x) = 231

16 x6 − 315
16 x4 + 105

16 x2 − 5
16 .
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2.4. Tích phân Gauss

Tính chất của đa thức Legendre:
1. Với mọi n, đa thức Wn(x) có bậc n.
2. Đa thức Wn(x) có n nghiệm thực trong khoảng [−1,1].

3. Nếu P(x) là đa thức có bậc nhỏ hơn n thì
∫ 1

−1
P(x)Wn(x)dx = 0.

Hệ quả: Với mọi n < m < 2n, tích phân trên đoạn [−1,1] của
f (x) = xm có thể thay thế bởi tích phân của đa thức r(x) có bậc nhỏ
hơn n. Thật vậy, thực hiện phép chia đa thức ta thu được

f (x) = P(x)W (x) + r(x)
vơi r(x) là đa thức phần dư có bậc nhỏ hơn n. Do đó∫ 1

−1
f (x)dx =

∫ 1

−1
P(x)Wn(x)dx +

∫ 1

−1
r(x)dx =

∫ 1

−1
r(x)dx

⇒ Chỉ cần nửa trên hệ (20) có nghiệm là đủ.
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2.4. Tích phân Gauss

Ví dụ 2.5. Xây dựng công thức tích phân Gauss với n = 3.

Đa thức W3(x) = 5
2x3 − 3

2x có ba nghiệm x1 = −
√

3
5 , x2 = 0, x3 =

√
3
5 .

Thế ba tọa độ này vào nửa trên hệ phương trình 20, ta thu được
w1 + w2 + w3 = 2,

−w1

√
3
5 + w20 + w3

√
3
5 = 0,

w1(−
√

3
5)2 + w202 + w3(

√
3
5)2 =

2
3

Nghiệm của hệ phương trình trên là w1 = 5
9 ,w2 = 8

9 ,w3 = 5
9 .

Như vậy công thức tích phân Gauss với n = 3 là∫ 1

−1
f (x)dx ' 5

9
f (−
√

3
5

) +
8
9

f (0) +
5
9

f (

√
3
5

)
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2.4. Tích phân Gauss

Cho hàm số f (x) ∈ C2n
[a,b]. Đặt M = max

x∈[a,b]
|f 2n(x)|, ta có∣∣∣ ∫ b

a
f (x)− r(x)dx

∣∣∣ ≤ (b − a)2n+1(n!)4

[(2n)!]3(2n + 1)
M

Sự khác biệt giữa tích phân Newton-Cotes và tích phân Gauss
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2.4. Tích phân Gauss

Bài tập: Tinh tích phân bằng Phương pháp Gauss và Simpson 3/8.
Tìm sai số của chúng với nghiệm chính xác.

2.15.
∫ 1

−1
(x + 1)dx . 2.16.

∫ 1

−1
(x + 1)2dx .

2.17.
∫ 1

−1
(x + 1)3dx . 2.18.

∫ 1

−1
(x + 1)4dx .

2.19.
∫ 1

−1
(x + 1)5dx . 2.20.

∫ 1

−1
(x + 1)6dx .
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Chương 3

Phương trình
vi phân
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3. Phương trình vi phân
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3. Phương trình vi phân
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3. Phương trình vi phân

Trong khoa học, kĩ thuật chúng ta gặp rất nhiều bài toán liên quan đến
phương trình vi phân thường (chẳng hạn như bài toán tính vận tốc của
một vật thể khi biết độ dài quãng đường trong những khoảng thời gian
khác nhau, bài toán tính toán cường độ dòng điện theo điện lượng).
Có nhiều trường hợp nghiệm đúng của phương trình vi phân không thể
tìm ra được.

Các phương pháp gần đúng có thể chia làm hai nhóm: Nhóm thứ nhất
được gọi là phương pháp giải tích, nhóm thứ hai được gọi là phương
pháp số;

Các phương pháp giải tích cho phép tìm nghiệm gần đúng dưới
dạng một biểu thức giải tích.

Các phương pháp số cho phép tìm nghiệm dưới dạng bảng. Dưới
đây, ta chỉ giới thiệu một phương pháp giải tích thường dùng gọi là
phương pháp lặp đơn, và một số phương pháp số (bao gồm phương
pháp Euler, Euler cải tiến, Runge - Kutta).
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3.1. Phương pháp lặp

Xét bài toán giá trị ban đầu sau{
y ′ = f (x , y),
y(x0) = y0

(21)

với x ∈ Dx = [x0 − a, x0 + a] và y ∈ Dy = [y0 − b, y0 + b].
Tích phân phương trình thứ nhất kết hợp với điều kiện thứ hai, ta được

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f (s, y(s))ds (22)

Ta thiết lập dãy 
y0(x) = y0

yk+1(x) = y0 +

∫ x

x0

f (s, yk(s))ds (23)
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3.1. Phương pháp lặp

Giả sử hàm số f (x , y) liên tục trên Dx × Dy và trên đó thỏa mãn điều
kiện Lipschitz theo biến thứ hai∣∣∣f (x , y1)− f (x , y2)

∣∣∣ < L|y1 − y2|,∀x ∈ Dx , y1, y2 ∈ Dy (24)

Khi đó dãy yk(x) sẽ hội tụ tới nghiệm duy nhất của phương trình 21
trên [x0 − h, x0 + h] với h = min(a, b

M ) và M = max
(x,y)∈Dx×Dy

|f (x , y)|.

Sai số tuyệt đối của phương pháp lặp

|y∗(x)− yk(x)| < LkM |x − x0|k+1

(k + 1)!
(25)
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3.1. Phương pháp lặp

Ví dụ 3.1. : Giải phương trình vi phân sau{
y ′ = x + y
y(0) = 1

x ∈ [0,0.4]

Ta lần lượt thực hiện các phép lặp sau:
y0(x) = 1.

y1(x) = 1 +

∫ x

0
s + 1ds =

x2

2
+ x + 1.

y2(x) = 1 +

∫ x

0
s +

s2

2
+ s + 1ds =

x3

6
+ x2 + x + 1.

y3(x) = 1 +

∫ x

0
s +

s3

6
+ s2 + s + 1ds =

x4

24
+

x3

3
+ x2 + x + 1.
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3.1. Phương pháp lặp

Nghiệm chính xác y(x) = 2ex − x − 1
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3.1. Phương pháp lặp

Bài tập: Giải các PTVP sau bằng phương pháp lặp
3.1. {

y ′ = 2x2 + y
y(0) = 1

x ∈ [0,0.5]

3.2. {
y ′ = ex + y
y(0) = 1

x ∈ [0,1]

3.3. {
y ′ = y(2x + 1)
y(1) = 2

x ∈ [1,1.5]

3.4. {
y ′ = yex+1

y(−1) = 1
x ∈ [−1,1]
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3.2. Phương pháp Euler

Xét bài toán giá trị ban đầu sau đây:{
y ′ = f (x , y),
y(x0) = y0

(26)

với x ∈ Dx = [x0 − a, x0 + a] và y ∈ Dy = [y0 − b, y0 + b].

Giả sử hàm số f (x , y) có đạo hàm bậc m trên Dx × Dy . Ta tính được
các đạo hàm bậc cao của y

y ′′ = fx(x , y) + fy (x , y)y ′
y ′′′ = fxx(x , y) + 2fxyy ′ + fyy(x , y)(y ′)2 + fy (x , y)y ′′
y(4) = ....

(27)
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3.2. Phương pháp Euler

Sử dụng khai triển Taylor đối với hàm số y(x) tại điểm x0, ta thu được

y(x) '
m∑

k=0

y(k)

k!
(x − x0)k (28)

Xấp xỉ trên chỉ đúng với những tọa độ x nằm gần x0. Trường hợp x
nằm xa x0, ta dựa vào xấp xỉ trên để tính y(x1) với x1 nằm giữa x0 và
x . Sau đó ta thực hiện lại phép khai triển Taylor vơi điều kiện đầu y(x1)
để tìm xấp xỉ mới. Cứ như thế di chuyển xk đến gần x .

Trường hợp đơn giản nhất ứng với m = 1, ta có

yk+1 ' yk + (xk+1 − xk)f (xk , yk) (29)
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3.2. Phương pháp lặp

Ví dụ 3.2. : Giải phương trình vi phân sau{
y ′ = x + y
y(0) = 1

x ∈ [0,0.4]

Ta xây dựng phân hoạch [0 0.1 0.2 0.3 0.4]. Khi đó
h0 = 0.1; y1 = 1 + 0.1 · (0 + 1) = 1.1.
h1 = 0.1; y2 = 1.1 + 0.1 · (0.1 + 1.1) = 1.22.
h2 = 0.1; y3 = 1.22 + 0.1 · (0.2 + 1.22) = 1.362.
h3 = 0.1; y4 = 1.362 + 0.1 · (0.3 + 1.362) = 1.5282.
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3.2. Phương pháp Euler

Nghiệm chính xác y(x) = 2ex − x − 1
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3.3. Phương pháp Euler cải tiến

Ta có

y(x + h) = y(x) +

∫ h

0
y ′(x + s)ds (30)

Áp dụng công thức hình thang cho tích phân, ta được

y(x + h) ' y(x) +
h
2

[y ′(x) + y ′(x + h)] (31)

hay

yk+1 ' yk +
h
2

[f (xk , yk) + f (xk+1, yk+1)] (32)

Do vế phải vẫn chứa yk+1 là ẩn chưa biết, nên ta thay nó bởi (29). Kết
quả ta được{

ỹk+1 ' yk + (xk+1 − xk)f (xk , yk)

yk+1 ' yk +
xk+1 − xk

2

(
f (xk , yk) + f (xk+1, ỹk+1)

) (33)
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3.3. Phương pháp Euler cải tiến

Ví dụ 3.3. : Giải phương trình vi phân sau{
y ′ = x + y
y(0) = 1

x ∈ [0,0.4]

Ta xây dựng phân hoạch [0 0.1 0.2 0.3 0.4]. Khi đó
h0 = 0.1; ỹ1 = 1 + 0.1 · (0.1 + 1) = 1.1.

y1 = 1 + 0.05(0 + 1 + 0.1 + 1.1) = 1.11.
h1 = 0.1; ỹ2 = 1.11 + 0.1 · (0.2 + 1.11) = 1.231.

y2 = 1.11 + 0.05(0.1 + 1.11 + 0.2 + 1.231) = 1.2421.
h2 = 0.1; ỹ3 = 1.2421 + 0.1 · (0.3 + 1.2421) = 1.3863.

y3 = 1.2421 + 0.05(0.2 + 1.2421 + 0.3 + 1.3863) = 1.3985.
h3 = 0.1; ỹ4 = 1.3985 + 0.1 · (0.3 + 1.3985) = 1.5683.

y4 = 1.3985 + 0.05(0.3 + 1.3985 + 0.4 + 1.5683) = 1.5818.
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3.3. Phương pháp Euler cải tiến

Nghiệm chính xác y(x) = 2ex − x − 1
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3.3. Phương pháp Euler cải tiến

Bài tập: Giải các PTVP sau bằng PP Euler và Euler cải tiến
3.5. {

y ′ = 2x2 + y
y(0) = 1

x ∈ [0,0.5]

3.6. {
y ′ = ex + y
y(0) = 1

x ∈ [0,1]

3.7. {
y ′ = y(2x + 1)
y(1) = 2

x ∈ [1,1.5]

3.8. {
y ′ = yex+1

y(−1) = 1
x ∈ [−1,1]
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3.4. Phương pháp Runge-Kutta

Nội dung cơ bản của phương pháp Runge-Kutta là tang độ chính xác
của yi+1 ta cần thêm các điểm trung gian giữa xi và xi+1.

Đặt yi+1 = yi + ∆yi và biển diễn phần số gia ở dạng

∆yi = c1k1(hi) + c2k2(hi) + ...+ cr kr (hi) (34)

với cj là các hệ số và kj(hi) là các hàm số được xác định như sau

kj(hi) = hi(ξj , ηj); ξj = αjhi ; ηj = y0 + βj1k1 + ...+ βj(j−1)kj−1 (35)

Tiếp theo ta lập hàm số biểu diễn sai số địa phương ở dạng

ϕ(hi) = y∗(xi+1)− yi −∆yi (36)

và mong muốn sai số địa phương có bậc s + 1, nghĩa là

ϕ(0) = ϕ′(0) = ... = ϕ(s)(0) = 0, ϕ(s+1)(0) 6= 0 (37)
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3.4. Phương pháp Runge-Kutta

Hệ phương trình để xác định các hệ số cj , αj , βij được thu từ điều kiện
(37). Ta có

ϕ(m)(0) = y(m)
c −

r∑
j=1

cjk
(m)
j (0) (38)

Từ đây và từ (37) ta nhận được hệ các đẳng thức
c1k1(0) + c2k2(0) + ...+ cr kr (0) = 0
c1k ′1(0) + c2k ′2(0) + ...+ cr k ′r (0) = y ′(0)

...

c1k(s)
1 (0) + c2k(s)

2 (0) + ...+ cr k(s)
r (0) = y(s)(0)

(39)
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3.4. Phương pháp Runge-Kutta

Có tất cả
r2 + 3r − 2

2
ẩn số cj , αj , βij . Ta hãy xem (39) tạo được bao

nhiêu phương trình?
Dòng thứ nhất là đẳng thức nên không có phương trình nào.
Dòng thứ hai, khi lấy h = 0 cả hai vế chỉ chứa f (x0, y0) nên nó tạo

ra được một phương trình.
Dòng thứ ba, khi lấy h = 0 hai vế đều chứa

f (x0, y0), fx(x0, y0), fy (x0, y0) nên nó tạo ra được hai phương trình.
Tương tự, dòng thứ m tạo được m − 1 phương trình.

Do vậy số phương trình của hệ là
s(s + 1)

2
.

So sánh số ẩn và số phương trình, ta lấy s = r . Hệ phương trình có
nghiệm và không chỉ một nghiệm.
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3.4. Phương pháp Runge-Kutta

Công thức Runge-Kutta bậc hai
k1 = hi f (xi , yi)

k2 = hi f (xi+1, yi + k1)

yi+1 ' yi + 1
2(k1 + k2)

(40)

Công thức Runge-Kutta bậc ba

k1 = hi f (xi , yi)

k2 = hi f (xi + 1
2hi , yi + 1

2k1)

k3 = hi f (xi + hi , yi − k1 + 2k2)

yi+1 ' yi + 1
6(k1 + 4k2 + k3)

(41)
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3.4. Phương pháp Runge-Kutta

Ví dụ 3.4. : Giải phương trình vi phân sau{
y ′ = x + y
y(0) = 1

x ∈ [0,0.4]

Sử dụng Runge-Kutta bậc 2 với phân hoạch [0 0.1 0.2 0.3 0.4]:
h0 = 0.1; k1 = 0.1·(0+1) = 0.1; k2 = 0.1·(0.1+(1+0.1)) = 0.12;

y1 = 1 + (0.1 + 0.12)/2 = 1.11.
h1 = 0.1; k1 = 0.1 · (0.1 + 1.11) = 0.121;

k2 = 0.1 · (0.2 + (1.21 + 0.121)) = 0.1431;
y2 = 1.11 + (0.121 + 0.1431)/2 = 1.2421.

h2 = 0.1; k1 = 0.1 · (0.2 + 1.2421) = 0.1442;
k2 = 0.1 · (0.3 + (1.2421 + 0.121)) = 0.1686;
y3 = 1.2421 + (0.1442 + 0.1686)/2 = 1.3985.

h3 = 0.1; k1 = 0.1 · (0.3 + 1.3985) = 0.1698;
k2 = 0.1 · (0.4 + (1.3985 + 0.1698)) = 0.1968;
y4 = 0.3985 + (0.1698 + 0.1968)/2 = 1.5818.
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3.4. Phương pháp Runge-Kutta

Sử dụng Runge-Kutta bậc 3 với phân hoạch [0 0.1 0.2 0.3 0.4]:
h0 = 0.1; k1 = 0.1 · (0 + 1) = 0.1;

k2 = 0.1 · ((0 + 0.1/2) + (1 + 0.1/2)) = 0.11;
k3 = 0.1 · ((0 + 0.1) + (1− 0.1 + 2 · 0.11)) = 0.122;
y1 = 1 + (1/6) · (0.1 + 0.11 + 0.122) = 1.11;

h1 = 0.1; k1 = 0.1 · (0.1 + 1.11) = 0.121;
k2 = 0.1 · ((0.1 + 0.1/2) + (1.11 + 0.121/2)) = 0.1321;
k3 = 0.1·((0.1+0.1)+(1.11−0.121+2·0.1321)) = 0.1453;
y2 = 1.11 + (1/6) · (0.121 + 0.1321 + 0.1453) = 1.2428;

h2 = 0.1; k1 = 0.1 · (0.2 + 1.2428) = 0.1443;
k2 = 0.1 · ((0.2 + 0.1/2) + (1.2428 + 0.1443/2)) = 0.1565;
k3 = 0.1 · ((0.2 + 0.1) + (1.2428− 0.1443 + 2 · 0.1565)) =

0.1711;
y3 = 1.2428+ (1/6) · (0.1443+0.1565+0.1711) = 1.3997;
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3.4. Phương pháp Runge-Kutta

Bài tập: Giải các PTVP sau bằng PP Runge-Kutta bậc hai và bậc ba
3.9. {

y ′ = 2x2 + y
y(0) = 1

x ∈ [0,0.5]

3.10. {
y ′ = ex + y
y(0) = 1

x ∈ [0,1]

3.11. {
y ′ = y(2x + 1)
y(1) = 2

x ∈ [1,1.5]

3.12. {
y ′ = yex+1

y(−1) = 1
x ∈ [−1,1]
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Chương 4

Hệ phương trình
vi phân
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4. Hệ phương trình vi phân
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4. Hệ phương trình vi phân
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4. Hệ phương trình vi phân

Các bài toán phổ biến liên quan đến phương trình vi phân thường
không chỉ có một biến. Chúng thường gồm từ hai hoặc ba biến hàm
trở lên. Ví dụ như chuyển động của chất lỏng phụ thuộc vào áp suất,
vận tốc và nhiệt độ của các phân tử nước. Hoặc sự phát triển của một
cá thể thực vật phụ thuộc vào ánh sáng, độ ẩm, khoáng chất ...

Rất khó để giải tìm nghiệm chính xác của hệ phương trình vi phân, dù
cho đó là hệ đơn giản nhất. Vì vậy các phương pháp số được áp dụng
triệt để vào việc giải quyết bài toán này. Ý tưởng đơn giản là xử lý từng
phương trình vi phân bằng các công cụ đã nghiên cứu qua ở chương
PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN. Đó là các phương pháp cơ bản như
phương pháp Euler, Euler cải tiến, Runge - Kutta.
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4.1. Phương pháp Euler

Xét bài toán hệ phương trình vi phân cấp một sau đây:{
y ′ = f (x , y , z), y0 = y(x0)
z′ = g(x , y , z), z0 = z(x0)

(42)

với x ∈ Dx = [x0 − a, x0 + a], y ∈ Dy = [y0 − b, y0 + b] và
z ∈ Dz = [z0 − c, z0 + c].

Phương pháp Euler cho ta hệ nghiệm số sau

xk+1 = xk + h;
yk+1 = yk + f (xk , yk , zk)h;
zk+1 = zk + g(xk , yk , zk)h.

(43)
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4.2. Phương pháp Euler cải tiến

Phương pháp Euler cải tiến cho ta hệ nghiệm số sau

xk+1 = xk + hk ;

ỹk+1 = yk + f (xk , yk , zk)hk

z̃k+1 = zk + g(xk , yk , zk)hk

yk+1 = yk +
f (xk , yk , zk) + f (xk+1, ỹk+1, z̃k+1)

2
hk

zk+1 = zk +
g(xk , yk , zk) + g(xk+1, ỹk+1, z̃k+1)

2
hk

(44)
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4.3. Phương pháp Runge-Kutta

Công thức Runge-Kutta bậc ba cho ta hệ nghiệm số sau

k1 = hi f (xi , yi , zi)

l1 = hig(xi , yi , zi)

k2 = hi f (xi + 1
2hi , yi + 1

2k1, zi + 1
2 l1)

l2 = hig(xi + 1
2hi , yi + 1

2k1, zi + 1
2 l1)

k3 = hi f (xi + hi , yi − k1 + 2k2, zi − l1 + 2l2)

l3 = hig(xi + hi , yi − k1 + 2k2, zi − l1 + 2l2)

yi+1 ' yi +
1
6

(k1 + 4k2 + k3)

zi+1 ' zi +
1
6

(l1 + 4l2 + l3)

(45)
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4.3. Phương pháp Runge-Kutta

Ví dụ 4.1. Xét hệ phương trình vi phân{
y ′ = −4y/3 + 5z/3 + 3x2 + 2x , y0 = y(0) = 1
z′ = −5y/3 + 4z/3 + 3x2 − 2x , z0 = z(0) = 2

(46)

có nghiệm chính xác{
y(x) = 2 sin x + cos x + x2

z(x) = sin x + 2 cos x − x2 (47)
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4.4. Phương pháp vi phân bậc hai

Phương trình vi phân bậc cao được đưa về hệ phương trình vi phân
bằng cách đặt đạo hàm của hàm cần tìm như là một biến hàm mới.

Xét phương trình vi phân cấp hai:{
y ′′ = f (x , y , y ′),
y(x0) = y0, y ′(x0) = z0,

(48)

Đặt z = y ′ khi đó z′ = y ′′. Phương trình (48) trở thành hệ{
y ′ = z, y(x0) = y0,
z′ = f (x , y , z), z(x0) = z0.

(49)

Sử dụng các phương pháp Euler, phương pháp Euler cải tiến,
Runge-Kutta để giải quyết bài toán trên.
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