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Chuong 1
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CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Ham nhiéu bién

bPinh nghia

Cho D ¢ R", mot ham s6 £ trén D 1a mot quy tic ma Gng v6i mdi
phén t cta D cho tuong Ging duy nhat mot s6 thuc

z = f(x1,X2, ..., %n) V6i (x1,X2, ....,X,) € D. Khi d6 ta goi D la mién
xac dinh cdia ham £, va tap cac gid tri c6 thé cla £ goi 1a mién gia
tri.

Vi du

Ham s6 7: R” — R x4c dinh bdi

fx1,%2, . .., %) = X3 + 3% + - - - +x2 1a mot ham nhiéu bién.
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Ham hai bién

Trudng hop D C R?, ta néi /13 ham hai bién.
Vi du
Mot s6 ham hai bién:

f: R = R

g (ry) = 2Z+y
b) f: R = R

(y) — V2 +y
0 f: RAO\{0} — I;&

(X,y) = Xy
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Ham ba bién

Trudng hop D C R3, ta néi £1a ham ba bién.

Vi du

Mot s6 ham ba bién:

2) f. R = R
y,2) — 22+y>+22

b) f: R = R
(,y,2) — 2 +yi+z?

f: R\{0} - R

O gz o

I xyz
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Do thi ham hai bién

binh nghia

Tap hgp cac diém (x,y, f(x,y)) véi (x,y) thudc tap xac dinh clia £
dugc goi 1a do thi cda £,

Vi du

17 ﬂ. i;",f J'
m,_,!f.q" '!&

2 ‘H:; fr # H‘.‘
.‘

'h '.. a .o

(@) flx.y) = (x* + 3yhe =
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Po thi hAm hai bién

(b) fla,y) = (x* + 3p%e =¥
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Do thi ham hai bién

(c) flx.y)=sinx+siny

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Do thi ham hai bién

(d) fx.y)

_ sinxsiny
xy
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Gi6i han va lién tuc

binh nghia
Ta néi f(x,y) c6 gidi han bang L khi (x,y) tién vé (a,b) va viét

lim Aflx L
(xy)—(a,b) w9) =

néu véi moi € > 0 ton tai § > 0 sao cho v6i moi (x,y) thudc mién
xac dinh cta f

0< /(- + (02 <= Iy —Ll <e

8] .
S —
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Gi6i han va lién tuc

Chay

Néu f(x,y) — Ly khi (x,y) — (a,b) theo duong C1 va flx,y) — Ls

khi (x,y) — (a,b) theo duong Co, v0i L1 # Ly, thi ( }m% . fix,y)
x7y - a1

khéng ton tai.

Vi du
Chtng minh rin lim ” khong ton tai.
é € o)l ¥ 2* ’

Pat fix.y) =
Xét (x,y) tién dén (0,0) doc theo tryuc Ox, khi d6 y = 0, ta dugc
fix,y) = f?i =1v6ix #0. Do do flx,y) — 1 khi (x,y) — (0,0) doc
theo truc Ox.
Tuong tuy, ta dugc f(x,y) — —1 khi (x,y) — (0,0) doc theo truc 0y.
Vi f{x,y) c6 hai gi6i han khac nhau khi (x,y) tién dén (0,0) theo
hai duong khac nhau, nén  lim  khong ton tai.
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Tim cac gi6i han
: 2
b ) M o) TR
2. 1 In(1 + 2242
(x7y)m%1 1) ol +277)

3. Vi +y2-1)

(xyy)—> (3,5)

4. lim 1,
(eg)—(1,-2) *HY°

. Y i
5.  lim €38

(xy)—(0,0) *
6. lim /|
(xy)—(1,1) byl =
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Cac ham s6 sau cb gi6i han tai (0,0) khong?

1 24y
© 142

2
3. X
4
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Su lién tuc cia ham hai bién

bPinh nghia
Ham s hai bién £ dugc goi la lién tuc tai diém (a,b) néu

lim = Aa,b)
(vy)—(ab)

Ta néi £ lién tuc trén D néu £ lién tuc tai moi diém trén D.

Vi du

Tinh  lim  (¥Py® — 3y® + 3¢ + 29).
(xy)—(1.2)

Vi flx,y) = %y — x3y? + 3x + 2y 1a mot da thdc, nén no lién tuc
tai moi diém, ta ¢6 gi6i han  lim )(x2y3 —x3y? +3x +2y) =11

(cy)—(1.2
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Pao ham riéng

» Cho ham hai bién f(x,y). C6 dinh y = y, ta dugc ham mot
bien g(x) = Ax, o).

» DPao ham ctia hdm s6 ndy tai xy goi 13 dao ham riéng theo
bien x cta £ tai di€m (xg, yo).

bPinh nghia
Dao ham riéng theo bién x ctia ham s6 Ax,y) tai diém (xo, o)
dugc dinh nghia la

of f(X() +h7y0) —f(X(),y())

— = lim
ox (ogy) B0 h
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Pao ham riéng

— dr
@g0)  “leng)
» Dao ham riéng theo bién x ctia ham s6 z = f(x,y) tai diém

(x0,0) dugc ky hiéu theo nhiéu cach

» Mot cich tuong ty ta c6 thé dinh nghia 2

of

. 0z
a 766(x0>y0)7 hO@C a.

ox

azx(x()?y())

(x0.90) (x0.90)

» Dao ham riéng theo bién x ctia z = f(x,y) ciing 1a ham s6 hai
bién va dugc ky hiéu

of . 0z
87& hodc e
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Pao ham riéng

» Tuong tuy ta c6 dinh nghia
or __dr — im

of _ dr fxo.go+h) —fxo.40)
Wlogo)  Yliowo) h—0 h

» Dao ham riéng theo bién y clia him s6 z = f(x,y) tai diém
(x0,0) dugc ky hiéu theo nhiéu cach

of
oy

. Oz
Iy(x0,40), hodc — s 2y(X0,Y0)
(x0.0) Y (x0.90)

» Dao ham riéng theo bién y clia z = f(x,y) cling 1a ham so hai
bién va duge ky hiéu
of

——, 1, hodc

2
oy %

@7
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Vector gradient

Khi ham f(x,y) c6 cdc dao ham riéng (%, g—;) tai diém

(x0,40) € D, ta goi vector (g—]f , %) 1a vector gradient ctia ham s6
fix,y) va ky hiéu 1a Vf hodc gradf

Chi §

D& tinh dao ham riéng theo x, ta coi y la hdng so.

Bé tinh dao ham riéng theo y, ta coi x la hdng s6.

Vi du

» Cho f(x,y) = x°y. Hay tinh V/(x,y), VA1,2).
» Cho f(x,y) = ysin(xy). Hay tinh V#(x,y).
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Pao ham riéng ham nhiéu bién hon

» Dao ham riéng cho him nhiéu bién hon dugc dinh nghia
tuong tu ham hai bién.

» Gid st ham c6 n bién, ta co vector gradient
Vf: (&‘17&27 s 7&,,)

» DE tinh dao ham riéng theo mot bién, ta coi tat ca cac bién
con lai 13 hiang so.
Vi du
Tinh £, £, biét
flx,y,2) = xsin(y + 32)
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Pao ham riéng cap cao

» Cac dao ham riéng cta £, va £, dugc goi la cac dao ham riéng
cap hai cta /. Ching dugc ky hiéu [an lugt 1a

P AN N ANl
T e \ox)  ox2 YT gy \ox)  Oyox
p O (O _ O o (ory _ o
Y ox \oy)  oxdy’ " oy \dy) Oy
» Cac dao ham riéng cdp cao hon dugc dinh nghia tuong tu.

Vi du

Tinh tat cd cic dao ham riéng cap 2 cta

a) flx,y) =xcosy + ye*

b) flx,y) =
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Pao ham riéng cap cao

binh Iy
Néu f(x,y) va cac dao ham riéng cia no fy,fy, fyy, fyx ton tai trén
mot mién md chita diém (a,b) va tét cd déu lién tuc tai (a,b) thi

ff‘fy(a7 b) = fyx(av b)

Nhéan xét
» Néu tét cd cdc dao ham riéng déu lién tuc thi thi tu 6y dao
ham khong quan trong.
» V&i ham nhiéu bzen hon thi cac dinh nghia va ky hiéu ciing
tuong tu, vi du aa? = fypx
Vi du
Tinh . biét
2
CuuDuongThanCong.com f%bsyh’b% m/t_allle]ddlmtu%)gy Z+ xzy
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bPinh nghia
Cho ham s6 z = f(x,y) va dit

Az = flxg + Ax,yo + Ay) — fxo,¥0)

Ham so néi trén dugc goi la kha vi tai (xo,0) néu £ (xo,y0) va
fy(x0,y0) ton tai, dong thoi Az théa man mot phuong trinh c6
dang

Az = fr(x0,Y0) Ax + fy(x0,40) Ay + e1Ax + e2Ay

Trong d6 mdi €] va ey déu tién vé 0 khi cd Ax, Ay — 0. Ta néi £
. re . . . . R A A , .
khd vi néu n6 kha vi tai moi diém thudc mién xac dinh.
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Pinh Iy
Néu cdc dao ham riéng fy, f; cda f(x,y) déu lién tuc trén mot
mién md R thi f khd vi tai moi diém thuic R.

Pinh ly
Néu f(x,y) khd vi tai (xq,yo) thi né lién tuc tai (xo,yo).
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Pao ham ham hgp 1

Trudng hgp ham 1 bién, néu w = f(x) va x = g(¢) thi

do _ dvds
dt  dxdt
Pinh 1y
Néu w = f(x,y) khd vi va x = x(f), y = y(t) ciing la nhiing ham
khd vi thi ham hop w = f(x(f),y({)) khd vi theo t va
dw

7 = @y OW O + 0).50)y O

Hay
dv_ ords | ordy
dt  Oxdt Oy dt
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Vi du
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Trudng hop nhiéu bién hon, ta c6 cong thic tuong tu.

binh Iy (Pao ham ham hgp 2)
Néu w = f(x,y,z) khd vi va x = x(t),y = y(t),z = z({) cing la
nhiing ham khd vi thi ham hop w = f(x(t),y(t),z(t)) khd vi theo t

va
dw Ofdce Ofdy 0Ofdz

@ oxdi Toydt T ozdt
Vi du
1. Dung cong thiic dao ham ham hgp tinh dao ham cta
w=xy

theo bién ¢, biét x = cos? va y = sinz. Tinh gi4 tri cta dao
ham nay tai { = 7 /2.

2. Tinh % bigt w = xy + z,x = cost,y = sint,z = £. Tinh ‘2;’ B

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

bPinh 1y (Pao ham ham hgp 3)

Néu w = f(x,y,2) khd vi va x = g(r,s), y = h(r,s), va z = k(r,s)
cting la nhiing ham khd vi thi ham hop
w=Ag(r,s),h(rs),k(rs)) khd vi va

du_owor iy owoe
or OxOor Oyor 0zO0r
du_owox  owdy  owoe
Os OxO0s Oy ds 0z 0s
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Cha y
Truong hop w = fix,y) va x = g(r,s), y = h(r,s) ta ciing co cong
thiic tuong tu

ow Owox Ow @

o  oxor oy or

ou_owan  owiy

Js  OxO0s Oy Os
Tong quat w = fx1,Xs, ... ,x,) va moi x; la mét ham theo k bién
H,bo, ... b thivéimbij =1k

oo _owan oy owom
o Ox1 Ot Oxy O Oxn O
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Vi du
a) Tinh dw/0r va dw/0s biét

w=x+ 2y +2*
r
x:E,y:r2—|—lns,z:2r

b) Tinh dw/0r va ow/ds bict w =x> +y>. x =r —s,y =r+s
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Vi du
Cac phuong trinh

4y -y =0vaxi+y?—25=0
thé hién moi lién hé clia y theo x.

Nhéan xét

Néu tur phuong trinh F(x,y) = 0 ta c6 thé suy ra y = y(x) (y la
mot ham s6 theo x) thi khi do ta néi y la mot ham an.

Mot s6 truong hop ta co thé suy ra cong thic tuong minh cho ham
dn y = y(x). Tuy nhién trong mét s6 truong hop ta khéng cé cong
thuc tuong minh.
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Gid st ring ham sd F(x,y) kha vi vd phuong trinh F(x,y) = 0 xac
dinh dugc ham 4n kha vi y = A(x).
Khi d6 ham hgp w(x) = F(x,h(x)) kha vi, do w(x) = F(x,h(x)) =0

nén ta co
_dw OFdx OFdy dy
=% " aa Taga g
Néqu7éOthi
dy _ Fx
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Pinh Iy
Néu F(x,y) khd vi va phuong trinh F(x,y) = 0 xdc dinh duoc y la
ham dn khd vi theo x thi tai nhiing diém F, # 0

Vi du

a) Tinh y’ biet y? = x
b) Tinh y’ biét y?> = x* + sin(xy)
¢) Tinh ¢ biét x* 4 y? = 25 tai (3, —4)
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Gid st ring ham sé F(x,y,z) kha vi va phuong trinh F(x,y,z) = 0
xac dinh dugc ham 4&n kha vi z = f(x, ).

Khi d6 ham hgp w = F(x,y,f(x,y)) kha vi, do

w=Fxy,fx,y)) =0nén ta co

_8w_ ox Jy 0z 0z
O—a an F8 +F8 Fx+F26x

ow Oox y 0z 0z
0=y =Fagy THvgy gy =futiep

Néu F, # 0 thi
% B _Fx oz Q
ox - Fz (9_1/ FZ

Vi du
Tinh dz/0x va dz/dy tai diém (0,0, 0) biét

L4222 +ye +zcosy =0
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