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Chöông 1

ÑAÏO HAØM RIEÂNG
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Haøm nhieàu bieán

Ñònh nghóa
Cho D ⊂ Rn, moät haøm soá f treân D laø moät quy taéc maø öùng vôùi moãi
phaàn töû cuûa D cho töông öùng duy nhaát moät soá thöïc
z = f(x1, x2, ..., xn) vôùi (x1, x2, ..., xn) ∈ D. Khi ñoù ta goïi D laø mieàn
xaùc ñònh cuûa haøm f, vaø taäp caùc giaù trò coù theå cuûa f goïi laø mieàn giaù
trò.

Ví duï
Haøm soá f : Rn → R xaùc ñònh bôûi
f(x1, x2, . . . , xn) = x21 + x22 + · · ·+ x2n laø moät haøm nhieàu bieán.
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Haøm hai bieán

Tröôøng hôïp D ⊂ R2, ta noùi f laø haøm hai bieán.

Ví duï
Moät soá haøm hai bieán:

a) f : R2 → R
(x, y) 7→ x2 + y2

b) f : R2 → R
(x, y) 7→

√
x2 + y2

c)
f : R2\{0} → R

(x, y) 7→ 1
xy
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Haøm ba bieán

Tröôøng hôïp D ⊂ R3, ta noùi f laø haøm ba bieán.

Ví duï
Moät soá haøm ba bieán:

a) f : R2 → R
(x, y, z) 7→ x2 + y2 + z2

b) f : R2 → R
(x, y, z) 7→

√
x2 + y2 + z2

c)
f : R2\{0} → R

(x, y, z) 7→ 1
xyz
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Ñoà thò haøm hai bieán

Ñònh nghóa
Taäp hôïp caùc ñieåm (x, y, f(x, y)) vôùi (x, y) thuoäc taäp xaùc ñònh cuûa f
ñöôïc goïi laø ñoà thò cuûa f.

Ví duï
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Ñoà thò haøm hai bieán
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Ñoà thò haøm hai bieán
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Ñoà thò haøm hai bieán
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Giôùi haïn vaø lieân tuïc

Ñònh nghóa
Ta noùi f(x, y) coù giôùi haïn baèng L khi (x, y) tieán veà (a, b) vaø vieát

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = L

neáu vôùi moïi ε > 0 toàn taïi δ > 0 sao cho vôùi moïi (x, y) thuoäc mieàn
xaùc ñònh cuûa f

0 <
√

(x− a)2 + (y− b)2 < δ ⇒ |f(x, y)− L| < ε
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Giôùi haïn vaø lieân tuïc

Chuù yù
Neáu f(x, y) → L1 khi (x, y) → (a, b) theo ñöôøng C1 vaø f(x, y) → L2
khi (x, y) → (a, b) theo ñöôøng C2, vôùi L1 6= L2, thì lim

(x,y)→(a,b)
f(x, y)

khoâng toàn taïi.

Ví duï
Chöùng minh raèng lim

(x,y)→(0,0)
x2−y2
x2+y2 khoâng toàn taïi.

Ñaët f(x, y) = x2−y2
x2+y2 .

Xeùt (x, y) tieán ñeán (0, 0) doïc theo truïc 0x, khi ñoù y = 0, ta ñöôïc
f(x, y) = x2

x2 = 1 vôùi x 6= 0. Do ñoù f(x, y) → 1 khi (x, y) → (0, 0) doïc
theo truïc 0x.
Töông töï, ta ñöôïc f(x, y) → −1 khi (x, y) → (0, 0) doïc theo truïc 0y.
Vì f(x, y) coù hai giôùi haïn khaùc nhau khi (x, y) tieán ñeán (0, 0) theo
hai ñöôøng khaùc nhau, neân lim

(x,y)→(0,0)
khoâng toàn taïi.
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Baøi taäp

Tìm caùc giôùi haïn

1. lim
(x,y)→(0,0)

2x
2+3x2+y2

2. lim
(x,y)→(1,1)

ln(1+ x2y2)

3. lim
(x,y)→(3,5)

√
(x2 + y2 − 1)

4. lim
(x,y)→(1,−2)

1
x2+y2

5. lim
(x,y)→(0,0)

ey sin x
x

6. lim
(x,y)→(1,1)

3
√
|xy| − 1
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Baøi taäp

Caùc haøm soá sau coù giôùi haïn taïi (0, 0) khoâng?
1. x

2+y2
1+x2

2. 1−xyx2+y2

3. x2
x2−y

4. − x√
x2+y2
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Söï lieân tuïc cuûa haøm hai bieán

Ñònh nghóa
Haøm soá hai bieán f ñöôïc goïi laø lieân tuïc taïi ñieåm (a, b) neáu

lim
(x,y)→(a,b)

= f(a, b)

Ta noùi f lieân tuïc treân D neáu f lieân tuïc taïi moïi ñieåm treân D.

Ví duï
Tính lim

(x,y)→(1,2)
(x2y3 − x3y2 + 3x+ 2y).

Vì f(x, y) = x2y3 − x3y2 + 3x+ 2y laø moät ña thöùc, neân noù lieân tuïc
taïi moïi ñieåm, ta coù giôùi haïn lim

(x,y)→(1,2)
(x2y3 − x3y2 + 3x+ 2y) = 11
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Ñaïo haøm rieâng

I Cho haøm hai bieán f(x, y). Coá ñònh y = y0 ta ñöôïc haøm moät
bieán g(x) = f(x, y0).

I Ñaïo haøm cuûa haøm soá naøy taïi x0 goïi laø ñaïo haøm rieâng theo
bieán x cuûa f taïi ñieåm (x0, y0).

Ñònh nghóa
Ñaïo haøm rieâng theo bieán x cuûa haøm soá f(x, y) taïi ñieåm (x0, y0)
ñöôïc ñònh nghóa laø

∂f
∂x

∣∣∣∣
(x0,y0)

= lim
h→0

f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)
h
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Ñaïo haøm rieâng

I Moät caùch töông töï ta coù theå ñònh nghóa ∂f
∂x

∣∣∣
(x0,y0)

= df
dx

∣∣∣
(x0,y0)

I Ñaïo haøm rieâng theo bieán x cuûa haøm soá z = f(x, y) taïi ñieåm
(x0, y0) ñöôïc kyù hieäu theo nhieàu caùch

∂f
∂x

∣∣∣∣
(x0,y0)

, fx(x0, y0), hoaëc
∂z
∂x

∣∣∣∣
(x0,y0)

, zx(x0, y0)

I Ñaïo haøm rieâng theo bieán x cuûa z = f(x, y) cuõng laø haøm soá hai
bieán vaø ñöôïc kyù hieäu

∂f
∂x , fx hoaëc

∂z
∂x , zx
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Ñaïo haøm rieâng

I Töông töï ta coù ñònh nghóa
∂f
∂y

∣∣∣
(x0,y0)

= df
dy

∣∣∣
(x0,y0)

= lim
h→0

f(x0,y0+h)−f(x0,y0)
h

I Ñaïo haøm rieâng theo bieán y cuûa haøm soá z = f(x, y) taïi ñieåm
(x0, y0) ñöôïc kyù hieäu theo nhieàu caùch

∂f
∂y

∣∣∣∣
(x0,y0)

, fy(x0, y0), hoaëc
∂z
∂y

∣∣∣∣
(x0,y0)

, zy(x0, y0)

I Ñaïo haøm rieâng theo bieán y cuûa z = f(x, y) cuõng laø haøm soá hai
bieán vaø ñöôïc kyù hieäu

∂f
∂y , fy hoaëc

∂z
∂y , zy

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Vector gradient

Khi haøm f(x, y) coù caùc ñaïo haøm rieâng
(

∂f
∂x ,

∂f
∂y

)
taïi ñieåm

(x0, y0) ∈ D, ta goïi vector
(

∂f
∂x ,

∂f
∂y

)
laø vector gradient cuûa haøm soá

f(x, y) vaø kyù hieäu laø ∇f hoaëc gradf

Chuù yù
Ñeå tính ñaïo haøm rieâng theo x, ta coi y laø haèng soá.
Ñeå tính ñaïo haøm rieâng theo y, ta coi x laø haèng soá.

Ví duï
I Cho f(x, y) = x3y. Haõy tính ∇f(x, y),∇f(1, 2).
I Cho f(x, y) = y sin(xy). Haõy tính ∇f(x, y).

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Ñaïo haøm rieâng haøm nhieàu bieán hôn

I Ñaïo haøm rieâng cho haøm nhieàu bieán hôn ñöôïc ñònh nghóa
töông töï haøm hai bieán.

I Giaû söû haøm coù n bieán, ta coù vector gradient
∇f = (fx1 , fx2 , . . . , fxn)

I Ñeå tính ñaïo haøm rieâng theo moät bieán, ta coi taát caû caùc bieán
coøn laïi laø haèng soá.

Ví duï
Tính fx, fy, fz bieát

f(x, y, z) = x sin(y+ 3z)
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Ñaïo haøm rieâng caáp cao

I Caùc ñaïo haøm rieâng cuûa fx vaø fy ñöôïc goïi laø caùc ñaïo haøm rieâng
caáp hai cuûa f. Chuùng ñöôïc kyù hieäu laàn löôït laø

fxx =
∂

∂x

(
∂f
∂x

)
=

∂2f
∂x2 , fxy =

∂

∂y

(
∂f
∂x

)
=

∂2f
∂y∂x

fyx =
∂

∂x

(
∂f
∂y

)
=

∂2f
∂x∂y , fyy =

∂

∂y

(
∂f
∂y

)
=

∂2f
∂y2

I Caùc ñaïo haøm rieâng caáp cao hôn ñöôïc ñònh nghóa töông töï.

Ví duï
Tính taát caû caùc ñaïo haøm rieâng caáp 2 cuûa

a) f(x, y) = x cos y+ yex

b) f(x, y) = xy
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Ñaïo haøm rieâng caáp cao

Ñònh lyù
Neáu f(x, y) vaø caùc ñaïo haøm rieâng cuûa noù fx, fy, fxy, fyx toàn taïi treân
moät mieàn môû chöùa ñieåm (a, b) vaø taát caû ñeàu lieân tuïc taïi (a, b) thì

fxy(a, b) = fyx(a, b)

Nhaän xeùt
I Neáu taát caû caùc ñaïo haøm rieâng ñeàu lieân tuïc thì thöù töï laáy ñaïo
haøm khoâng quan troïng.

I Vôùi haøm nhieàu bieán hôn thì caùc ñònh nghóa vaø kyù hieäu cuõng
töông töï, ví duï ∂3f

∂x∂y2 = fyyx

Ví duï
Tính fyxyz bieát

f(x, y, z) = 1− 2xy2z+ x2y
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Tính khaû vi

Ñònh nghóa
Cho haøm soá z = f(x, y) vaø ñaët

∆z = f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0, y0)

Haøm soá noùi treân ñöôïc goïi laø khaû vi taïi (x0, y0) neáu fx(x0, y0) vaø
fy(x0, y0) toàn taïi, ñoàng thôøi ∆z thoûa maõn moät phöông trình coù
daïng

∆z = fx(x0, y0)∆x+ fy(x0, y0)∆y+ ε1∆x+ ε2∆y

Trong ñoù moãi ε1 vaø ε2 ñeàu tieán veà 0 khi caû ∆x,∆y→ 0. Ta noùi f
khaû vi neáu noù khaû vi taïi moïi ñieåm thuoäc mieàn xaùc ñònh.
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Ñònh lyù
Neáu caùc ñaïo haøm rieâng fx, fy cuûa f(x, y) ñeàu lieân tuïc treân moät
mieàn môû R thì f khaû vi taïi moïi ñieåm thuoäc R.

Ñònh lyù
Neáu f(x, y) khaû vi taïi (x0, y0) thì noù lieân tuïc taïi (x0, y0).
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Ñaïo haøm haøm hôïp 1

Tröôøng hôïp haøm 1 bieán, neáu w = f(x) vaø x = g(t) thì

dw
dt =

dw
dx
dx
dt

Ñònh lyù
Neáu w = f(x, y) khaû vi vaø x = x(t), y = y(t) cuõng laø nhöõng haøm
khaû vi thì haøm hôïp w = f(x(t), y(t)) khaû vi theo t vaø

dw
dt = fx(x(t), y(t))x′(t) + fy(x(t), y(t))y′(t)

Hay
dw
dt =

∂f
∂x
dx
dt +

∂f
∂y
dy
dt
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Ví duï
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Tröôøng hôïp nhieàu bieán hôn, ta coù coâng thöùc töông töï.

Ñònh lyù (Ñaïo haøm haøm hôïp 2)
Neáu w = f(x, y, z) khaû vi vaø x = x(t), y = y(t), z = z(t) cuõng laø
nhöõng haøm khaû vi thì haøm hôïp w = f(x(t), y(t), z(t)) khaû vi theo t
vaø

dw
dt =

∂f
∂x
dx
dt +

∂f
∂y
dy
dt +

∂f
∂z
dz
dt

Ví duï

1. Duøng coâng thöùc ñaïo haøm haøm hôïp tính ñaïo haøm cuûa

w = xy

theo bieán t, bieát x = cos t vaø y = sin t. Tính giaù trò cuûa ñaïo
haøm naøy taïi t = π/2.

2. Tính dwdt bieát w = xy+ z, x = cos t, y = sin t, z = t. Tính dw
dt

∣∣∣
t=0
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Ñònh lyù (Ñaïo haøm haøm hôïp 3)
Neáu w = f(x, y, z) khaû vi vaø x = g(r, s), y = h(r, s), vaø z = k(r, s)
cuõng laø nhöõng haøm khaû vi thì haøm hôïp
w = f(g(r, s), h(r, s), k(r, s)) khaû vi vaø

∂w
∂r =

∂w
∂x

∂x
∂r +

∂w
∂y

∂y
∂r +

∂w
∂z

∂z
∂r

∂w
∂s =

∂w
∂x

∂x
∂s +

∂w
∂y

∂y
∂s +

∂w
∂z

∂z
∂s
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Chuù yù
Tröôøng hôïp w = f(x, y) vaø x = g(r, s), y = h(r, s) ta cuõng coù coâng
thöùc töông töï

∂w
∂r =

∂w
∂x

∂x
∂r +

∂w
∂y

∂y
∂r

∂w
∂s =

∂w
∂x

∂x
∂s +

∂w
∂y

∂y
∂s

Toång quaùt w = f(x1, x2, . . . , xn) vaø moãi xi laø moät haøm theo k bieán
t1, t2, . . . , tk thì vôùi moãi j = 1, k

∂w
∂tj

=
∂w
∂x1

∂x1
∂tj

+
∂w
∂x2

∂x2
∂tj

+ · · ·+ ∂w
∂xn

∂xn
∂tj
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Ví duï

a) Tính ∂w/∂r vaø ∂w/∂s bieát

w = x+ 2y+ z2

x =
r
s , y = r2 + ln s, z = 2r

b) Tính ∂w/∂r vaø ∂w/∂s bieát w = x2 + y2, x = r− s, y = r+ s
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Ví duï
Caùc phöông trình

x3 + y3 − 9xy = 0 vaø x2 + y2 − 25 = 0

theå hieän moái lieân heä cuûa y theo x.

Nhaän xeùt
Neáu töø phöông trình F(x, y) = 0 ta coù theå suy ra y = y(x) (y laø
moät haøm soá theo x) thì khi ñoù ta noùi y laø moät haøm aån.
Moät soá tröôøng hôïp ta coù theå suy ra coâng thöùc töôøng minh cho haøm
aån y = y(x). Tuy nhieân trong moät soá tröôøng hôïp ta khoâng coù coâng
thöùc töôøng minh.
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Giaû söû raèng haøm soá F(x, y) khaû vi vaø phöông trình F(x, y) = 0 xaùc
ñònh ñöôïc haøm aån khaû vi y = h(x).
Khi ñoù haøm hôïp w(x) = F(x, h(x)) khaû vi, do w(x) = F(x, h(x)) = 0
neân ta coù

0 =
dw
dx =

∂F
∂x
dx
dx +

∂F
∂y
dy
dx = Fx + Fy

dy
dx

Neáu Fy 6= 0 thì
dy
dx = −FxFy
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Ñònh lyù
Neáu F(x, y) khaû vi vaø phöông trình F(x, y) = 0 xaùc ñònh ñöôïc y laø
haøm aån khaû vi theo x thì taïi nhöõng ñieåm Fy 6= 0

dy
dx = −FxFy

Ví duï

a) Tính y′ bieát y2 = x
b) Tính y′ bieát y2 = x2 + sin(xy)
c) Tính y′ bieát x2 + y2 = 25 taïi (3,−4)
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Giaû söû raèng haøm soá F(x, y, z) khaû vi vaø phöông trình F(x, y, z) = 0
xaùc ñònh ñöôïc haøm aån khaû vi z = f(x, y).
Khi ñoù haøm hôïp w = F(x, y, f(x, y)) khaû vi, do
w = F(x, y, f(x, y)) = 0 neân ta coù

0 =
∂w
∂x = Fx

∂x
∂x + Fy

∂y
∂x + Fz

∂z
∂x = Fx + Fz

∂z
∂x

0 =
∂w
∂y = Fx

∂x
∂y + Fy

∂y
∂y + Fz

∂z
∂y = Fy + Fz

∂z
∂y

Neáu Fz 6= 0 thì
∂z
∂x = −FxFz

vaø ∂z
∂y = −

Fy
Fz

Ví duï
Tính ∂z/∂x vaø ∂z/∂y taïi ñieåm (0, 0, 0) bieát

x3 + z2 + yexz + z cos y = 0
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