
Daõy soá

Ñònh nghóa
I Daõy soá laø moät daõy voâ haïn caùc phaàn töû laø soá thöïc ñöôïc xeáp
theo moät thöù töï naøo ñoù

a1, a2, a3, a4, . . . , an, . . .

I Hay noùi caùch khaùc, daõy soá laø moät aùnh xaï töø N → R.
I Daõy soá (a1, a2, a3, . . . ) ñöôïc kyù hieäu laø (an)n∈N hay (an)
I Daõy soá cuõng coù theå ñöôïc ñaùnh soá töø soá 0 hoaëc töø baát kyø soá töï
nhieân naøo khaùc.
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Ví duï

1. Daõy { n
n+1}

∞
n=1 coù an = n

n+1{
1
2 ,
2
3 ,
3
4 ,
4
5 , . . . ,

n
n+ 1 . . .

}
2. Daõy {(−1)n

√
n− 3}∞n=3 coù an = (−1)n

√
n− 3

0, 1,−
√
2,
√
3, . . . , (−1)n

√
n− 3 . . .

3. Daõy {cos(nπ/3)}∞n=0 coù an = cos(nπ/3)

1, 12 ,−
1
2 ,−1, . . . , cos(nπ/3), . . .

4. Daõy Fibonacci {an} ñöôïc ñònh nghóa baèng quy naïp

a1 = 1, a2 = 1, an = an−1 + an−2,n ≥ 3
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Daõy soá hoäi tuï

Xeùt daõy soá an = n
n+1
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Ta thaáy khi n caøng lôùn thì giaù trò cuûa an = n
n+1 tieán ñeán 1. Trong

tröôøng hôïp naøy ta noùi daõy {n/(n+ 1)}∞n=1 coù giôùi haïn laø 1 vaø ta vieát

lim
n→∞

n
n+ 1 = 1.

Ñònh nghóa
Daõy soá (an) ñöôïc noùi laø hoäi tuï neáu toàn taïi L ∈ R sao cho vôùi moïi
ε > 0, toàn taïi N ∈ N sao cho

|an − L| < ε, ∀n > N

Khi ñoù ta noùi L laø giôùi haïn cuûa daõy (an), kyù hieäu

L = lim
n→∞

an, hay vieát taét laø L = lim an

Ta cuõng vieát laø an → L (ñoïc laø an tieán veà L) khi n→∞ (ñoïc laø n
tieán veà +∞).
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Ví duï
I Daõy haèng an = α, ∀n ∈ N, laø daõy hoäi tuï vaø coù giôùi haïn laø α.
I Daõy ( 1n)n∈N laø daõy hoäi tuï vaø coù giôùi haïn laø 0.

Ñònh nghóa
Daõy (an) ñöôïc noùi laø coù giôùi haïn baèng ∞ (töông öùng −∞) neáu moïi
soá thöïc M ñeàu toàn taïi soá töï nhieân N sao cho an > M,∀n ≥ N
(töông öùng an < M,∀n > N). Khi ñoù ta kyù hieäu lim an = ∞ (töông
öùng lim an = −∞) vaø noùi daõy (an) coù giôùi haïn baèng ∞ hoaëc −∞.
Neáu lim an = ±∞ hoaëc lim an khoâng toàn taïi thì ta noùi (an) laø daõy
phaân kyø.
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Moät soá tính chaát

Neáu (an) vaø (bn) laø caùc daõy hoäi tuï vaø coù giôùi haïn laàn löôït laø a vaø
b thì caùc daõy (an + bn), (anbn),

√an, (an)r, vaø αan, vôùi α ∈ R
cuõng laø caùc daõy hoäi tuï vaø

lim
n→∞

(an + bn) = a+ b,

lim
n→∞

(anbn) = ab,

lim
n→∞

√
an =

√
a,

lim
n→∞

(an)r = ar

lim
n→∞

(αan) = αa.

Khi b 6= 0 vaø bn 6= 0,∀n ∈ N, daõy
(
an
bn

)
cuõng hoäi tuï vaø

lim
n→∞

an
bn

=
a
b .
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Meänh ñeà

i) Neáu (xn) laø daõy hoäi tuï vaø xn ≥ 0,∀n ∈ N thì lim
n→∞

xn ≥ 0.
Toång quaùt, neáu (xn) vaø (yn) laø hai daõy hoäi tuï vaø
xn ≥ yn,∀n ∈ N, thì lim

n→∞
xn ≥ lim

n→∞
yn.

ii) (Tieâu chuaån giôùi haïn keïp) Xeùt ba daõy soá (an), (bn), vaø (cn)
vôùi an ≤ bn ≤ cn,∀n ∈ N. Neáu caùc daõy (an) vaø (cn) hoäi tuï vaø
coù cuøng giôùi haïn laø α thì (bn) cuõng laø daõy hoäi tuï vaø cuõng coù
giôùi haïn laø α.
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Daõy ñôn ñieäu-Daõy bò chaën

Ñònh nghóa
Daõy (an) ñöôïc goïi laø daõy taêng neáu: an ≤ an+1,∀n ∈ N.
Daõy (an) ñöôïc goïi laø daõy giaûm neáu: an ≥ an+1,∀n ∈ N.
Neáu (an) laø daõy taêng hoaëc giaûm thì ta noùi daõy (an) laø daõy ñôn ñieäu.

Ñònh nghóa
Daõy (an) goïi laø bò chaën treân neáu: ∃M ∈ R, an ≤ M,∀n ∈ N.
Daõy (an) goïi laø bò chaën döôùi neáu: ∃N ∈ R, an ≥ N,∀n ∈ N.
Neáu (an) bò chaën treân vaø döôùi thì ta noùi noù bò chaën.
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Meänh ñeà (Tieâu chuaån Weierstrass)
Moät daõy soá taêng vaø bò chaën treân thì hoäi tuï.
Moät daõy soá giaûm vaø bò chaën döôùi thì hoäi tuï.
Ta ñònh nghóa

e = lim
n→+∞

(1+
1
n)n

Caùc giôùi haïn cô baûn
1. Neáu a > 0, thì lim

n→∞
1
na = 0, lim

n→∞
na = ∞.

2. Neáu |a| < 1, thì lim
n→∞

an = 0, neáu a > 1 thì lim
n→∞

an = ∞.

3. Neáu a > 1 vaø α ∈ R thì lim
n→∞

nα

an = 0.

4. Neáu a > 0 thì lim
n→∞

n√a = 1. Ñoàng thôøi lim
n→∞

n√n = 1.

5. Giôùi haïn lieân quan soá e: lim
n→∞

(1+ x
n)
n = ex.
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Ví duï
Tính caùc giôùi haïn caùc daõy soá sau:
1. lim
n→∞

4n2+1
3n2+2

2. lim
n→∞

(
√
n2 + 1− n)

3. lim
n→∞

(
√
2n+

√
n−

√
2n+ 1)

4. lim
n→∞

n√n
n√n2+ n√n+1

5. lim
n→∞

3.5n−2n
4n+2.5n

6. lim
n→∞

n2n+1
3n+n2

7. lim
n→∞

( 2n−1
2n

)n
8. lim
n→∞

(
n
n+1

)2n
9. lim
n→∞

n sin
√
n

n2+n−1
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Ñònh nghóa
Daõy an goïi laø daõy Cauchy neáu:

∀ε > 0,∃N ∈ N,∀m,n ∈ N : |am − an| < ε

Ñònh lyù
Daõy hoäi tuï khi vaø chæ khi noù laø daõy Cauchy.
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Ví duï
Tính caùc giôùi haïn caùc daõy soá sau:
1. lim
n→∞

2n+n3
1+2n3

2. lim
n→∞

(
√
3n2 + n− n

√
3)

3. lim
n→∞

(
1+ 2

3n
)2n

4. lim
n→∞

n−3n+2
2n+3n

5. lim
n→∞

n!+n+1
(n+1)!+2

6. lim
n→∞

n
√
n+1

3n
√
n+2

7. lim
n→∞

(
3n−1
3n+1

)n
8. lim
n→∞

(
n

2n+1

)n
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Chuoãi soá thöïc

Ñònh nghóa
Xeùt daõy soá thöïc (an)n∈N, ta ñònh nghóa toång taát caû caùc soá haïng cuûa
noù,

a1 + a2 + · · ·+ an + · · · =
+∞∑
n=1
an,

vaø ta goïi
+∞∑
n=1
an, hay vaén taét

∑
an, laø moät chuoãi soá, ñoïc laø chuoãi an.

Ví duï

1. Vôùi an = n, ta coù chuoãi
∞∑
n=1
n = 1+ 2+ 3+ · · ·+ n+ · · ·

2. Vôùi an = 1
2n , ta coù chuoãi

∞∑
n=1

1
2n = 1

2 + 1
4 + 1

8 + · · ·+ 1
2n + · · ·
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Chuoãi soá hoäi tuï

Ñònh nghóa
Vôùi chuoãi soá

+∞∑
n=1
an, ñaët sn =

n∑
k=1
ak,n ∈ N. Ta goïi sn laø toång rieâng

phaàn (thöù n) cuûa chuoãi soá
∑
an.

Ñònh nghóa
Neáu daõy toång rieâng phaàn (sn) hoäi tuï, ta noùi

∑
an hoäi tuï vaø giaù trò

s = lim
n→∞

sn ñöôïc goïi laø toång cuûa chuoãi
∑
an, kyù hieäu s =

+∞∑
n=1
an.

Ngöôïc laïi, neáu (sn) phaân kyø, ta noùi
∑
an phaân kyø.
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Ví duï
Tính toång rieâng phaàn vaø toång (neáu coù) cuûa caùc chuoãi:

I
∞∑
n=1
n

I
∞∑
n=1

1
2n

I
∞∑
n=1

(−1)n

Ví duï
Xeùt söï hoäi tuï cuûa caùc chuoãi sau ñaây

1.
∞∑
n=1

1
n(n+1)

2.
∞∑
n=4

1
(n−1)(n+1)

3.
∞∑
k=1
ln k
k+1
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Chuoãi hình hoïc

Ñònh nghóa
Cho a 6= 0, r ∈ R, chuoãi hình hoïc laø chuoãi soá coù daïng

∞∑
n=0
arn = a+ ar+ ar2 + . . .

Meänh ñeà
Neáu |r| < 1 thì chuoãi hình hoïc hoäi tuï, vaø khi ñoù

∞∑
n=0
arn =

a
1− r .

Ngöôïc laïi, neáu |r| > 1 thì chuoãi hình hoïc phaân kyø.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Ví duï
1. Caùc chuoãi soá sau coù hoäi tuï khoâng? Tính toång (neáu coù) cuûa noù.
a. 4− 8

3 + 16
9 −

32
27 + . . .

b.
∞∑
n=0
22n31−n

2. Tính toång cuûa chuoãi
∞∑
n=0
xn, vôùi |x| < 1.

3. Vieát caùc soá thaäp phaân voâ haïn tuaàn hoaøn sau ñaây thaønh phaân soá
a. 2.317 = 2.3171717...
b. 0.9 = 0.999999...
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Caùc tính chaát

Meänh ñeà
Neáu

∑
an hoäi tuï thì limn→∞ an = 0

Chuù yù
I Chieàu ngöôïc laïi khoâng haún ñuùng. Neáu lim

n→∞
an = 0 thì

∑
an

cuõng coù theå hoäi tuï, cuõng coù theå phaân kyø. Chaúng haïn ta coù
daõy 1n → 0 nhöng

∑ 1
n phaân kyø.

I Neáu lim
n→∞

an khoâng toàn taïi hoaëc limn→∞ an 6= 0 thì chuoãi
∞∑
n=1
an

phaân kyø.

Ví duï
Xeùt söï hoäi tuï cuûa chuoãi soá

∞∑
n=1

n2+1
2n2+n

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Caùc tính chaát

Meänh ñeà
Neáu caùc chuoãi

∑
an,

∑
bn ñeàu hoäi tuï thì caùc chuoãi

∑
can(c ∈ R),∑

(an + bn) vaø
∑

(an − bn) cuõng hoäi tuï, vaø:

a)
∞∑
n=1
can = c

∞∑
n=1
an

b)
∞∑
n=1

(an + bn) =
∞∑
n=1
an +

∞∑
n=1
bn

c)
∞∑
n=1

(an − bn) =
∞∑
n=1
an −

∞∑
n=1
bn

Ví duï
Tính toång (neáu coù) cuûa chuoãi

∞∑
n=1

(
2

n(n+1) + 1
2n

)
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Meänh ñeà
Vôùi moïi N ∈ N,

∞∑
n=1
an hoäi tuï khi vaø chæ khi

∞∑
n=N
an hoäi tuï.
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Tieâu chuaån tích phaân

Meänh ñeà
Cho f laø haøm soá döông, giaûm, lieân tuïc treân [1,+∞), ñaët an = f(n).

Khi ñoù chuoãi
+∞∑
n=1
an vaø tích phaân

∫ +∞
1 f(x)dx cuøng hoäi tuï hoaëc

cuøng phaân kyø.

Chuù yù
Do söï hoäi tuï cuûa chuoãi soá khoâng phuï thuoäc vaøo höõu haïn soá ban
ñaàu, neân chæ caàn f döông vaø giaûm treân khoaûng [M,+∞) vôùi
M ∈ R baát kyø.
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Ví duï
Xeùt söï hoäi tuï cuûa caùc chuoãi soá:

1.
∞∑
n=1

1
1+n2

2.
∞∑
n=1

ln n
n

3.
∞∑
n=2

1
n ln2 n

4. Vôùi giaù trò naøo cuûa p thì chuoãi
∞∑
n=1

1
np hoäi tuï?
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Tieâu chuaån so saùnh 1 (hieäu soá)

Meänh ñeà
Cho

∑
an,

∑
bn laø caùc chuoãi soá khoâng aâm (nghóa laø

an ≥ 0, bn ≥ 0,∀n). Khi ñoù:
I Neáu bn ≥ an,∀n vaø

∑
bn hoäi tuï thì

∑
an hoäi tuï,

I Neáu bn ≤ an,∀n vaø
∑
bn phaân kyø thì

∑
an phaân kyø.
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Ví duï
Xeùt söï hoäi tuï cuûa caùc chuoãi soá sau:

1.
∞∑
n=1

2
n2+3

2.
∞∑
n=1

2n
3n+n

3.
∞∑
n=1

n
(n+1)(n

√
n+2)

4.
∞∑
n=1

ln n
n
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Tieâu chuaån so saùnh 2 (tyû soá)

Meänh ñeà
Cho

∑
an,

∑
bn laø caùc chuoãi soá khoâng aâm, bn 6= 0, ∀n ∈ N.

I Neáu lim
n→∞

an
bn = c ∈ (0,+∞), thì

∑
an vaø

∑
bn cuøng hoäi tuï

hoaëc cuøng phaân kyø.
I Neáu lim

n→∞
an
bn = 0 vaø toång

∑
bn hoäi tuï thì

∑
an hoäi tuï.
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Ví duï
Xeùt söï hoäi tuï cuûa caùc chuoãi soá sau:

1.
∞∑
n=2

1
n3−2n

2.
∞∑
n=1

22n+1
3n+1+n

3.
∞∑
n=1

n−1√
n(n+2)(n2+1)

4.
∞∑
n=1
ln 3n2+13n2
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Chuoãi ñan daáu

Ñònh nghóa
Chuoãi ñan daáu laø chuoãi maø soá haïng toång quaùt coù daïng
an = (−1)n+1bn hoaëc an = (−1)nbn trong ñoù bn > 0.

Ví duï

I 1− 1
2 + 1

3 −
1
4 + 1

5 −
1
6 + · · · =

∞∑
n=1

(−1)n+1
n

I −12 + 2
3 −

3
4 + 4

5 −
5
6 + 6

7 − · · · =
∞∑
n=1

(−1)n n
n+1
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Tieâu chuaån Leibnitz

Meänh ñeà
Neáu daõy (bn) döông, giaûm vaø hoäi tuï veà 0 thì chuoãi ñan daáu∑∞
n=1(−1)n+1bn = b1 − b2 + b3 − b4 + . . . hoäi tuï.

Ví duï
Xeùt söï hoäi tuï cuûa caùc chuoãi ñan daáu sau:

1.
∞∑
n=1

(−1)n−1
n

2.
∞∑
n=3

(−1)n+1 ln nn

3.
∞∑
n=1

(−1)nn
3n+1

4.
∞∑
n=2

(−1)n n2
n3+1
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Hoäi tuï tuyeät ñoái

Ñònh nghóa
Chuoãi

∞∑
n=1
an ñöôïc goïi laø hoäi tuï tuyeät ñoái neáu chuoãi

∞∑
n=1

|an| = |a1|+ |a2|+ |a3|+ · · ·+ |an|+ · · · hoäi tuï

Neáu
∑
an hoäi tuï nhöng khoâng hoäi tuï tuyeät ñoái, ta noùi

∑
an hoäi tuï

coù ñieàu kieän.
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Ví duï
Caùc chuoãi sau coù hoäi tuï, coù hoäi tuï tuyeät ñoái khoâng?

1.
∞∑
n=1

(−1)n−1
n2

2.
∞∑
n=1

(−1)n−1
n

3.
∞∑
n=1

1
n
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Meänh ñeà
Neáu

∞∑
n=1
an hoäi tuï tuyeät ñoái thì noù hoäi tuï.

Ví duï
Caùc chuoãi sau coù hoäi tuï, hoäi tuï tuyeät ñoái khoâng?

1.
∞∑
n=1

(−1)n+1
ln(2n+1)

2.
∞∑
n=1

sin 3n
3n

3.
∞∑
n=1

(−1)n e−1/nn3
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Tieâu chuaån tyû soá (cuûa d'Alembert)

Meänh ñeà
Ñaët L = lim

n→∞
|an+1an |.

I Neáu L < 1 thì chuoãi
∞∑
n=1
an hoäi tuï tuyeät ñoái.

I Neáu L > 1 hoaëc L = +∞ thì chuoãi
∞∑
n=1
an phaân kyø.

Ví duï
Caùc chuoãi sau coù hoäi tuï khoâng?

1.
∞∑
n=1

n3
3n

2.
∞∑
n=1

n!
nn(n+1)

3.
∞∑
n=1

n2n
(2n)!
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Tieâu chuaån caên soá cuûa Cauchy

Meänh ñeà
Ñaët L = lim

n→∞
n
√
|an|

1. Neáu L < 1 thì chuoãi
∞∑
n=1
an hoäi tuï tuyeät ñoái.

2. Neáu L > 1 hoaëc L = +∞ thì chuoãi
∞∑
n=1
an phaân kyø.

Ví duï
Caùc chuoãi soá sau coù hoäi tuï khoâng?

1.
∞∑
n=1

(
2n2+3n
3n2+2n

)n
2.

∞∑
n=1

(
n
n+1

)n2+n
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ñeå xeùt söï hoäi tuï cuûa chuoãi soá ta coù moät soá chuù yù sau:

Chuù yù
I Chuoãi gaàn gioáng chuoãi

∑
1/np hay chuoãi hình hoïc thì duøng

tieâu chuaån so saùnh. Chuoãi khoâng döông thì duøng tieâu chuaån
so saùnh cho

∑
|an| roài duøng tieâu chuaån trò tuyeät ñoái.

I Neáu thaáy lim
n→∞

an 6= 0 thì chuoãi phaân kyø.

I Chuoãi ñan daáu thì duøng tieâu chuaån Leibnitz.
I Chuoãi coù giai thöøa hoaëc muõ thì duøng tieâu chuaån tyû soá (cuûa
d'Alembert).

I Neáu an coù daïng (bn)n thì duøng tieâu chuaån caên soá cuûa Cauchy.
I Neáu an = f(n) maø

∫
f(x)dx deã tính thì duøng tieâu chuaån tích

phaân.
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Xeùt söï hoäi tuï cuûa caùc chuoãi soá sau:
1.

∑∞
n=1

n−1
2n+1

2.
∑∞
n=1

√
n3+1

n3+4n2+2

3.
∑∞
n=1 ln

2n+2
2n+1

4.
∑∞
k=0

2k
(k+1)!

5.
∑∞
n=1

(−1)nn3
n4+1

6.
∑∞
n=2

(−2)n
nn

7.
∑∞
n=1

sin
√
n

2n+3n

8.
∑∞
n=1

n!
3n2

9.
∑∞
n=1

2n+n
3n−1

10.
∑∞
n=3

1
(ln n)ln n
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