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Ñònh nghóa phöông trình vi phaân

Ñònh nghóa
Phöông trình vi phaân laø phöông trình lieân heä giöõa bieán ñoäc laäp
x vôùi haøm caàn tìm y vaø caùc ñaïo haøm cuûa noù y′, y”, . . . , y(n).
Nhö vaäy phöông trình vi phaân laø phöông trình coù daïng

F(x, y, y′, y”, . . . , y(n)) = 0

• Caáp cuûa phöông trình vi phaân laø caáp cao nhaát cuûa ñaïo
haøm coù trong phöông trình.

• Neáu thay y baèng haøm soá y(x) vaøo phöông trình vi phaân, ta
ñöôïc ñoàng nhaát thöùc, thì ta noùi y = y(x) laø nghieäm cuûa
phöông trình vi phaân ñoù. Giaûi phöông trình vi phaân laø tìm
taát caû caùc nghieäm cuûa noù.
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Phöông trình vi phaân caáp 1
Ñònh nghóa
Phöông trình vi phaân caáp 1 laø phöông trình coù daïng:
F(x, y, y′) = 0
Baøi toaùn Cauchy laø baøi toaùn tìm nghieäm y = y(x) cuûa phöông
trình vi phaân thoûa ñieàu kieän ñaàu y(x0) = y0
• Haøm soá y = ϕ(x,C) goïi laø nghieäm toång quaùt cuûa phöông
trình vi phaân treân mieàn D ⊂ R2 neáu vôùi moïi (x0, y0) ∈ D
toàn taïi duy nhaát C0 sao cho y = ϕ(x,C0) laø nghieäm cuûa
baøi toaùn Cauchy vôùi ñieàu kieän ñaàu y(x0) = y0.

• Nghieäm nhaän ñöôïc töø nghieäm toång quaùt khi cho C moät
giaù trò cuï theå goïi laø nghieäm rieâng.

Ví duï
Giaûi phöông trình vi phaân y′ = sin x vaø tìm nghieäm cuûa baøi
toaùn Cauchy y′ = sin x, y(0) = 1.
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Phöông trình vi phaân daïng taùch
bieán

Ñònh nghóa
Phöông trình vi phaân daïng taùch bieán laø phöông trình vi phaân
coù daïng y′ = f(x)g(y).
Caùch giaûi: Vôùi ñieàu kieän g(y) 6= 0, chia hai veá cho g(y) ta ñöôïc
dy
g(y) = f(x)dx. Laáy tích phaân hai veá.

Ví duï
Giaûi caùc phöông trình vi phaân:
1. y′ = 5x2.
2. xy′ = y2 + 1.
3. y′ = x2y3.
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Phöông trình vi phaân tuyeán tính
caáp 1

Ñònh nghóa
Phöông trình vi phaân tuyeán tính caáp 1 laø phöông trình vi phaân
coù daïng y′ + p(x)y = q(x)
Caùch giaûi: Goïi P(x) laø moät nguyeân haøm cuûa p(x). Nhaân hai veá
cho eP(x) ta ñöôïc

eP(x)y′ + eP(x)p(x)y = eP(x)q(x)
(eP(x)y)′ = eP(x)q(x)

eP(x)y =
∫
eP(x)q(x)dx

y = e−P(x)
∫
eP(x)q(x)dx
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Phöông trình vi phaân tuyeán tính
caáp 1

Ví duï
Tìm nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình vi phaân
1. y′ − xy = x.
2. 1x

dy
dx −

2y
x2 − x cos x = 0

3. x2y′ + xy = 1, x > 0, y(1) = 2.
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Phöông trình vi phaân toaøn phaàn

Ñònh nghóa
Phöông trình P(x, y)dx+ Q(x, y)dy = 0 ñöôïc goïi laø phöông
trình vi phaân toaøn phaàn neáu coù u(x, y) thoûa
du(x, y) = P(x, y)dx+ Q(x, y)dy
Neáu tìm ñöôïc u(x, y) thì phöông trình trôû thaønh du(x, y) = 0,
suy ra u(x, y) = C.

Meänh ñeà (Ñieàu kieän ñuû ñeå coù u(x, y))
Neáu caùc ñaïo haøm rieâng ∂Q

∂x (x, y),
∂P
∂y (x, y) ñeàu lieân tuïc treân

D ⊂ R vaø ∂Q∂x (x, y) = ∂P
∂y (x, y). Thì toàn taïi haøm u(x, y) thoûa

du(x, y) = P(x, y)dx+ Q(x, y)dy
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Caùch tìm u(x, y)
Coá ñònh y, tính tích phaân theo x 2 veá cuûa ux(x, y) = P(x, y)

u(x, y) =
∫
P(x, y)dx = φ(x, y) + C(y)

Coá ñònh x, laáy ñaïo haøm theo y

uy(x, y) = φy(x, y) + C′(y).

Cho uy(x, y) = Q(x, y), suy ra C(y) vaø ta ñöôïc u(x, y).

Ví duï
Giaûi phöông trình vi phaân

1 (3y2 + 2xy+ 2x)dx+ (6xy+ x2 + 3)dy = 0
2 (x2 + 4y)y′ + 2xy+ 1 = 0
3 dy
dx = xy2−cos x sin x

y(1−x2) , y(0) = 2
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Phöông trình vi phaân ñaúng caáp

Ñònh nghóa
Phöông trình vi phaân ñaúng caáp laø phöông trình vi phaân coù
daïng y′ = h( yx ).
Caùch giaûi: Ñaët u = y

x vaø ñöa veà daïng taùch bieán.

Ví duï
Giaûi caùc phöông trình vi phaân
1. y′ = y2+2xy

x2

2.
{
xy′ = y+ 3√xy
y(1) = 9

3. xy′ = (3x+ 2y)ln 3x+2yx + y
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Giaûi caùc phöông trình vi phaân

1 xdy = (x5ex + 4y)dx
2 (

√
x+ y) + (

√y+ x)dydx = 0

3 x2 dydx = y− xy

4 dy
dx = y2+2xy

x2

5 x2y′ = y2 − xy+ x2, y(1) = 2
6 y′ = x2+3y

x , y(2) = 8
7 y′ − y

x−1 = x2(x2 − 1)

8 sin(2x)dx+ ydy
x(y+1) = 0, y(π

2 ) = 0

9 xy′ = y2
y−x , y(1) = e

10 (x2 + 1)y′ + y(y− 1) = 0
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Phöông trình vi phaân caáp 2

Ñònh nghóa
Phöông trình vi phaân caáp 2 laø phöông trình vi phaân coù daïng
F(x, y, y′, y′′) = 0 hoaëc y′′ = f(x, y, y′).

Ví duï
Caùc phöông trình sau ñaây laø phöông trình vi phaân caáp 2:
x3y′′ + 2xy2 + exy+ 3x = 0, y′′ = 8exy′ + y.

Ñònh lyù
Xeùt phöông trình y′′ = f(x, y, y′). Neáu f lieân tuïc treân mieàn môû
chöùa ñieåm (x0, y0, y1) thì phöông trình ñaõ cho toàn taïi nghieäm
y = y(x) thoûa y(x0) = y0, y′(x0) = y1. Hôn nöõa, neáu ∂f

∂y vaø
∂f
∂y′

ñeàu lieân tuïc thì nghieäm noùi treân laø duy nhaát.
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Phöông trình vi phaân caáp 2 giaûm
caáp

Phöông trình vi phaân caáp 2 y′′ = f(x, y, y′) neáu coù caùc daïng sau
thì coù theå giaûm caáp.
Tröôøng hôïp 1: Neáu veá phaûi khoâng chöùa y, y′, laáy tích phaân hai
laàn, ta ñöôïc nghieäm.

Ví duï
Giaûi phöông trình vi phaân y′′ = sin x, y(0) = 0, y′(0) = 1.
Tröôøng hôïp 2: Neáu veá phaûi khoâng chöùa y, ñaët u = y′ ta ñöôïc
phöông trình vi phaân caáp 1.

Ví duï
Giaûi phöông trình vi phaân y′′ = x− y′

x .
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Neáu veá phaûi khoâng chöùa x, coi y′ laø haøm theo y, nghóa laø ñaët
y′ = p(y) thì y′′ = pp′. Giaûi p theo y.

Ví duï
Giaûi phöông trình vi phaân 2yy′′ + y′2 = 0.
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Phöông trình vi phaân tuyeán tính
caáp 2 thuaàn nhaát

Ñònh nghóa
Phöông trình vi phaân tuyeán tính caáp 2 laø phöông trình coù daïng
P(x)d

2y
dx2 + Q(x)dydx + R(x)y = G(x) (1) vôùi P(x) 6= 0.

• Neáu G(x) = 0 thì (1) ñöôïc goïi laø thuaàn nhaát. Nhö vaäy
phöông trình vi phaân tuyeán tính caáp 2 thuaàn nhaát laø
phöông trình coù daïng P(x)d

2y
dx2 + Q(x)dydx + R(x)y = 0 (2)

• Neáu G(x) 6= 0 thì (1) ñöôïc goïi laø khoâng thuaàn nhaát.
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Caáu truùc nghieäm cuûa phöông
trình vi phaân tuyeán tính caáp 2

thuaàn nhaát

Tính chaát
Neáu y1(x) vaø y2(x) laø 2 nghieäm cuûa (2) thì vôùi moïi haèng soá
c1, c2, ta coù y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) cuõng laø nghieäm cuûa 2.

Ñònh nghóa
Hai haøm soá y1(x) vaø y2(x) ñöôïc goïi laø ñoäc laäp tuyeán tính neáu
c1y1(x) + c2y2(x) = 0 keùo theo c1 = c2 = 0.

Meänh ñeà
Neáu y1(x) vaø y2(x) laø caùc nghieäm ñoäc laäp tuyeán tính cuûa (2)
thì nghieäm toång quaùt cuûa (2) ñöôïc cho bôûi
y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) trong ñoù c1, c2 laø caùc haèng soá tuøy yù.
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Caáu truùc nghieäm cuûa phöông
trình vi phaân tuyeán tính caáp 2

thuaàn nhaát heä soá haèng

Ñònh nghóa
Neáu P,Q,R laø caùc haèng soá thì (2) goïi laø phöông trình vi phaân
tuyeán tính caáp 2 thuaàn nhaát heä soá haèng. Nhö vaäy phöông trình
vi phaân tuyeán tính caáp 2 thuaàn nhaát heä soá haèng laø phöông
trình vi phaân coù daïng ay′′ + by′ + cy = 0 (3) vôùi a 6= 0.
Ta seõ tìm 2 nghieäm ñoäc laäp tuyeán tính cuûa (3) döôùi daïng
y(x) = erx. Ta coù y′(x) = rerx, y′′(x) = r2erx. Thay vaøo (3)
(ar2 + br+ c)erx = 0. Nhöng erx 6= 0,∀x neân ar2 + br+ c = 0

Ñònh nghóa
Phöông trình ar2 + br+ c = 0 (4) goïi laø phöông trình ñaëc
tröng cuûa (3).
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bieät r1, r2 thì nghieäm toång quaùt cuûa (3) laø

y(x) = c1er1x + c2er2x

• Neáu phöông trình ñaëc tröng (4) coù nghieäm thöïc duy nhaát
laø r0 thì nghieäm toång quaùt cuûa (3) laø

y(x) = c1er0x + c2xer0x

• Neáu phöông trình ñaëc tröng (4) coù nghieäm aûo r = α± iβ
thì nghieäm toång quaùt cuûa (3) laø

y(x) = eαx(c1 cosβx+ c2 sinβx).
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Ví duï
Giaûi caùc phöông trình vi phaân sau:
1. y′′ + y′ − 6y = 0;
2. 3y′′ + y′ − y = 0;
3. 4y′′ + 12y′ + 9y = 0;
4. y′′ − 6y′ + 13y = 0.
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Baøi toaùn giaù trò ñaàu

Ñònh nghóa
Baøi toaùn giaù trò ñaàu cho phöông trình (1) vaø (2) laø baøi toaùn tìm
nghieäm y(x) thoûa y(x0) = y0, y′(x0) = y1.

Ví duï
Giaûi phöông trình vi phaân
1. y′′ + y′ − 6y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0.
2. y′′ + y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 3.
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Baøi toaùn giaù trò bieân

Ñònh nghóa
Baøi toaùn giaù trò bieân cho phöông trình (1) vaø (2) laø baøi toaùn
tìm nghieäm y = y(x) thoûa y(x0) = y0, y(x1) = y1.

Ví duï
Giaûi phöông trình vi phaân y′′ + 2y′ + y = 0, y(0) = 1, y(1) = 3.
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Phöông trình vi phaân tuyeán tính
caáp 2 khoâng thuaàn nhaát heä soá

haèng
Ñònh nghóa
Phöông trình vi phaân tuyeán tính caáp 2 khoâng thuaàn nhaát heä soá
haèng laø phöông trình vi phaân coù daïng

ay′′ + by′ + cy = G(x) (5)

vôùi G(x) 6= 0.
Caùch giaûi: Goïi y = y0(x) laø nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình
thuaàn nhaát töông öùng ay′′ + by′ + cy = 0, thì nghieäm toång
quaùt cuûa (5) coù daïng:

y(x) = y0(x) + yr(x)
trong ñoù yr(x) laø moät nghieäm rieâng cuûa (5). Vaäy neáu tìm ñöôïc
nghieäm rieâng thì seõ tìm ñöôïc nghieäm toång quaùt cuûa (5).
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Tìm nghieäm rieâng

1. Neáu G(x) = eαxPn(x), trong ñoù Pn(x) laø ña thöùc baäc n thì
moät nghieäm rieâng cuûa (5) coù daïng yr(x) = xseαxQn(x).
Trong ñoù, Qn(x) laø ña thöùc baäc n, coù n+ 1 heä soá caàn xaùc
ñònh, vaø

s =


0 neáu α khoâng laø nghieäm cuûa phöông trình ñaëc tröng
1 neáu α laø nghieäm ñôn cuûa phöông trình ñaëc tröng
2 neáu α laø nghieäm keùp cuûa phöông trình ñaëc tröng.
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Tìm nghieäm rieâng

Ví duï
Giaûi phöông trình vi phaân
1. y′′ + 4y = e3x

2. y′′ − 3y′ + 2y = 2ex − 2xex

3. y′′ + y′ − 2y = x2
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Tìm nghieäm rieâng
2. Neáu G(x) = eαx[Pn(x) cosβx+ Qm(x) sinβx], trong ñoù Pn(x)
laø ña thöùc baäc n, Qm(x) laø ña thöùc baäc m thì moät nghieäm
rieâng cuûa (5) coù daïng

yr(x) = xseαx[Rk(x) cosβx+ Tk(x) sinβx].

Trong ñoù k = max{n,m},Rk(x),Tk(x) laø caùc ña thöùc baäc k
caàn xaùc ñònh vaø

s =
{
0 neáu α + iβ khoâng laø nghieäm cuûa pt ñaëc tröng
1 neáu α + iβ laø nghieäm cuûa pt ñaëc tröng.

Ví duï
Giaûi caùc phöông trình vi phaân
1. y′′ + y = 3 sin x, y(0) = y′(π) = 1,
2. y′′ − 5y′ + 6y = 3 sin 2x− 2 cos 2x,
3. y′′ + y′ − 2y = e2x(5 cos x+ 3 sin x).
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3. Neáu G(x) = G1(x) + G2(x) vôùi G1(x),G2(x) coù moät trong hai
daïng treân, thì moät nghieäm rieâng cuûa (5) coù daïng

yr(x) = yr1(x) + yr2(x)

vôùi yr1, yr2 laø caùc nghieäm rieâng cuûa caùc phöông trình
ay′′ + by′ + cy = G1(x), ay′′ + by′ + cy = G2(x).

Ví duï
Giaûi phöông trình vi phaân

y′′ − 4y = xex + cos 2x.
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