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Gidi thiéu

Vao cac thé ki 18, 19, su phat trién vuct bac & chau Au trong thoi dai Khai sang va Cach
mang cong nghiép thiic diy nhiing khéo citu hoc thuat va thuc dung. Trong d6 c6 cac khio
ctu ctia Bernoulli, Euler, Lagrange, Fourier va nhiéu ngudi khéc vé cdc hién tuong vat Ii,
nhu sy truyén séng va su truyén nhiét.

Xét mot thanh kim loai ma mot dau chiu tac dong ctia mdt ngudn nhiét. Goi x 12 vi tri
ctia mot diém trén thanh va u 12 nhiét dd & vi tri x vao thoi diém ¢, thi nhiing phan tich vat
1i d4n t6i két luan u phai thda diéu kién c6 dang

ot ‘oxz

f(x,1).

DAy 12 mot phuong trinh ma d6i tuong 13 ham sb. Nghién ciu nhiing phuong trinh nay dua
dén viéc khong nhiing céc tinh chit cia ham, ma céc tinh chét ctia cac tip hop ham dan dan
chiém vi tri trung tim. Chang han d€ biét phuong trinh c6 nghiém hay khong c6 thé dua vé
khéo st tinh chit ctia nhitng 4nh xa trén cic tap hop ham, hay d€ x4p xi nghiém can dua ra
cach do d6 khac biét gitra cac ham.

Mot diéu dang chi y 1a cdc tip hop ham thudng c6 ciu tric cta khong gian tuyén tinh
v6 han chiéu. Vi du trong tap hop cac da thic hay trong tap hop cdc ham lién tuc c6 nhiing
tap con gdm vo han phan ti doc 1ap tuyén tinh.

Vao dau thé ki 20, mon Giai tich ham dinh hinh va phat trién nhanh chéng, vita do su
phit trién noi tai clia todn hoc, virta do nhu cau ctia khoa hoc va ki thuat. Ngay nay Giai tich
ham da tré thanh mot phan co ban clia todn hoc ma ai hoc toan ciing can biét.
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Chuong 1 Khbéng gian métric

Khong gian métric 12 phét trién tuong tu clia khong gian Euclid, 12 tap hop trén d6 c6 khoang
cach.

O chuong nay chiing ta 6n tip mot sb tinh chit ctia khong gian métric ¢6 lién quan téi
mon giai tich ham. Phan 16n nhiing ndi dung nay di c6 trong mon Gidi tich 2, ngudi hoc
nén xem lai gido trinh [135]. Tuy nhién bay gid chiing ta nhAn manh viéc hi€u y nghia va mbi
quan hé giita cac phan kién thiic chit khong nhin manh viéc kiém tra tinh diing dan logic
hinh thiic trong chiing minh ctia mdi ménh dé.

1.1 Métric

Meétric|'|nghia 1a khoang cach. Mot khong gian métric 1a mét tap hgp cé khoang cach.
1.1.1 Dinh nghia. Cho X 1a mdt tap khong rong. Mot anh xa

d: XxX — R
(x,y) = d(x,y)

dugc goi 1a mot métric (khodng cdch) trén X néu cic tinh chét sau théa véi moi x,y,z € X:
(@) d(x,y)>20,vad(x,y)=0 & x =y,
(b) d(x,y) =d(y,x),

(¢) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y).

y z

Hinh 1.1.2: Bit dang thic tam gidc.

Cip (X,d) dudc goi 1a mot khéng gian métric hay mot khong gian cé khoang cdach. Moi
phan tif cla tip X khi d6 con dudc goi 12 mot diém.

Khong gian métric (X,d) hay dugc viét van tat 1a X khi métric d dudc ngdm hiéu hoic
khong can dugc xac dinh cu thé.

"Trong tiéng Anh tit metric c6 nghia 1a cich do, c6 ho hang véi tit metre (mét)
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8 CHUONG 1. KHONG GIAN METRIC

1.1.3 Vi du (khong gian Euclid R"). Véin € Z*, tap hgp R" = {(x1,x2,...,x,) | x1 ERyxp €
R,...,x, € R} v6i métric Euclid

01520 T (10320 n) = A1 = Y1+ (2= 2P+ (= P

dudc goi 1a khéong gian Euclid thuc n-chiéu. Dic biét khi n = 1 khong gian métric Euclid R
c6 métric thong thudng cho bdi gid tri tuyét ddi clia hidu hai sb thuc, d(x,y) = |x — y|, chinh
12 khoang cach giita hai s6 thuc.

1.2 Ddng, md, hoi tu, lién tuc

1.2.1 Pinh nghia. Cho khong gian métric (X,d), a € X va sb thuc r > 0. C4c tap
Bla,r)={xe X | d(x,a)<r}
B'(a,r)={xe X |d(x,a) <r}
S(a,r)={xe X |d(x,a)=r}

1an lugt dudc goi 1a qud cdu md, qud cdu dong, mdt cau tim a ban kinh r.

1.2.2 Dinh nghia. Cho khong gian métric (X,d). Tap A C X 1a mot tdp md trong X néu mdi
diém thudc A c6 mot qua ciu cia X tim tai diém d6 chia trong A. Bing ki hiéu:

Vx € A,3r > 0,B(x,r) C A.
Néu X \ A 1a mot tdp md, ta néi A 1a mot tdp déng trong X.

1.2.3 Vi du. Moi qui ciu mé déu 1a mot tdp md, moi qua cau dong cling nhu mit cau déu
la tdp dong. Ngoai ra, trong khong gian métric X, cac tap 0 va X la cac tap vira dong viia
md trong X.

1.2.4 Ghi chi. Khi ndi t6i “md”, “dong” ta phai hi€u ro 1a dang néi t6i khong gian métric
ndo, vi cling mdt tip hop c6 thé 1a tip con clia nhitng khong gian métric khac nhau va nhan
nhitng métric khic nhau, do d6 tinh md, déng ciing khac. Khi da hiéu rd thi c6 thé néi tat
khong can nhac téi khong gian métric chia.

1.2.5 Ménh dé. Cho mét khong gian métric (X,d) va (A;)ier la mét ho cdc tdp con ciia X.
Ta co

(a) Néu A; la cdc tdp md thi | J;<; A; la mot tdp mé.

(b) Néu A; la cdc tdp dong thi (;c; Ai la mot tdp dong.

(c) Néu A; la cdc tdp md va I la tdp hitu han thi la (;c; A; mot tdp mé.

(d) Néu A; la cdc tdp dong va I la tdp hitu han thi | J;<; A; la mot tdp dong.

Cho khong gian métric (X,d) va A 1a mot tap con ctia X. Piém x € X dudc goi 1a mot
diém dinh cia A néu moi qua cau tim x c6 chifa it nhit mot phan i ctia A, nghia la

Vr > 0,B(x,r)NA #0.

Tap tht c4 cac diém dinh ctia A dudc goi 12 bao déng ctia A, ky hiéu 1a A hay cl(A) (closure).
Diém x € X dugc goi 1a mot diém trong clia A néu ton tai mot qua cau clia X tim x chia
trong A, nghia la
3r > 0,B(x,r) C A.
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Tap tat ca cac diém trong clia A dudc goi 1a phan trong cia A, ky hiéu la IZ hay int(A)
(interior).

Diém x € X dudc goi 1a mot diém bién ctia A néu moi qua ciu cia X tdm x c6 chia it
nhit mot phan tii cla A, va c6 chifa it nhit mot phan tif khong thudc A, nghia 1a

Vr > 0,B(x,r)NA#0,B(x,r)N(X\A) 0.
Tap tit ca cic diém bién ctia A dudc goi 1a phan bién ctia A, ky hiéu 1a 9 A.

1.2.6 Ménh dé. Cho la A mét tdp con ciia mot khong gian métric thi

(a) A lamot tdp dong va la tdp dong nhé nhdt chita A,

(b) A la mét tdp dong néu va chi néu A = A,
o 2z
(c) A la mot tdp md va la tdp md Ion nhat chiia trong A,
. . o
(d) A la mét tdp md néu va chi néu A = A.

1.2.7 Pinh nghia. Cho (x,),>; 12 mot ddy cac phan td cda mot khong gian métric (X,d).
Ta néi (x,,), 1 12 day héi tu (trong X) néu ton tai x € X sao cho lim,, e d(x,,x) = 0, nghia
la

Ve>0,dny e Z*VneZ" n>ny = d(x,,x) <e.

Diéu niy c6 nghia 12 phan tif ciia diy gan x tiy y mién chi s6 dii 16n. Khi d6, phan tit x, néu
c6, 1a duy nhét va dudc goi 1a gidi han ctia day (x,),»1, ky hiéu lim,,_, x,, = x. Ta con viét
X, — x khin — oo,

Ta c6 thé dic trung cac khai niém md, dong, di€ém dinh bing diy nhu sau:
1.2.8 Ménh dé. Chola mot tdp con A trong khong gian métric X va x € X. Ta co:
(a) x la mét diém dinh ciia A néu va chi néu ton tai diy (x,)nez+ trong A hoi tu vé x.

(b) A la mét tdp dong trong X néu va chi néu moi ddy trong A ma hoi tu trong X thi gidi
han ciia no phdi ndam trong A.

1.2.9 Pinh nghia. Cho anh xa f tu khong gian métric (X,dx) vao khong gian métric (Y,dy)
va xo € X. Tanéi f 12 lién tuc tai xo néu

Ve > 0,36 > 0,Yx € X,dx(x,x0) <6 = dy(f(x),f(x0)) < €.

Diéu nay c6 nghia 12 f(x) gan f(xo) ty y mién x di gan xq. Ta néi f lién tuc trén X
néu né lién tuc tai moi diém thudc X.
Ta ciing ¢6 dac trung cua su lién tuc thong qua day:

1.2.10 Pinh ly. Cho dnh xa f tir khong gian métric (X,dx) vao khong gian métric (Y,dy).
Piéu kién cdn va dii dé’ f lién tuc tai x la véi moi day (x,,) trong X, néu x,, — x trong X thi
f(xn) — f(x) trong Y.

1.2.11 Pinh Iy. Anh xa f tit khong gian métric (X,dx) vao khéng gian métric (Y,dy) la lién
tuc trén X néu va chi néu dnh ngugc qua f cia tdp mé trong Y la tdp md trong X. Ménh dé
vdn diing néu thay tdp md bang tdp dong.
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1.3 Khbng gian métric con

Cho khong gian métric (X,d) va Y 1a mot tip con ctia X. Anh xa dy = d|yxy, tic dy(x,y) =
d(x,y) v6i moi x,y € Y, 1a mot métric trén ¥ ma ta goi 1a thu hep hay han ché ctia métric clia
X xubng Y. Khong gian métric (Y,dy) dudc goi 1a mot khéng gian métric con clia khong
gian métric X.

1.3.1 Ghi chi. Nhu da nhéc & chi y ring véi ¥ 12 mot khong gian con clia X va A
12 mot tip con clia Y ta can phan biét viéc A dong hay mé trong X vé6i viéc A déng hay mé
trong Y. Tuong tu, véi mot ddy trong Y, ta can phan biét viéc ddy hoi tu trong X véi viéc
day hoi tu trong Y.

1.3.2 Vi du. Trén R v6i métric Euclid, tap [0,2) tao thanh mdt khong gian métric con. Tap
[0,1) 1a mé trong khong gian [0,2) nhung khong mé trong khong gian R. Day x, = 2 — %
trong [0,2) khong hdi tu trong [0,2) nhung hoi tu trong R.

Mot qua cau ctia Y 1a thu hep ctia mot qua cau clia X:
By(x,r)={y €Y |d(y,x) <r}=Bx(x,r)nY.

Tur d6 ta c6 su lién hé gitia tinh dong va md trong mot khong gian véi tinh déng va md trong
mdt khong gian con clia no:

1.3.3 Ménh dé. ChoY la mét khong gian con ciia mot khong gian métric X va A la mot tp
concuaY. Ta co:

(a) A lamd trong Y néu va chi néu ton tai tdp V md trong X sao cho A=VNY.
(b) A la dong trong Y néu va chi néu ton tai tdp F dong trong X sao cho A= FNY.

1.3.4 Ménh dé. Thu hep ciia mot dnh xa lién tuc xuéng mot khong gian métric con la mot
dnh xa lién tuc.

1.4 Khong gian day di va khéng gian compac
1.4.1 Pinh nghia. Diy (x,,),»; trong X 1a da@y Cauchy néu
Ve > 0,3nyg € Z"Vmn € Z*,(m,n > ng = d(xp,xn) < €).
Diéu nay nghia 13 phan tif ciia ddy gan nhau tiy y mién chi s6 dd 16n.
1.4.2 Ménh dé. Moi day héi tu déu la day Cauchy.

1.4.3 Pinh nghia. Ta néi khong gian métric (X,d) la ddy di khi moi diy Cauchy trong X
déu hoi tu trong X.

1.4.4 Vi du. Trong R thi ddy 1 hoi tu vé& 0 nén la ddy Cauchy. Nhung néu xét trong R \ {0}
thi day nay khong hoi tu.

Tuong t, ddy cdc s hitu ti (1+ 2)" hoi tu vé s6 vo ti e trong R. Nhu vay ddy nay la ddy
Cauchy nhung khong hoi tu trong Q, do d6 Q 1a khong day du.

1.4.5 Vi du. Tap hop R tit ca céc s6 thuc v6i métric Euclid 1a day dd. Diéu nay 1a hé qua
clia tinh ton tai chdn trén nhé nhdt, con goi 1a tinh lién tuc, ctia tap hop s thuc: moi tap
con khong rong bi chin trén ctia R déu c6 chin trén nhé nhit. Nguoc lai sy day di cia R
dan t6i tinh ton tai chiin trén nhd nhét (sup).
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Tit tinh day di cta R ta suy ra dugc:
1.4.6 Ménh dé. Khéng gian Euclid R" la ddy dil.

1.4.7 Vi du (khéng gian Euclid C"). V& mit tap hop thi C = {(a,b) | a € R,b € R} = R,
Mbi phan tit (a,b) € C dudc goi 12 mot s6 phiic va dudc viét 12 a + bi véi i duge goi 1a
don vi a0. Phép cong trén C dugc dinh nghia 1a (a + bi)+ (¢ +di) = (a+c) + (b+ d)i, tic 1a
(a,b) +(c,d) = (a+c,b+d), tring véi phép cong clia khong gian Euclid R2. Trén C con c¢6
mot d 16n, con dugce goi 1a mddun, cho bdi |a + bi| = Va? + b%. Khoang céch giita hai s6
phfIC X1 = aj +byi va x, = ap + byi dudc cho bdi

|x1 = x2| = (a1 — a2) + (by = ba)i| = V(a1 —a2)* + (b1 — b2)>,

chinh bang khoang cach giita (a1,b) va (az,b,) trong khong gian Euclid thuc R?. Vi viy
néu chi quan tam tGi khia canh khong gian métric thi C trung véi R2.
Véin € Z* thi tdp hop C" = {(x1,x2,...,%,) | x1 € C,x2 € C,...,x, € C} v8i métric

d((x1,%2,. ., X0), (Y1, Y25 - > YVn)) = \/lxl —yilP+ = y2? 4+ X — yal?

dudc goi 1a khong gian Euclid phiic n-chiéu. Néu ta ddng nhit tip hop C" véi tap hop R
thi métric Euclid ctia C"* cling chinh 12 métric Euclid ctia R?". Vay néu chi quan tim t6i khia
canh khong gian métric thi C"* tring v6i R>.

Vi vé& mit métric thi C”* tring v6i R** nén ta c ngay:
1.4.8 Ménh dé. Khong gian Euclid C" la ddy dii.

1.4.9 Pinh nghia. Ta néi khong gian métric (X,d) 1a compdc Elkhi moi diy trong X déu c6
mot day con hoi tu trong X.
Tap A c X dudc goi 1a bi chdn néu A dugc chiia trong mot qué cau nao d6 cla X, tdc 1a

Jda € X,3r > 0,A C B(a,r).

Cho mot khong gian métric X va cho Y 1a mot tip con cda X. Khi d6 Y tr§ thanh mot
khong gian métric con ctia X. Tanéi Y 1a tap diy di khi khong gian métric ¥ 1a mot khong
gian diy di, va Y 1a tip compac khi khong gian métric ¥ 1a mot khong gian compic.

1.4.10 Ménh dé (compic thi déng va bi chiin). Cho Y la mot tdp con ciia khong gian
métric X. NéuY la compdc thi Y dong (trong X) va bi chdn.

1.4.11 Ménh dé (compéc thi day da). Cho Y la mét tdp con ciia khong gian métric X. Néu
Y la compdc thi Y la ddy dii.

1.4.12 Ménh dé (déng trong compic thi compic ). Cho Y la mét tap con ciia khong gian
métric X. Néu'Y la dong trong X va X la compdc thi Y la compdc.

1.4.13 Ménh dé. ChoY la mot tdp con ciia khong gian métric X. Néu Y la ddy dii thi Y la
dong (trong X ).

1.4.14 Ménh dé (déng trong day du thi day db). Cho Y la mot tdp con ciia khong gian
métric X. NéuY la dong trong X va X la ddy dii thi Y la dady dii.

1.4.15 Pinh Iy (dinh 1y Bolzano—Weierstrass). Moi khodng dong [a,b) déu la tdp compdc
trong duong thing Euclid.

2Trong tiéng Anh tit compact c6 nghia 12 chit, gon. ..
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DAy 12 mot dic trung quan trong clia tip hop céc s thuc, suy ra dudc tl tinh day du
nhung thuc ra tuong duong véi tinh day di cta tip hop cac s6 thuc. Ngudi hoc nén xem lai
gido trinh Giai tich 1 ([4]).

Tit dinh ly Bolzano—Weierstrass ta suy ra dic trung quan trong sau ctia tip compac trong
khong gian Euclid:

1.4.16 Pinh 1y (compéc trong khong gian Euclid = déng + bi chin). Mot tdp con ciia
khong gian Euclid R"™ hay C" la compdc néu va chi néu né la dong va bi chdn.

1.4.17 Pinh 1y (anh lién tuc ciia khong gian compic la compac). Cho f la mot dnh xa
lién tuc giita hai khong gian métric X va Y. Néu X la compdc thi f(X) ciing la compdc.

1.4.18 Hé qua. Néu f la mot dnh xa lién tuc tic mot khéng gian métric compdc X vao khong
gian Euclid R thi f dat gid tri [6n nhdt va nhé nhdt trén X, nghia la tén tai a,b € X sao cho

f(a) =max f(X) va f(b)=min f(X).

1.4.19 Pinh Iy (lién tuc trén khong gian compéc thi lién tuc déu). Cho f la mét dnh xa
lién tuc giita hai khong gian métric X va Y. Néu X la compdc thi f la lién tuc déu trén X,
nghia la

Ve > 0,36 > 0,Vx € X,Vy € X,dx(x,y) <6 = dy(f(x),f(y)) <e.

1.5 Baitap

1.5.1. / Céc ménh dé dugc néu trén déu Ia cic bai tap.
1.5.2. Chiing minh gi6i han ctia mot day néu c6 thi 1a duy nhét.

1.5.3. / Ching minh mét day Cauchy thi phai bi chdn (nghia la tip gia tri cia day 1a mot tap bi
chan).

1.5.4. / Ching minh mét day Cauchy cé day con hdi tu thi phai hoi tu.

1.5.5. Cho (x,)n>1 12 mot day trong mot khong gian métric X va x trong X. Ching minh hai diéu
sau day tuong duong:

(a) C6 mot day con (xp, ), ca (x,) hi tu vé x trong X.
(b) Tap {n>1] x, € B(x,r)} 12 mdt tap vo han v6i moi sb thuc r > 0.

1.5.6. Cho khong gian métric (E,dg), f 1la mOt anh xa tit E vao khong gian métric (F,dp). Gia st
v6i moi s6 thuc duong 7 6 mot anh xa lién tuc gn ti E vao F sao cho

dp(f(x).g,(x)) <n, Vx € E.
Chung minh f lién tuc trén E.

1.5.7. Cho E 1a mot khong gian métric compiac va f 1a mot song anh lién tuc tit E vao mot khong
gian métric F. Ching minh f~! : F — E 1a mot 4nh xa lién tuc.

1.5.8. Cho E 1a mot khong gian métric, x € E, va M C E. Khoang céich tif diém x tdi thp M dudc
dinh nghia la
d(x,M) =inf{d(x,y) | y € M}.

Chiing t6 d(x, M) = 0 khi va chi khi x 1a mot diém dinh cta M.
1.5.9 (dinh ly 4nh xa co). Cho (E,d) 1a mot khong gian métric day di, « € (0,1), va f 1a mot anh

xatl E vao E. Gia st Vx,y € E,
d(f(x),f(y)) < ad(x,y).

Ta néi f 12 mot dnh xa co véi hing s co a trén E. Khi d6:
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(a) fliéntyctrén E.
(b) Véi a € E batki, day (x,),»1 xic dinh béi
X1 = a
Xne1 = flxn)nz1,
1a mot day Cauchy trong E.

(c) Day (x,)n>1 trén hoi tu vé x € E thda f(x) = x. Piém x sao cho f(x) = x la duy nhét va dudc
goi 12 diém bat dong cia f.

Tém tit, ta c6 thé phat biéu rang: 4nh xa co trén khong gian dy du thi cé diém bat dong. Pay con
dugc goi 1a dinh 1y diém bét dong Banach.

1.5.10 (d4y da héa). * Dudi day 1a két qua riing moi khong gian métric déu ¢6 mot ddy di héa.
Hinh miu diéu nay la sy day di héa ctia Q dé dudc R.
Cho X 1a mot khong gian métric. Nhic lai mot tip con A ctia X dudc goi 1a day ddc hay trit mdt
trong X néu A=X.
(a) XétY latap hop tat ca cac diy Cauchy trong X. Trén Y xét quan hé (x,,) ~ (y,,) néu lim,,_,co d(x, yn) =
0. Pay 1a mot quan hé tuong duong trén Y. Goi X 1a tap hop tht ci cdc 16p tuong duong ctia Y
dudi quan hé nay.

(b) Trén_f dat d([(x)],[(vn)]) = limy 00 d(xy, y1,)- Py 1a mdt dinh nghia tétVé la mot métric
trén X.

(c) V6i métric trén thi X 12 mot khong gian métric diy di.
(d) Anhxax (x,x,...,x,...) tif X vao X 1a mot don dnh va anh ctia né day dic trong X.

Khong gian métric X trén dudc goi 1a khong gian ddy dii héa cta X.

3Thuat ngit “dinh nghia t6t” (tiéng Anh 12 well-defined) trong & ddy y néi rang dinh nghia cAn ding ti mot
phan tif dai dién ctia 16p tuong duong, nhung khong phu thudc cich chon phan ti dai dién d6, nén dinh nghia
4p dung cho 16p tuong ducng chit khong chi cho phin tit. Day chi 12 mdt cach ndi tit truyén thdng trong toan
hoc. N6i chung mot ddi tugng toan hoc duge “dinh nghia t6t” nghia 1a né dudc xac dinh. Khong cé thuat ngit
“dinh nghia khong t6t”!
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Chuong 2 Khong gian dinh chuan

Khong gian dinh chuén 1a phét trién tuong tu ctia khong gian Euclid, 12 khong gian vectd c6
chiéu dai vecto.

2.1 Khoéng gian vecto

Khong gian vecto 12 khai niém tdng quat héa tap hop cic vecto trong hinh hoc 3 chiéu va
cdc phép toan trén ching. Nhic lai, mot khéng gian vecto, con goi 1a mot khong gian tuyén
tinh, trén trudng dai s FF 1a mot tap hop khong r6n X v6i anh xa

+: XXX —»> X

(x,y) = x+,

(phép toan + niy néi chung khong lién quan téi phép todn cong trén truong s thuc, ciing
dudc chi bing clung ki hiéu), va dnh xa

FxX — X

(,x) > a-x,

(phép toan - nay néi chung khong lién quan t6i phép todn nhan trén trudng sb thuc), thoa
céc tinh chit:

(@) (X,+)1a mdt nhém dai s6 giao hoan. Titc 1a X c¢6 mot phan i thudng dude chi bang
ki hiéu 0 (cung ki hiéu véi sb thuc 0), thda Vx € X,0+x = x+0 = x; v6i mdi x € X c6
mot phan ti ctia X, thuong dudc chi bdi ki hiéu —x, sao cho x + (—x) = 0; phép todn
+ ¢6 tinh két hop Vx € X,Vy € X,Vz € X,(x +y) +z = x + (y + z), va tinh giao hoan
VxeX,Vye X, x+y=y+x.

b) VxeX,1-x=x;Yae EVBeFEVxe X,(aB) - x=a-(B-x).

(c) Phép toan + va - c6 tinh phan phdi véi nhau: Vo e EVB e F,Vx e X,Vye X,a-(x+y) =
a-x+a-y,(a+B)-x=a-x+B-x.

Mot phan tif ctia mot khong gian vectd con dude goi 12 mot vecto. Ki hiéu - thuong dudc
lugc bd, ta thudng viét ax thay vi @ - x.

Tap Y C X dudc goi la mot khong gian vecto con clia X khi chinh Y, véi cac phép toan
thu hep tu X, cling 1a mot khong gian vecto. Noi khéc di, ¥ 1a mot khong gian vectd con cua
X khi va chi khi v6i moi o, € F,Vx € Y,Vy e Y,ax+ By €Y, tiic 1a Y kin vé6i cac phép toan
cua khong gian vecto X.

Cho S c X. Tap hop tit ca céc t6 hop tuyén tinh ctia hitu han phan ti thudc S, tiic
{2, @ix; | @; € F,x; € S,n € Z*}, la mdt khong gian vectd con ctia X, dudc goi la khong
gian vectd con sinh béi S.

Mot s6 tai liéu khong loai trit tip réng. Ta ding yéu cAu nay dé trinh nhitng phién todi do tap réng giy ra,
nhu trong khai niém chiéu.

15
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Céc phan tit cia S dudc goi 1a doc ldp tuyén tinh néu khong c6 phan ti khic 0 nao 1a t&
hgp tuyén tinh cta hiiu han cdc phén ti khdc. N6i cach khac Y7 a;x; = 0 v6i a; € Fox; €
S,n € Z* thi phai ¢6 Vi € {1,2,...,n},a; = 0.

Néu S sinh ra X va cdc phan i ctia S 1a doc 1ap tuyén tinh thi S ciing v6i mdt thid tu toan
phin trén S dugc goi 1a mot co sd vecto, hay cd sé tuyén tinh, ctia X.

Ta n6éi mot khong gian vecto 1a hitu han chiéu néu né c6 mot co sé vecto 1a mot tip hop
hitu han. Néu khong thi ta néi d6 1a mot khéng gian vecto vé han chiéu.

Vi tap hop chi c6 mot phan ti {0} ciing c6 cu triic hién nhién ctia mot khong gian vecto
nén ta ciing dinh nghia cho tién la day 12 mot khong gian vectd c6 s chiéu bang 0.

2.1.1 Vidu. Tap hop R” = {(x1,X2,...,%,) | x; € R,1 <i < n} c6 mdt chu tric khong gian
vecto trén truong R 1a

(x1,x2,. . X)) +(VL,Y2, - Yn) = (X1 +YLX2+ Y2, X0+ V),
a(x1,x2,...,%,) = (axp,axy,...,ax,).

Khong gian vectd nay c6 mot cd sG vectd la tap hgp c6 tha tu (ey,en,...,e,) VOi €; =
(0,...,0,1,0,...,0) v6i s thuc 1 nim & toa do thi i. bay dugc goi 1a céu tric khong gian
vectd chudn tic ctia R”, khi néi téi R” ma khong néi gi thém thi ta ngdm sif dung ciu triic
chuén tic nay.

2.1.2 Vi du. Tuong tu, C" 1a mot khong gian vecto n-chiéu trén truong C véi cu triic y hét
R”". Su khdc biét giita C" v6i R?" xuét hién khi chiing ta quan tim t6i cAu triic khong gian
vecto. Khac véi R2, trén C ¢6 mdt phép nhan dudc dinh nghia béi

(a+bi)-(c+di) =(ac—bd)+ (ad+ bc)i.
Mot hé qua clia phép nhan nay 12 i =i-i = —1. V6i z = a+ bi thi Z = a — bi dudc goi 1a sb
phtic lién hop clia s6 z. Véi cac phép toan + va - nay C 1a mot trudng dai s6.

Viét chung lai, néu F = R hoiic F = C thi F” 1a mot khong gian vectd n-chiéu trén trudng
F.

2.2 Khong gian dinh chuan

Mot khéng gian dinh chudn 13 mot khong gian vecto (X, +,-) trén truong F, v6i F = R hoic
F = C, v6i mOt ham

Il:X —- R

x =l
dudc goi 1a mot chudn trén X, théa Vx € X,Vy € X, Va € F:
@ [lx|l >0,
®) lIx[[=0 & x=0,
(©) |lax|| = |a|||x||, & day ki hiéu || chi gi tri tuyét d6i néu F = R va modun néu F = C.
(@ lx+yll < [lxll +lyll-

Nhu thutng 1¢ ta c6 thé luge bét ki hidu khi ching dudc hi€u ngam va c6 thé viét tit “cho
mot khong gian dinh chudn X khi cdc ciu tric da dugc biét hodc khong can dudc xac dinh.
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2.2.1 Vidu. V6i x = (x1,x2,...,%,) € F" dat
n
Ixlly = 4| > 1l
i=1

2.2.2 Ménh dé. Cho khong gian dinh chudn (X,||-||). Pdt d(x,y) = ||x—y|| thi do la mot
métric trén X.

Day dudgc goi 1a chudn Euclid.

Vay chudn sinh ra métric, n6i cach khac chiéu dai vecto sinh ra khoang céch gitta cac
diém. Do d6, mic nhién mot khong gian dinh chuin ciing 12 mot khong gian métric va vi
vy n6 thita hudng moi khdi niém ciing nhu tinh chit ctia mot khong gian métric.

Dic biét, khi khong gian métric ndy day dd, ta néi khong gian dinh chuin tuong ting 12
mot khong gian Banach.

2.2.3 Vi du (cac chuin khac nhau trén khong gian Euclid). V6i x = (x1,x2,...,x,) € F",

peR, p>1thi
n l/p
Ixll,, = (Z |x,~|f’)

i=1
12 mot chuén trén F" do bt ddng thiic Minkowski:

n 1/p n 1/p n I/p
(Z % +yl-|P) < (Z |x,-|P) + (Zw) : (2.2.4)
[:1 l=1 l=1

V6i p = 2 day la chuén Euclid. Ngoai ra dudi day ciing 1a cac chuén thudng gip

n

Ixlly = ) I,

i=1
llx]lco = max [x;].
1<i<n
Cho X 1a mot khong gian dinh chuin, v6i ham chuén ||-||, va ¥ 12 mot khong gian vecto

con ctia X. Anh xa chuédn thu hep trén Y trd thanh mot ham chuén trén Y. Khong gian dinh
chuén Y v6i ham chuin vira néu dudc goi 1a mot khéng gian dinh chudn con cia X.

2.3 Khoéng gian dinh chuén hitu han chidu

2.3.1 Dinh nghia. Hai chuan ||-||; va ||-||, trén cing mot khong gian vectd X dugc goi l1a
tuong duong néu c6 hai sb thuc a,8 > 0 sao cho

Vx e Xallxlly < llxlly < Bllixll; -
Vi ta suy ra ngay
1 1
Vxe X, —llxlly < llxlly < = llxll>.
B a
nén rang tinh tuong duong clia chudn la dbi xing.

2.3.2 Ménh dé. Néu hai chudn la tuong duong thi su héi tu ciia day; su md, dong, compdc
ciia tdp con; su lién tuc ciia dnh xa; sy ddy dii ciia khéng gian la nhu nhau.
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Chiing minh. Gia st day (x,),ez+ hoi tu vé x theo chuén ||-||;. Diéu nay dong nghia véi diy
s6 thuc (||x, — x||;), hoi tu vé s thuc 0. Tir tinh chét ||x, — x||, < B]|x, — x|, ta suy ra day
(||, = x|I5)n cling hoi tu vé 0, do d6 day (x,,),cz+ hoi tu v& x theo chuén ||-||,. VAy khi hai
chuén 13 tuong duong thi mot diy hoi tu theo chudn thif nhét thi phai hoi tu theo chuin thi
hai vé cling gi6i han.

Do céc khai niém déng, md, compic, lién tuc déu cé thé dugc dinh nghia chi bing su
hdi tu ctia ddy, nén ngudi doc c6 thé kiém tra chi tiét ngay 1a mot tap 1a dong, md, compac
theo chudn thit nhit thi ciing tuong ing déng, md, compac theo chuin thi hai, va néu mot
4nh xa lién tuc theo chuén thi nhét thi ciing lién tuc theo chuan thy hai.

Tinh chét ||x,,, — x|l < B1l%m — Xu||; cling din t6i mot diy 1a day Cauchy theo chuin
thd nhét thi phai 1a diy Cauchy theo chuén thit hai. Do d6 néu khong gian vecto 1a day du
theo chudn thif nhét thi cling day di theo chuan thi hai. O

Vé chiéu ngudc lai, xem & m
2.3.3 Dinh ly. Cdc chudn trén khéng gian vecto F"* déu twong duong.

Chiing minh. Cho ||-|| 12 mot chuin bét ki trén F" va ||-||, 1a chudn Euclid. Ta c6 theo bét
déng thiic Cauchy—Buniakowski:

2 2
< el < > il lleill < (Z|x,~| ) (Z leill )
i=1 i=1 i=1 i=1

Vay ¢6 8 > 0 sao cho Vx, || x|| < B]|x||,. Piéu nay ciing din t6i ham ||-|| 12 lién tuc trén khong
gian Euclid. Han ché ctia ham nay 1én mit cau don vi Euclid $”, mot tap compic, ¢6 gia tri

nho nhit @ > 0. Vi moi x # 0 thi 2 € ", nén ||”;—”2“ > @, tic 1a [|x]| = @ ||x|l,. Vay mot

chudn bét ki trén F” 1a tuong duong véi chuan Euclid. m

12

n

§ Xi€j

i=1

llxll =

2.3.4 Ménh dé. Cdc chudn trén ciing mot khong gian vecto hitu han chiéu déu twong duong.

Chitng minh. Cho (X, |-||) 12 mot khong gian dinh chuan n-chiéu trén truong F. LAy mot co
s& tuyén tinh (v,v2,...,v,) cho X. Dit 4nh xa

f:X - F!
n n
x= le,-v,- B y=f(x)= leiei. (2.3.5)
= 1=

Pay 1a 4nh xa tuyén tinh mang cd s& (v1,va,...,v,) thanh cd sd (e, es,. . .,e,), do d6 12 mot
song 4nh tuyén tinh, tic 1a mot dang ciu tuyén tinh. Néu x = (x1,x2,...,x,) trong cd s
v1,v2,...,vp) thi y = f(x) = (x1,x2,...,X,) trong cd sG (e1,e2,...,e,).
Dit [yllgn = || () = x”X thi c6 thé kiém tra dugc rang ||-||g» 12 mot chudn trén F”.
Néu ta c6 hai chudn ||-]|; va ||-]|, trén X thi theo cich xay dung ndy ta c6 tuong dng hai
chuén |[|-]|; va ||-||, trén F". Tr[2.3.3| hai chuén trén F" nay la tuong duong, nén c6 hai sb
thuc duong «a, B sao cho véi moi y € F"™":

alylly < liyllz < Bllyll

do d6 v6i moi x € X:
allxlly < llxlly < Bllxll; -
m|

2.3.6 Ménh de. Mot khong gian dinh chudn hitu han chiéu bat ki la mot khong gian Banach.

Chiing minh. Anhxa f & va dnh xa ngude f~! mang day Cauchy thanh day Cauchy,
ddy hdi tu thanh diy hoi tu. Mit khac F" vé6i chudn bt ki 12 khong gian Banach. O

2.3.7 Hé qua. Khong gian dinh chudn con hitu han chiéu la tdp con dong.
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Khéng gian dinh chuan compic dia phuong

Mot khong gian dinh chudn duge goi 1a compdc dia phuong néu qua ciu déng don vi la
compic. Y nghia ctia thuat ngit nay dudc giai thich trong ménh dé sau:

2.3.8 Ménh de. Trong mét khong gian dinh chudn nhitng diéu sau la tuong duong:
(a) qud cdu dong don vi la compdc,
(b) moi qud cdu dong la compdc,
(c) moi tdp con dong va bi chdn la compdc,
(d) moi ddy bi chdn co mot ddy con hoi tu,
(e) moi ldn cdn ciia mot diém bdt ki chita mét ldn cdn compdc.

N6i ngian gon, khong gian compac dia phuong la khong gian dinh chudn ma & d6 tinh
compic tuong ducng véi tinh déng va bi chin.

Dé ching minh két qua trén ta gidi thiéu mot khdi niém méi. Mot song dnh gifta hai
khong gian métric T : X — Y dudc goi 12 mot phép ding cdu topé hay mot phép dong phoi
tir X 1én Y néu ca T va T~! déu 1a cdc dnh xa lién tuc, va khi d6 ta néi X 1a ddng cdu topoé
hay dong phéi véi Y. Mot vi du dang chi ¥ 1a trong mot khong gian dinh chudn céc qua cau
déu dong phdi véi nhau, cu thé, qua cau B(0,1) ddng phoi v6i qua cau B(a,r) bat ki qua hop
ctia mot phép co dan (vi ty) x > rx v mot phép tinh tién x — x +a, xem thém &2.8.4

Chitng minh. Takiém (a) = (b) = (c¢) = (d) = (a). Gia sl qua cau déng don vi
B’(0,1) 1a compic. Vi qua cau déng bat ki B'(a,r) 1a 4nh ctia mot phép dong phéi tit B'(0,1),
va anh lién tuc ctia mot tap compic 1a compac, nén B’(a,r) ciing la compic. Mot tap con bi
chin thi chia trong mot qua cau dong compic, cho nén néu tap con d6 ciing déng nita thi
n6 phai compac. Mot diy bi chin sé dudc chifa trong mdt qua cau déng bi chin, do dé chiia
trong mot tap compac, do d6 c6 day con hdi tu.

Takiém (a) & (e). Gid st diém x c6 mot 1an can U. Ta phai c6 mot qua cau B(x,r) C
U.Khi d6 x € B(x,5) C B(x,%) = B'(x,5) C B(x,r) C U. Néu qud ciu déng don vi la compic
thi B'(x,5) la compic. Nhu vay (a) = (e).

Ngudc lai néu tdn tai x € V ¢ A c U trong d6 V md va A compic thi phai c6 mot qua
cau B(x,r) c V va khi dé B'(x,r) c A la compic, va do d6 B’(0,1) 1a compéc. O

2.3.9 Ménh de. Khong gian dinh chudn hitu han chiéu la compdc dia phuong.

Chiing minh. Vi khong gian Euclid F" 13 compic dia phuong nén khong gian vecto F” 1a
compic dia phuong véi chuin bat ki. Anh xa f & mang qua cau B’(0,1) trong khong
gian X thanh qué ciu B’(0,1) trong (F",||-||g), 12 tAp compic. Vi f 12 mot phép dong phoi
nén bao toan tinh compic, do d6 B’(0,1) compéc trong X. m]

Ngudc lai:
2.3.10 Ménh dé. Khong gian dinh chudn compdc dia phwong thi phdi la hitu han chiéu.
Chitng minh. Gia st qua cau don vi déng B’(0,1) 1a compic trong khong gian métric X.
Ton tai ho hitu han (a; € B’(0,1))1<;<m sao cho Ui, B(a;,1/2) > B’(0,1), vi néu khong sé
ton tai day (a;);cz+ ma khoang cach giita cic phan ti 16n hon 1/2 do d6 khong c6 diy con
hoi tu.

bit M = {{ay,as,...,a,)}), ta ching minh B’(0,1) c M. Véi x € B’(0,1) bat ki, ton tai
a; sao cho |la;— x| < 1/2, tic x € M + 1B’(0,1). Suy ra B'(0,1) c M+ 1B’(0,1) ¢ M +
% (M+ %B’(O,l)) M+ %B’(O,l). Bing qui nap ta dudc B’(0,1) ¢ M + %B’(O,l), Vn > 1.
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Liy x € B’(0,1) thi c6 diy x,, € M va y, € B’(O,zln) sao cho x = x,, + y,. L4y gidi han thi
dugc x, — x. Vi M hitu han chiéu nén déng, do d6 x € M. Vay B’(0,1) ¢ M. Vi mdi phan
td clia X 1a mot bdi cia mot phan ti ciia B’(0,1), va M 1a mot khong gian vectd, nén ta suy
ra X € M, do d6 X = M. Viy X 1a hitu han chiéu. |

Mot hé qua dang chu y la:

2.3.11 Hé qua. Trén khong gian dinh chudn thi compdc = dong + bi chdn khi va chi khi
khong gian la hitu han chiéu.

2.4 Khoéng gian ¢7

Phat trién tif F*, goi F* 1a tap hop tit ca cac diy phan tif thudc F (1a R hoic C). V6i moi
X =(xn)pez+ Vay = (Vn),ez+ trong F® va a trong F, ta dat

xX+y = (Xn+Yn)nez+

ax = (axy)nez+-

V6i cac phép toan nay thi F* la mdt khong gian vectd trén F, va 1a mot khong gian vectd vo
han chiéu.

Goi £ 1a tap con clia F® gdm tit ca cdc diy bi chin, tiic 12 tap hop tit ci cac phan ti
X = (Xn)n>1 sao cho sup{|x,| | n € Z*} < 0. Dt

[Ix]leo = sup{|x,| | n € Z"}.
2.4.1 Ménh dé. £ vdi cdc cdu tric trén la mot khong gian dinh chudn.

Cho p € [1,00). Goi £P 1a tap con ctia F® gdom tit ca cic phan tif x = (x,),>1 sao cho

2 |xalP < co. Pt
0 1/p
Ixll, = (me) :
n=1

2.4.2 Ménh de. (7, p € [1,00), vdi cdc cdu triic trén la mot khéng gian dinh chudn.

Chiing minh. O day bét dang thic tam gidc cho chudn c6 tir bat dang thiic Minkowski &
dang tdng ctia chudi,

l/p

0 1/p o 1/p o0
(Z | x; +yi|p) < (Z |xi|p) + (Z|yi|p) . (2.4.3)
i=1 i1 izl

thu dudc bang cich qua gidi han bt dang thiic Minkowski ¢ dang tdng hitu han & Phuong

trinh (2.2.4). O
2.4.4 Dinh ly. Khong gian P, p € [1,00], la khéng gian Banach.

Chitng minh. Ching minh nay tuong ty véi chiing minh khong gian Euclid R” 1a khong
gian Banach 6[1.4.6]

Trudng hgp p = co: Gid st (x,),ez+ 1a mot day Cauchy trong £ v6i x, = (Xnx) kez+-
Cho € > 0 ¢6 N sao cho m > N,n > N thi || X, — Xulco = SUPj e+ | Xm.k — Xn.k| < €. Diéu nay
dan t6i v6i moi k > 1 thi

|xm,k - xn,kl <€ (%)

do d6 day (xnx),., 1a mot ddy Cauchy trong F, do d6 hdi tu vé mot y; € F.
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O (%), cho n tién ra v cling ta dugc |X,x — yi| < €. Suy ra ||x, -yl < € V6i y =
(Y1,Y2,- - -» Yk, .. ). Diéu nay dan t6i hai diéu: (x,,, —y) € £ do d6 y € £, va (X;n)mez+ hoi
tu vé y trong £=.

Trudng hgp p < oo 1a tuong tu, thay sup bdi >: Gia st (x,),,cz+ 1a mot day Cauchy trong
P V6i x = (X ) kez+- Cho € > 0 ¢6 N sao chom > N,n > N thi

(9]

tm = %15 = > [k = P < €. ()
k=1

biéu nay dén t6i v6i méi k > 1 thi |k — Xu k| < €, do d6 day (x,x ), 12 mot day Cauchy
trong FF, do d6 hoi tu vé mot y; € F.

Tu (), v6i moi T € Z™,
T

|xm,k _xn,klp <eP.
k=1
Cho 7 tién ra vo ciing ta dudgc ZLI |%m,k = Y|P < €P. Suy ra chudi Y37 [Xm.k — Y|P hoi tu
va 3% Xk = Y|P < €, tic1a [[xm = yll, < € VOi y = (y1,52, - 5 Vks- - ) Diéu nay dan t6i
hai diéu: (x,,, —y) € £? do d6 y € €7, va (xp,)mez+ hdi tu vé y trong £P. O

2.5 Khoéng gian cac ham lién tuc

Cho S 1a mot tAp hgp va X 1a mot khong gian dinh chuén trén truong F. Xét tip hop M(S, X)
gdm tit c4 cdc 4nh xa tif S vao X. Trén tip hop nay ta dinh nghia phép cong dnh xa va phép
nhan v hudng véi anh xa theo cach thuong gip: Néu f va g thuoc E vaa € Fthi f+g va
af dudc cho béi, véi x € X:

(f +8)(x)
(af)(x)

Khi d6 M(S,X) véi cdc chu triic trén 1a mot khong gian vectd. O day phan ti 0 ciia khong
gian vectd chinh 1a anh xa ma gia tri luén bang phan ti 0 ctia X, tiic 14 4nh xa 0.

fx)+g(x),
af(x).

2.5.1 Vi du. Khong gian vecto F" chinh 1a M(S,X) v6i S = {1,2,...,n} va X =F. Khong
gian vectd F* chinh la M(S,X) v6i S =Z* va X =F.

Ciing gidng nhu véi cic khong gian £7, d€ c¢6 chudn ta phai xét mot khong gian con clia
M(S,X). O day ta xét tuong tu clia £, cic tuong tu clia £ dudc xét & phan khong gian LP.
Goi B(S,X) 1a tap hop tt ca cac anh xa bi chdn tit S vao X. Véi f € B(S,X) dit

/1= Sugllf(S)ll =sup{[[f(s)Il | s € S}.
RS
Day 12 mot sd do kich thude clia tip gid tri clia 4nh xa, thudng dudc goi 1a chuin sup. Day
14 chin trén nhd nhét ctia do 16n cla anh cla anh xa.
2.5.2 Vidu. B(Z*,F) chinh Ia £*.
2.5.3 Ménh dé. B(S,X) la mot khong gian dinh chudn.

Chitng minh. Ta kiém cic yéu cau cta chuin. Cho f € B(S,X). Gia st ||f]| = 0. Ta ¢
Vs €S, f(s) =0. Vay f 1a ham 0, 12 phan ti& 0 ctia B(S, X).
Néu « € F thi

lefll = Sugllaf(S)ll = Suglal 1f (Il = Ialsugllf(S)ll =l f1l-
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Néu g € B(S,X) thi
Ilf +gll =sup |l f(s)+ g < sup(|| f()+ g < (sup | ()| + (sup |lg()ID) =[£I +]gll-
sES seS sES seS
O

2.5.4 Ménh dé. Néu X la khéng gian Banach thi B(S,X) la khong gian Banach.

Chitng minh. Chitng minh nay tuong ty chiing minh cho R” va . Cho (f;,),ez+ 12 mot day
Cauchy trong B(S,X). Cho € > 0, c6 N € N sao cho m > N,n > N thi v6i moi x € S ta c6
Il fin(x) = fu(X)|| < €. V6i mbi x, day (f,(x))nez+ 12 mot diy Cauchy trong X, do d6 hoi tu
vé mot gidi han duy nhit ta dit 13 f(x). C6 dinh n va cho m — oo ta dudc véi moi € > 0,
c6 N € N sao cho n > N thi véi moi x € S ta c6 || f,.(x)— f(x)|| < e. Cb dinh 7 ta suy ra
(fu—f) € B(S,X) do d6 f € B(S,X), va (f,)necz+ hoi tu trong B(S,X) vé f. O

Néu X 1a mot khong gian métric va ¥ 12 mot khong gian dinh chuén thi ta goi C(X,Y)
1a tap hop tht ca cdc anh xa lién tuc tif X vao Y.

Néu X 1a compic thi mot ham lién tuc trén X sé bi chin, do dé C(X,Y) c B(X,Y).
Hon nita mot ham lién tuc trén mot khong gian compiac c6 gid tri 16n nhét, do d6 thuc ra
supy || £(x)|| = maxy || f(x)|, gia tri 16n nhét cla chiéu dai cdc anh ctia nh xa.

2.5.5 Dinh ly. Néu X la compdc thi C(X,Y) vdi chudn sup la mot khong gian dinh chudn

con dong ciia B(X,Y). Do doé néu X la compdc va Y la khéng gian Banach thi C(X,Y) la
khong gian Banach.

Chitng minh. Gia st diy (f;,), trong C(X,Y) hoi tu vé f trong B(X,Y), ta chiing minh f €
C(X,Y). Ta chi can chiing minh f 1a lién tuc. Cho xq € X. Viét

1/ (x) = f (xo)ll

1 () = fu () + fu (x) = fu(x0) + fu(x0) = f (x0)
1f = Sall + 11 () = fa (o)l + 1Lf = fall -

IA

Cho € > 0, chon n du 16n ta s& dudc || f — f,|| < €. V6i n d6 thi f;, lién tuc tai xo, do d6 14y
x di gan xg ta sé ¢6 || f,(x) = fu(x0)|| < €, do d6 || f(x)— f(x0)|| < 3€, do d6 f lién tuc tai
XQ. O

2.5.6 Vi du. Khong gian vecto C([0,1],R), gdm tit c4 cac ham lién tuc tit [0,1] vao R, véi
chuén sup, 12 mot khong gian dinh chuin diy di, tic khong gian Banach.

Dudi day 1a mét thi du phd bién cho mot khdng gian dinh chuin khong diy du:

2.5.7 Ménh dé. Tdp hop tdt cd cdc ham lién tuc tir [0,1] vao R véi chudn || f]| = /01 |f| la
mot khong gian dinh chudn khong dady dii.

Chiing minh. D& kiém tra ddy 12 mot chuén, dic biét tich phan /01 |f] = 0 néu va chi néu
f=0vi f1laham lién tuc.

V6in > 3, dit f, 1a ham tuyén tinh tiing khc lién tyc bang 0 trén [0, — 1], béng 1 trén
[%, 1], xem hinh Ta sé chung to day (f;,),>1 12 mot diy Cauchy nhung khong thé hoi
tu, diéu c6 thé thiy truc quan tf hinh vé.

Trong Hinh [2.5.8] || frn — full = /01 | fin(x) = fu(x)| dx chinh 12 dién tich giita d6 thi cda

fm VA fp, bing 5|1 -1

,nho tuy y khi m va n di 16n. Vay day (f,,),>1 1a mot day Cauchy.
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Jm fa

=
3=
=
3=
=

Hinh 2.5.8:

Giast f, = f va f lalién tuc. Khi d6

ﬁlfn_ﬂ:ﬁ“_f'3/01|fn—f|'H—°>°0,

x ) 1 N LN X N X P A P

dan téi ﬁ |[1—f]=0.Viflalién tuc dieu nay dan t6i 1 — f =0, hay f =1 trén [%,1]. Vé6i
2

moi € > 0, véi n du 16n, ta cd ﬁ < €, vithé

/Oé_em—fl =f0%_6|0—f| s/01|fn—f|’i’>°0.

1_
Diéu nay dan t6i [~ |f|=0,dod6 f =0 trén [0, —€). Suy ra

0, 0<x<3
fx) = | ;
1, 3<x< 1
Nhung ham ny lai khong lién tuc, mau thuin. Vay day (f;,),»1 khong hdi tu. O

2.6 Khoéng gian L?

Phén nay nhic lai mot s6 ndi dung ctia 1i thuyét do do va tich phan, ngudi hoc c6 thé tra ciu
trong cac gido trinh cia mon nay nhu [6, [13].

2.6.1 Tom tat vé do do va tich phan

Mot khong gian do dudgc 12 mot tip hop Q véi mot o-dai s6 M cic tap con ciia Q (kin
duéi phép hdi dém dugc va phép lay phan bu). Cac phan ti cia M dudc goi 1a cic tdp do
dugc trong khong gian (€, M) nay. Mot dé do trén khong gian do dugc (€2, M) la mot ham
u: M — [0,00], thda mot s6 yéu cau, nhu cong tinh dém dudc. Bo (Q, M, 1) dudc goi 12 mot
khéng gian do.
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2.6.1 Vi du. Véi M tap hop tit ca cic tap con ctia Q thi dé do dém u trén Q, dugc cho bdi
1 (A) = |Al, sb phan tit cia A khi A hitu han va u(A) = co khi A vo han.

2.6.2 Vi du (khéng gian do Lebesgue). Trén tap R" c6 mot o-dai sb6 M dic biét chia tit
cé cdc tap md, tap déng. Cac phan t ctia ctia M dudc goi la cic tap do duge Lebesgue. C6
mot do do u trén M, duy nhit theo mot nghia nhit dinh, dudc goi 1a dé do Lebesgue, c6
tinh chat do do ctia mot hinh hop 17, [a;, b bang [T, (b; — a;), va cong tinh dém dugc.
Néu mot tap c6 thé tich Riemann thi né do dudc Lebesgue, va thé tich Riemann ctia tap d6
bing v6i do do Lebesgue ctia né.

Bay gi¢ ta tom tit vé tich phan tng quat. Cho (Q, M, i) 1a mot khong gian do. Mot ham
f:Q — R dudc goi 1a mot ham do duwdc néu dnh ngugc ctia mdi tap mé (dudi métric Euclid
ctia R) 1a mot tap do dudc. Hé qua 1a mdi tap mic f~'(¢) 1a do dugc.

Cho f 12 mot ham do dugc khong 4m. Néu trong tich phan Riemann ta xip xi ham béng
cac ham hang trén tiing hinh hop con thi git ta ciing lam tuong tu nhung thay vi chi dung
hinh hop ta dung tap tip do dudc. Cu thé ta x4p xi dudi bing cich dung nhiing ham thuoc
tap S nhiing ham khong am do dudc c6 hiu han gia tri, dude goi la ham bac thang, cé dang

k
§= Z CiXc;
i=1

v6i C; = s !(c;). Gia tri ctia xAp xi nay la fg s = Zile ¢; 1(Cy). Ta dinh nghia tich phdn cia

fla
‘/Qfd,u:sup{‘/gﬂseS,ssf}.

Dai y 12 xdy dung tich phan biang cach xap xi dudi thong qua ham bac thang. Chi y ring gid
tri ctia tich phan c6 thé 1a co.

O

Ci
Hinh 2.6.3: Xép xi ham bing cdc ham hang trén tap do dugc.

Cho f la ham do dugc tuy y. Pat f*(x) = max{f(x),0} va f~(x) = max{—f(x),0} thi
day la nhiing ham do dudc, va f = f* — f~. Ta dinh nghia

[rau= [ s au= [ an

Céc khai niém trén c6 thé dugc md rong cho ham c6 gia tri phic. Néu f : Q — C thi ta
viét f = g+ih v6i g va h 12 ham gid tri thuc, f 1a do dugc khi va chi khi g va h do dugc, va

ta dinh nghiafgf:/Qgﬂ'th.
Tich phan tdng quat c6 nhiing tich chAt nhu tich phan Riemann, nhu tinh tuyén tinh.

2.6.4 Vi du. Néu khong gian do 1a khong gian do Lebesgue thi tich phan dudc goi la tich
phdn Lebesgue. Mot ham kha tich Riemann thi kha tich Lebesgue va khi d6 tich phin
Riemann c6 cung gia tri v6i tich phan Lebesgue.
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2.6.5 Vidu. Vi ula do do dém trén Q, néu ¢ : Q — R 1a ham khong 4m thi ti dinh nghia
ctia tich phan c6 thé thiy

/gody:sup{th(e)|FCE,|F|<oo}.
E ecF

Dic biét, néu Q = {1,2,...,n} 1a tip hitu han c6 n phan tif thi fQ @ du =3, (i), chinh la
tdng ctia hitu han s6 thuc. Néu Q = Z* thi c6 thé thiy fQ ¢ du= Y2, ¢(i), chinh la tong cta
chudi sb thuc. Tich phan thuc su 13 tdng quat héa clia tong.

Tich phan t&ng quit c6 nhiing tinh chét quan trong lién quan t6i viéc qua gidi han ma
tich phan Riemann khong c6.

2.6.6 Pinh ly (dinh ly hoi tu bi chin). Cho (f,),, la mot ddy ham sé do dugc héi tu ting
diém vé mot ham f. Néu ddy ham (f,,)m bi chdn tieng diém boi mot ham khd tich, cu thé'la
c0 g khd tich sao cho ¥x,Ym,|fi(x)| < g(x), thi f khd tich va ddy cdc tich phdn cua f,, hoi
tu vé tich phdn clia f.

Chi tiét ctia ly thuyét do do va tich phan tdng quét tuong ddi phiic tap va dd so so véi

trinh do chung ctia ngudi hoc & cic nim du dai hoc, tuy nhién phan 16n trong mén hoc nay
chiing ta chi cin ding mot sd tinh chét ciin ban ciia tich phan.

2.6.2 Khoéng gian L”
Cho (Q, 1) 1a mdt khong gian do. V6i F =R hoac F = C, va p € [1,00), xét tip

LP(Q,,u)={f:Q—>F| L|f|pdu<m}.

Neéu f € LP(Qp), p € [1,0), dit

1/p
1111, = ( /Q Ifl"dﬂ) .

Mot tinh chét 12 ding hdu khdp (hdu nhu khip noi) néu tinh chit d6 ding trén mot tap
con ma phan b ¢6 dd do khong, néi cach khic tap hop nhiing phan tir & d6 tinh chét khong
ding chua trong mét tap cé do do khong.

bat

L®(Qu) ={f:Q— Fdodugc | 3C > 0,|f(x)| < C hiu khdp trén Q} .
Néu f € L®(Q, ) dit
I flleo =inf {C > 0] | f(x)| < C hdu khép trén Q} .

2.6.7 Vidu. Néu Q=10,1], u 12 dd do Lebesgue, va f lalién tuc, thi || f ||, = sup{|f(x)| | x €
[0,1]}, chinh 1a chuén sup ctia ham lién tuc ma ta da khao sat. Xem [2.8.25

Ta c6 hai bat d?mg thiic co ban sau ([[L1, tr. 63], [14], tr. 86]):

2.6.8 Ménh dé (bt dang thic Holder). Cho f € LP (Qup), g € LY(Qup), vi 1 < p < oo,
L+l=1Tuco fge L (Qu)va

Irglh < fl,lglly-
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2.6.9 Vi du. Bét ding thiic Buniakowski quen thudc cho céc sd thuc 1a mot trudng trudng
hop riéng ciia bat dang thitc Holder, khi Q = {1,2,...,n}, u 12 d6 do dém, p =2, ¢ = 2.

2.6.10 Ménh dé (bit déng thitc Minkowski). Cho f,g € LP (Qu), vdi 1 < p < 0. Ta cé
f+geLP(Qu)va
If+gll, <IIfll, + gl

2.6.11 Vi du. Céc bt dang Minkowski cho céc bd s6 6 (2.2.4) va (2.4.3) 1a céc trudng hop
riéng, khi Q = {1,2,...,n}, hoic Q = Z", va u 1a 46 do dém.

Tuy nhién || ]|, =0 < f =0 hau khip, do d6 ta chua c6 mot chudn. D€ dy 1a mot
chudn can xét cic 16p tuong duong dusi quan hé

f~g & f=ghaukhip.
C6 thé kiém dugc dudi quan hé tuong duong nay thi cdc ciu tric trén khién LP (Q,p) trd
thanh mot khong gian dinh chuin han hoi.

Chi y ring mic di mot phan ti cda LP (Q, ) 1a mot 16p tuong duong cac ham, nhung
dé don gian trong trinh bay ngudi ta thudng bd qua ki hidu 16p tuong duong, chi viét vin tit
nhu "cho ham f € LP(Q) ...”, d& ngudi doc tu hiéu ring f dai dién cho mot phan ti clia
LP (Q,u).

2.6.12 Vidu (£P(E)). V6i p1a dd do dém trén E thi LP(E, i) thudng dudc ki higu 1a P (E).
Néu ¢ : E — F thi ¢ € £P(E) khi va chi khi

Lo au= s S igelr <o
E FCE,|F|<w 57

Néu E 12 mot tap v han dém dudc, tic ¢6 song dnh véi Z*, thi £P(E) don gian 12 £P.
Thuc vy cho 1 < p < oo, néu x € £P(Z*) thi c6 thé thy

(59

P = sup > kP = > Ix(m)lP.

FCNL|F|<eo e n=1

Tuong tu £*(Z*) 1a khong gian cac ddy sb bi chin.
Néu E la tp hitu han vi n phan tit thi £7(E) chinh 1a F* v6i chuén ||-| .

2.6.13 Pinh ly. L7 (Q), vdi 1 < p < oo, la cdc khéng gian Banach.

Chting minh dinh ly nay ¢6 6 [[11] tr. 67], [14, tr. 89].

2.7 Cac de tai khac

Toan t tich phan

2.7.1 Ménh dé. Cho A la mot tdp con compdc trong khong gian Euclid R" va g la mot dnh
xa lién tuc tw AXR vao R. Ddt E = C(A,R) — khong gian cdc dnh xa lién tuc tiv A vao R vdi
chudn || x|| = sup, 4 |x (¢)|. Cho a la mét phdn ti trong E. Véi (t,x) € AXE, dit

FO@®=al)+ / 2 (t.x(s)) ds.
A

O day tich phén can dugc hiéu la tich phdn Lebesgue (néu thay A bdng mot hinh hdp thi cé
thé’ding tich phdan Riemann). Ta cé f la mét dnh xa lién tuc tir E vao E.
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Chitng minh. Tru6c hét ta can ki€ém f dugc dinh nghia tét, cu thé 1a ki€m f(x)(¢) 1a mot sd
thuc, va f(x) lién tuc theo ¢ tic f(x) € E.

Ham lién tuc trén tip compic trong R” thi kha tich Lebesgue (nhung khong nhit thiét
kh3 tich Riemann), do d6 f(x)(¢) 12 mot sb thuc.

Dé kiém tra tinh lién tuc ctia f(x) c6 thé dung su lién tuc déu. Vi x lién tuc trén A nén
tap x(A) € R 1a compiéc, do d6 tap B = Ax x(A) ¢ R™! la compic. Vi g lién tuc déu trén
B nén cho € >0, cd 6 >0 sao cho Yu € B,Vu’' € B,||lu—u’|| <6 thi |g(u)—g(u’)| < €. Nhu
vy néu ||r =¢’|| < & thi ||(z,x(s)) = (", x())]| = [l =2’|| < 6, do d6 |g(z,x(5)) — g(¢',x(5))| < €.
Suy ra

|fC0)(@) = o)) = /A(g(t,x(S))—g(f',x(S)) ds
< €lAl.

< /A lg(t.x(s)) - g(t' x(s)| ds

(Vi A bi chiin nén d6 do Lebesgue ctia A 1a mot s6 thuc, khong phéi 13 c0). Vay f(x) lién
tuc theo t.

DéE kiém tra tinh lién tuc ctia f(x) cling c6 thé dung dinh 1y hoi tu bi chin Lebesgue nhu
sau. Gia st 1, hoi tu vé 7. Ham g lién tuc trén tdp compic A X x(A) nén bi chin, do dé cé
s6 thuc M sao cho Vt € A,Vs € A, |g(t,x(s)| < M. Dit g, (s) = g(tn,x(s)) thi lim,, e g4 (s) =
g(t,x(s)) va Vs € A,|g,(s)| < M. Ap dung dinh Iy héi tu bi chin Lebesgue cho day (g, )y, ta

dudgc
lim /gn(s) ds = / lim g,(s) ds = /g(t,x(s)) ds.
= A AN A
Vay
lim /g(tn,x(s)) ds = /g(t,x(s)) ds.
n—0JA A
Do d6 f(x) lién tuc theo .
Gio ta chiing td f lién tuc tai x € E bét ki. Li luan nay dung tinh lién tuc déu, rit gidng
& trén nhung can c6 mot diéu chinh. Vi g lién tuc déu trén B = AX[—||x|| - 1,]|x|| + 1] nén
choe>0,c61>8>0sao cho Yu € B,Yu' € B,|[lu—u’|| <6 thi |g(u)—g(u')| < e. Nhu
vay néu ||x —x’|| < & thi Vs € A,||(x(s)— x’(s)|| < 6, do d6 ||(z,x(s)) — (t,x"(s))|| < 6, va do
(t,x’(s)) € B nén dan t6i |g(t,x(s)) — g(¢,x’(s))| < €. Suy ra

|f()(@0) = f(x )] < Alg(t,X(S))—g(t,X'(S))l ds < €|A|.

Diéu nay dan t6i || f(x) — f(x")|| < €|A|. Li luan nay chiing t f lién tuc tai x. O

Dinh ly Ascoli
Dinh 1y nay cho mot tiéu chudn cho su compic trong khong gian trong khong gian cac ham
lién tuc, con dugc goi la dinh ly Ascoli—Arzela:
2.7.2 Dinh Iy (dinh Iy Ascoli). Cho A ¢ C(X,R) véi X la mot khong gian métric compdc.
Khi do A la compdc khi va chi khi ¢é cd hai diéu sau ddy:

(a) A bichdn ting diém: Vx € X, {f(x) | f € A} bi chan.

(b) A dong lién tuc (equicontinuous) : Ye > 0,36 > 0,Vf € AVx € X,Vy € X,||[x—y| <
o= [f(x)-fy)l<e
Chitng minh. * Chiing minh nay dung tinh tién compic va tinh compic qua phti md, c6
chezmg han § [[7, [14]. Ching minh véi cach viét hoi khac cé trong [, tr. 71], [14, tr. 79]. Mot
khong gian métric X 1a tién compic (con dudc goi 1a hoan toan bi chin - totally bounded),
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khi va chi khi véi moi € > 0 né dudge phi bsi hitu han qua ciu ban kinh e, tic 12 ton tai x; € X,
1 <i<n,saocho U, B(x;,€) D X. Ta c6 két qua: Mot khong gian métric 1a compic khi
va chi khi né 1a tién compéc va ddy di; va mot khong gian métric 1a compac khi va chi khi
moi phit mG ¢ mot phu con hitu han.

(=) Vi A bi chin nén bi chin ting diém.

Ta xét tinh dong lién tuc. Vi A compic nén 1 tién compic, din t6i Ve > 0 ¢6 f; €
Ci(X,R), 1 < i <nsao ch9 UL, B(fi,€) D A. Suy\ra véimoi f € Acbdisaocho || f—fi|l <e.
Vi X compac nén v4i moi i ham f; 1a lién tuc déu, do d6 36; > 0,||x—y|| < 6; = | fi(x) -
fi(y)| < €. Lay 6 =min{d; | 1 <i < n}. Khi d6 néu ||x—y|| <6 thi

|f )= FWI < 1f () = fio)+1fi(x) = i+ i) = fF ()] < 3e.

Viy A 1a dong lién tuc.

(&) Vi A déng trong C(X,R,||||,) nén A 1a diy dii. Do d6 chi can ching minh A 12 tién
compac.

Cho € > 0. Vi A 1a ddng lién tuc nén 36 > O,Vf € A, |lx—y|| <5 = |f(x) - f(y)| <e.
Ho céc qué cau B(x,6) phi X, do d6 c6 phi con hitu han {B(x;,6) | 1 <i <m}. Tap Y =
U™, {f(x;) | f € A} bi chén do tinh b chén ting di€m cta A, nén ton tai mot ho hitu han
cdc khodng mé B(aj,€), aj € R, 1 < j <nphiY.Cho f € A, v6i méi i, vi f(x;) €Y nén ton
tai j sao cho f(x;) € B(aj,e). Goi S la tap hop tat c4 cdc anh xa tir tip {1,2,...,m} vao tap
{1,2,...,n} thi ho hitu han gom céc tdp @, = {f € A | f(x;) € B(agp€), 1 <i<m}, o €S
phu A.

Néu f,g € @ thi v6i mdi x € X c6 i sao cho x € B(x;,6), nén

|f(x) =g ()] < [f(x) = fx)l + [ f (xi) = ag | + lac) — g(xi)| +18(xi) — g(x)] < 4e.

Viy @, chifa trong mot qua cau tim thudc A véi ban kinh 4e. Ho cdc qua cau nay phu A.
Vay A la tién compic. Diéu nay dan téi A 1a tién compic. O

Dinh ly Stone—Weierstrass

Tap A c C(K,R) dudc goi 1a mdt dai s6 con (ctia C(K,R)) khi f + g, fg.af € A, v6i moi
f.g € A, @ € R, va dudc goi 12 tich cic diém cta K khi v6i moi x,y € K, néu x # y thi ton
tai f € Asaocho f(x)# f(y).

2.7.3 Pinh Iy (dinh ly Stone-Weierstrass). Cho K la mét khong gian métric compdc va
A C C(K,R) la mét dai sé con. Néu A tdch cdc diém ciia K va chita cdc ham hang thi A ddy
ddc trong C (K,R).

Chiing minh c6 trong [14]].
Do tap A cdc da thic theo n bién 1a mot dai s6 con, chiia cac ham hing va tich moi diém
cua R”, ta dudc

2.7.4 Hé qua. Moi ham sé lién tuc xdc dinh trén tdp con K compdc trong R déu co thé'xdp
xi déu bang cdc da thitc n bién.

2.8 Baitap

2.8.1. Trong mot khong gian dinh chuin chiing minh rang ||| x| = [|y||| < |lx = y]|.

2.8.2. / Cho (x,) va (y,) la hai day lan lugt hoi tu vé x va y trong mot khong gian dinh chuin
(E,||]l), va cho @ thudc F. Ching minh:

(a) Day (x,) chi c6 mot gidi han.
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(b) Day (x, +y,) hoi tu vé x +y.
(c) Diy (ax,) hditu vé ax.

2.8.3. / Cho (E,||-||) 1a mot khong gian dinh chuén. Chiing minh ring dnh xa & (x) = ||x|| lién tuc
trén E.

2.8.4. / Véi a € X xét toan t tinh tién x — x +a, va véi @ € F\ {0} xét toan td co dan (vi tu)
x + ax. Chiing minh phép tinh tién va phép vi tu 1a cic phép dong phdi tif mot khong gian dinh
chuén 1én chinh né.

2.8.5. Cho (x,y) € R2. bit ||(x,y)|| = v2x2 +3y2. Pay ¢6 1a mot chudn trén R? khong?

2.8.6. Cho ||-||; 12 mot chudn trén khong gian vectd X. Chiing té v6i moi sb thuc duong « thi
lx]l2 = a||x||; cling 12 mdt chudn trén X. Chiing té hai chuin ndy tuong duong nhau.

2.8.7. * Ching minh ring hai chuén trén mot khong gian vectd la tuong duong khi va chi khi mot
tap 12 mé trong chuin nay thi mé trong chuén kia.

2.8.8 (métric sinh ra chuéin). Cho khong gian vecto X trén trudng F = R, C.

(a) Gia sit X c6 mdt chuin ki hiéu 12 ||-||. Chiing t& néu ta dit d(x,y) = ||x —y|| thi ddy 1a mot
métric trén X. Vay chuén sinh ra métric. Ching t6 métric d nay théa, véi moi x,y,z thudc X,
véi moi a € F:

d(x+z,y+z)=d(x,y)
d(ax,ay) = |a|d(x,y). (2.8.9)

(b) Ngugc lai gia st X c6 métric d thoa (2.8.9). Ching t6 néu ta dit ||x|| = d(x,0) thi day 1a mot
chuén trén X. Vay métric théa (2.8.9) sinh ra chuan. Ching t6 ta lai c6 d(x,y) = ||x - y]|.

2.8.10. (a) Kiéméanhxa f & 12 mot phép dong phai tir (X, ||-||) sang (F, |- ||zn ).

(b) Chiing t4 hai khong gian dinh chuin tng véi hai chun trén cting khong gian vecto F"* 1a dong
phoi v6i nhau qua dnh xa dong nhét.

(c) Kétluan cdc khong gian dinh chuin hitu han chiéu trén cling mot trudng ma c6 cling s6 chiéu
thi dang ciu tdpd v6i nhau.

2.8.11. Chiing t €' ¢ €2 ¢ ™.

2.8.12. / Dit ¢, 1a tap hop tit ca cdc day x = (x,) trong F sao cho c6 mot s6 nguyén N (x) dé cho
X, =0 v6imoin > N(x).

(a) Ching minh (c.,||-|l;) 12 céc khong gian con vd han chiéu cda €7 v6i 1 < p < co.
(b) Tir d6 suy ra £ v6i 1 < p < oo 1a khong gian vecto vo han chiéu.

(c) Ching minh tap c. 1a day dic (trt méat) trong £ véi 1 < p < co.

(d) Tap c. co day déc trong £ hay khong?

2.8.13. Trong £ xét e, = (0,...,0,1,0,...), trong d6 s6 1 nam & vi tri thit n. Chitng t6 day (e,,)n>1
khong c6 day con hoi tu. Suy ra qua cau B’(0,1) khong compic.

Khéng gian cac ham lién tuc

2.8.!4 (hoi tu dé~u thi hdi tu tirng diém). Trén lfhéng gian B(S,X), chiing t6 néu day ( f,),ez+ hoi
tu vé f thi v6i moi x € S day (f,,(x))nez+ hoi tu vé f(x).
2.8.15. Tap sau diy c6 déng hay mé khong trong C([0,1],R) véi chudn ||x||e = Sup; ¢fo,17 1X(®)|?

(@) {x € C([0,1,R) | minsefo,17x(¢) > -2}.

(b) {x € C([0,1LR) | minyefo 1) x(1) = ~2}.
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© {xeC(01LR)| [ x<2}.
2.8.16. v Xét X = C([0,1],R), khong gian cac ham lién tuc tir [0, 1] vao R véi chudn || £]|, =sup{| f(x)| | x €
[0,1]}. Pat M ={f € X | f(0) =0}

(a) Chung té M la mot khong gian vectd con cia X.

(b) Cho vi du hai phan tir doc 1ap tuyén tinh ctia M.

(c) Ching té M la mot tap con dong cia X.

(d) Ching té véi chuén thita hudng tit X thi M 1a mot khong gian Banach.

(e) Véi chuan || f]|, = fol | f(x)| dx thi M c6 1a mot khong gian Banach khong?

(f) M 1a khong gian vecto hitu han chiéu hay vo han chiéu?

2.8.17. Xét X = C([0,1],R), khong gian dinh chudn cdc ham lién tuc tii [0,1] vao R véi chuin
Il £1I=sup{]f(x)| | x € [0, 1]}.

(a) bat f,(x)= % Day (fy)nez+ c6 hoi tu tiing di€ém hay khong? Day (f;,)nez+ ¢6 hdi tu trong X
hay khong?

(b) Pit f,(x) = x". Day (fy)nez+ c6 hoi tu tiing diém hay khong? Day (f;,)nez+ ¢6 hoi tu trong X
hay khong? C6 la day Cauchy hay khong?

2.8.18. / Xét X 1a khong gian vectd cac ham lién tuc tir [0, 1] vao R. Xét chudn || f||e = SUp,efo,17 1./ ()]
. 1
allfll = f 1f @)l dx.
(a) Ching minh riang véi moi f € X thi || f]l; < || f]leo-

(b) Suy ra moi day hoi tu theo chuén || - || thi ciing héi tu theo chuén || - ||;, moi ddy Cauchy theo
chuin || - || cling 12 ddy Cauchy theo chuén || - ||;.

(c) Gidi thich tai sao hai chudn || - ||; va || - ||eo khong tuong duong véi nhau.
2.8.19. Xét X 1a khong gian vectd cac ham lién tuc tir [0, 1] vao R. Xét chuan || f||e = Sup,ejo, 1 1/ (%)
|
Al = o 1l dxva lfll = (f LR dx) . Véin e 27, x € (0.1, dit fu(x) = 5",
(a) V& do thi ctia f,. D6 thi thay di nhu thé nao khi n thay d6i?
(b) Day (f)nez+ c6 hdi tu theo chudn |||, hay khong?
(c) Day (fy)nez+ c6 hoi tu theo chuén ||-||; hay khong?
(d) Day (f,)nez+ ¢6 hdi tu theo chudn ||-||, hay khong?
(e) Su hdi tu theo chudn ||-||; hay chuén ||-||, ¢6 din t&i sy hoi tu tiing diém hay khong?

2.8.20. Cho X = C(]0,1],R) 12 khong gian vectd cac ham s6 lién tuc trén [0,1]. Trén X xét chuin

1/ lleo = sup{[f(x)[ | x € [0, 1]}

va chuén 1 |
I = ([ 1reras)’.

V6ineN, x € [0,1], cho
1

(a) Chiing to f, € X. Vé phac hoa d6 thi ctia f, véin =0,1,2.

(b) Tinh [| fn |l

(c) Tim gidi han tiing diém ctia day (f;,),,cn, tic 12 véi x € [0,1], hdy tim f(x) = ”12130 fu(x). Ham
f c6 thudc X hay khong?

Sn(x) =
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(d) Ching t6 néu day (fy)new hoi tu trong (X, || - [lo) V& g € X (hi tu déu) thi phéi hdi tu timg
diém vé g, tic 1a Vx € [0,1] thi lim f,(x) = g(x).
n—o0
() Day (fu)new c6 hoi tu trong (X, || - [lo) hay khong?

() Tinh [|full:
(2) Tinh lim |,

(h) Chitng t6 day (f;,)new hoi tu trong (X, || - ||2) v& 0.

(i) Chiing minh riang mot day bt ky (h,),en hoi tu vé h trong (X, || - ||eo) thi cling hdi tu v& h
trong (X, | - [l2).

(j) Giéi thich vi sao hai chuén || - || V2 || - |2 khong tucng ducng trén X.

2.8.21. Cho X = C([0,1],R) 12 khong gian vecto cac ham s6 lién tuc trén [0,1]. Trén X xét chuin

1/ lleo = sup{|f(x)[ | x € [0, 1]}

i =( [ ra)

Ja(x) =

(a) Vé phic hoa db thi ctia f, véin =0,1,2.

va chuin

VéineN, x €[0,1], cho

1+enx’

(b) Day (fn)nen ¢0 hdi tu trong (X, || - [|) hay khong?
(¢) Day (fu)nen c6 hdi tu trong (X, || - ||2) hay khong?

2.8.22. Xét C([0,1],R), khong gian dinh chuin cdc ham lién tuc tir [0,1] vao R vé6i chudn || f ||, =sup{|f(x)| | x €
[0,1]}. Xét C1([0,1],R) 1a tap hop cac ham tir [0,1] vao R kha vi lién tuc. O day dao ham tai O va 1
dudc hiéu 1a dao haim mot phia.

(a) Hay kiém C'([0,1],R) 12 mot khong gian dinh chuan con ctia C([0,1],R).

(b) Chiing t6 néu mot day (f,,),ez+ trong C'([0,1],R) hoi tu v& £ € C([0,1],R) thi v6i mbi x € [0,1]
déy (fn(x))nez+ h61 tw vé f(x)

(c) VéineZ*, dit

p—

n(x) =

X ——

[\

Hay kiém f, € C'([0,1],R).
(d) Day (f)nez+ trén cd hoi tu trong C([0,1],R) hay khong?
(e) Day (f,)nez+ trén c6 hdi tu trong C'([0,1],R) hay khong?
(f) C'([0,1],R) c6 phai 1a mdt tap con déng ctia C([0,1],R) hay khong?
(g) C'([0,1],R) c6 phai 1a mot khong gian Banach khong?
(h) C'(J0,1],R) 12 khong gian vectd hitu han chiéu hay vo han chiéu?
(i) Vi chuén ||f]l, = fol | f(x)| dx thi C'([0,1],R) c6 1a mot khong gian Banach khong?

2.8.23. Xét C'([0,1],R) 1a tap hop cac ham tir [0,1] vao R kha vi lién tuc. O ddy dao ham tai 0 va 1
dugc hiéu 12 dao ham mot phia. Véi £ € C1([0,1],R) dit

1A =1 lleo + 11 Nl -

(a) Hay ki€ém day 12 mot chuén trén C!([0,1],R). Trong phan con lai ctia bai toan ta xét C1([0,1],R)
v6i chuén nay.
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(b) Gia st (x,), 1a mot diy Cauchy trong khong gian dinh chuan C!([0,1],R). Chiing td tdn tai
x € C([0,1],R) vay € C([0,1],R) sao cho x,, — x va x;, — y trong C([0,1],R).

(c) Dung Pinh 1y co ban cta Vi Tich phén,

t
w0 =30+ [ xi(5)ds
0
hay ching td la y = x”.

(d) Hay ching to la day (x,), hdi tu trong C'([0,1],R). Vay C!([0,1],R) 1a mot khong gian Ba-
nach.

Khéng gian L?
2.8.24. Cho f € L®(Q,u), ta chiing minh

|F ()1 < 11 flleo hau khép.

(a) Pit D ={C > 0] |f(x)| < C hau khap trén Q}. Liy diy C, € D, n € Z*, hdi tu vé inf D. Dit
E,={x€Q||f(x)| > Cp} VAE ={x € Q[|f(x)| >inf D}. Ching 6 E = >, E,,

(b) Suy ra u(E) =0, va suy ra danh gia trén.
(c) Chiing td inf D € D, tic la
1 flle = min{C > 0] |f(x)] < C hau khip trén Q},
Vay || f|l chinh 1a chin trén hau khap nhé nhit cia | f|.
2.8.25. Ta kiém Cho Q =[0,1], u 1a do do Lebesgue, va f la lién tuc, ta ching minh

I fllo = sup{lf(x)I | x € [0,1]}.
(a) Chiing td | f (x)| < C xay ra hau khap khi va chi khi diéu d6 xay ra véi moi x.

(b) bat A ={|f(x)| | x €[0,1]} va D la tdp hdp cac chin trén ciia A. Chiing o || ||, = minD =
sup A.

(c) C6 thé mé rong két qua nay cho cac khong gian do Q nao khac?
2.8.26. Gia stt u(Q) < co. Chiing t6 L*(Q) ¢ L*(Q) c L'(Q).
2.8.27. *Gia st u(Q) <c0.Chol <p<g < .

(a) Dung bit dang thitc Holder, chiing to

N, < ||f||q/1(Q)" 7
(b) Chiing té L9(Q) c LP(Q).

Dinh ly Ascoli

2.8.28. Cho X la mdt tap compic trong mot khong gian dinh chuén (E,||-||) va A = {fi,---, f,} 1a
mot tap con hitu han ctia C (X,R). Chiing minh A 1a dong lién tuc.

2.8.29. Cho M 12 moét tip con bi chiin ciia khong gian C([0,1],R) v6i chudn sup. Xét tip hop A
cdc nguyén ham clia céc phan ti cda M c6 dang y(t) = fot x(s) ds, x € M. Ching t6 A c6 bao dong
compic trong C([0,1],R) .

2.8.30. Cho A 1a mdt tap con ctia tap C'([0,1],R) trong khong gian C([0,1],R) véi chudn sup thda
VfeAlf |lo <M.Ching td A c6 bao déng compic trong C([0,1],R) .

2.8.31. Cho M 1a mdt tap con bi chin ctia khong gian C([0,1],R) v6i chudn sup. Ching t6 tip céc
ham y(t) = fol ) ds, x € M, ¢6 bao déng compic trong C([0,1],R).

2.8.32. Cho X 1a mot khong gian métric compic, cho A 1a mdt tip con bi chin ciia khong gian
C(X,R) v6i chuan sup. Gid st A 1a dong Lipschitz, nghia la 3M € R,Vx € X,Vy € X,Vf € A, |f(x) -
f(»)| < M ||x - y||. Chiing t6 moi diy trong A c6 diy con hoi tu (v& mot gii han khong nhét thiét &
trong A).
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Cac bai tap khac
2.8.33. * Xét phuong trinh

’ s
e e

O day y 1a mot ham s thuc trén R.

(a) Chiing té phudng trinh vi phén trén tuong duong véi phuong trinh tich phan sau:
t
y(t) = l+/ sin” y(s) ds.
0
(b) V&i mdi ham sb thuc lién tuc y trén R, dit £(y) 1a ham sb thuc cho bai

FO0 =1+ /0 sin? y(s) ds.

Chiing t6 f 12 mdt 4nh xa dudc dinh nghia tét tif tip C(R,R) vao chinh né.

(c) Chiing tb ton tai T > 0 va 0 < a < 1 sao cho trén khong gian dinh chuin X = C([0,T],R) véi
chudn [lx]] = sup, o 7 |x(1)| thi

VyeX,Vze X|If(0)-f@I <ally-zll.
(d) Dung dinh ly dnh xa co, chiing t6 f c6 diém bit dong trén X.
(e) Suy ra phuong trinh (2.8.34) c6 nghiém trén [0,T].

Pay 1a mot phuong phap co ban dé chiing td su ton tai nghiém va xay dung nghiém ctia phuong trinh
vi phan.

2.8.35. Kiém[2.7.4
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Chuong 3 Anh xatuyéntinh liéntuc

,'3 ? 7 K 7 = A
3.1 Chuan cua anh xa tuyén tinh lién tuc
Cho E va F 1a hai khong gian vectd trén ciing mot trudng F1a R hosc C. Anhxa T : E — F
12 mot 4nh xa tuyén tinh néu v6i moi x,y € E, a € F,
T(x+y)=T(x)+T(y),
T(ax) = aT(x).

V6i 4nh xa tuyén tinh ngudi ta c6 théi quen viét T(x) 1a Tx. Mot hé qua cta tinh tuyén tinh
laluén c6 70 = 0.

Anh xa tuyén tinh 1a d& tai ctia mon Pai s tuyén tinh. Trong mon Giai tich ham ta xét
su két hop giita tinh tuyén tinh va tinh lién tuc, do su c6 mit ctia chudn. Tir day ta xét cic
4nh xa tuyén tinh gitta cdc khong gian dinh chuén.

3.1.1 Ménh dé. Anh xa tuyén tinh lién tuc tai mot diém thi lién tuc tai moi diém.
Chiing minh. Cho T 1a tuyén tinh lién tuc tai xo. Theo dinh nghia ta c6
Ve > 0,356 >0,Vx € E,||x—xp|| <6 = ||[Tx —Txo|| <e.
Piéu nay c6 thé dudc viét lai mot cach tuong duong 1a
Ve > 0,36 > 0,Vx € E,||[(x—x0)=0]| <6 = ||[Tx —Txol| = ||T(x —x0)—TO|| < €.
Dit y = x — x thi ta dudc ménh dé tuong duong
Ve > 0,36 >0,Vy e E,||y-0|| <6 = ||Ty-T0| <e.

Tidc 12 7 1a lién tuc tai 0. Nhu vay lién tuc tai mot diém nao d6 thi lién tuc tai 0, con lién tuc
tai 0 dan t6i lién tuc tai mot diém bat ki.

Mot céch trinh bay khac 1a ding day. Anh xa T lién tuc tai xo khi va chi khi (x, — xo) =
(Tx, — Txp). Diéu nay tuong duong véi (x,, — xg — 0) = (T(x,, — x0) — 0). Pt y, = x,, — xo
thi diéu nay tuong duong véi (y, — 0) = (Ty, — T0), tic 1a T 12 lién tuc tai 0. O

Gia st T 12 tuyén tinh lién tuc, do d6 lién tuc tai 0. Theo dinh nghia ta c6
Ve > 0,36 >0,Vx € E,||x-0|| <6 = ||[Tx-T0| <e.

Ta viét lai
Ye> 0,35 >0,Vx € E,||x|| <6 = ||ITx|| <e.

Do d6 v6i € > 0 cho truée va ¢ > 0 thich hgp thi

vieE|5|<1=|r(3)] <5
5 5= %

35
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bidt y = x/6 thi ta dugc
€
VyeE |yl < 1= Tyl < 5

Nhu vdy mot 4nh xa tuyén tinh lién tuc thi bi chin trén qua cau don vi (mic du khong bi
chiin trén toan khong gian trir khi d6 13 4nh xa 0). Vi vy mot sb tai liéu ciing goi 4nh xa
tuyén tinh lién tuc 1a dnh xa tuyén tinh bi chédn. Nbi tiép tinh than ctia khong gian cic ham
bi chian B(S,X) ta do mot anh xa tuyén tinh lién tuc bang cach do do 16n cta tap anh
clia qua cau don vi.

3.1.2 Pinh nghia. Goi L(E,F) l1a tip hop tit ca cac 4anh xa tuyén tinh lién tuc tit E vao F.
V6i T € L(E,F) ta dat
IT]l = sup{||Tx]| | x € B(0,1)}.

3.1.3 Ghi chii. Ta c6 thé chon mot qua cau c6 ban kinh khéc 1, nhung chi duge mot chuin
tuong duong ma thoi, xem [3.8.4]

3.1.4 B8 d. V6i T € L(E,F) thi |T|| = sup{||Tx|| | x € B'(0,1)}.

Chiing minh. RO rang ||T|| = sup<; ITx[| < supy < I7x]|.

Gia st ||x|| = 1. C6 day (x,)nez+ trong B(0,1) hdi tu v& x, chang han x,, = 7 X. Suy
ra Tx, hoi tu vé Tx, va ||Tx,|| hoi tu vé ||Tx]||. Vi ||Tx,|| < ||T|| nén qua giéi han ta dudc
I7xI| < [I71]. Vay supy<; 171 < 17 0

Lién quan tSi két qua vira rdi, chi y rang néu x # O thi

Tx = ||x||T(”"7”), (3.1.5)

v6i ﬁ 12 mot vecto ¢6 chidu dai bang 1, do d6 mét dnh xa tuyén tinh dudc xdc dinh bdi

gid tri ciia né trén mdt cau don vi.
3.1.6 Ménh de. Véi |T|| = sup{|ITx|| | x € B(0,1)} thi ddy la mot chudin trén L(E,F).

Chitng minh. Ta kiém tra cdc yéu cau ctia chuin. Gid st ||T|| = 0. Diéu nay do B6 dé
ddng nghia véi viéc gia tri ciia 7 bing 0 trén mit cdu don vi, do d6 theo cong thiic
thi 7 bang 0 tai moi diém, tic 14 T = 0.

Céc tinh chit khac da dudc kiém khi ta xét khong gian B(S,X) & O

3.1.7 Ménh dé. Véi T € L(E,F) thi ¥x € E,||Tx|| < ||T|| ||x||.

Chitng minh. Cho x #0. Ta cé ”ﬁx” =1 nén HT(mx)” <||T|l, do @ |ITx|| < Tl llx]].
i

Mot hé qua don gian thudng duge dung:
3.1.8 Ménh dé. Anh xa tuyén tinh T : E — F la lién tuc khi va chi khi c6 M € R sao cho

Vx e E||ITx|| < M|x|.
3.2 Anh xa tuyén tinh lién tuc trén khéng gian dinh
chuan hitu han chidu

3.2.1 Pinh ly. Moi dnh xa tuyén tinh trén khong gian dinh chudn hitu han chiéu déu lién
tuc.
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Chitng minh. Gia st (E,||-||) 12 mot khong gian dinh chuin hitu han chiéu v6i mot co sé
tuyén tinh (ey,e,...,e,). Mi phan tii x € E déu c6 biéu dién x = Y| x;e;, v6i x; € F. Xét
T : E — F tuyen tinh. Ta c6

(5]

i=1

n

n
D xiTeil < ) x| Teil
i=1 i=1

n n
Dl D ITedll2.
i=1 i=1

o 1/2 1« 3A 18 A 2 ~ <1 N ~ . e
bit x|, = (S5, 1x:1?) " thi day 1a mot chuén trén E. Vi E 12 hitu han chiéu nén hai chuin
bét ki trén d6 1a tuong duong, do dé c6 8 > 0 sao cho ||x||, < B]|x||. Tir bt dang thic trén

ta dugc
n n
ITxl] < 4| > ITeill2llxlly < 4| D ITesll 2B 1.
i=1 i=1

Vay T lién tuc trén (E, |||]). O

ITxl =

IA

Nhic lai tit mdn Pai s6 tuyén tinh ring néu khong gian tuyén tinh E ¢6 cd s6 tuyén tinh
(€;)1<i<m va khong gian tuyén tinh F c6 cd s6 tuyén tinh ( fi)i<j<n thi moi dnh xa tuyén
tinh tif E vao F c¢6 thé dugc biéu dién bdi mot ma tran. Cu thé nhu sau. Mdi vectd dudc viét
nhu mot ¢t gdm céc toa dd clia né trong cd sd, chang han néu x = 2t xie; thita viét

[x]=

Viét

thi

m m m n n m
Tx=T inei) = inTei = in .ZlTj’ifj = ( 1 Tj,ixi)fj
J= i=

i=1 i=1 j=1

Chii y & buSc cubi ta da hodn ddi tén ctia hai chi sd i va j. Nhu vay néu viét [T] 1a ma tran
(Ti,j)lsisml <j<m thi

2L T
2L T jx;

[Tx] = =[T]-[x].

m
2iny T

Nhu vay tac dong ctia T dugc bi€u dién bdi mot phép nhan ma tran. Ma tran biéu dién cta
T c6 cac cdt 1a toa dO clia anh qua T cla cac vectd trong cd sG clia E.
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3.2.2 Vi du. Mot anh xa tuyén tinh tif R vao R phai c6 dang x — ax trong d6 a € R. Chi y
ham x — ax + b, von thudng dudc goi 12 ham tuyén tinh & phd thong va & mon vi tich phan,
khong phéi 1a ham tuyén tinh theo nghia cta dai s6 tuyén tinh béc dai hoc, trit khi b = 0.
3.2.3 Vidu (R™). Xét (R, ||-||,), va dit R** = L(R",R) - khong gian cdc phiém ham tuyén
tinh lién tuc trén R”. Theo phan thdo luin tdng quit & trén thi mdi phan td f cia R™*
tuong Ung v6i mot phan ti [£] = (fi, f. ... fn) € R V6i f; = f(e;). Véi x = (x1,%2,...,%)
thi f(x)=[f]-x=2", fix;. Tatim || f]|. Theo bét ddng thiic Buniakowski thi

n
2 fi
i=1

Dau bing xdy ra khi 1ay x = [1. Vay [|fIl = IL/1l,-
Ti€p tuc, ta nhan thay anh xa

|f(0)l = < A2 Nl -

T:R™ — R
fo= I/l

1a mot song dnh tuyén tinh va 6 ||T f]|, = || f], tdc 1a bdo toan chuin. Ta néi T 1a mot phép
dang cau metric (con goi 1a mot phép dang cw) tit R™ 1én R”. Ngudi ta néi ngan gon rang
d6i ngau ctia khong gian dinh chuin R"1a chinh no.

3.3 Tinh chuan

Gia st ta c6 dudc mot danh gid véi moi x thi [|Tx|| < M ||x|| va tim dude mot x # 0 dé dang
thic xay ra trong bat dang thic nay. Khi d6
Tl _ Tl
xz0 [1xll w20 lx]]

’

nén ||T]| = M. Pay la mdt trudng hgp thudng gap trong mon nay.

Cdch tim chudn trong truong hdp don gidn:
Budc 1: Tim mot danh gia ||Tx|| < M || x|| that sat.
Budc 2: Tim mot x # 0 d€ ding thiic xay ra trong bat déng thic trén.

Buée 3: Két luan ||T|| = M.

3.3.1 Vidu. Gia st 7 : R — R” tuyén tinh. V6i moi x € R thi Tx = T(x- 1) = xT(1). Ta c6
7]l =[x IT(DII,
do d6 [T = IT(1)]].
33.2Vidu. ChoT:R?> >R,
T(x,y)=(a,b)- ( i ) =ax+Dby.

V6i chuan ||(x,y)|l, = vVx2 + y? thi
IT(x,y)l = lax+by| < Va?+b2-[x*+y* = [|(a. D)l I(x, )]l

Néu lay (x,y) = (a,b) thi diu bang xay ra. Vay ||T|| = ||(a,b)]|,.
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3.3.3 Vidu. Xét anh xa
T:00 > (!
(X1,X05 0 e s Xy o) B (X2,X3,. ., Xy .00 ).

Nhu vay 4nh xa T bd di phan tir dau tién ctia mbi day.
Trudc hét ta kiém T dugc xic dinh. That vay

[se] (o8]
Dbl <00 = ) fxal < oo,
n=1 n=2

nén gia tri cda 7 qua thuc thudc £!. Tinh tuyén tinh ctia T ciing rat don gidn. Xét tinh lién

tucciaT. Tacod
(o] (o8]
1Tl = " xal < D bl = l1xl
n=2 n=1

nén T 1a tuyén tinh lién tuc va ||T|| < 1. O bit ding thiic trén néu ta 14y x = (0,x2,x3,...,X5,...)
thi dang thiic xay ra. Vay ||| = 1.

Céc vi du phtic tap hon c6 trong céc bai tdp nhu[3.8.8][3.8.9,[3.8.13]

3.4 Khoéng gian L(E,F)

3.4.1 Dinh ly. Néu F la mot khong gian Banach thi L(E, F) la mét khéng gian Banach.

Chitng minh. Chiing minh nay tuong tu chiing minh ctia ménh dé Gia st (T))nez+ 12
mét day Cauchy trong L(E,F). Cho € > 0,cd N € Z* sao cho v6i m,n > N thi ||T,, — T,,|| < €.
Véimbi x € E, vi

1T x = Tox|l < [T = Tull 1 X1l < el x|l (3.4.2)

nén (T,,x),ez+ 12 mot day Cauchy trong F, do d6 hoi tu vé mot phan i ctia F goi 1a Tx. N6i
cach khéc day ham (7},),cz+ hoi tu tiing diém vé ham 7. Dé dang kiém tra rang T la tuyén
tinh.

LAy gi6i han hai vé ctia khi m tién ra vo cling ta dudc véi n > N thi

ITox =Tx|| < €ellx]l,

suyra(T,-T) € L(E,F),dod6 T € L(E,F), va ||T,, = T|| < €. Vay (T,,)cz+ hoi tu vé T trong
L(E,F). O

Khi F = F thi L(E,F) con dudc ki hiéu 1a E* va mbi phan tl cia E* con dudc goi 1a mot
phiém ham tuyén tinh lién tuc. Ban than E* dudc goi la khéng gian doi ngdu cia E. Vay
E* 1a m6t khong gian Banach.

3.5 Mot s6 anh xa tuyén tinh lién tuc dac biét

Toan t tich phan
3.5.1 Ménh dé. Cho A C R" compdc va K : Ax A — R lién tuc. Pt
T:C(AR) — C(AR)
x B Tx:A->R Tx(t)= /AK(s,t)x(s) ds,

thi T la mét dnh xa tuyén tinh lién tuc.
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O day ta dang dung tich phan Lebesgue (néu thay A bing mot hinh hdp thi c6 thé ding
tich phan Riemann). Day 1a hé qua lap tdc clia Ham K thuong dudc goi 1a nhdn cua
todn tuw tich phdn nay. Xem mdt vi du 6(3.8.10

Phiém ham tuyén tinh lién tuc trén L?

Cho p,q € [1,00] thoa

1 1
—+-—-=1.
P 9

Véi g € L9(Q), xét anh xa

S(g):LP(Q) — F

r- [

< /Q £2l < 171, ligll, (35.2)

Theo bit dang thic Holder:

1S(6)()] = ) /Q f2

nén S(g) mot phiém ham tuyén tinh lién tuc va [|S(g)l| < [Igll,-

Nhim tinh chuén ctia S(g), d€ xay ra dang thiic trong bt dang thiic Holder ta tim f sao
cho |f|P = |g|9. Néu 2 < ¢ < oo thi ¢ thé 1dy f = |g|97%g va kiém tra truc tiép dudc ring
dang thiic xdy ra & (3.5.2). vy [15(g)]l = l|gll, trong trudng hop nay. Thuc ra ||S(g)] = IIgll,
v6i moi 1 < g < co, nhung chiing minh khé hon.

Vidu va cac bai tap Vébén vé céc trudng hop riéng ciia két qua nay.
3.6 Dinh ly Hahn—Banach

Dinh Iy Hahn—Banach 1a mot trong nhitng két qua quan trong ctia Giai tich ham. Ngin gon,
n6 néi rang mot phiém ham tuyén tinh lién tuc luén co thé md rong bdo toan chudn.

3.6.1 Pinh ly (dinh li Hahn-Banach). Cho M la mét khong gian con ciia khong gian dinh
chudin E trén truong F = R hodc F = C. Moi phiém ham tuyén tinh lién tuc T trén M déu md
rong duoc thanh mot phiém ham tuyén tinh lién tuc T trén E sao cho HT” =|T|I.

Nhu bai tap cho théy, khi mé rong 4nh xa tuyén tinh lién tuc thi chuin khong thé
giam. Vi vay gitt nguyén dudgc chuin 1a mot phan dang ké cda dinh Iy Hahn-Banach.

Chitng minh ctia dinh Iy Hahn-Banach c6 gi4 tri gido duc cao, cin dudc nghién citu k§
trong mon hoc nay.

Chiing minh. Xét truong hop F = R.

Dan y cda chitng minh 1a truéc hét ching té luon c6 thé md rong thém 1 chiéu trong
Buéc 1, sau d6 dung “qui nap siéu hang” d€ mé rong bat ki trong Budc 2.

Budc 1: Gid st M # E va E = M + N v6i N 1a mot khong gian con mot chiéu ctia E sinh
bdi xg. Nhu vy E = {x +1xo | x € M,t € R}. Mot md rong tuyén tinh ctia T thanh T : E — F
sé dugc xac dinh béi gia tri clia n6 tai xo, vi T(x +1x0) = Tx + T xg = Tx + T xo. Ta chiing
t6 tOn tai gid tri T'(xo) d€ T 1a lién tuc va ||T|| = |7||. Didu kién la

IT(x +1x0)| < |IT||||x+1x0]|, VX € M,Vt € R.

Vi T mé rong T nén ||T|| > |7, do d6 diéu kién trén s& dam bao ||T|| = |IT||. Thay x b rx
diéu kién trén tuong duong vdi

IT(x+x0)| < |ITIl |+ xoll, Vx € M.
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Day 12 mot Ki thudt rat c6 ich, gitip loai bé dudc bién . Trén trudng sb thuc diéu kién trén
tuong duong véi

=TIl 1%+ xoll = Tx < T(x0) < T llx + xoll = Tx, Vx € M.

Su ton tai ctia mdt s6 thuc c¢b dinh T(xo) nhu vay tuong duong véi tinh chét sau, dua trén su
day du cia tap sb thuc:

sup{—IT[[llx+xol| =Tx | x € M} < inf{[|T|{|x +xol| =T'x | x € M},
dong nghia véi viéc v6i moi x; € M,x, € M thi
=TI llx1 +xo0ll = Tx1 < |IT[|]x2 + xoll = T'x2,

tic la
T(x2 = x1) < IT1 (llx2 + X0l + [lx1 + xol]).-

Diéu nay thi c¢6 dudc do bat déng thiic tam giac:
T(x2=x1) < [T ez = x1 | < (1T 112 + x0) = (en +xo)ll < NT N ([[x2 + xoll + llx1 + xol])-

Vay budc 1 da xong.

Buéc 2: Ta dung b dé Zorn dé chiing t6 c6 mot mé rong cuc dai cia T, va do
bude 1 nén mé rong cuc dai d6 dat dudc khi né dugc xac dinh trén E. Xét tap C tit ca cc ciip
(A,S) trong d6 A 1a mot khdng gian con ctia E chida M, va S 1a mdt mé rdng bao toan chuin
ctia T 1én A. Chang han (M,T) € C. Trén tip hop C nay xét quan hé thi tu (A,5) < (A’,S")
néuAc A’ va S|4 =S.Gia st F 1a mot tap con ctia C c6 thii tu toan phan, nghia 12 hai phan
tl bat ki trong F so sanh dudc v6i nhau. Dit B = Ua,s)er A Do thi tu trén F la toan phan
ma ta kiém dudc B 1a mot khong gian vecto. Pit g : B — R bdi g(x) = S(x) néu (A,5) € F
va x € A, thi cling nhd F c6 thd tu toan phan ma anh xa nay dudc dinh nghia tot. Khi d6 g
12 tuyén tinh, va

18l = 1Sl < [ISI]llxll = 1T {]x]]

nén g 1a lién tuc. Pang thic trén ciing chiing té ngay ||g|| = ||T|. Vay cip (B,g) 1a mot chin
trén ctia ho F.

Theo bS dé Zorn, tap C c6 mdt phan tit cuc dai (A,S).

O budc 1 ta thay luon md rong duge S 1én mot chidu cao hon trit khi A bang E. Vi § 1a
cuc dai, nén bat budc A = E. Viy S chinh 1a mé rong bao toan chuidn 7 ctia T 1én E.

Xét truong hop F = C.

Trudc hét ta chi y diéu sau vé 4nh xa tuyén tinh phiic. Gia st 7 : E — C tuyén tinh trén
truong C. Viét T = u +iv trong d6 u va v 12 ham gid tri thuc. Khi d6 u va v tuyén tinh trén
trudng R, va

T(@ix)=u(ix)+iv(ix)
=iT(x) = —v(x) +iu(x),

do d6 v(x) = —u(ix), suy ra T(x) = u(x) — iu(ix). Ngudc lai néu u tuyén tinh trén trudng R
va T(x) = u(x) —iu(ix) thi T la tuyén tinh trén C, vi T(ix) = iT(x).
Xét chuan ctia T. LAy @ = Tx/|T x| thi || = 1 va aTx = |Tx| € R. Tt d6

[Tx| = aTx =T(ax) = u(ax) < Jull |af ||lx|| = lJul ]|

Tur day suy ra ngay ||7|| = ||u||. Tém lai phan thuc sé quyét dinh 4nh xa tuyén tinh lién tuc
phuc.

Nhu viy ta chi cAn 4p dung dang thuc cta dinh ly Hahn—Banach cho phan thuc ctia T
thi s€ dudc ngay dang phtc. O
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Chiing minh trén ctia dinh Iy Hahn—Banach phu thudc vao b6 dé Zorn. Noi dung ctia bs
dé Zorn nhu sau. Mot thit tu trén tap S 12 mot tap khac rdng céac cip (a,b) véi a,b € S, ma
ta thudng viét 1a @ < b va néi 1a anhd hon hay bﬁng b, thoa tinh chét 1a v6i moi a,b,c € S,
a<a,néua<bvab<athia=b,néua<bvab<cthia<c. Quanhé thi tulitoan phan
néu hai phan ti bat ki trong tip d6 so sanh dudgc véi nhau. Mot phan tit cue dai (hay toi dai,
maximal) 12 mot phan ti khong nhé hon phan ti ndo, hay néi cach khic, khong c6 phan ti
nao 16n hon. Mot chan trén clia tap A € S 1a mot phan i ctia S 16n hon hay bing moi phan
ti cla A.

3.6.2 Ménh dé (bd dé Zorn). Néu mot tdp hop S ¢ mor thit ty va moi tdp con cia S ma
trong do hai phan tit bdt ki so sdnh duogc véi nhau déu bi chdn trén thi S ¢6 mot phdn ti cuc
dai.

BG dé Zohn thudng dugc dung mot cich tuong tu nhu phép qui nap toan hoc trong
trudng hop vo han bat ki. B& dé Zohn tuong duong véi tién dé chon, tuy c6 1& khong hién
nhién nhung dugc thita nhan lam tién dé trong mon Giai tich ham.

3.7 Cac dé tai khac

Dang hinh hoc cla dinh ly Hahn—Banach

Néu f 12 mot phiém ham tuyén tinh lién tuc trén khong gian dinh chuin X trén trudng s6
thuc, khong triét tiéu tai moi diém, va e 1a mot s6 thuc, thi tiap f~'({a}) = {x € X | f(x) =a}
dudc goi 1a mot siéu phang. Pay 1a khai niém tuong ng v6i khai niém dudng thiang trong
R? va mit phang trong R>.

Du6i day 1a mot dang hinh hoc ctia dinh ly Hahn—Banach vé viéc tach tap 18i bang siéu
phang [14] tr. 132].

3.7.1 Pinh ly. Cho A,B la hai tdp 16i khéng rong roi nhau, A compdc va B dong, trong
khong gian dinh chudn X trén truong sé thuc. Khi do ton tai f € X* va @ € R sao cho
f(x)<a< f(y)vdimoi x € A, y € B. Néi cdch khdc, ton tai siéu phing f~'({a}) tdch A
va B.

Dinh ly anh xa mé

Mot dinh 1y quan trong vé 4nh xa tuyén tinh lién tuc [14} tr. 139]:

3.7.2 Dinh ly (dinh ly 4nh xa m&). Mét toan dnh tuyén tinh lién tuc giita hai khong gian
Banach thi mang tdp md thanh tdp md.

Dudi day 1a mot hé qua dang chu y cua dinh ly anh xa ma:
3.7.3 Hé qua. Néu mot dn{i xa la song dnh tuyén tinh lién tuc giita hai khong gian Banach
thi dnh xa nguoc ciing tuyén tinh lién tuc.
P6i ngau cla L?
Cho p,q € [1,00] thda l‘-, +$ = 1. V6i g € L9(Q), xét anh xa
S(g):LP(Q) — F

r- [

Ta da biét & mucrﬁng S(g) 1a mot phiém ham tuyén tinh lién tuc va ||S(g)|| = llglly-
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Nhu vay khi 1 < p < oo thi dnh xa
S:L1Q) — (LP(Q))"
g — S

12 tuyén tinh lién tuc, hon nita con bao toan chuin, do d6 1a mot don anh. Viéc 4nh xa nay 1a
toan dnh 12 noi dung ctia mot két qua sau cta li thuyét do do goi 1a dinh ly biéu dién Riesz.
Nhu vdy dnh xa S trén 13 mot phép dang cAu metric tir L9(Q) 1én (LP(Q))*. Ngudi ta néi
ngan gon rang véi 1 < p < oo thi déi ngdu ciia LP la L9. V& d& tai nay c6 thé doc thém & [2),
tr. 95], [L1} tr. 127]. Trudng hop p = ¢ = 2 1a dic biét, dugc xét § phan khong gian Hilbert
@.4.1).

3.8 Baitap

3.8.1. / Giastt E # {0}. V6i T € L(E, F) th:
@ [Tl = supjpy=1 171l

- ITx|l
() Tl = sup,o 7 -
(© |ITl =min{M e R | Vx € E,||Tx|| < M ||x]|}.

3.8.2. Ching té néu Vux,||Tx| < M||x|| thi |T|| < M.

3.8.3. Ching to:

ITx]l _ Vx, |ITx|| < M |||
Supxio [[x] — M < > { Hxn,Hx"” = l,”Tan - M.

3.8.4. Chiing té néu T : E — F la tuyén tinh lién tuc thi
IT1ly = sup{lITx|| | x € B(O,1)}

va
171l = sup{l|Tx]| | x € B(O,r)}

thi ||T||, = 7||T||;. Do d6 trong dinh nghia chuin ctia 4nh xa tuyén tinh lién tuc, néu chon mot qua
cau khac qué cau don vi thi chi dudc mot chuan tuong duong ma thoi.

3.8.5. Chiing t6 néu F 1a khong gian dinh chuin con ctia E va T 12 mdt 4nh xa tuyén tinh lién tuc
trén E thi thu hep T|r ctia T xubng F ciing tuyén tinh lién tuc va ||T|¢|| < ||T.

1 2

< 2. =
3.8.6. Xét (R%,]|-|l0)- Cho A (3 4

). Tinh ||A|| trong L(R%R?).

3.8.7. / Trén trudng sb thuc, xét anh xa

T:£ — R
ooxn

> Tx= ) —.
X x SET

n
Chiing t6 7 12 mot 4nh xa tuyén tinh lién tuc tir £ vao R. Tinh ||T|.
3.8.8. / Trén trudng sb thuc, xét anh xa

T:? > R
o X
x > Tx= =,
n
n=1

Day c6 1a mot anh xa tuyén tinh lién tuc hay khong? Néu c6 hiy tinh ||T|.
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3.8.9. Xét toan t tich phan

T:C[0,1]] — R

1
X - /Ox(t)dt.

Héi T ¢6 12 mot anh xa tuyén tinh lién tuc khong? Néu c6 hay tinh || T

3.8.10. / Vi x €C([0,1],R) dit Tx 1a ham cho bdi

1
T(x)(t) = A x(s)sin(st) ds, 0<t<I1.

(a) Chiing té T 1a 4nh xa tuyén tinh lién tuc tit C([0,1],R) véi chudn ||x|| = sup; ¢[o,17 1*(#)| vao
chinh né.

(b) Uéc lugng ||T||.
(c) Hay tinh chinh xac ||T||.
3.8.11. Véi x eC([0,1],R) dét Tx 1a ham cho bdi
T(x)®)=x(1-1), 0<r<l.

Chiing t6 7 1a 4nh xa tuyén tinh lién tuc tit C([0,1],R) véi chudn ||x|| = Sup, ¢[,17 [*(#)| vao chinh né.
Tinh ||T].

3.8.12. Xét E = C([0,1],R). bat
T:E — FE
fo= Tf
véi
Tf:[0,1] — R
t ‘/Otf(s) ds.

Nhu vdy 7 mang mdi ham thanh nguyén ham cda no.
(a) Hay kiém T dudc dinh nghia tét, tic T f 1a ham lién tuc.
(b) Hay ki€m T 12 4nh xa tuyén tinh.
(c) Chiing td T 1a anh xa tuyén tinh lién tuc.
(d) Hay udc lugng ||T|.
(e) Hay tinh chinh xac ||T||.
(f) Ching t6 T la song anh Ién tap gia tri ctia n6 nhung anh xa ngudc khong lién tuc.
(g) * Chiing té T 1a mot todn tir compdc, nghia 1a mang tap bi chin vao trong mot tip compic.

3.8.13. Xét E = C([0,1],R) v6i chudn sup. Véi f € E dit

1/2 1

(a) Chiing to 7 1a mot phiém ham tuyén tinh lién tuc trén E.

(b) it

=
()
IA
IA

= NI
—_ Nl= S

Sy =4 -n{x=3+ 1)1,

|

= 3= =
+
S|=

[NSIL ST

+
AN A
=
AN A

Hay vé db thi clia f,,. Chiing t5 f,, € E. Tinh || f,|| va T f,..
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(¢) Tinh ||T||.
3.8.14. Trén trudng s thuc, cho g € L?(Q). Xét anh xa

T:L°(Q) — LYQ)
f o= fs

Chiing t6 T 1a mot anh xa tuyén tinh lién tuc va ||T|| = ||gll,.

3.8.15. / Cho E 1a mot khong gian dinh chudn. Cho S,T 1a 4nh xa tuyén tinh lién tuc tif E vao E.
(a) Hay kiém S o T la 4nh xa tuyén tinh lién tuc.
(b) Ching t6 ||SoT|| < [IS|IITl.
(c) Viét S =Idg, va véin € Z* thi dit S = §"~! o S. Hay chiing to ||S™]| < [IS]|".

3.8.16. Cho E la mot khong gian Banach va S trong L(E,E). Gia st ¢ = ||S]] < 1.

(a) Chiing td

I+S+S2+~~-+S”” < ﬁ v6i moi n > 1. O day I chi dnh xa dong nhét.
(b) Ching t6 chudi X, S™ hoi tu trong L(E,E).
(¢) Chung 6 dnh xa (I —S) kha nghich va (I - 8)™! = 3/ S".

3.8.17. / Cho E 1a mot khong gian dinh chudn va T € L(E,E).

(a) Nhéc lai rang v6i moi sd thuc x ta c6

_o e
Sn = ; e
Chiing t6 rang day (s, ), 12 mot day Cauchy trong R.
(b) bit
n i
Sn=) —
Chiing t6 rang day (S, ),cx 12 mot diy Cauchy trong L(E, E).

(c) Gia st thém E 1a mot khong gian Banach. Chiing t6 diy (S,,),ex hoi tu vé mot gidi han trong
L(E,E). Gi6i han nay thutng dudc ki hidu 1a 7, vay

i=0

=}

=€T.

3.8.18. Cho T la mot song 4nh tuyén tinh tit mot khong gian dinh chuin (E,||-||z) vao mot khong
gian dinh chuén (F,||-|| 7). Pit S = 7~!. Chiing minh

(a) S 13 mot dnh xa tuyén tinh tif F vao E.
(b) Néu S, T lién tuc thi ||S|| > ||T||~".

3.8.19. Cho M 1a mot khong gian vecto con day dic trong mot khong gian dinh chuin E va T trong
L(M,F). Chiing minh c6 duy nhit mét S trong L (E,F) sao cho S(x) = T (x) v6i moi x thudc M.
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Phiém ham tuyén tinh lién tuc. Dinh ly Hahn-Banach
3.8.20. Cho A 13 mdt phiém ham tuyén tinh trén X. Gia st A # 0, nghia 1 ton tai x € X sao cho
Ax #0.Datker(A) = {x € X | Ax =0} la nhdn cia A.

(a) Vdiy € E bitki, ching t6 y — 22 x € ker(A).

(b) Suy ra X = ker(A) + (x). Nhu vay ker(A) chi kém X diing 1 chiéu.

3.8.21. Cho A 1a mot phiém ham tuyén tinh trén X. Gia st A # 0. Chiing to cdc ménh dé sau 1a
tuong duong:

(a) A lién tuc.
(b) ker(A)={xe€ X | Ax =0} 1a khong gian con dong cia X.

3.8.22. / Cho x va y la hai vectd khac nhau trong mot khong gian dinh chuén E. Chiing minh c6

f € E*sao cho f(x)# f(y).
Trong truong hop trucng s6 thuc, gid st f(x) < f(¥), lay f(x) < @ < f(y) thi ta néi tap {x €

E | f(x) = @} 1a mot siéu phing tach x va y. VAy ta c¢6 thé tach hai diém khac nhau bing mot siéu
phang.

3.8.23. Cho x la mot vectd khdc khong trong mot khong gian dinh chuan E. Chitng minh ¢c6 f € E*
sao cho || fll =1 va f(x) = ||x]|.

3.8.24. Cho xy,- -+ ,x, 1a n vecto doc 1ap tuyén tinh trong mot khong gian dinh chuéin E. Ching minh
¢6 fi, -+, fu trong E* sao cho f; (x;) = 67, 6 day &/ 1a s6 Kronecker:

o=y =
! 0, i+j.
3.8.25. / Cho M 1a mot khong gian vectd con dong ctia mot khong gian dinh chudn X va xo € X.

Chiing t6 néu xo ¢ M thi tdn tai f € X* sao cho f(x) =0 v6i moi x € M nhung f (xo) # 0.

3.8.26. Cho khdng gian dinh chuidn X. Nhic lai ring v6i moi A € X*:

IAll="sup [Ax].
lIxllx <1
Chuing t6 v6i moi x € X:
llxll = sup [Ax].
Al <1

Tuong quan gitta mot khong gian véi khong gian dbi ngiu ctia n6 1a mot dé tai quan trong ctia gii
tich ham.

3.8.27. Ching minh

3.8.28. Diy (x,),>1 trong khong gian dinh chudn X dudc goi 1a ki tu yéu vé& x néu véi moi phiém
ham tuyén tinh lién tuc f trén X thi day sb (f(x,))n>1 hdi tu vé f(x). Chiing t6 mot day hoi tu thi
hoi tu yéu vé cing mot gidi han.



Chuong 4 Khoéng gian Hilbert

Khong gian Hilbert 12 phat trién tuong tu ctia khong gian Euclid, 1a khong gian vecto ¢6 tich
vO hudng.

4.1 Khoéng gian tich trong

Cho H la mdt khong gian vectd trén trudng thuc R. Mot tich trong (tich vo huéng) trén H
12 mot phiém ham song tuyén tinh, d6i xing, xac dinh duong trén H, tic 1a mot anh xa

() : HxH - R
(xy) = (xy)

thda:

(@) {(ax+px"y) =a{x,y)+B(x",y), v6i moi a,B € R, x,x’,y € H (tuyén tinh theo bién
thit nhét),

(b) {x,ay+By’y =a{x,y)+B{x,y’), véi moi .8 € R, x,y,y’ € H (tuyén tinh theo bién
thu hai),

(©) (x,y)=(y,x), véi moi x,y € H,
(d) (x,x)>0,v6imoi x € Hva{x,x)=0 < x=0.

Tich trong con dudc ki hiéu bang
x-y=(xy).

4.1.1 Vi du (khdng gian Euclid R"). Trén R" c6 tich trong quen thudc: néu x = (x;)1<i<n

vay = (yi)i<i<n thi
n
(x,y) = inyi.

i=1

Chi y rang tich trong nay sinh ra chuin
. 1/2
lxll = x.0)'72 = ( xf) :
i=1
chinh 1a chuan Euclid.
Néu H 1a mot khong gian vecto trén trudng s6 phiic C, thi tich trong 1a mot dnh xa

(.} : HxH — C
(xy) = (%)

thda:

47
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(@) {(ax+px"y) =a{(x,y)+B(x",y), véi moi a, € C, x,x’,y € H (tuyén tinh theo bién
thit nhét),

(b) (x,ay+By’) = @(x,y)+B(x,y’), v6i moi @, € C, x,y,y’ € H (cong tinh, nhung
khong tuyén tinh theo bién thit hai),

(©) (x,y)={(y,x), v6i moi x,y € H,
(d) (x,x)>0,v6imoix € Hva{x,x)=0 < x=0.
4.1.2 Vi du (khong gian C"). Trén C" c6 tich trong sau: néu x = (x;)1<i<n V2 y = (Vi)1<i<n

thi

n

(xy) =D xivi.

i=1

Tich trong nay sinh ra chuén

n 1/2
el = (e, x) 1/ = (Z |xi|2) ,
i=1

chinh 12 chuan Euclid.
Cho khong gian tich trong H, v6i x € H, ta dat
Ixll = (o) 2.
4.1.3 Pinh Iy (bit déng thitc Buniakowski-Cauchy-Schwarz — BCS).

| Gy [ < Xl

Bdng thitc xdy ra trong bdt ddng thitc BCS khi va chi khi hai vecto la phu thudc tuyén tinh.

o y <x, m> m
Hinh 4.1.4: Bt dang thiic BCS tuong duong véi ’<x,ﬁ>| < ||Ix||. Trong trudng hop miit

phang Euclid diéu nay néi ring chiéu dai hinh chiéu vudng géc ctia x xudng y nhd hon hay
bing chiéu dai clia x, tifc 12 canh géc vudng ngan hon canh huyén. Diéu nay 1a mot hé qua
cua cong thic Pythagore.

Chiing minh. Tit trudng hop mit phang ta c6 thé du dodn ring bat déng thitlc BCS sé thu

Iyl

Y Y Y Y
x—(x,—)——,x—(x,—)—=—) >0,
< < ||y||>||y|| < ||y||>||y||>

) i)
x——=y|-|x——=y|=0.
( IyII? IyII?

dudc tir viéc vectd x — <x, ﬁ> 2 ¢6 chiéu dai khong Am. Thuc vay xét khai trién

hay
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Trong truong hgp truong thuc, x -y = y - x, ta dugc

2
z_yy(_y) yoy20,
Iyl Iyl

tuc la )
(x-y g >0,
vl
chinh 1a bét dang thiic BCS. Trong truong hop trudng phiic thi x - y = y-x, ta dugc

2
[lxl1” -

2
Xy Xy Xy
x——zx-y——zy-x+(—2) y-y =0,
Iyl lyll lIvll
tic la )
(x-y)(y-x) |x -yl
el - 2R - B2 s,
vl vl
chinh 1a bét dang thic BCS. O

4.1.5 Hé qua (bét dang thire tam gidc). Vdi moi x,y € H,
llx+yll < llxll +1Iyll-
Chiing minh. Trong trudng hop trudng thuc ta viét nhanh dugc

[x+ 7= (x+y)-(x+y) =x-x+2x-y+y-y = [|x[|*+2x- y+ | y]]*
< NxlP+ 201yl + 112 < Ll + 11D

Trong trudng hgp trudng phtc thi

[x+y7=(x+y)-(x+y)=x-x+x-y+y-x+y-y=[[x|*+|[y[*+(x-y+y-x)
= [lx[I* + Iy [I* + 2Re(x - y) < [|lx|I* + [Iy[I* +2]x - y]
< xlP+ 21yl + 112 < Al + 11D

Nho bit ding thifc tam gidc nay ta cé:

4.1.6 Ménh dé. Cho khong gian tich trong H, vdi x € H ddt ||x|| = (x,x)l/2 thi ddy la mot
chudn trén H.

Nhu vay tich trong sinh ra chudn. Tu day trd di khi néi t6i chuan trén khong gian tich
trong thi ta hi€u la chuin sinh béi tich trong nhu trén.

Trong trudng hop trudng thuc, bt dang thiic BCS c6 nghia 1a cho hai vecto x, y khic 0
thi

xX-y
Tl T
Nhu trong trudng hop khong gian Euclid R”, s6 thuc Wﬁy” c6 thé dai dién cho “géc” gitta

hai vecto x va y, cu thé géc d6 1a sd thuc a € [0,7] sao cho cosa = #

Ik bic biét ta co

th€ dua ra khai niém “vudng géc”, d6 la khi @ = §, titc x -y = 0:

4.1.7 Pinh nghia. Cho x,y € H, ta n6i x vudng goc véi y, ky hiéu x Ly, néu (x,y) = 0.

Do (x,y) = 0 kéo theo (y,x) = 0 nén quan hé vudng géc c6 tinh dbi xiing.
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4.1.8 Ménh dé (cong thitc Pythagore). Néu x L y thi

2 2 2
[+ 2117 = [l + [y lI7

Tong qudt hon, néu x;, 1 <i < nvudng goc doi mot thi

2 n
2
= E [l
i=1

Chitng minh. Khai trién vé trai ta dudc ngay cong thifc. O

n

in

i=1

4.1.9 Ménh dé (dang thitc hinh binh hanh). Vi chudn sinh béi tich trong thi

2 2 2 2
llx = yII7+ e+ yII7 = 2|7+ 2 | y [

DAy 1a mot dic trung ctia chuan sinh bdi tich trong.

Hinh 4.1.10: Pang thiic hinh binh hanh néi ring trong mot hinh binh hanh thi téng binh
phuong chiéu dai hai dudng chéo bing tdng binh phuong chiéu dai cc canh.

Chitng minh. Khai trién vé trdi ta dudc ngay cong thifc. O

4.1.11 Vi du. Xét R? véi chuén ||(x1,x2)||; = |x1] + |x2|. Pang thic hinh binh hanh khong
thda véi hai vects (1,0) va (0,1). Vay day khong phai 1a mot khong gian tich trong, néi cach
khéc khong c6 tich trong nao c6 thé sinh ra chuin ||-||,. Vay khéng phdi khong gian dinh
chudn nao cing la khéng gian tich trong.

4.1.12 Ménh dé (tich trong lién tuc theo tirng bién). Cho khong gian tich trong H trén
truong F=R hodc F=C.

(a) Anh xa x — {(x,y) la tuyén tinh lién tuc, cé chudn bing ||y||.

(b) Trén truong sé thuc thi dnh xa y — {x,y) la tuyén tinh lién tuc, ¢ chudn bdng || x||.
Trén truong sé phiic thi dnh xa nay khong tuyén tinh nhung van lién tuc.

Chiing minh. Do bét dang thitic BCS, | {x,y)| < ||x]|||[y|], tit 6 suy ra c4 hai anh xa trén déu
lién tuc. |
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4.2 Khoéng gian Hilbert

4.2.1 Dinh nghia. Mot khong gian tich trong ma 12 mot khong gian dinh chuin day dd véi
chuén sinh béi tich trong thi dudc goi 1a mot khéng gian Hilbert.
Ngan gon hon nita, khéng gian Hilbert la khong gian tich trong day dii.

4.2.2 Vi du (khong gian Euclid R"). Trén R" véi tich trong, v6i x = (x;)1<i<n VA y =
(Yi)1<i<n;

n

(xy) =Y %y

i=1
thi tich trong nay sinh ra chuan Euclid

. 1/2

el = (x,x)12 = ( 37
i=1

Nhu ta da biét, khong gian Euclid R” 1a day di. Vay R” véi tich trong trén 12 mot khong
gian Hilbert.

4.2.3 Vi du (khong gian Euclid C"). Trén C" vdi tich trong, v6i x = (x;)1<j<n VA y =
(Vi)i<i<n,

n

(xy) =D %

i=1

thi tich trong nay sinh ra chuan Euclid

n 1/2
Ixll = ) /> = (Z |xl-|2) :
i=1

Nhu ta da biét, khong gian Euclid C" 1a day di. Vay C” véi tich trong trén 1a mot khong
gian Hilbert.

4.2.4 Vi du (khéng gian ¢%). Pay la khong gian vdi tich trong
<(xn)n £ (yl’l)n> = Z xn}’n
n=1
trong trudng hgp truong thuc, va
(n)us Ond) = D 5T
n=1

trong trudng hop trudng phic. Tich trong ndy sinh ra chuin

o 1/2
|G ez Il = (.02 = (Z |xn|2) |
n=1

Ta da biét 6[2.4.4] v6i chuin nay thi £2 mot 1a khong gian Banach. Vay £2 1a mot khong gian
Hilbert.
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4.2.5 Vi du (khéng gian L?). Trén L*(Q) ta c6 tich trong sau:

(f.8)= /Qfg-

Tich trong nay sinh ra chuin da biét cia L?(Q):

11> = ( Ji |f|2)1/2.

Nhu ta da biét tir[2.6.13] véi chudn nay thi L?(Q) la day di. Vay L?(Q) véi tich trong trén
12 mot khong gian Hilbert. Py 12 mot khong gian Hilbert rat quan trong. Chi y cdc khong
gian Euclid, khong gian £? 1a cic trudng hop riéng ctia khong gian nay.

4.3 Phép chiéu vudng gdéc

4.3.1 Ménh dé (su ton tai ciia anh chiéu vudng géc). Cho M la mét khong gian vecto con
dong cia khong gian Hilbert H. Vi moi x € H ¢6 duy nhdt y € M sao cho (x—y) L M.

M PmX

Hinh 4.3.2:

Ta goi y 1a chiéu (vudng goc) ciia x xudng M, ki hiéu proj m X hay PMx Nhu vay néu
M 1a mot khong gian vects con dong thi

YEM
=pux =
y=pu (x—y)L M.
NG6i cach khéac Pysx dudc dinh nghia bdi tinh chit Pysx € M va (x — Ppyx) L M. Anh xa Py,
dudc goi 1a phép chiéu (vudng goc) xubng M.

4.3.3 Vidu. Néu y # 0 thi chiéu ctia x xudng y chinh Ia chiéu x xuéng khong gian tuyén
tinh sinh bdi y, mot khong gian dinh chuin mot chiéu nén diy du, do d6 dong trong H. Dé
thiy tir truong hop mit phing, xem hinh|4.1.4] cong thiic cia phép chiéu nay la:

y y
Pyx={x,—)—.
o < ||y||> Iyl

Thuc vy ta ki€m tra dudc ngay 1a x — <x, ﬁ>

ﬁ vudng goc véi y.

I projection trong tiéng Anh nghia Ia chiéu.
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Chitng minh ménh @é|4.3.1} Dit d(x,M) = inf{||x—y|| | y € M}, day 1a khoang cach tir x
t6i M. C6 day (yp)ns1, Yn € M sao cho limy,_,e ||x — y,|| = d(x, M). Ap dung ding thiic hinh
binh hanh cho hai vectd x — y,,, va x — y,, ta co

212 = Y I? + 211 = yul > = 112 = (ym + ya)II?
2112 = Y I* + 2112 = yull* =4 1x = (ym + ya) /21
201x = ymll* + 2 [|x = yu||* — 4d(x, M)

2
Y = ynll

IA

Tur day ta suy ra (y,)n»>1 la mot day Cauchy. Vi M 1a mot khong gian con dong cia khong
gian day di H nén M 1a diy du, do d6 diy (y,),>1 c6 gii han y trong M. Suy ra ||y — x|| =
d(x,M).

Bay gio ta ching minh (x —y) L M. V6i moi t € R, v6i moi w € M thi

lx=yl? < llx—y+tw||® = (x—y+iw,x—y+tw). (4.3.4)

Trén trudng thuc diéu nay din t6i ||w|)* 12 +2¢(x — y)-w > 0 véi moi ¢ € R. Khéo sdt ham
s6 bac hai theo bién ¢ ta thiy diéu nay budc (x —y)-w = 0. Trén trudng phic thi bit dang
thuc chi dn ti phan thuc Re((x—y)-w)=0.0 thay ¢ bdi it thi dugc phan 4o
Im((x —y)-w) =0, vy (x—y)-w=0.

Tinh duy nhét ctia y c6 & bai tap m]

Chi y tinh day du da dugc dung trong chitng minh sy ton tai ctia phép chiéu.

V6i S 1a mét tap con cua khong gian tich trong H va x 1la mot vectd trong H, ta néi x
vudng géc véi S, ki hidu x L S, néu x vudng goc v6i moi vectd trong S, tic 1aVy € S, x L y.
Goi tdp vuéng goc (hay tap truc giao) ctia S, ki hiéu S* = {x € H | x L S} 12 tip hop tit ci
cac vecto trong H vudng goc véi S.

Mot s tinh chit ctia phép chiéu riit ra dudc tif phan trén dudc tdng két lai dudi day (bai
tap4.7.16).

4.3.5 Ménh dé. Cho M la mét khéng gian vecto con dong cia khong gian Hilbert H. VGi
moi x € H thi

(a) Néu x € M thi Pyrx = x.

(b) ||x—Ppxl| = inAf/I lx = y|| = d(x,M). (Hinh chiéu ciia x 1én M la diém trén M gan x

ye
nhdt.)
(c) x=Pypyx+Ppx.
(d) X1 = 1Py x|* +11Ppsox11%, do d6 || Pprx|| < 1]\

(e) Pag la dnh xa tuyén tinh lién tuc.

(f) H=M+M*, va MNM* ={0}. (Khéng gian dugc phdn tich thanh tong ciia hai
khong gian con truc giao.)

MJ_
X
X — PM
0 Pux M

Hinh 4.3.6:
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Chitng minh. (a) Tinh chét c6 tit dinh nghia ctia 4nh chiéu.

(b) Tinh chit nay dugc chifa trong chiing minh ctia ménh dé m

(¢) M* 1a mot khong gian vectd con dong (bai tap . Tinh chit c6 tit dinh nghia cla
4nh chiéu.

(d) Cong thuc Pythagore. O

4.4 Phiém ham tuyén tinh

Theo ménh dé|4.1.12} anh xa x — (x,y) 1a tuyén tinh lién tuc c6 chuin bang ||y||. Nhu viy
mdi vectd cho mot phiém ham tuyén tinh lién tuc bing céch l4y tich trong. Diéu ngudc lai
la ndi dung cuia dinh ly sau.

4.4.1 Pinh Iy (dinh Iy bi¢u dién Riesz). Cho khong gian Hilbert H trén truong F = R hodc
F = C. Vi phiém ham tuyén tinh lién tuc f : H — F bdt ki ton tai duy nhdt y € H sao cho
f(x)={x,y) vdimoi x € H. Hon nita || f|| = [|]|.

N6i ngin gon, moi phiém ham tuyén tinh trén khong gian Hilbert déu cho dudc bdi tich
trong va dudc dai dién bdi mot vecto. Ta da biét didu nay trong mon dai s tuyén tinh trong
trudng hop anh xa tuyén tinh tit R” vao R.

Chiing minh. Tinh duy nhét ctia y rit don gian, c6 & bai tap

Néu f = 0 thi ta c6 ngay y = 0.

Gia st f # 0. Ta nhan thdy néu y ton tai thi y 1 ker f, tif d6 ta c6 cach tim y dua trén hai
quan sat don gidn sau. Thi nhat, 1iy phan tich truc giao H = ker f + (ker f)* ta thiy gi4 tri
cuia f dugc xac dinh bdi gid tri cta f trén (ker f)*. Thu hai, khi f # O thi ker f chi kém H
mot chiéu (xem nén (ker f)* 1a khong gian tuyén tinh mot chiéu. Hai diéu nay cho
thiy gid tri cia f dudc xic dinh duy nhit bdi gid tri ctia n6 tai mot phan tf sinh bat ki ctia
(ker £)*. Ta lam chi tiét dudi day.

Vi ker f = £~1({0}) 1a tap déng, khong bang H, nén khong gian truc giao (ker f)*
khéc {0} va ta c6 phan tich truc giao H = ker f + (ker f)*. Liy v # 0 bat ki thuoc (ker f)*
thi v ¢ ker f, nén f(v) # 0. Pat z = ﬁ" thi z € (ker f)* va f(z) = 1. V6i moi x € H thi
fx=f(x)z) = f(x)— f(x)1 =0, nén x — f(x)z € ker f, tu do ta c6 phan tich x tuong Ung
v6i phan tich truc giao H = ker f + (ker f)*:

x=(x=f(x)2)+ f(x)z.

Dic biét néu x € (ker £)* thi x = f(x)z. VAy thuc su (ker f)* = (z) 12 mot khong gian vecto
mot chiéu (trong dai sb tuyén tinh ta da biét Im(f) = F dang ciu tuyén tinh v6i H /ker f, do
dé6 ta c6 thé du doan két qua nay).

Vecto y can tim phai 12 mot boi ctia z, tiic y = az v6i mot « € F. Ta chi can tim a. Ta c6

f(2)={zy) =(zaz) = @(z,2).

G _ 1 vy
Suyrae =17z = - Vay

1
y=—:z
2]l

O

4.4.2 Vi du. Moi phiém ham tuyén tinh trén khong gian Euclid R” déu c6 dang x +— (a,x) =
2y aix; V6i a = (a;)1<i<n € R", xem

4.4.3 Vi du. Moi phiém ham tuyén tinh lién tuc f : £> — R (trén trudng s6 thuc) déu c6
dang x — (a,x) = %2, a;x; V6i a = (a;);ez+ € > . Hon nita || f|| = ||all 2. (Xem lai bai tap

B.8.8)
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4.4.4 Vi du. Moi phiém ham tuyén tinh lién tuc Sg : L*(Q) —» Fdéucédang f — (f.g) =
fgfg v6i g € L*(Q). Hon nita ||S, || = 18]l 12(qy)- Mot chiéu ctia két qué nay da c6 & muc
Trong dinh 1y biéu dién Riesz, chii y rang || f|| = ||y||. Nhu vy tuong ting
H — H*
y = [ f(x)={(xy)

1a mot song anh tuyén tinh bao toan chudn, tic 1a mot ding ciu ciia khong gian dinh chuén.
N6i ngin gon, mot khong gian Hilbert thi dang ciu véi khong gian di ngiu cia né.

4.5 Ho truc chuén

Mot ho E céc phan td # 0 ctia mot khong gian Hilbert duge goi 1a mot ho truc giao néu
(u,v) = 0 v6i moi u,v € E, u # v. Hon nita néu ||u|| = 1 v6i moi u € E thi ho E dudc goi la
mot ho truc chudn. N6i khic di, E 12 truc chuin khi v6i moi u,v € E thi

() 1 khi u=v,
u,v) = .
0 khi wu=#v.

4.5.1 Vi du. éKhong gian R” ¢6 cd s6 truc chudn {ey,ez,...,e,}. Co 86 nay c6 tinh chét dic
biét, 1a néu véi mbi x dit x; = (x,e;) thi x = X7 xie; va |[x]|* = 20, ||

Cho E 1a mét ho truc chuan. Ung véi mbi x € H, v6i mbi e € E, ta dit x, = (x,e) € F.
Cac x, dudc cd vai tro tuong tu cac toa do cua x trong truong hgp R”.

4.5.2 Ménh dé. Cho E la mot ho tric chudn hitu han trong mot khong gian tich trong H.
Ta c6 cong thiic twong minh cho dnh xa chiéu nhu sau. Vi x € H thi

Piyx = Z P.x= Z (x,e)e.

ecE ecE

Mot hé qud la bét ddng thiic Bessel:

D) P < x.

ecE

(E ={er,e2})

Pe,x Ppyx
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Chitng minh. Ta kiém dugc ngay (x—Y,cx (x,e)e) L e vii moi e € E bing cach 1y tich

trong. Nhu vy ¥, e (x,e) e = Pgyx. Hon nita, tit[4.7.20| va[4.3.5}
DKy P =[Py < I1xIP.

ecE
O

4.5.3 Ménh daé (truc chuén héa Gram-Schmidt). Mdi khong gian tich trong hitu han chiéu
déu c6 mot co sd tuyén tinh truc chudn.

Chiing minh. Y tuéng clia cach xy dung 1a phan tich truc giao, xem Hinh Liy cic
vectd vy,...,v, 12 mot co s6 tuyén tinh. Dit

wr = Vi,

w2

w3

va =P yva,

V3 =Py :,1)V3s

Wi = Vi= P, v Vs

Bing qui nap ta c6 khong gian vectd sinh bdi ho {w1,...,w,} ciing 1a khong gian vectd sinh

b6i ho {vi,...,v,}, va ho {wy,...,w,} 1a truc giao cac vectd khac 0. Dit w;. = ﬁ ta thu
dude mot cd s truc chudn {w/,...,w,}. o

Dé c6 cong thifc tudng minh ta viét :

’

’ !’ ’ ’ ’
P({Vl,vz ~~~~~ viahVi = P({w;,w; ..... w;71}>vl‘ = <V,‘,W1>W1 + <vi’W2>W2 Tt <Vi’wi—1>wi—l’

Vay thuat todn la:

Thudt todn truc chudn héa Gram-Schmidt:
V6i mot ho doc 1ap tuyén tinh (vy,...,v,), dit

w1 =V,
’ wq
W= ——r0
Folwall

Wy =Vy— <VZ,W1>W1,

Wi =V; — <Vi,W1>W1 — <Vi,W2>W2 —ee— <Vi’Wi—1>Wi—1’
’ Wl
w;

[Iwill’

thi ho (w{,...,w;) la truc chuin va sinh ra ciing mot khong gian vectd véi ho
V1. yvp).

Viéc tim mdt co s truc chudn trong trudng hop vo han chiéu 12 muc tiéu ciia phan tiép
theo.
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4.5.4 Vi du. Trong ¢? xét ho E cic vectd e, = (0,...,0,1,0,...), n € Z*. Pay l1a mot ho truc
chuin. Néux e 2 thix Le; & xj=x-¢;,=0,dod6 x L E & x=0. Vay E la mot ho
tric chuin cuc dai, nghia 1a khong thé 1am 16n hon. Tuy nhién rd rang mot khong thé viét
mot phan tif ty y ctia £2 nhu mot t6 hop tuyén tinh ctia hitu han céc vectd e,,. N6i cich
khéc khong gian vecto (E) sinh bdi E khong thé bang £2, ma thuc ra (E) = ¢, nhu da thiy &
bai tzflp Vi ¢, day dic trong €2, tit (E) chi cAn qua gidi han ta sé dudc ¢2. Ta sé chiing
td day 1a tinh chit chung ctia khong gian Hilbert.

Khi H 12 mot khong gian tich trong khac 0 thi ton tai x € H sao cho ||x|| = 1 va do d6
ton tai mot ho truc chuin trong H. Mot ho truc chudn cuc dai (hay tdi dai) cia H 1a mot
ho truc chuin ctia H ma ta khong thé thém bat cii phan ti ndo ctia H vao ma van con nhin
dugc mot ho truc chuén, néi cach khac dudi dudi quan hé chia trong ctia tap hop thi d6 1a
mot phan td cuc dai.

Dung bd dé Zorn ta dugc:

4.5.5 Ménh dé. Trong mot khong gian tich trong khdc 0 bdt ki ton tai mot ho truc chudn
cuc dai.

Chitng minh. Néu H 12 mot khong gian tich trong khic O thi c6 mot phan ti x # 0. Khi d6
{ﬁ} 12 mot ho truc chuén trong H. Goi G 1a tap hop tit ca cac ho truc chuén trong H. Trén
G xet quan hé tht tu 1a quan hé chia trong cta tdp hgp. Gia st K € G va trén K quan hé thu
tu 1a toan phan. Dit E = |Jpx F. Nhu vay E 12 hdi clia tit ca cdc ho truc chudn ma 12 phan
tl ctia K. Ta kiém E € G va E 1a mot chiin trén ctia K. M&i phan ti e € E 1a mot phan ti
ctia mot ho truc chudn, nén e 1a vectd don vi. Néu ej,e; € E va e; # e thi ton tai Fi,F> € K
sao cho e] € Fy, ey € F>. Tac6 F) C F> hoic F, C Fy, do quan hé thi tu trén K 12 toan phan.
Chang han néu F; C F; thi ta cé ej,ep € F», vado d6 e; L ep. Vay E 1a mot ho truc chuén.
Vi E chita moi ho truc chuin thudc K nén E 12 mdt chiin trén ctia K. Bay gio b6 dé& Zorn
khang dinh G ¢6 mot phan tit cuc dai. O

Két qua sau day néi 1én y nghia cia ho truc chuin cuc dai: mdt ho truc chuin cuc dai
sinh ra dugc khong gian Hilbert bang cach 14y t& hop tuyén tinh va qua gidi han.

4.5.6 Dinh Iy. Cho ho truc chudn E trong khong gian Hilbert H. Cdc ménh dé sau la tuong
duong:

(a) E la cuc dai.
(b) Khong gian con sinh bdi E la day ddc trong H.

Vay mét ho truc chuin cuc dai sinh ra ca khong gian Hilbert bing t& hdp tuyén tinh va
qua gidi han.
Cluing minh. Gid st E 1a cyc dai. Lay x € H. Goi y = Pyx. Ta ¢ (x—y) L (E), do d6
(x—y) Le,Vee€ E. Do E la cyc dai nén phai c6 x—y = 0. szlyx_:yem. Do d6 H = (E).
Ngudc lai, gid st H = (E). Néu x L E thi x L (E),nén x L (E) = H (xem , 4.7.17),
suy ra x = 0. Vay E la cuyc dai. O

4.5.1 Khong gian Hilbert tach dugc

Néu khong gian Hilbert H c6 mot ho truc chuin cuc dai dém dudc (diéu nay dugc biét 1a
tuong duong véi viéc H 12 mot khong gian métric tach dugc, nghia 1 c6 mot tap con dém
dugc day dac) ta goi H 1a mot khong gian Hilbert tach duoc.

4.5.7 Vi du. Khong gian Euclid F”* di nhién la tich dugc. O ta da thiy £? 12 mot khong
gian Hilbert tich dugc. O ta thiy L2([0,27],R) 1a mot khong gian Hilbert tach dugc.
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4.5.8 Dinh ly. Gid si khong gian Hilbert H c6 mot ho truc chudn cuc dai vé han dém dugc
E. Gid st E duoc ddnh chi s6 la (e;);cz+. Vi moi x € H, ddt x; = (x,e;), thi:

[0e]
X = E Xi€j,
i=1

[Se]

(xy) = Y xS,

i=1

va cé ddng thitc Parseval:

(o8]
2 2
el = " 1l
i=1

RO rang céc biéu dién trén cling diing trong truong hop E 1a hitu han, chi thay tdng vo
han bang t&ng hitu han.

Chiing minh. Ta ching t6 day (X", x;e;),,, 1a mot ddy Cauchy. Do bét ding thiic Bessel
chudi 322 |x;]> hoi tu vé& mot s6 thuc, do d6 day (X7, [x;?), ., 1a mot day Cauchy. T cong
thic Pythagore ta co
2 n
= Z |x; |2-

i=m+1

n>1
n

> e

i=m+1

Diéu nay cho thiy day (X, xie;) ., 1a mot day Cauchy, do d6 hoi tu trong H. Vay ton tai
phan ti Yoy Xie;. (Xem thém ) Ta kiém tra dugc ngay (x — Y0, x;e;) L e;, Vi > 1
nho tinh lién tuc theo mot bién ctia tich trong. Do d6 x — Yo xie; =0. Vay x = 317 xie;.

Hai tinh chét con lai 12 hé qua don gian cta tinh chét nay. Do tinh lién tuc theo titng bién
cua tich trong:

(x,y) = <Z Xiei,y> = Z (xie;,y) = in (ei,y) = in)_’i-
i=1 i=1 i=1 i=1
Liy y = x ta dudc tinh chét thif ba. O

4.5.2 Khong gian Hilbert bat ki

4.5.9 B4 dé. Cho E la mot ho triic chudn. Khi dé, véi moi x € H, tdp {e € E | x. = (x,e) #0}
la dém duoc.

Chiing minh. Dit A, = {e € E | | {x,e)| > 1/n} thi do bat dang thiic Bessel, A,, 1 hitu han.
Suy ra tap

{e€E| {x,e) #0} = UA”
n=1

12 hdi ctia mot ho dém dugc cac tap hitu han nén 1a dém dugce (mot két qua cia ly thuyét tap
hgp, xem chazmg han [[7],[17]). O

Do bé dé nay nén ta c6 thé phat biéu két qua tuong tu cho khong gian Hilbert bat
ki:
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4.5.10 Dinh ly. Cho ho truc chudn cuc dai E cia khong gian Hilbert H. Véi moi x € H, ddt

Xe = {x,e), thi:
x= Z Xee.

ecE
XYy =D XeFe.
ecE
2 2
Iel? = ) e .
ecE

0 ddy chdng han ta viét x = ¥, ,cg Xee ¢0 nghia la véi mot cdch ddnh chi sé (e;);iez+ bdt ki
cho tdp (dém dugc) {e € E | x, # 0} thi x = X2, (x,e;) €;.

Chitng minh. Danh chi s6 (e;);ez+ cho tip dém dugc {e € E | x, # 0}. Nhu trong chiing
minh cho trudng hgp E 1a dém dugc, chudi Y2, x;e; 1a hoi ty. Ta kiém tra dugc ngay
(x—=272 xiej)) Le,Vee E,dod6 x— 37 xie; =0. Vay x = 37, x;e;. O

Hai khéng gian tich trong (trén ciing mét trudng) H; va H, dudc goi la ddng cdu tich
trong v6i nhau néu ton tai song anh tuyén tinh A tit H; 1én H, bio toan tich v hudng, tic 1a
(Ax,Ay) = (x,y), véi moi x,y € H. Khi d6, ta con néi A 1a mot phép dang cdu tich trong
tw Hy 1én H,.

Dé thiy ngay mot phép dang ciu tich trong thi bao toan chuin, nghia la ||[Ax| = ||x]|.
Ngudc lai do cac dang thiic & nén mot song anh tuyén tinh ma bao toan chuén thi cling
bdo toan tich trong.

4.5.11 Dinh ly. Cho E la mot ho truc chudn toi dai trong khong gian Hilbert H. Vi x € H,
ddt X la dnh xa
£:E — F
e — X(e)=x.={xe).
Khi d6 dnh xa x — % la mot phép ding cdu tich trong tiv H lén €*(E).
Vay mbi khong gian Hilbert déu dang ciu véi mot khong gian £2(E) nao do.
Chiing minh. Dit

f:H — *E)

A

X = X.

Ta kiém tra f dugc xac dinh, tic 1a ching t £ € £2(E). V6i mot cach danh chi sb (e,)pez+
bat ki cho tip dém dudc {e € E | £(e) = x, # 0} thi tir}4.5.10/ta c6 thé thiy

(o)

a2 PN 2 2 2

1S5 = sup > IR =l = |Ix]* < oo,
FCE,|F|<e g n=1

Nhu vay f bdo toan chuin. Dé ki€ém f 1a tuyén tinh. Suy ra f 1a don 4nh.
Ta kiém tra ring f 12 toan anh. Cho y € £%(E), ta c

2 _ 2
Iyl = FC;}}%@;'M“

Dung 1i luan nhu §4.5.9|ta thdy tip I = {e € E | y(e) # 0} 1a dém dudc. Panh chi s6 (e;); 7+
cho tap I nay. Dat
x = Zy(ei)ei-
i=1

Nhu trong phan ta c6 x € H ton tai. Néu e; € I thi (x,e;) = y(e;). Néu e € E \ I thi
(x,e) =0 =y(e). Suy ra £ = y. Vay f la toan anh.
Tur viéc chuén xéc dinh tich trong 6/4.7.1|ta suy ra dugc f bdo toan tich vo huéng. O
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4.6 Mot ing dung: Chubi Fourier
O phan nay chiing ta chi lam viéc trén trudng thuc. Trén L2([0,2x]), v6i n € Z*, dit

ey(t) = % cos(nt),

1
1) = —ssin(nt).
In(2) NE (nt)
Ta kiém truc tiép dugc ring ho {ﬁ,en, falne Z+} 1a mot ho truc chudn trong L2([0,27]),
xem@d.7.34

4.6.1 Ménh dé. Ho {V%?,en,fn |ne Z+} la mét ho truc chudn cuc dai ciia L*([0,27]).

Chitng minh. Day 1a chi 12 so ludc y cho mot chiing minh (c6 & [3, tr. 21]). Ta mudn chiing
minh rang khong gian vecto con ctia L2([0,27]) sinh bdi ho nay

V2r

1a day dic trong L2([0,27]). Goi S! 1a dudng tron don vi trong R2. Anh xa

N
1
A= <{_,€n’fn | n EZ+}> = {a0+2ancos(nt)+bnsin(nt) | N €Z+}.
n=1

¢:[0,27] - §!
t > (cost,sint).

sinh ra mot song anh gitta tdp cac ham f xac dinh trén [0,27] thoa f(0) = f(2x) v6i tap hgp
cdc ham xéc dinh trén S'. Dit B = {f € C([0,2x]) | £(0) = f(2n)} thi A C B. Anh xa ¢ sinh
ra song anh bao toan chuin ¢, giita B va C(S'). Tap ¢.(A) 1a mot dai s6 con tach diém clia
C(S"), do d6 ¢.(A) day dic trong C(S') theo dinh ly Stone—Weierstrass. Mit khac ngudi ta
biét C(S') day dic trong L2(S!). Tir d6 c6 thé suy ra ¢.(A) day dic trong L2(S'). Do d6 A
1a day dic trong { f € L*([0,2x]) | £(0) = f(27r)}, nhung day ciing chi 1a L([0,27]). O

Nhu viy theo[4.5.8/mdi ham & € L*([0,2x]) déu c¢6 phan tich

1 1 <
h= <h’\/7_7r> \/T_ﬂ +;(<haen>en + <hafn>fn)

Vay bat ki ham binh phuong kha tich nio ciing x4p xi dugc bang tdng ciia cac ham lugng
gidc. Luu y & ddy ta chi c6 xp xi ham theo chudn L? chi khong phai x4p xi tiing diém.

Tom tit lai, véi ag = (h#) By = (hen) L, by = (1) L,

Cong thiic khai trién Fourier:

(o8]
a
h= ?O +Z(an cosnt + by, sinnt)

n=1

véi

1 2
a, = —/ h(t)cos(nt) dt, n > 0,
T Jo

1 2
b, = —/ h(t)sin(nt) dt, n > 1.
T Jo
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4.6.2 Vidu. Cho f(x) = x, x € [0,27]. Tinh truc tiép theo cong thiic trén ta dugc ag = 0, va
v6in > 1 thi a, =0, b, = —2/n. Viy chudi Fourier cta f la

(o)

2.
- E =sinnx.
n

n=1

X
fun2

0 1 2 3 4 5 6
X

Hinh 4.6.3: Ham f(x) = x, x € [0,27], va tdng 8 phan t{ dau ctia chudi Fourier cia ham nay.

Chudi Fourier ¢6 nhiéu ting dung nhu vao viéc tim va xép xi nghiém cta phuong trinh
(c6 thé doc & [[12]]), qua d6 c6 ting dung vao trong ki thuat, nhu trong xi Ii tin hiéu, chang
han mot loai x4p xi Fourier dugc cai dit trong dang tap tin 4m thanh mp3 dé nén di liéu.

4.7 Baitap

4.7.1. / Tich trong tinh dudc tif chuén sinh béi tich trong doé:

(a) Trén truong thyc thi

1
(xy) = 7 (I 1P =lhe=y12)

(b) Trén truong phuc thi
1 2 2\, 1y, T )
(xay) = 7 (I 1P = e = yI2) + 7 (i e+l =i = ivl?)

4.7.2. Chiing t trén trudng thuc thi x Ly & |lx+y|* = [|Ix]|> + ||y]|*>. Piéu nay c¢6 ding trén
trudng phuc?

4.7.3. Cho khong gian tich trong H trén trudng R.

(a) Ching té véi moi a,b € H thi
lla+blllla=bll < llall*+ 151>
(b) Tim diéu kién cin va di dé dang thiic x4y ra trong bit dang thiic trén.

4.7.4. Trong mot khong gian tich trong, ching té néu x,, % xva Vn by v thi (X, yn) = (x,y).
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4.7.5. Trong mot khong gian tich trong, gi st (x,)nez+ VA (Vn)nez+ 12 hai ddy trong qua cau don vi
va lim,, 0 (X, V) = 1. Chiing t6 lim,, o || X, — yu|| = 0.

4.7.6. Trong mot khong gian tich trong E, cho x € E va A C E. Ching td néu x L A thi x L A.

4.7.7. Trong mot khodng gian tich trong E, cho yi,y; € E. Gid st Vx € E,{x,y;) = {(x,y2). Ching to
yi=y2.

4.7.8. Chung to {P véi p # 2 khong phéi 1a mot khong gian tich trong.

4.7.9. Cho H la mot khong gian tich trong va M C H. Chiing t6 M~ 1a mot khong gian vecto con
doéng cua H.

4.7.10. Cho M 1a mot khong gian con dong ctia khong gian Hilbert H va M # H. Chung t6 M+ # {0}.
4.7.11. v Cho H la mot khong gian tich trong va x € H.

(a) Chiing té rang x* chinh la nhan cta phiém ham y — T(y) = (y,x), tic la x* = kerT =
T71({0}).

(b) Chiing té rang x* 1a mot khong gian vecto con déng ctia H.

Mt = ﬂ xt.

xXeM

(¢) Cho M c H. Chiing to

(d) Suyra M+ la mot khdng gian vectd con dong ctia H.
—\ L

(¢) Ching o M* = (M) .
4.7.12. Cho M la mot khong gian vectd con dong cia khong gian Hilbert H. Ching t6 x L M khi
va chi khi ||x|| = d(x,M). Két qua nay con diing khong néu bé gia thiét M 1a déng?
4.7.13. Cho M 1a mot khong gian vectd con dong ctiia khong gian Hilbert H. Ching t6 M = (M*)*.
Két qua nay con diing khong néu bé gia thiét M 1a déng?
4.7.14. Trong khong gian Hilbert H cho a # 0. Ching to

_ [xa)]

d(x,a™)
llall

Ung dung, trong khong gian Euclid R3 hay tim lai cong thic cho khoang céch tit mot diém p = (x,y,z)
t6i mot mat phang ax + by +cz = 0.

4.7.15. / Véin € Z* cb dinh goi M 1a tap tit ca cc day sb thuc bang 0 tif phin ti thd (n+ 1) tr6 di,
tic M = {(x1,x2,...,%,,0,0,...) | x1,...,x, € R}

(a) Hay kiém M 1a mot khong gian vectd con ctia £2, do d6 1a mot khong gian dinh chuén con
ctia €. Hay x4c dinh s6 chiéu ctia M.

(b) Chiing minh M 14 mdt tip con déng ctia £2. Hoi M c6 1a mot khong gian Hilbert khong?
(c) Xét anh xa
Py:t* - M
X =(X1,%0,. s Xpy...) > (X1,x2,...,%,,0,...).
Nhu vy anh xa Py, chi giif lai n toa d6 dau tién ciia x, cic toa do con lai dudc gan thanh 0.
Hay kiém Pj; 12 mot anh xa tuyén tinh.

(d) Hay kiém ring véi moi x € €% thi (x — Ppsx) L M. Viy Py, chinh 1a phép chiéu tir £2 xuéng
M.

(e) Ching t6 || Parx|| < lx]|.

(f) Chiing td Py, 12 mot anh xa tuyén tinh lién tuc.
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(g) Hay tim khong gian truc giao cia M, tdc M*.
(h) Hay tim ImPy, va ker Py, tic tdp anh va tdp nhan ctia Py,.
4.7.16. Chung minh ménh dém

4.7.17. / Cho H la mot khong gian Hilbert. Cho @ # M,N c H. Diéu nao sau day 1a ding?
(a) M+ #£0.
(b) Mc N = M*cN*.
(c) MCN = NtcM*
d MEN = N*gM*
(&) M*=M"*.
O M*=(M)".

4.7.18. Kiém day 12 mot phiém ham tuyén tinh lién tuc va tim chuin:

T:L*((0,1) >R
1
— dx.
f [:ﬂMxx

4.7.19. Cho (aj,---,a,) la mot co s tuyén tinh ctia R” va @, -, @, 12 n sd thuc duong. VGi moi
x =", xia; vay = ya; trong R" ta dit

n
fly) = Zaixi)’i~
i=1

Ching minh f 1a mot tich v6 hudng trén R", véi tich vo hudng nay thi R" 1a mot khong gian Hilbert,

(a1, -+ ,a,) 1a mot ho truc giao, va (cxl—l/zal,- - ,a,;l/zan) 14 mot ho tryc chuén.

4.7.20. Cho (e;);-;,..
trong F. Chiing minh ”2?:1 c,-e,~||2 =20 lei

,» 1a mdt ho tryc chudn trong mot khong gian tich trong H va mt ho (c¢;);-;
2
|<.

..... n

4.7.21. Chiing td trong mot khong gian tich trong thi mot ho truc giao bat ki 1a mot ho doc 1ap tuyén
tinh.

4.7.22. Cho (ey,), cz+ 12 mot ho truc chuin trong mot khong gian Hilbert H va (¢, )ez+ € €2. Chiing
minh:

(a) Chudi Y cpe, hoi tu trong H.
) (|25 cnenll = T lenl.
4.7.23. Cho (e,),cz+ 1a mdt ho tryc chudn trong mot khdng gian Hilbert H. Chiing t6 v6i moi x € H:
@ Ty {xen) [ < ]
(b) lim,_ {(x,e,,) =0.

4.7.24. Gia st E 1a mdt ho truc chuén cuc dai trong khong gian Hilbert H, va x,y € H. Chiing to
néuVe € E, (x,e) = (y,e) thix = y.

4.7.25. Xét khong gian Hilbert L2([0,1],R) trén trudng thuc. Cho f(x) = x va g(x) = x2,0< x < 1.
(a) Tinh || fllz> va llgllza.
(b) Tinh (f.g)>.
(c¢) Tinh Pgf.
(d) Tim ke L*([0,1],R)saocho h #0va h 1 g.

4.7.26. Xét khong gian Hilbert H = L*([0,1],R). Goi M 1a tap hop tit ca cac ham hang trén [0,1].
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(a) Chung té M la mot khong gian vectd con cua H.
(b) Chiing té {1} 12 mot co sd truc chuin ctia M.
(¢) Visao M la khong gian vectd con dong ciua H?

(d) Cho ham f(x) = x. Tim Py, f.

4.7.27. / Trong khong gian Hilbert L2([0,1],R) hay tim mot co s& truc chudn cho khong gian vectd
con sinh béi cdc ham 1, 7, 2.

4.7.28. / Trong khong gian Hilbert L2([0,1],R) cho f(¢) = #>. Tim hinh chiéu ctia f va khoang cach
tif f t6i cac khong gian vectd con M v6i M 1a tap hop cac da thiic c6 bac nhé hon hay bing 1.

4.7.29. Trong khong gian Hilbert L2([0,1],R) cho f(t) = 2.
() Pit M = {x € L*([0.1]) | J; x(r) dt = 0}. Chiing t& M = (1)*.
(b) Tim hinh chiéu ctia f va khoang cach tif f t6i M.
4.7.30. Trong khong gian Hilbert L*([0,1],R):
(a) Ching minh ring ho E = {1,sin27rx,cos4xx} 1a tryc giao.
(b) Goi M 1a khong gian tuyén tinh sinh bdi ho E trén, hdy tim hinh chiéu Py, f véi f(x) = x.

4.7.31. Cho M la mot khong gian con déng ciia khong gian Hilbert H. Cho x € H. Chiing t3 chiéu
clia x xudng M la duy nhit. Cu thé hiy ching té néu y; va y, thuoc M thda (x —y;) L M va
(x—1y3) L M thi y; = y,, theo cac budc sau:

(a) Chungtd (y;—y2) L M.
(b) Ching té (y1 —y2) L (y1 —y2).
(¢) Chiing té y; —y, =0.

4.7.32. Trong khong gian dinh chuin £2 goi e; =(1,0,...), e2 = (0,1,0,...). Ching té tOn tai mot
phiém ham tuyén tinh lién tuc f trén €% sao cho f(e;) = 1 va f(e;) = 0, biang mdt trong hai cach sau:

(a) Dung dinh ly Hahn—Banach.

(b) Xét phiém ham tuyén tinh trong khong gian tich trong dai dién béi e;.

4.7.33. * Trong khong gian dinh chuin £2 goi e; =(1,0,...), e2 = (0,1,0,...), e3 = (0,0,1,...)...
Chiing t3 day (e,), > hoi tu yéu (xem [3.8.28) nhung khong hoi tu.

4.7.34. / Trén L*([0,27],R), v6i n € Z*, dit
(1) = = cos(n)
en(t) = — cos(nt),
n Vr
fult) = = sin(an)
- (1) = — sin(nt).
T
Hay kiém truc tiép riang ho {ﬁ,en, fulne Z+} 1a mot ho truc chuén trong L2([0,27],R).

4.7.35. Tim khai trién Fourier ciia ham:

0, ()Sx<%,
@ fx)=11, Z<x<¥Z

0, 37”<xs27r

X, 0£x<%,
®) f(x)=17r-x, F<x<¥,
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4.7.36. Cho f € L2([0,27]) va L + 3> | (ay cos(nt) + by sin(nt)) 1a chudi Fourier cta f. Ap dung
déng thiic Parseval, chiing to

al &

70+Z a, +b2 / f(x)?* dx.

n=1

4.7.37. Ap dung ding thiic Parseval cho ham f(x) = x trén [0,27] (xem 4.6.2), chiing t6

= 1 B 72
§ —=%
4.7.38. Tim khai trién Fourier ciia ham

F) = {2 0<x<mn,

(x-27)%, m<x<2nm.

Ap dung déng thiic Parseval, ching to
1 B nt
E =%

4.7.39. * Cho H va K la hai khong gian Hilbert trén cung mot truong F. Gia st T : H — K 1a mot
4nh xa tuyén tinh lién tuc. Véi y € K, dit v6i mdi x € H:

f(x)=(Tx,y).
(a) Chiing to f 1a mot phiém ham tuyén tinh lién tuc trén H.

(b) Ap dung dinh Iy biéu dién Riesz, chiing to ton tai duy nhit mot phan ti cta K, dit 1a Ty,
thda
VxeH, f(x)=(x,T"y).

(c) Chiing té 7* 12 mot 4nh xa tuyén tinh lién tuc tit K vao H. Toan ti T*, dudc xac dinh bdi tinh
chét
(Tx,y) ={(x,T*y),Vx € HVy €K,

dugc goi la todn ti lién hop ciaT.

4.7.40. * Pay 1a mot két qua vé tinh todn chuin cla 4nh xa tuyén tinh trén R”. Cho T : R" — R”
tuyén tinh. Goi T* 1a todn ti lién hop clia T, dudc dinh nghia bdi

(Tx,y) =(x,T"y)
v6i tich vo huéng Euclid.
(a) Chiing t6 ma tran biéu dién [T*] 1a ma trin lién hop ctia ma tran [T7].
(b) Chiing té dnh xa tuyén tinh T*T c6 n gia tri riéng thuc khong am.
(c) Chiing to tdn tai mdt co s6 truc chudn {e; | 1 <i < n} gdbm cic vecto riéng e; ing Vvéi tri riéng

A; ctia T*T. Hay kiém rang véi chuin Euclid ||-||, thi

2
I7xl13

(T"Tx,x) = z”: xi(T*T)(ei)aZn:xiei

i=1 i=1

n
= Z/lixl-z < maxd; ||x||%.
L

(d) Hay kiém ring ||T|| = Vmax; <<, A; trong dé A; 1a cac gia tri riéng ctia T*T.
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Hudng dan hoc tiép

Bén canh nhiing khao ctiu chuyén siu hon cic dé tai da xuit hién trong mon hoc nay, Giai
tich ham con nhiéu dé tai 16n chua xuat hién & day nhu cac dinh ly Baire, dinh 1y Banach-
Steinhaus, tri riéng va phd clia todn td, khong gian dbi ngiu, dai s6 todn ti. Ngudi doc c6
thé€ xem qua nhiing tai liéu niang cao hon nhu [2], [31, [3], [8], [10].

Dudi day 1a danh siach mot s6 mon hoc va linh vuc st dung va phat trién cic noi dung
cua modn Giai tich ham:

Giai tich ham phi tuyén.
Giai tich thyc: khong gian LP, khong gian Sobolev.

Phuong trinh dao ham riéng: nghiém suy rdng ... Cac phuong trinh dao ham riéng
dudgc st dung rat rong rai &€ mo hinh héa céc hién tuong vat Ii va xa hoi.

Giai tich s6: li thuyét xip xi, phuong phap Garlekin, phuong phap phan tit hitu han dé
giai xAp xi nghiém ctia phuong trinh dao ham riéng.

Téi wu héa: qui hoach phi tuyén.

Xt 1i tin hiéu s6 trong Tin hoc.



M

Ggi y cho moét sO bai tap

2.8.15 Khong gian dinh chuén la lién thong nén tap viia déng vita mS phai 1a 0 hodc ca khong gian.
2.8.24] Dung tinh cong tinh dém dudc ctia do do.

28200 DS bién u=1+e™ vaviét ot = 45—

Dung bét déng thiic Cauchy.
3.8 Dung bét dang thiic Holder.
B.8.12] Dung dinh 1y Ascoli.
Dung[3.83]

3.8.14 Tham khéao muc

3.8.22] Ap dung dinh ly Hahn-Banach cho khong gian sinh bi vectd y — x va phiém ham tuyén tinh
f dinh nghia trén d6 sao cho f(y—x) # 0.

3.8.23] Ap dung dinh ly Hahn-Banach cho khong gian sinh bdi vectd x va phiém ham tuyén tinh f
dinh nghia trén d6 sao cho f(x) = ||x||.

Ap dung dinh 1y Hahn-Banach cho khong gian sinh bdi M va x va phiém ham tuyén tinh f
dinh nghia trén d6 sao cho f(M) = {0}, f(x) # 0. D thiy tinh lién tuc cta f, dung[3.8.21
hoiic chiing minh tryc tiép gidng phan du clia chiing minh ctia dinh ly Hahn-Banach. Van dé
lién tuc ctia f tuong dudng véi viéc ton tai s6 thuc @ > 0 sao cho Vy € M, |[x—y|| > a, tiic
1a dong nghia véi d(x, M) = inf{d(x,y) | y € M} > 0, va ddng nghia v6i x khong phai 1a mot
diém dinh ctia M.

3.8.26] Dung[3.8:23]

3.8.21] Gia st Ax # 0. Gia st ker A 12 déng. Theo bai[3.8.20|thi X = ker A + (x). D€ thiy tinh lién tuc
ctia A 1am tuong tu phan dau ctia chitng minh ctia dinh ly Hahn-Banach. So sanh bai [3.8.25

4.7.8 Dung dang thiic hinh binh hanh.
4.7.12] Dung[4.3.3] hodc ding y trong chiing minh cta[d.3.1]
4.7.19] Cic chuan trén R” déu tuong duong.

4.7.18] Phiém ham cho bdi tich trong.

4735 (a) 1 +2 332 (-1 215 cos(2k + 1)x.
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Chi muc

E*,[39]
L(E,F),[36

anh xa co,[12]
4nh xa tuyén tinh bi chin,

bao déng, [§]

bét dang thic Bessel,

bét dang thiic Holder,

bét déng thiic Minkowski,
bi chin,

b6 dé Zorn,

c0 s tuyén tinh,
6 sG vecto, [16]
C,cn 16

chiéu,

chuén,

chuén Euclid,

compc,

day dic,[13]

day Cauchy, [T0]
day hoi ty, 9]

dang céu topo,
ddng céu tich trong,
déng thiic Parseval,
day da,

diém,

diém bét dong,
diém bién, 9

diém dinh,

diém trong,

dinh 1i Hahn-Banach, 40|

dinh 1y Ascoli,

dinh ly Bolzano-Weierstrass,
dinh 1y hdi tu bi chan,

dinh ly Stone—Weierstrass,
dong lién tuc,

dong phoi,

do do dém,

do do Lebesgue, [24]

doc 1ap tuyén tinh,

gi6i han, [9]

ham do dugc, 24]

hau khip,

hé tryc giao, [53]

ho truc chuén,

ho truc chuén cuc dai,
hoi tu yéu,

khong gian (métric) con, [I0]
khong gian Banach,

khong gian c6 khoang céch,
khong gian day dii hoa,

khong gian dinh chuén,

khong gian dinh chuan con,
khong gian do,

khong gian dbi ngau,

khong gian Euclid phiic n-chiéu,
khong gian Euclid thuc n-chiéu,
khong gian Hilbert,

khong gian Hilbert tach dugc,[57]
khong gian métric,

khong gian vecto,

khong gian vectd con, [I3]

khong gian vectd vo han chiéu,

lién tuc,[9]
lién tuc déu,

métric Buclid, [§]
métric,[7]

nhan, 46|

nhan cta todn ti tich phan, 40|

phan bién, |§|

phan trong, |§|

phép ding cu metri
phép ding céu topd,
phép dang cu,

phép dong phdi,
phiém ham,

tap dong, [§]
tap m6, 3|
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tap truc giao, 53]

tich phan,

tich phan Lebesgue, [24]
tich trong,

toan tif compac,
toan ti lién hop, [63]

tri mat, [13]

vecto, [13]
vudng goc, 49
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