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Gigi thiéu

Day 1a gido trinh cho cac mon todn Vi tich phan 2 cho khéi B va C (cidc nganh ngoai
toan) do Bo mon Giéi tich (Khoa Toan - Tin hoc, Truong Dai hoc Khoa hoc Ty nhién,
Dai hoc Qubc gia Thanh phd Ho Chi Minh) chi tri bién soan.

e Tham gia bién soan: Ly Kim Ha, Nguyén Vit Huy, Bui Lé Trong Thanh, Nguyén
Thi Thu Van, Huynh Quang Vi

e Tham gia danh may LaTeX: Ho Thi Kim Van
e Tham gia vé hinh: Nguyén Hoang Hai
e Ngudi bién tap hién nay: Huynh Quang Vii. Lién hé: hqvu@hcmus. edu.vn

Tai lieu nay c6 trén trang web cia Bo mon Giéi tich & dia chi
http://www.math.hcmus.edu.vn/giaitich hodc
https://sites.google.com/view/math-hcmus-edu-vn-giaitich

Gido trinh dang dugc tiép tuc xay dyng. Ngudi doc vui long gdi gép ¥ vé cho ngudi
bién tap theo dia chi trén.

Mbi muc tuong ng véi khoang mot budi thao luan trong 16p hoc. Nhitng phan c¢6 danh
dau * la phan bd sung, md rong, nang cao, khong bat buoc.

D6i tugng cha gido trinh

Sinh vién cac nganh cong nghé thong tin, dién tit - vién thong, hai duong, khoa hoc
vat lieu, vat 1y (mon toan B) va dia chat, hoa hoc, moi truong, sinh hoc, cong nghé sinh
hoc, ... (mon toan C). Sinh vién nganh toan ciing c6 thé dimng gido trinh nay lam tai liéu
tham khao.

Muc tiéu cha giao trinh

Gi4o trinh nham dung lam tai lieu gidng va hoc phép tinh vi phan va phép tinh tich
phan ctia ham nhiéu bién, véi trinh do tuong dong véi mot sé gido trinh vi tich phan pho
bién quoc té nhu [Stel6], sat v6i chuong trinh dao tao hién hanh ctia Truong Dai hoc Khoa
hoc Ty nhién - Dai hoc Qubc gia Thanh phé Ho Chi Minh. Muyc tiéu chinh gom: trang
bi hiéu biét khoa hoc dai cuong, rén luyén kha ning tu duy chinh xac va tinh toan dinh
lugng, cung cap cong cu toan hoc cho ciac nganh khoa hoc ky thuat.

Viéc gidng day ctiia gidng vién trén 16p ciing nhu viéc hoc va tu hoc ctia sinh vién khong
nhat thiét theo hét noi dung gido trinh. Dé phuc vu nhiéu déi tugng sinh vién, gido trinh
da chita nhiéu chitng minh chinh x4c cho cdc ménh dé, nhiéu vi du va bai tap tir dé hon
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t6i kho hon, va mot s6 phan md rong, nang cao. Mbi giang vien va sinh vién c¢6 thé chon
bd qua mot s6 ndi dung, dé nhitng phan con lai dé ty hoc them.

Moén toan C bd b6t mot sé phan trong gidgo trinh nay va cé thé giam bét mite do chit
ché va chi tiét trong cac 1y luan.

Phuong phap day va hoc

Muc tiéu st pham nhan manh: hiéu khai niém, tang cuong nang lyc tu duy v nang
lire tinh toan, tiép xtc véi mot s6 ting dung. Viéc gidng day va hoc tap nham tdéi ca 3 tieu
chi trén, khong qua tap trung mot tiéu chi ma bdé qua mot tiéu chi nao:

(a) Hiéu cac khai niem, két qua va phuong phap chinh;

(b) Phat trién tu duy bing viéc thao luan mot s 1y luan toan hoc chat ché. Cac khai
niem khac khi c¢6 thé sé gidi thich & mitc do nhat dinh. B6 sung cac giai thich tryc
quan, dinh lugng va miéu ta y tudng;

(c) Tang cuong k¥ nang tinh toan, huéng dan st dung phan mém tinh toan;

(d) Giéi thieu mot s6 vi du ting dung cu thé.

Vé day va hoc d¢ng dung

Gido trinh gidi thieu mot s6 itng dung vao ciac nganh khoa hoc kj thuat va c6 mot sb
bai tap tng dung hodc dit trong khung canh tng dung. Ching han phan Giai tich vecto
thé hién dic biét 6 tiém nang hitu ich cho nganh Vat ly.

Tuy nhién ngusi doc nén luu ¥:

(a) Ham lugng ting dung dugc thao luan trén 16p bi han ché béi thoi lugng danh cho
mon hoc, vi vay sinh vién can danh thoi gian tu hoc.

(b) Dé c6 thé ting dung dugc toan hoc vio mot nganh thudng can trinh do chuyén mon
tuong ddi cao trong nganh dé. Ching han, muén ap dung duge phép tinh vi tich
phan ham nhiéu bién vao mot nganh thi ngudi ta phai é trinh do c6 thé xét nhiing
mo6 hinh nhiéu bién c6 tinh lién tuc trong nganh do.

(c) Toan hoc ¢6 chitc nang chinh 14 nghién cttu chung nhitng quan hé s6 lugng, hinh
dang, cau tric biang phuong phap suy luan. Viéc 4p dung céac hiéu biét chung do6
vao timg linh vire thyc té cu thé thudng la cong viéc clia nhitng chuyén gia trong
cac linh vyc nay.

Vi thé sinh vién cic nganh khoa hoc ki thuat nén hoc tét cac mon toan vi tich phan
dé c6 thé tng dung ching vao nganh ciia minh khi hoc cdc mon chuyén nganh nang cao
Ve satl.



— Chuong 1
Phép tinh vi phan cua ham nhiéu
bien

1.1 Khong gian R”

Khoang 300 nam truéc Cong nguyén, nha toan hoc Hy Lap Euclid viét bo sach “Co
s§ ctia hinh hoc”, tdng két hiéu biét hinh hoc duong thoi. Ngay nay hinh hoc phing va
hinh hoc khong gian ba chiéu ma Euclid trinh bay v6i hé thong tien dé va cac chitng minh
bing suy dién toan hoc vain dugc hoc & trudng trung hoc phd thong.

Phat trién tir hinh hoc Euclid, trong chuong nay chiing ta sé xét khong gian Euclide n-
chiéu. Nhung phuong phap ctia chiing ta 1a phuong phap Hinh hoc Gidi tich ctia Descartes,
theo d6 diém sé tuong 1ing véi s6, nhd dé6 quan hé hinh hoc dude dién ta bang quan hé
s6 lugng. Cu thé hon, cling nhu mon Vi tich phan ham mot bién (xem [BmgtI]), mon Vi
tich phan ham nhiéu bién dit trén co s trén tap hgp cac sd thye, va mic du ching ta sé
diing hinh vé va truc quan dé dan dat nhung méi suy luan chi duge coi 1a chit ché khi no
niam trong hé thoéng suy luan tir tap hop s6 thic bing cac quy tic suy luan toan hoc.

Phat trién ciia ching ta vAn nhiam t6i sy tuong thich va chia cac trusng hop sb chiéu
n=1,n=2,n=3matadahoc § trung hoc phd thong, ngudi hoc néu gip khé khan véi
truong hop tong quét thi trude tien cé thé chi xét cac truong hop nay, khi dé noi dung
clia muc cd ban da c6 trong sach gido khoa trung hoc phé thong [SGKTH].

Trén tinh than do6, ching ta bat dau mon hoc vé6i dinh nghia cho nhitng khai niém cén
ban nhu khong gian, diém, vecto, dudng thing, mit phang, ...

Vé6i mbi s6 nguyén duong n, tap hop R™ 14 tap hop tat ca cac bo ¢ thit tu n s6 thuc.
Vay R" = {z = (x1,22,...,Tpn) | T1,22..., 2, € R}. SO thuc z; dugc goi la thanh phan
hay toa dé thit i clia phan ti x.

1.1.1 Vecta, diém, chiéu dai, khodng céch, tich trong

Khi tap hop R™ dugc trang bi cac phép toan nhat dinh thi né duge goi 13 mot khong
gian vectd, va cac phan tit clia né ciing duge goi 1a cac 'vecto’ Doi khi, dé nhan manh
viéc nhin phan t x dué6i khia canh vecto ngudi ta dung ki hiéu # hay =z, dac biet khi
n = 2,3. Cac phép toan d6 gom phép toan cong va phép toan nhan, duge dinh nghia nhu
sau. Phép cong + cta hai vecto x = (z1,z2,...,2y) V& y = (y1,Y2, - -, Yn) cho ra vecto

r+y=(r1+y1, 22+ Y2, .., Tn + Yn).

Ltir vector trong tiéng Anh chi mot doan thing c6 huéng, hay mot dai lugng c6 hudng di chuyén
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4 CHUONG 1. PHEP TINH VI PHAN CUA HAM NHIEU BIEN

Phép nhan ctia vects x vé6i s6 thic a cho vecto
a-x = (ax,ars,. .., 0Ly).

Hai phép toan + va - ¢6 cac tinh chat ma ta dé dang kiém tra dudc tit cac tinh chat
ctia sb thuc:

Meénh dé 1.1.1. Vdi moi x,y € R, vdi moi a, 3 € R:
(a) v+y=y+u,
(b)) (x+y)+z=z+(y+2),

(c) v6i O la vecto cé tat cd cdc thanh phan bing 0, nghia la 0 = (0,0,...,0) (thuong
duge goi la diém gbc toa do va thuong duge ki hiéu la bing chit cdi O , thi
z+0=04+2==x,

(d) ton tai vecto doi —x = (—1) -z = (—x1,—x2,...,—Ty) sao cho z + (—x) =0,
(e) 1-x=uz,

(f) a-(B-z)=(a-p)

(9) (a+B) z=a-z+p5- 1,

(h) a-(z+y)=a-z+a-y.

Vé sau dé ki hieu don gian hon ta thuong bd di dau cham dé ki hieu phép nhan & trén,
vi du viét 2z thay vi 2 - .
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Hinh 1.1.1: Hinh 4nh minh hoa cho toa do ctia mot diém (z,y, z) trong R3.

Nhing tinh chét trén phit hgp véi céc trudng hop rieng R, R?, R3 da biét. Tuy vay c6
mot diém khac biet dang chi ¥ 1a trong cac trudng hop riéng nay, ciing nhu trong vat 1y,
ta thudng hinh dung mot vecto 1a mot doan thang c6 hudéng, duge xéc dinh bdi mot cip
c6 thit ty hai diém, mot diém dau vh mot diém cudi; tic 1a vecto trude day 1a cé gbe. Con
vectd nhu ta vita dinh nghia trén, khong di kem khai niém gbc, trude day c6 khi duge goi
l1a “vecto tu do”.

2trong tiéng Anh “origin” nghia 13 “gbc”.



1.1. KHONG GIAN RY )

Khong gian vectc R™ ¢6 mot bo dac biét cac vecto
(e1 = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1))

6 tinh chat dé thay 1a véi mot vecto z = (z1, 2, ..., x,) bat ki trong R™ thi

n
T = E xX;€;.
i=1

B0 trén dugce goi la co sd vecto chinh tdc ctia R™. Ta noéi rang n 1a 36 chiéu cia khéng
gian vecto R™, béi vi R” ¢6 mot co sé vectd gom dang n phan tit, vi moi phan tit ciia R"
déu nhan dudc tit co sd d6 bang phép cong vectd va phép nhan véi s6 thie, nhu thé R™
c6 diing n “chiéu” doc lap, ti do.

Mbi vecto c6 mot chi¢u dai, hay do 16n, duge goi la chiéu dai Euclid, ki hicu la |z|,
con duge goi la chudn ciia vecto (dic biet khi n > 3), ki hieu 1a ||z[|, cho bdi

Izl = o] = y/a? + a3 + - + 2.

Trong trudng hop n = 1 do 16n nay chinh 1a gia tri tuyét doéi ciia s6 thue.
Chiéu dai vectd c¢6 cac tinh chat:

Meénh dé 1.1.2. Vdi moi x € R™, vdi moi o € R thi:
(a) |lz[| =0,
(b) ||z|| = 0 khi va chi khi z =0,
(c) llaz|| = [af ||z,

Hai phan tit @, y bat ki ctia R™ lai ¢6 mot khoang cach gitta ching, ki hi¢u la d(z,y),
dugce goi la khodng cdach FEuclid, cho béi

d(x,y) =y —zll = /(g1 — 21)? + (y2 — 22)> + - + (Yo — 2a)?.

Trong truong hop n = 1 khodng cach nay chinh la chiéu dai thong thudng ctia mot doan
s6 thuc. Trong truong hop n = 2 va n = 3 khoang céach tit x t6i y bang chiéu dai ciia vecto

di tit = t6i y, xem Hinh va

Ta thay

nghia 1a khoang cach tit diém z t6i diém y ding bing chiéu dai vecto y — z. Mat khac,
chiéu dai vects = chinh bing khoang cach tit diém 0 t6i diém x.
Khoang cach c6 cac tinh chat sau:

Meénh dé 1.1.3. Vdi moi x,y € R™ thi:
(a) d(z,y) 20,
(b) d(xz,y) =0 khi va chi khi z =y,
(¢c) d(z,y) = d(y,z).

Trén R™ ta con c¢6 mot tich vo hudng ciia hai vectd, tong quat hoa tich ciia s6 thuc va
tich vo hudng trong R?, R? ma ta da biét, dudc goi la tich vé hudng Euclid hay tich
trong Fuclid, cho bdi

-y = (r,y) = T1y1 + T2y2 + - - + TpYn.

Phép toan tich vo huéng c6 cac tinh chat sau:
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Hinh 1.1.2: Khoang cach Euclid, truong hop hai chiéu.

V(@2 —21)2+ (y2 — 11)? + (22 — 21)?

|20 — 21

-7 ($27y272z)

7
’
’

L \\\ rsﬂ»
/ ryz—yn/ N
|

‘ y

\/(332 —x1)? 4+ (y2 — y1)?

Hinh 1.1.3: Khoang cach Euclid, truong hgp ba chiéu.

Meénh dé 1.1.4. Vdi moi z,y, 2 € R?, vdi moi a € R thi:
(a) x-x >0,
(b) x-x =0 khi va chi khi x =0,
(c)x-y=y-x
() z-(y+z)=z-y+uz-z
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(e) (ax) -y =a(x-y),

Ta c6 ngay quan hé gita tich vo huéng va do 16n Euclid:

lz|| = vz - .

Meénh dé 1.1.5. Vdi hai phan ti¢ bat ki « va y trong khong gian Euclid R™ thi

z-y <zl - lyll-

Dau bang xdy ra khi va chi khi x va y ti lé vdi nhau, tic la cé s6 thuc a sao cho x = ay
hay y = az.

Ching minh. Gid st © = (z1,22,...,Tn) V& Yy = (Y1,Y2,--.,Yn). Ta cod
Ty =2T1Y1 +T2Y2 + -+ TpYn

trong khi

lall -yl = /23 + a3+ + a2\ s+ a3+ 42,

nhu vay bat dang thic
z -y < ] - [yl

chinh 1 bat déng thiic Buniakowski [| cho s6 thiyc. Tit diéu kién x4y ra dang thiic trong
bat dédng thiic Buniakowski, ddu bing x4y ra khi va chi khi = v& y ti lé v6i nhau. O

Ta c6 mot tinh chat quan trong sau:

Ménh dé 1.1.6 (Bat ding thiic tam giac). Vi ba phan tit bat ki x, y va z trong khong
gian Fuclid R™ thi

(a)

[z +yll < llzll + llyll,

(b)

d(z,y) < d(z,z)+d(z,y).

Tinh chat nay dudc goi la bat déng thic tam gidc 1a vi né téng quat héa bat ding
thiic tam giac trong hinh hoc Euclid phang.

X

Yy z

Hinh 1.1.4: Bat dang thic tam gidc: Trong mot tam gidc thi tong chiéu dai hai canh lén
hon hay bang chiéu dai canh thit ba.

3bat ding thitc Buniakowski con duge goi 1a bat diing thitc Cauchy-Buniakowski hay bat ding thic
Schwarz
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Chitng minh. D& thu duge dang (a) ta c6 thé lam bing vai cach. Mot cach don gian Ia
binh phuong hai vé:
[l +yll <zl + Iyl
2 2
= lz+yll” < (<l +[lyl)
2 2

= (z+y) (@+y) < [zI” + lyl” + 2 || [yl

= ar-r+2r-y+y-y<z-x+y-y+2|z| |yl

= z-y <=yl

13 dtng do Ménh dé
Mot cach dé thu duge dang (b) 1a dimg quan hé giita khodng céch va chiéu dai roi
dung dang (a):

d(z,z) +d(z,y) = [z =zl +[ly — 2| = [[(z —2) + (y = 2)|| = |y — [l = d(=,y).
O

M&i phan t& x ctia tap hdp R™ c6 nhiéu vai tro tity theo khia canh méa ta quan tam:
13 mot vecto néu ta quan tam t6i phép toan vectd, hay 13 mot diém néu ta quan tam hon
t6i khoang cach. Chinh vi vay mot phan ti ctia R™ khi thi duge goi 14 mot vecto, khi thi
dugc goi 1d mot diém. Ngudi doc khong nén bi rdi béi diéu nay. Cing vi li do nay ma ta
khong nhét thiét phai ding ki hiéu khac nhau dé phan biét diém hay vecto.

1.1.2 Hinh hoc trong R"

Goc giira hai vectd
Cho hai vecto u = (uy,usg,...,u,) va v = (v1,v9,...,v,) trong R Ta da biét 6 Ménh
dé [L15l th
lu-v| < lull o],
v6i dau bang xay ra khi va chi khi v va v ti 1é v6i nhau.
Néu u va v khac 0 thi ta thu duoc
u-v
[[ul o]l

Tu d6 ta dinh nghia géc gitta hai vecto u va v 1a s6 thyc 6 € [0, 7] thoa

cosf = &.
Jul o]l

Ta dugc cong thiic

u-v = ||ul [|v| cos.

Ta n6i u vuéng géc, hay truc giao véi v, ki hieu 1a v L v, néu goc gitta chung 1a /2,
tic lau-v =0.

Hai vecto 1a cang phuong néu géc giita ching bang 0 hosic 7, do d6 mot vecto 1a boi
clia vecto kia. Hai vecto 1a cang hudng néu goc gitta chiing bang 0, titc 1a mot vecto 1a
boi duong ciia vectad kia.

Néu vecto v # 0 thi vecto ﬁ = ﬁv 1a mot vecto ciing huéng véi v nhung cé chiéu

dai bang 1, dugc goi la vecto don vi theo huéng ciia v.
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Chiéu vuong goc

Néu v # 0 thi vecto don vi theo chiéu ctia v 13 ﬁ, nhan duge biang cach nhan vo

huéng v v6i vecto don vi theo huéng ctia v. S6 thuc

||u|| cos @ =

’LL'U_ v
I

u. —_
lv o]

dai dien cho thanh phan (c6 dau) clia u trén huéng ciia v. Chiéu vudng géc clia u lén
v, ki hiéu p,u [’} 1a vecto cing phuong véi v cho bdi

v v u-v
pu=|u+— |75 = —5v.
° [l J ol flo)?

Nhu thé vecto chiéu ctia u lén v ¢6 do 16n bang tri tuyét doéi ctia thanh phan clia u trén
v, cing phuong véi v, cting chiéu véi v néu thanh phan ctia u trén v 13 duong, trai chiéu
v6i v néu thanh phan cia v trén v 13 am, bang vecto 0 néu thanh phan ciia u trén v 1a s6
0 tic 1a u vudng gbéc véi v.

Ta c6 thé kiem duge ngay rang (u — p,u) L v (bai tap), nhu vay day thuc sy 1a phép
chiéu vuong goc.

@) v : Lv ) v
byU (“ uvu)nvu

Hinh 1.1.5: Chiéu clia mot vecto lén mot vecto khac.

Tich c6 hudng cua hai vecto

Cho hai vecto trong R3, u = (u1,u2,u3) vd v = (vy,ve,v3). Tich c¢é hwdng cia hai
vecto nay, ki hiéu la v x v, dugc dinh nghia la vecto

u X v = (UgV3 — U3V, U3V] — UIV3, UV — UV]).

Ta thay tich c6 huéng phu thudc vao thit tu ciia vecto: u x v = —v x u. Mot tinh chéat cin
ban clia tich c6 huéng ma ta kiem tryc tiép duge ngay 1a (u x v) L u va (u x v) L v. Nhu
vay tich c6 huéng ctia hai vectd vuong goc véi hai vecto ay. Tich c6 hudng bang vecto 0
khi va chi khi hai vects 1a cuing phuong.

Ta c6 thé kiém tryc tiép tinh chit sau (xem phan bai tap):

2 2 2
s ol* = Jlul* [Joll* = (u-v)*.
Tit d6
[ x o] = [[ull [[o]| sin &

trong do6 6 la gbc gitta u va v.

Tit hinh hoc Euclid phang ta c6 thé suy ra ||ul| [|v]|sin@ = 2- 3 ||ul| ||v|| sin 6 chinh bing
“dién tich” ctia hinh binh hanh ¢é hai canh 1a hai vecto u va v. Tit d6 ta c¢6 thé micu ta
truc quan tich c6 huéng trong Hinh

4p viét t&t ti projection, nghia la chiéu
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.

Hinh 1.1.6: Miéu ta truc quan: Tich c¢6 huéng u x v 1& vects vudng géc v6i cd u va v cb
huéng xéc dinh béi qui tdc ban tay phdi, long ban tay phai uén theo chiéu tit u sang v
thi ngén tay cai ctia ban tay phai sé chi chiéu ctia u x v, ¢6 do 16n ding bang dién tich
ctia hinh binh hanh sinh béi « va v. Qui tic ban tay phai con dude miéu ta nhu sau: vdi
ban tay phai, néu ngén tay cai chi chiéu ciia vecto u, ngén tay tré chi chiéu ctia vecto v,
thi ngon tay gitta ¢ vi trf vuong goc véi ngén cai va ngoén gitta sé chi chiéu ctia vecto tich
u X .

Dudng thang

Mot dwdng thdng trong R™ 1a mot tap con clia R™ c6 dang {a +tb | t € R} trong d6
a,b € R™, b+# 0. Nhu vay day la tap hop tat ca cac diém z sao cho vects z — a 1a mot boi
sb6 thuc clia ctia vectd b. Diém a thuoc vé dusng théng nay. Vecto b dude goi 1a mot vecto
chi phuong ciia duong thing nay.

T dinh nghia trén ta thiy duong thing néi a va b ciing chinh 1a duong thang di qua
a véi vectd chi phuong b — a. Mot diém trén dudng thang néi a va b c6 dang a+t(b—a) =

(1 —t)a+1tb, t € R. Xem Hinh

b

Hinh 1.1.7: Dudng thang di qua a véi vecta chi phuong b.

Doan thdng ndéi a va b duge dinh nghia la tap hop gom céc diém a + t(b — a) =

(1 —t)a+tb, t €[0,1]. Xem Hinh

Vi du 1.1.7. Trong R?, xét duong thing di qua hai diém (zo,yo) v& (z1,y1). Vecto chi
phuong 1a (z1,v1) — (20, %0) = (1 — o, y1 — Yo). Phuong trinh tham s6 clia dudng thang
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a
x
b
0]
r—a
b—a
Hinh 1.1.8: Doan théng ndi a va b.
la
(z,y) — (%0, y0) = t(z1 — o, Y1 — Yo)
hay

z =m0+ (21— 20)t,y = yo + (y1 — Yo)t.
Trong trudng hop z1 # zo thi t = =& ta thu dugc phuong trinh

r1—x0’

Y1 — Yo
—(

x — xp).
Tr1 — X0

Y=Y+
Nhu vay trén mat phang néu mot dudsng thing khong thang ding (khong ciing phuong
véi truc y) thi n6é ¢6 mot phuong trinh dang y = maz + b, véi m 14 mot hang s6 thue, duge
goi 1a he s6 géc, hay do nghiéng ciia dudng thing.

Mait phing

Trong R™, mdt phdng P di qua ba diém p1, p2, p3 duge dic trung béi tinh chét didm
x € R™ thuoc P khi va chi khi vects v = 2 — p; 14 mot t6 hop tuyén tinh ctia hai vecto
V1 = P2 — p1 VA vy = p3 — p1, tiic 1A c6 hai s6 thie s va t sao cho v = svy + tvy. Diéu kién
dé mat phang duge xac dinh 13 ba diém da cho khong thing hang, tiic 1a vy va vy khong
cung phuong.

Dac biét trong R3, dat N = v; x vy thi vecto N vudng goc véi vy va vg, do dé6 N vuong
gbc v6i moi t6 hop clia vy va vg, tiic 1a vuong goc véi moi vecto svy + tvg véi s, t € R (Bai
tap . Ta néi N vudng goc v6i mat phang P, ki hieu 1a N L P, va N la mot vecto
phap tuyén ciia mat phang P. Xem Hinh Ngugc lai c6 thé kiém duge néu vecto v
vuong goéc véi N thi v phai 1a mot t6 hgp tuyén tinh ctia v; va ve (Bai tap . Nhu
vay mat phang P chinh la tap hop tat ci cac diém x sao cho vectd x — p; vudng goc véi
vecto N, tic 1a

(x —p1)- N =0.

Cu thé hon, mit phang di qua diém (z9, Yo, 20) v6i phap tuyén (a,b,c) # 0 gom tat ci
cac diém c6 toa do (w,y, z) sao cho
((.’L’, Y, Z) - ((L.Oa Yo, ZO)) . (CL, b7 C) = 07

tice la
a(x — o) + b(y — yo) + c(z — 20) =0,

hay
ax +by+cz+d=0,

v6i d = axg + byg + c2p.
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Hinh 1.1.9: Mat phang va phap tuyén ciia mit phang.

1.1.3 Tap ma va tap dong trong R"

V6i khoang cach va do dai Euclid, ta c6 thé xay dung tap md, déng, 14 cau tric thich
hgp cho khai niém giéi han va lién tuc.
Cho x € R™ va € > 0. Cac tap hop

B(z,e) ={y e R"| ||z —y|| < ¢}
B'(z,e) = {y e R"| |l — y < ¢}
S(z,e) ={y e R"| ||z — y|| = ¢}

lan lugt duge goi 1a qué cau (md), qua cau déng, va mit cau tam z ban kinh & trong R™.
Vay mot qua cau mé 1a tap hop tat ca cic diém c6 khoang céch téi mot diém cho trude
nhé hon mot sé cho trude. Day ré rang 1a mot phat trién ciia khai niem khoang, hinh tron,
qué cau trong truong hop n = 1,2, 3.

Diém 2 dugc goi 1a mot diém trong clia mot tap D C R” néu c6 mot s6 € > 0 sao
cho qué cau B(x,€) dugc chita trong D.

Tap tat ca cac diém trong ctia D dudc goi la phan trong cia D dude ky hieu 1a 10) .

Tap hop D dugce goi 1a mot tap md néu moi diém ctia D déu la diém trong ciia D.

Vi du 1.1.8. Qua cau B(x,€) 1a mot tap mé.

Diém 2 € R™ dugc goi la mot diém bién cta tap D C R”™ néu mot qui cau B(z,€)
bat ki chita it nhat mot diém thudc D va mot diém khong thudc D. Tap céc diém bien
cua D ki hiéu la 0D, va dudc goi 1a bién cua D.
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R6 rang, diém trong ctia D thi ndm trong D, con diém bién clia D c6 thé thude D va
ciing c¢6 thé khong thuoc D.

Vi du 1.1.9. Mat cau S(z,€) 1a bién cta qua cau B(z,€).
Tap D C R” dudc goi 1a mot tap dong néu D chita moi diém bién ctia né.
Vi du 1.1.10. Qua cau déng B'(x,€) va mit cau S(z,€) 1a cac tap dong.

Vi du 1.1.11. Tap C = {(2,9,2) €ER3|a <2 <b, a <y <b, a <z < b} khong la tap
md, cling khong 1a tap dong trong R3.

Diém z € R™ dugc goi 1a mot diém tu hay diém gidi han cta tap D C R™ néu mot
qua cau B(z,€) bat ki chita it nhat mot diém thuoc D khac véi .

Vi du 1.1.12. Qué cau bo di tam B(a,7) \ {a} ¢6 tam a 1a mot diém tu. Day la mot
truong hgp thudng gip trong mon hoc nay.

Ngusi ta thuong dung thuat ngit lan cdn clia mot diem trong R”™ dé chi mot tap md
ctia R™ chia diém dé.

\N e A\
Bai tap
1.1.1 (Cong thitc Pythagore). Chiing t6 ring néu z | y thi
2 2 2

o+ ylI” = ll=]” + llyll”
Hay giai thich y nghia hinh hoc ctia di¢u nay.
1.1.2 (Déng thitc hinh binh hanh). Hay chiing t6

2 2 2 2

2 = ylI” + [l + ylI” = 2[l=[I” + 2 {ly"
Hay giai thich ¥ nghia hinh hoc cfia diéu nay.
1.1.3. Hay ching t6
1 2 2
2oy =7 (le+yl’ —lle - yl?).

Nhu vay tich trong c¢6 thé tinh duge bing chuan.
1.1.4. Tim vectd don vi cling chidu véi vecto v = (1,2, 3).
1.1.5. Kiém tra ring (u — p,u) L v.

1.1.6. Kiém tra rang néu a L b vd ¢ L ¢ thi a vudng géc véi moi t6 hgp clia b va ¢, tic 13 véi moi
s,t € Rthia L (sb+tc).

1.1.7. Trong R3 ta thuong viét co s6 tuyén tinh chuan tic 1a

{i=(1,0,0),7 = (0,1,0),k = (0,0,1)}.

kxi=j.

1.1.8. Hay kiém tra ring
(a) (uxv) Luva(uxv) Lo
(b) uxv=—-vXxu.

1.1.9. Hay kiém tra ring

2 2 2
llux ol = Jlull* oll” = (u-v)*.
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1.1.10. Hay kiém tra ring v6i moi vectd a, b, c € R? thi
ax(bxec)+bx(cxa)+cx(axb)=0.
Day c6 khi duge goi 1a Dang thiic Jacobi.
1.1.11. Trong R?, hay viét phuong trinh mit phang:
(a) Di qua ba diém (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).
(b) Di qua ba diém (1,0,0), (0,2,0), (0,0,3).
(c) Di qua diém (2,1,3) va song song (c6 ciing phap tuyén va khong tring) v6i mat phing
—5x + 2z — 4z = 3.

1.1.12. * Trong R3, gid sit vy x vy # 0, hy kiém ring néu v vuong goc véi vy X v thi v phai la
mot t6 hop tuyén tinh clia v va vs.

1.2 Ham so nhiéu bién

Trong doi séng mot dai lugng thuong phu thudc vao nhiéu dai Iugng khac. Vi du nhiét
do phu thudc vao vi tri va thoi gian; gia cd ciia mot mén hang trén thi truong phu thudc
vao chi phi san xuat, san lugng cung cap, nhu cau thi truong; diém moén hoc phu thuodc
vao diém chuyén can, diém thi gitta ki, diém thi cudi ki, ... Nhu thé dé khéo sat cac dai
lugng trong doi song ching ta can nhitng ham c6 nhiéu bién.

Dinh nghia 1.2.1. Cho mot tap khong rong D € R™, énh xa
f:D—R

x = (21, ..., xn) — f(x) = f(z1, ..., 2p)

duge goi 1a mot ham s6 duge xac dinh trén D. Ta goi D 1a tap xac dinh, z 1a bién, f(x)
la gid tri cha f tai z.

Do thi ctia ham s6 f 1a tap hop tat ca cac diém (z1, ..., 2,,y) trong khong gian R™+!
sao cho y = f(z1, ..., zp).

Vi du 1.2.2. Do thi clia mot ham sé dang z = ax + by + ¢, nhu ta da biét, 14 mot mat
phang trong R3.

Vidu 1.2.3. Hims6 f : D — R véi D = {(x,y) € R? : 22 4 y? < 1} va f(x,y) =
V1 — 22— y? c6 do thi 1a tap hop {(z,y,2) € R3 | z = \/1 — 22 — y2}. Mot diém (z,y, 2)
nim trén do thi sé théa phuong trinh 2 +y2 + 22 = 1, do dé khoang cach tit diém (x,y, 2)
t6i diém gbc toa do 0 bing 1. Ta suy ra do thi dé la nita mat cau c6 tam tai gbéc toa do
va ban kinh 1 nam trong nita khong gian trén z > 0. Xem Hinh

Vi du 1.2.4. D6 thi clia ham s6 z = f(z,y) = /22 + 32 1a mit nén tron xoay quanh
truc Oz, nim trong nita khong gian trén z > 0. Dé hinh dung do thi, ta c6 thé xét mot s
trusng hgp dic biet. Khi 2 = 0 thi diém trén do thi théa phuong trinh z = |y|, tao thanh
mot dudng gap khiic trong mat phiang Oyz. Tuong tit khi y = 0 thi diém trén d6 thi théa
phuong trinh z = |2|, tao thanh mot duong gap khiic trong mat phang Ozz. Méi gia tri
¢6 dinh clia z nhu z = 1 cho mot dudng tron 22 + 42 = 12 trén mit phéng z = 1. Hon nita
néu z tang lén thi ban kinh ctia dudng tron nay ciing tang lén. Cac phan tich nhu vay phu

hgp v6i Hinh

So véi truong hop ham mot bién, néi chung khé vé duong do thi ctia ham hai bién
hon. Trong mot sé truong hgp nhu trén, ta c6 thé khao sat, chang han cho mdi bién mot
vai gia tri hing, dé phéac hoa dd thi. Trong nhiéu truong hgp khéc céch thong thusng la
diing may tinh dé cham mot lugng 16n diém trén do thi.
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Hinh 1.2.1: D6 thi ctia ham s6 z = /1 — 22 — y2 véi 2z > 0, vé bang phan mém GeoGebra
[GeoGl.

sqrt(y2+x2)

Hinh 1.2.2: D6 thi clia ham s6 2z = /22 + 92 v6i —1 <2 <1, -1 <y < 1, vé bang phan
mém Maxima [Maxi].

1.2.1 Gidi han chia ham sb

Dinh nghia 1.2.5. Cho ham s6 f xac dinh trén tap D C R™ theo bién = va a 13 mot
diém tuy ctia D. Ta n6i ham f c6 giéi han L € R khi z dan dén a néu

Ve>0, 30 >0,Vz € D,0< ||lx —a| <d=|f(x)—L| <e

hay
Ve >0, 30 > 0,Vz € DN (B(a,d) \{a}), f(z) € B(L,e¢).

Khi d6 ta viét lim,_, f(z) = L, hodc viét f(x) — L khi z — a.
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Ching ta thay dinh nghia clia gi6i han ctia ham nhiéu bién khong khéac gi véi dinh
nghia clia gidi han cia ham mot bién (xem [BmgtT]). Y nghia ctia gi6i han ciing khong c6
gi khac: Gi6i han cta f(z) khi x tién t6i a 1a L néu khodng cdch giwa f(r) va L nhé
tuy § mién khodng cdch gitta x va a di nhé nhung khdc 0, hay f(r) gan L tuy i
mién x di gan a nhung khong bing a. Nhu vay gidi han cia ham mot bién 13 trudng
hop s6 chiéu n = 1 clia gidi han clia ham nhiéu bién, va ta thita hudng moi tinh chat da
c6 trong Vi tich phan ham mot bién.

Trong mot sé trudng hgp don gian hon, c6 thé hiéu giéi han mot cach tho so: khi
gan tdi a hon thi f(x) gan t6i L hon.

Ghi chi 1.2.6. Trong dinh nghia trén ta cho phép diém a la diém tu ctia mién xac dinh
D, khong nhéat thiét thuoc D. Diéu nay la dé ching ta c6 thé xét nhiing giéi han nhu

I %y

im .

(z,y)—(0,0) x? + 4y2
O d6 ching ta cho (x,y) dan t6i (0,0) ma khong bing (0,0), noi ham khong duge xéc
dinh. Diéu nay giai thich diéu kién 0 < ||z — a|| tic = # a trong dinh nghia.
Vi du 1.2.7. Néu f 14 mot ham hang, nghia 1a ¢6 ¢ € R v6i f(z) = ¢ v6i moi x, thi rd
rang lim f(x) = c.
r—a

Vi du 1.2.8. Xét ham lay toa do f(z,y) = x. Do tinh chat ctia khodng cach Euclid,

|z — 0| < [[(z,y) — (20, 90)| = /(& — 20)% + (y — y0)?, do d6 dé |f(z,y) — f(z0,0)| =
|z — zo| < € thi chi can |[(x,y) — (x0,%0)|| < €. Ta két luan

lim T = xg.
(z,y)—(z0,y0)

Nhu vay khi (z,y) dan téi (zo,yo) thi x dan téi xg, va tuong tu y dan t6i yo. Day 13 mot
quan sat can ban dugce st dung nhiéu khi xét gi6i han.

Mot s6 tinh chat ciia gisi han duéi day c6 thé duge gidi thich va chitng minh tit dinh
nghia, tuong ty nhu véi ham mot bién.

Ménh dé 1.2.9. Gidi han néu ton tai thi la duy nhat.
Gid st f,g: D — R™ la hai ham s6 c6 gidi han khi x — a. Khi dé:
(a) lim [f(z) + g(z)] = lim f(z) + lim g(z),
(b) li_r}n kf(x)] =k li_r}n f(z) vdi k la mot hang so,

(c) Tim[f(x)g(x)] = lim f(z) - lim g(a),

T—ra T—ra

(d) lim f(z) _ limga f(2) néu lim g(z) # 0.

z—a g(x)  limy, g(x) z—a

(e) Néu f < g thi lim f(z) < lim g(z).
r—a T—a
Duéi day 1a mot hé quéa thudng duge dung:

Hé qua 1.2.10 (Tiéu chuan kep). Gid st f,g,h: D — R wa f < g < h. Gid st f va h
c6 cung gidi han L khi x — a. Khi do g cung cé gidi han la L khi x — a.

Vi du 1.2.11. Ap dung cac tinh chét tren, ta tinh

lim 2%*+5= lim 2%%+ lim 5
(z.y)—(2,3) (z,y)—(2,3) (z,y)—(2,3)
2 3
=( li 5=223% +5.
< (ﬂfvy)lin(lii) x) ( (rﬁy)lgt?,?») y) " "

Nhu vay giéi han thu duge don gidn bang cach thé sd vao.
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1.2.2 Ham sb lién tuc

Dinh nghia 1.2.12. Cho ham s6 f xac dinh trén tap D C R”, ta néi f lién tuc tai
a € D néu f(z) gan f(a) thy y mién x di gan a. Bang ki hi¢u thi

Ve>0, 30 >0,V € D,||z—a|| <d=|f(z)—L|<e

hay
Ve >0, 30 > 0,Vz € DN B(a,d), f(z) € B(L,¢).

Ham f dudc goi 1a lien tuc trén D néu né lien tuc tai moi diém thuoc D.

C6 thé néi veé st lien tuc thong qua gisi han: f lién tuc tai @ néu hoic a khong 1a mot

diém tu ctia D ho#ic néu a 1a mot diém tu cia D thi
lim f(z) = f(a).

Ta cht § dé ham lién tuc tai a thi @ phéi thuoc mién xéc dinh ctia ham, tiic 1la ham
phai c6 gia tri tai a, mat khac ta khong can phai yéu cau a 1 mot diém tu ctia mién xéc
dinh nhu trong dinh nghia giéi han.

Khai niém lién tuc trong R™ khong c6 gi khéc véi lien tuc trong R. N6 van c6 ¥ nghia
1a: thay doi gid tri cia ham la nhé tay ¥ néu thay doi gid tri cia bién la did
nhdé. Tinh lién tuc cho phép ta kiém soat dugc sai s6.

Vé6i ham lién tuc thi gi6i han thu duge don gidn bang cach thé vao.

Cac két qua noi riing ham so cap, tong, hicu, tich, thuong, ham hgp ciia cac ham lien
tuc 1a ham lién tuc vAn ding cho ham nhiéu bién, va c6 thé duge suy ra ngay tit cac tinh
chét tuong tng clia gidi han, gibng nhu cach da lam cho ham mot bién, ngudi hoc c6 thé
xem lai ¢ [Bmgt1].

Vi du 1.2.13. Ham héng la ham lien tuc.

Vi du 1.2.14. Xét ham lay toa do f(x,y) = 2. Tt Vi du ham lay toa do la lien
tuc.

Vi duy 1.2.15. Ham g(z,y) = 22 1 hop ctia ham (z,y) — = véi ham z + 22 13 hai ham
lién tuc, nén ciing lién tuc.

Vidu 1.2.16. Ham f(z,y) = 22y la tich ctia hai ham g(z,y) = 22 va h(z,y) = y> 1a hai
ham lién tuc, nén ciing lién tuc.
Viduy 1.2.17. Tim gi6i han
3
lim ——.
(2.9)(0,0) 2% +

Ta danh gia

3 < 2 <
22+ y2| = 22 + 42 |z < [z
Vi ham (z,y) — |z| lién tuc nén
lim |z|=0.
(z,y)—(0,0)

Theo Tiéu chuan kep thi
3
lim —— =0,
(2.9)—(0,0) 2% + ¥
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Vi du 1.2.18. Xét sy lién tuc ctia ham s

{+ (2,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0).

Cho z =y # 0 ta dugc f(z,y) = 5 c6 gidi han 1a  khi (z,y) — (0,0). Mat khac, cho
r =0,y # 0 ta duge f(x,y) = 0 c6 gidi han 1a 0 khi (x,y) — (0,0). Diéu nay chiing t6
f(z,y) khong c6 gisi han khi (z,y) — (0,0), do dé f khong lién tuc tai (0,0).

Vidu 1.2.19. Tim giéi han

1
I P4y sin (55— ).
(x,y%ma,m(x Ty sin <:c2 + y2)

Diing cac tinh chat co ban trén clia gi6i han va tinh lién tuc cia ham sin, ta c6

1 1
R R R (m2+y2) = (F 07 sin g = sin .

Vi du 1.2.20. Tim gi6i han

1
I oy sin (s ).
(z,y)lgzo,m(ac +y7)sin m2+y2)

Dat f(z,y) = (23 + y3)sin <x27iy2) Ham s6 f nay xac dinh trén R? \ {(0,0)}. Ta c6
0 < |f(x,y)| < |2®+ 93 Via® +9y> — 0khi (z,9) — (0,0) nén theo tiéu chuan kep thi
Mz 4 (0,0) 1f (2, y)| = 0, do d6 lim, ) (0,0) f(2,y) = 0. Vay

1
li 34 ) i <7) =0
L T R v

Vi du 1.2.21. Xét sy lién tuc ctia ham s

(zy)?

= (z,y) #(0,0)
T,y) =< 1Y
Jeww) {o (2,9) = (0,0).

Ta thay ham f lien tuc tai moi diém (z,y) # (0,0). Xét tai (0,0). Theo bat déng thiic
Cauchy

2 2
0§!$y|§$ +y,
2
do do
0< @) _ @4yt a4y
T2+ y? T 42+ y?) 4
Vi

x2+y2

im =0
(z,y)—(0,0) 4

nén theo Tiéu chuan kep thi lim, ) (0,0) f(%, ) = 0= £(0,0). Nhu vay f lién tuc tai moi
diém trén mién xac dinh.
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* Gidi han ctia ham sb6 théng qua day

Tuong ty nhu truong hgp ham mot bién, ta c6 khai niém gi6i han cia day trong R™.
Dinh nghia khong cé gi khéac trong truong hgp n = 1. Ta néi rang mot day cac diém ,,,
m € Z* trong R™ hoi tu t6i x néu lim,, 0 ||Tm — || = 0. Khi d6 ta viét lim, o T = .

Do dinh nghia ctia khoadng céch va do lén Euclid, ta c¢6 thé thay gisi han cta day

tuong duong véi gidi han clia ting toa do, tic la néu viét z,, = (zl,22,,...,27) va
r= (24 22%,...,2") thi
. 1.2 ny_ (1 2 n
lim (x,,,z;,...,zy,) = (x",2°,...,2")
m—00
khi va chi khi
lim 2z} =z lim 22 =22%,..., lim 2" = 2"
m—0o0 m ’ m—00 m ’ ’ m—00 m

Chiing ta c6 mot lién hé gitta hoi tu clia day va hoi tu ctia ham s6, tuong ty trudng
hop ham mot bién ([TTQII]):

Ménh dé 1.2.22. Ham f c¢6 ¢idi han L khi x dan dén a khi va chi khi vdi moi day
(Tm)mezts Tm # a ma hoi tu vé a thy day (f(Tm))mez+ hoi tu vé L.

Bai tap

1.2.1. Tim
. . Yy
a lim In(cos(zy)). 1 lim —_
(@) (,5)—(0,0) (cos(zy)) ) (z,y)—(0,0) T2 + y?
z
T, 0,0) 2 + y? m lim .
(2.9)—(0,0) 2y (), 7Tt g
(c) lim ———. 2,2
(z,9)—(0,0) 2 + 32 (1) lim 3$ Y .
. 22y (z,y)—(0,0) ° + ¥y
() (w7y%1—>m(070) x? 4+ 4y?’ (sin? )y
(@) o x2y3 (z,y)—(0,0) T°+ Yy
(@)~ (0,0) 2% + %
! P (p) lim (2 + 9% — 25)sin (7)
1) im sin(x? + y#) (2,y)—(3,4) r—y+1
. 2 2
(z,9)—(0,00 x*+yY @ b T y+ a2 + 12
(g) lim L 4 (@,y)—(0,0) T4y ’
(@,9)—(0,0) T+ + 32
4 (r) lim  —— Y
- r (@,9)—(0,0) 2% 4 33
(h) lim .
(z.9)—(0,0) x4 + 32 .
3 S lim @ —.
(1) lim o ® (2,9)—=(0,0) \/x2 4 y?
(@,9)—(0,0) 24 + 32 )
22y (t) lim Y —<*
G)  lim ——2—. (@y)—>12) 2?2 +y> =5
(.9)—(0,0) 2+ + 12
2 2
-3
&  lim —Y (W  lim Y .
(2,9)—(0,0) 7Y + 73 (zy)=(11) /22 +y2 + 13 — 4
1.2.2. Ham

o (@) £ 0.0
few) {o (z.3) = (0,0)

¢6 lién tuc hay khong?
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1.2.3. * Hay khéo sat chung giéi han

m

. Ty
hm —_—
(2.y)—(0,0) 22 + Y2

n
v6i m va n 14 hai s6 thyc khong am.

1.3 Dao ham cua ham so

1.3.1 Dao ham riéng

biém mon hoc phu thudc vio diém giita ki vi diém cubi ki. Ta mudn biét néu diém
cudi ki thay déi, trong khi diém giita ki gitt nguyén, thi diém mon hoc thay ddi thé nao?
Dé tra 1oi ta c6 thé xét dao ham ciia diém mon hoc theo diém cubi ki, khi diém gitta ki
gilt nguyén.

Cho mot ham s6 nhiéu bién f(xy1,z9,...,2,) xac dinh trén tap D C R™. Xét mot
diém trong a = (a1, as,...,a,) cia D. C6 dinh 71 = a1,T2 = ag, ..., Ti 1 = i1, Tit] =
Aigly---y Ty = ap thi f(ay,a9,...,a;—1,%i @i+1,---,0,) 1& ham chi theo mot bién 1a

x;. Néu ham nay c6 dao ham tai x; = a; thi dao ham dé dugc goi 1a dao ham riéng
ciia ham f theo bién xz;, hay theo bién thit i, tai diém a. Chinh xac hon, néu ta dat
g(x;) = f(ai,as,...,a;—1,%i,a;11,...,a,) thi g 1a ham chi theo mot bién 14 x; va dao ham
rieng nay chinh 1a ¢'(a;).

DPao ham rieng thirc chat 14 dao ham theo mot bién khi chi bién dé duge thay doéi con
tat ca cac bién khac c6 dinh. Nhu vay dao ham riéng ciing chi 14 dao ham. Tén “dao ham
rieng” chi ring ta dang xét ham nhiéu bién vh dang xét dao ham theo ting bién.

Chinh thic, tit dinh nghia ctia dao ham ctia ham mot bién, ta c6 dinh nghia sau:

Dinh nghia 1.3.1. Cho f: D C R® = R va a = (ay,...,a,) 1A mot diém trong ctia D.
Gidi han

lim f(al, e, Q1,05 + h,ai_H, L. ,an) — f(al, ey Q1,5 Gy Q1 - ,an)
h—0 h ’

néu ton tai, dudce goi 1a dao ham riéng theo bién thit i cla f tai a.

Ngudi ta ki hiéu dao ham riéng bang nhiing cach nhu f, (z), fi.(z), Dif(z), g—i(x)

Gia thiét a 1a diém trong ciia mién xac dinh 1a dé dam bao ton tai gia tri f(ay, ..., a;_1, a;+
h,@i+1,...,ay,) khi A d nhé.

Y nghia ctia dao ham rieng 1a ¥ nghia clia dao ham ma ta da biét: dao ham riéng
do ti lé thay doi gitta gid tri cia ham vdi gid tri cia bién dang xét. Gia tri cia
dao ham riéng theo mot bién cho thidy ham dang thay ddi nhu thé nao theo bién dé. Vi
thé mbi khi mudén khao sat sy thay déi ctia cic dai lugng phu thudc vio nhiéu bién ngudi
ta thuong thay sy xuat hién ciia dao ham riéng.

Khi tinh dao ham riéng theo bién nao thi ta coi cdc bién con lai la hdng
56, vi tinh dao ham theo bién dang xét theo cach tinh dao ham ctia ham mot bién.

Vi du 1.3.2. Diém mon hoc f phu thudc vio diém gita ki = va diém cudi ki y theo cong
thic
f(z,y) = 30%x + 70%y.

Hoéi néu diém cudi ki ting 1 trong khi diém giita ki gi®t nguyén thi diém mon hoc thay doi
thé nao?

5ki hieu 8 thudng duge doc nhu chit cai d
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Day la cau hoi veé ti lé thay déi giita diém moén hoc va diém cudi ki. Ta tinh

of

o (0) = 9 (30%a + T0%y) = T0% — 0,7,

dy
Vay néu diém cudi ki tang 1 trong khi diém gitta ki giit nguyen thi diém mon hoc tang 0,7.

Vi du 1.3.3. cho f(x,y) = 2%y Muén tinh & ta xem y la hiing s6 va bién 56 la o, nhu
z Of 2 9 of 0
theé %(x,y) = 3z*y~. Tuong tu, C(Ty(x’y) = 223y,

7

1.3.2 Mat phang tiép xac. Xap xi tuyén tinh

O muc nay ta phat trién cac ¥ tudng vé duong théng tiép xic (tiép tuyén) va xap xi
tuyén tinh trong Vi phan ham mot bién cho trudng hgp nhiéu chiéu.

Xét ham z = f(z,y). Gid sit ham f c6 cac dao ham riéng tai diém (a,b). Trén mét
phing y = b, dd thi clia ham f chi 14 mot dudng cong véi phuong trinh z = f(z,b). Nhu
ta biét trong Vi phan ham mot bién, dudng cong nay cé tiép tuyén tai x = a v6i hé sb6
goc la Si%‘x:a = fz(a,b), do d6 c6 phuong trinh la z = f(a,b) + fz(a,b)(x — a). Tuong tu,
trén mat phing x = a, dd thi cia ham f 14 dudng cong véi phuong trinh z = f(a,y), c6
tiép tuyén tai y = b la z = f(a,b) + fy(a,b)(y — b). Hai dudng tiép tuyén ma ta vita tim
dugc cing mot mit phing, dude goi 1a madat phtfng tiép wic cia do thi cla f & diém
(z,y) = (a,b). Mat phang tiép xtc nay chita ci hai dudng théng tiép xic trén, nén ta cé
thé thiy né c6 phuong trinh (Hinh

= F(@b) + fo(@b)(@ —a) + fy(@ D)y — b). (13.1)
2= Fa b £, (b))
‘ Z:f(a’y)
z=f a,b)+wa = b)(z —a) + fy(a,b)(y —b)

Ly=>
Hinh 1.3.1: Y nghia hinh hoc ctia dao ham rieng.

Ta c6 thé giai thich chi tiét hon nhu sau. Tiép tuyén thi nhét, cho bdi he hai phuong
trinh y = b, z = f(a,b) + fz(a,b)(x — a), gobm nhitng diem (z,y,2) = (x,b, f(a,b) +
fz(a,b)(z —a)) = x(1,0, fz(a,b)) + (0,b, f(a,b) —afy(a,b)), nén c6 mot vects chi phuong
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1a (1,0, fz(a,b)). Tuong tu tiép tuyén thi hai c6 mot vecto chi phuong 1a (0,1, fy(a,b)).
Hai vectd nay “tiép xic” v6i do thi clia f tai diém (a,b, f(a,b)), vd cing mit phang tiép
xic clia do thi. Mt phing nay c6 mot vecto phdp tuyén la

(1’0’fx(aa b)) X (0’ 1’fy(a” b)) = (_fft(a’ b)? _fy(a’ b)’ 1)'

Xem Hinh T d6 ta c6 mot phuong trinh cho mit phing tiép xic ctia do thi cla
ham f tai diém (a,b, f(a,b)) 1a

(z —a) - (=fala;0)) + (y = b) - (= fy(a, b)) + (2 = f(a,0)) - 1 =0,

hay
z = f(a,b) + fa(a,b)(z — a) + fy(a,b)(y — b).
“ (_fr(aﬂb)v_fy(avb)vl)
0,1,fy(a/))
z = f(a,y)
(1, b)(x —a) + fy(a,b)(y —b)
z|= f(x,b)
/
/ y
/ >
/
/ rT=a
. /
,/y:b

Hinh 1.3.2: Mat phing tiép xc.

Vé sau dung khai niém van téc & Vi du ta c6 them mot cach giai thich nhu sau.
Dit r(z,y) = (2,9, f(x,y)), mot tham sé hoa clia dd thi cia ham f. Anh cta r chinh 1a
do thi ctia f. Néu ta ¢6 dinh y = b thi r(x,b) tré thanh mot duong di trén do thi ctia f
theo bién z. Van tdc clia dudng di d6 tai z = a 1a ry(a,b) = 2r(a,b) = (1,0, fu(a,b)).
Vectd nay “tiép xic” véi do thi ctia f tai diém (a, b, f(a,b)). Tuong ty, c6 dinh x = a ta
dugc mot vecto tiép xac nia la ry(a,b) = (0,1, fy(a,b)). Mot vecto phap tuyén ctia mit
phang tiép xtic dugde cho bédi r,(a,b) x ry(a,b) = (- fi(a,b), — f,(a,b), 1).

Vi du 1.3.4. Viét phuong trinh mat phang tiép xidc ctia mit z = 22 + y? tai diém

(z,y) = (1,2).
Ta tinh f:v(xay) = 21‘, f$(1>2) = 27 fy(l'ay) = an fy(172) = 45 f(1’2) = 9. Phlrdng
trinh mat phing tiép xtc tai (x,y) = (1,2) 1a

2= f(1,2) + fo(1,2)(x — 1) + £,(1,2)(y — 2) =5+ 2(x — 1) + 5(y — 2).

Xem Hinh m
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A4(y-2)+2%(x-1)+5
y24x2

50
40
30
20

10

210 F
20 F

30 F

40 <

Hinh 1.3.3: Mat phéng tiép xtic ctia mit z = 2% + y? tai diém (x,y) = (1,2).

Tuwong ty truong hop ham mot bién, ¥ chinh cfia xap xi tuyén tinh trong trudng hop
hai bién 14 dung mat phdang tiép xic dé xap xi do thi. Nhu thé ta c6 xap xi

f(z,y) = fla,b) + fula,b)(x —a) + fy(a,b)(y —b) véi (z,y) ~ (a,b).

Mot cach viét khéac, dat Ax =z —a, Ay =y — b, Af(z,y) = f(z,y) — f(a,b), thi

Af(x,y) = fo(a,b)Az + fy(a,b)Ay.

an’

Vé phai ctia biéu thitc trén c6 khi duge goi 1a “vi phan” clia ham f.

1.3.3 Dao ham riéng cip cao

Ta biét dao ham cap cao clia ham mot bién duge dinh nghia bing quy nap: dao ham
cap n 1a dao ham ctia dao ham cap (n — 1). Ddi v6i ham nhiéu bién khai niem tuong tng
1a dao ham riéng vad dao ham riéng cap cao.

Cho f: D Cc R" — R. Néu %ti ton tai tai moi diém x € D thi ta c6 mot ham méi

of
B, :D—-R
of
x = axz(ac)

Ta lai c6 thé xét dao ham riéng ciia ham % nay, tuc la
2

o (o1
(9:Ej 8:132 '
Cac dao ham nay, néu c6, dudc goi 1a cac dao ham riéng cap 2 ctia f. Ta thuong dung ky

hiéuﬁ
o (oY P,
81‘]' (9.’1,‘1 - 8:1138.%2 Bl

Scha ¥ su khac biét thi tu ctia bién trong hai ki hieu
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Tuong tu, néu f c6 cac dao ham riéng cap 2 tai moi diém ctia D thi céc dao ham rieng
clia cac dao ham riéng cap 2 nay goi 1a dao ham riéng cap 3 cia f, ky hiéu 1

o (FrN__ P,
Oxp \Oz;0z;)  Oxpdx;Ox; """

Vidu 1.3.5. Ham f(x,y) = 23y* —4ay? 6 fo(x,y) = 322yt —4y?, f,(z,y) = 423y3 —8xy.

Céc dao ham cap 2 1a foo(z,y) = 62y, foy(2,y) = 12229° — 8y = fya(x,y), fyy(z,y) =
12232 — 8x.

Vi du 1.3.6. Ham f(z,y) = 2%V + 2%y? — y° 6 fo(z,y) = 2ze¥ + 32%y?, fy(z,y) =
z2e¥ + 223y — 5yt foy(m,y) = 22e¥ + 62%y = fyz(z,9).

Trong cac vi du trén ta thdy fyy = fyz. Day khong phéi la tinh cd. Dinh 1y sau cho
biét mot diéu kien di dé hai dao ham rieng hén hop bing nhau:

Dinh 1y 1.3.7. Néu f: D C R" — R ¢6 tdt cd cic dao ham riéng cap 2 ton tai trong mot

lan can cia diém (a,b) va lién tuc tai diém (a,b) thi véi moii,j=1,...,n
Of O’ f
b) = b).
891:@-8% (a’ ) 8a:j8:1:i (a7 )

Vay néu cic dao ham riéng lién tuc thi tha tu lay dao ham khong dnh hudng
tdi két qud.

Chitng minh. Ta viét chitng minh cho truong hgp n = 2 cho dé theo doi hon. Theo dinh
nghia

fyla+h,b) — fy(a,b)

fyx(aa b) = lim

h—0 h
lim f(a+h,b+k) = fla+hb)  lim fla,b+k) - f(a,b)
_ k ~ k
= h
= lim Jim o [(F(a 4+ h,b+ ) — fla+ h,b) — (Fla,b+ K) — f(a, b))

Liy mot hinh chit nhat mé tam tai (a,b) dit nhé dé ham f c6 cdc dao ham riéng
trong lan can dé va lay (h, k) dt nho dé diém (a,b) + (h, k) ndm trong lan can nay. Dat
g9(x) = f(z,b+ k) — f(z,b) thi

[fla+h,b+k) = fla+h,b)] = [f(a,b+ k) = f(a,b)] = g(a+h) — g(a).

Vi g kha vi trén mdt khodng md chtta a va a + h nén theo Dinh ly gia tri trung binh
Lagrange (xem [Bmgtl]) c6 mot s6 6 gitta a va a + h sao cho g(a + h) — g(a) = ¢'(0)h.
Cha y ¢'(z) = fo(z,b+ k) — fo(x,b), ta duge

[f(a+h7b+k) _f(a"i_hvb)} - [f(a7b+k) _f(G’?b)] = [fx(eab+k) _fx(aab)]h

Vi f.(0,y) kha vi theo bién y trén mot khodng mé chita b va b + k nen lai theo Dinh 1y
gia tri trung binh ¢6 mot s6 § gitta b va b+ k sao cho f(0,b+ k) — f.(0,b) = fz,(0,0)k.
Vi cac dao ham riéng lien tuc tai (a,b) nén ta viét duge

fyz(a,b) = }Lli%llg%fmy(ea‘s) = }Lli%fxy(eab) = fay(a,b).
O

Ham ma tat ca cac dao ham riéng déu ton tai va lién tuc cho t6i mot cap k nao do
duge goi 1a mot ham khd vi lién tuc hay ham tron t6i cap k. Nhu ta vira thay, cac ham
nhu vay c6 nhitng tinh chat dic biét, khién lam viéc vé6i ching dé dang hon.
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Bai tap

1.3.1. Tinh cac dao ham riéng cip 1 va cip 2 clia ham

(a) fla,y) = sin(z'y®) (€) z=av

(b) V = mr2h (f) In(z* +y?)

(©) flz,y) = e (&) fl@,9,2) = s

) fla,y)=e =Y (h) f(z,y) = arctan (a)
1.3.2. Cho

flz,y) :/y V1413 di.

Tim %(1,2) va %(1,2).
1.3.3. Mo hinh Holling trong Sinh hoc cho Iugng con mdi bi &n thit P trong khodng thai gian cho
truée T theo sb lugng con sin mdi  va thong s6 thoi gian can dé bit mot con moi y theo cong
thic

alx
1+ azxy’

P(Cb,y) =

trong dé a la mot hé sé khong déi.

(a) Tinh P,. Gia tri ctia P, la am hay duong? Giai thich § nghia ctia diéu nay.

(b) Tinh P,. Gia tri cia P, 1a am hay duong? Giai thich y nghia ciia diéu nay.
1.3.4. Mot mo hinh Cobb-Douglas trong Kinh té cho ligng san pham P (productivity) theo lugng
von K (capital) va lugng lao dong L (labor) biang cong thitc P = 1,2K%75 925,

(a) Tinh Pk (100,200), Pr(100,200).

(b) Giai thich vi sao c6 thé n6i Pk (100,200) xap xi mitc tang clia san lugng khi lwgng von tang
thém 1 tur mc 100 trong khi lugng lao dong gitt nguyén & mic 200, va duge goi 1a san lugng
can bién theo vén (marginal productivity of capital).

1.3.5. Cho £,(10,20) = 1, £,(10,20) = —5, f(10,20) = 45. Hay udc luong f(11,18).
1.3.6. Tim xép xi tuyén tinh ctia ham:
(a) f(z,y) = 2%y’ gan diem (z,y) = (2,1).
(b) f(z,y) = xY + ze¥ gan diém (z,y) = (1,0).
(c) f(z,y) =z — xy + y* gan diém (z,y) = (5,6). Viét phuong trinh cho mit phing tiép xic
ctia dd thi ¢ diem (z,y) = (5,6). Uéc lugng £(5,1;5,9).
(d) f(z,y) = In(3z — y?) gan diém (x,y) = (1,1). Uéc lugng f(1,05;0,95). So sanh s6 wéc lugng
vai két qua thu duge bing may tinh.
(e) f(z,y) = sin(z + 2y) gan diém (z,y) = (0,0). Usc lugng f(—0,05;0,05). So sanh s6 wéc
lugng véi két qua thu dudge bing may tinh.

f z,y) = L an diém (z,y) = (3,4). Tinh xap xi ——2——
) flz,y) g (z,y) = (3,4) PN e

T ty2 2,09243,012
1.3.7. Tinh xap xi:
(a) ¢/T.02 0,012
(b) /2987 + 1,072,
(c) /1,022 +1,993.
(d) /2,012 + 4,98,
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1.3.8. Mot tam kim loai hinh chi nhat kich thuéc 3 mét x 4 mét khi gip néng bi gidn ra, mdi
mét chiéu dai u6c lugng sé gian ra thém 1 cm. Hay u6c lugng nhanh (khong dung méy tinh) lugng
gia ting ciia dién tich tam kim loai.

1.3.9. Viét phuong trinh mat phing tiép xtc véi do thi ciia ham da cho tai diém cho trudc:
(

a) z =23y + 2x%y° tai (x,y) = (1,1).

)

(b) z=2* —y? tai (z,y) = (3,2).

(c) z =13+ y? tai (1,2,5).

(d) z =22y tai (2,1,4).

(e) z=sinx + cosy tai (0,0,1).

(f) z=e€"cosy tai (0,0,1).

(g) z=In(z*+y*+1) tai (0,0,0).
1.3.10. Cho z = f(22,y*). Tinh May

82

1.3.11. Cho f(x,y,z) = W Chu’ng tO + Sz = 0.

1.3.12. Ham f(z,y) théa phuong trinh f,, + f,, = 0, phuong trinh Laplace, dugc goi 1a mot ham
diéu hoa. Hay kiém céc ham sau c6 phai 13 ham diéu hoa hay khong.

(a) f(z,y) = e"cosy

(b) f(z,y) =In(z? +y?)
(¢) fz,y) =In(2?+y?)
(d) flz,y)=a® - 3ay®.

1.3.13. Hay kiém ham f(z,t) = sin(cx)e*CQt, v6i ¢ 1a mot hing s6 thie, thda phuong trinh truyén
nhiét

ft = f:r:v
1.3.14. Chitng t6 v6i mdi s6 thyc ¢, ham u(z,t) = (2 cos(ct) +3 sin(ct)) sin z 14 nghiém clia phuong
trinh truyén séng

2
Ut = C Ugy-

1.4 Dao ham cua ham vecto

Téng quat hon ham sb ta c6 ham vecto. D6 1a nhitng anh xa f : D C R” — R™. Mai
ham vecto f nhu vay 1a mot bo ctia m ham s6 ctia n bién, cu thé néu ta viét

f(xlvx%'” 7:1:71) = (fl(f]?l,.’l?g,...,Ilfn),fQ(fIfl,JIQ,.. . ,:En),. . wfm(mlax%” . 7xn))
thi f = (f1, f2,---, fm) trong do6 cac f; 1a cdc ham s6 clia n bién.

Vi du 1.4.1. Mot anh xa r : (a,b) C R — R™, r(t) = (21(t), z2(t),...,zm(t)) thuong
duge goi 1a mot duong di hay mot chuyén dong trong R™, mé ta chuyén dong trong khong
gian theo thoi gian, tuong tng méi thoi diém v6i mot vi tri.

Vi du 1.4.2. Ham t — (2(t) = cost,y(t) = sint, z(t) = t) 13 mot dudng xodn trong R3.

Xem Hinh m
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Hinh 1.4.1: Duong xoan.

Vi khong gian dén R™ c6 sdn khoang cach Euclid, nén khai niém hoi tu va lién tuc ¢
thé md rong tit ham s6 lén ham vecto ma khong thay doi noi dung.

Ma tran cidc dao ham riéng clia clia cdc ham thanh phan ctia ham f duge goi 1a ma
tran J acobi cua f, ki hiéu la

J _(&fi)

! Oxj/1<i<m, 1<j<n
of ... 9f
ox1 OTn
Ofe ... Ofe

| Oz O0xn
Ofm .. Ofm
o1 OTn

Ma tran Jacobi ching qua la mot cach viét danh sach cdc dao ham riéng ctia ham thanh
mot bang, duge goi la mot ma tran.

Vi du 1.4.3. Khi anh xa r : (a,b) C R — R™, r(t) = (x1(t),z2(t),...,Tm(t)) md hinh
héa chuyén dong trong khong gian theo thoi gian thi dao ham ciia r tai ¢t duge cho béi
vecto r'(t) = (2} (t), 24(t),..., 20, (t)) miéu ta t 1¢ thay ddi ctia vi tri theo thoi gian, mo
hinh héa van téc ciia chuyén dong.

Khi m = 1 ta ¢6 ham s6 nhiéu bién f : D Cc R” — R, khi d6 ma tran Jacobi 1a mot
danh sach chi c6 mot hang, duge goi 1a gradient cua f, ky hiéu grad f hay Vf E la
vecto ma cac thanh phan 1a cdc dao ham riéng:

0 0
Vf= (ff>
8331 8xn
Vi du 1.4.4. Xét ham f : R? — R xac dinh béi f(z,y) = 22 + y2. Ta c6 %(:L‘,y) = 2z,
5L =2y, vay Vf(x,y) = (22,2y). Chéng han tai # = 0, y = 1 thi V£(0,1) = (0,2).
"Jacobi 1a ho cfia mot nha toan hoc séng vao thé ki 19

8trong tiéng Anh gradient c6 nghia 1a déc, nghiéng, ...
%ki hieu V doc la nabla
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* SO luwgc vé ma tran

Vé6i ngudi doc chua biét dai sd tuyén tinh, dudi day 1a vai diéu vé ma tran. Mot ma
tran 1a mot cach viét mot danh sich thanh mot bang, gom cac hang va cot

a1 o Qg
asy -+ Ggp
am,1 " Qmmn

Cach viét nay to6 ra rat thuan tien vi ta c6 thé lam mot s6 phép tinh trén cac ma tran,
nhu nhan ching. Trong trudéng hgp ma ta gap trong moén hoc nay, ta nhan mot ma tran
m hang n cot v6i mot ma tran n hang 1 cot dé duge mot ma tran m hang 1 cot nhu sau:

a1l Qip T a11T1 + -+ a1pTn
a1 - Q2p ) 2,11 + -+ a2 pnTn
am,1 **° Qmmn Tn Am121 + -+ AmpTn

Dac biét khi m = 1 phép tinh nhan ma tran c6 két qua giéng nhu phép nhan vo huéng
clia hai vecto trong R™, va do d6 hai phép tinh thuong duge dong nhat:

(a1 an)- . :(a1$1+"‘+anxn)-

Tong quat hon ta c6 thé nhan hai ma tran dé thu dudc mot ma tran ma mdi cot la
tich cfia ma tran thit nhat v6i cot tuong ng clia ma tran thit hai. Vi trong mon hoc ta
khong thiye sy diing tdi chi tiét ctia phép toan nay nén ta sé khong noéi them.

Mot ma tran ma c6 s6 hang bang s6 cot thi duge goi 1a mot ma tran vuong. Véi mdi
ma tran vuong A cé tuong ing mot sd thuc goi 1a dinh thic cliia A, ki hieu 1a det A
Trong truong hgp thudng gap ma tran 2 x 2 thi

det < @ b > = a1by — asb;.
bo

a
Trong truong hgp ma tran 3 x 3 thi
ap b
det| ays by o = ap det by ¢ — ag det b + agz det bi e
bs c3 bs c3 by c2
as bg C3

= arbacs — a1bzca + agbzer — asbicz + azbico — agbacy.

Vi du 1.4.5. Cho hai vecto trong R?, a = (ay,az,a3) va b = (by, bg, b3). Tich c6 huéng
cua hai vecto nay duge dinh nghia la vecto

a x b= (agbs — azbs, agby — a1bs, a1by — azby)

. ag as o ayp as =2 ay ag g
—det<b2 b3>l det(b1 b3>]+det<b1 b2)k.

0chit determinant trong tiéng Anh cé nghia 1a cai quyét dinh mot déi tuong
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Dé dé nhé hon ngudi ta thuong viét cong thic thuan tiy ki hieu hinh thic:

i 7k
axb=det| a; as a3
b1 be b3

Ngusi hoc ¢6 thé tim hiéu thém trong cac gido trinh Dai s6 tuyén tinh.

1.4.1 Dao ham cua ham hop

Gia st f 1a ham s6 clia x va y, nhung = v y lai 13 ham s6 cia t. Nhu thé ta c6 thé
xem f cling phu thudc vao ¢, 13 ham ctia t. Ta mudn tinh dao ham cia f theo t.

- .9 2 _ 2.3 e 44 N _ 45 ~ df
Vi du 1.4.6. Gia st f(x,y) = 27y°, v6i 2(t) = t* va y(t) = ¢°. Tim ;.
Day 13 van dé dao ham ctia ham hgp.

Dinh 1y 1.4.7. Cho ham s6 f(z,y) vdi z = z(t) vay = y(t), t € R. Gid st f, x vay khd
vi lien tuc. Dat z(t) = f((z(t),y(t)). Khi do

S0 = L) GO+ L aw.uw) Lo (1.4.1)

Ngudi ta thuong hiéu ngam f 1a ham ciia t dé cong thitc ngan gon hon va dé phai dat
thém bién mdi, va viét tat rang

& _ofdr _ofdy

= . 1.4.2
dt Oxdt Oydt ( )

Trong truong hgp x va y 1a ham clia ¢ va cic bién khac nita, thi cdc dao ham theo ¢
trd thanh cac dao ham riéng va ta viét cong thiic 1a

of Ofdx _9fdy

3 " asor Tyt (1.4.3)

Ta c6 mot cach giai thich Cong thiic (1.4.1)), khong phai 14 mot chiing minh, dya trén
xap xi tuyén tinh nhu sau. Vi

Az = fo(z,y)Az + fy(z,y)Ay = fo(z,y)z' (O)AL + fy(z,y)y (£)At

NAZ

2~ 5y = fal, )2 (0) + fy (2, y)y' (2).

Chitng minh. Chiing minh nay chi 13 lam chinh x4c gii thich trén. Ta viét

Ap dung Dinh 1y gia tri trung binh Lagrange, ¢6 hai s thuc 0 < 6; < 1, 0 < 6y < 1 sao
cho vé phai ctia dang thic trén bing

fo(x+ 01 A2,y + Ay)Ax + fy(z,y + 62Ay)Ay.

Chia cho At ta dugc

Az Az

Ay
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Cho At — 0, chi ¥ réng do x va y lién tuc theo ¢ nén khi At — 0 thi Az — 0 va Ay — 0,
va do f; va f, lién tuc nén ta thu dugc

Az
T4y — Tim =F / ’
2(t) = lim “= = folz,9)2"(t) + fy (2, 9)y ().
]
Vi du 1.4.8. Tiép tuc vi du § dau muc, gia sit f(z,y) = 22y3, v6i z(t) = t* va y(t) = 2,
ta tim %.

Ap dung cong thitc dao ham ctia ham hop:

df _ofdv  ofdy
dt Oz dt Oy dt
= 2293413 + 123y%5t1 = 261 (£9)3483 + (¢4)?3(¢7)% 5t = 23t22.

O tren ta dé ki hieu dugc gon hon ta da luge bét viec ghi ra gia tri ciia mot sé bién, véi
gia thiét 1a ngudi doc c6 thé tu thém vao néu mudn vi sé khong bi lam 1an.

Ngudi doc ¢6 thé nhan thiy ta cé thé thu duge két qua bing cach thé ngay t vao f

dé duge f(t) = (t*)%(t°)® = t?3 va thu dugc két qua mot cach nhanh chéng ma khong can
dung t6i ham nhiéu bién! Qua thuc trong nhiéu truong hop tinh toan cu thé ta cé thé
lam nhu vay. Gia tri ctia cong thitc dao ham ctia ham hop trong truong hgp nhiéu bién
thé hién r6 hon trong nhitng trusng hgp cac ham khong cé cong thiic cu thé va trong cac
khéo sat chung.
Vi du 1.4.9. Cho z 1a mot ham kha vi lién tuc theo hai bién x v y, v6i x va y 1a hai ham
kha vi lien tuc theo bién t. Gia st (0) = 1, y(0) = 2, 2/(0) = 3, ¥/(0) = 4, 2,(1,2) = 5,
zy(1,2) = 6. Hay tinh 2/(0).

Ta co

2 (t) = zo(2(t), y(1))' (t) + 2y (2(t), y(£))y'(1).
Vé6i t =0 thi

(0) = 22(2(0),y(0))2"(0) + 2 ((0), y(0))y'(0)
= 2,(1,2)2'(0) + 2,(1,2)y'(0) =5-3+ 6 - 4.

Vidu 1.4.10. Cho x =rcosf, y =rsinf, va f 1a mot ham cta z va y. Khi do6

of _0f oz af@—ﬁcose—i—ﬁsmea
Ox Ox

or Oz or c‘Tyar N

va
o _ofor ofoy _of, . 0f
90 9500 " 0y00 oo SO+ gpreost.

Hoan toan tuong tu nhu truong hop ham s hai bién, v6i ham s6 c¢6 nhiéu bién hon ta
c6 cong thiic:

Dinh 1y 1.4.11. Cho f(z1,22,...,2s) vdi x; = x;(t) la cdc ham s6 khd vi lién tuc va viét
x = (r1,22,...,Ty) th
df  Of do1 Of doo af drn
g_grfn 9t 9 % 1.4.4
dt  Ox1 dt + Oxo dt + + Oz, dt ( )
V6i x = (x1,79,...,7,) ta nhan thay vé phai clia cong thiic trén bang tich vo huéng

clia vecto gradient ctia f véi vecto dao ham ctia z, do d6 ta c6 thé viét lai cong thic 1a

(fox)(t)=V/[(z(t) '(t). (1.4.5)
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Vidu 1.4.12. Cho z = f(x,y) v6i (x,y) = r(t). Cong thic dao ham ctia ham hgp (1.4.1))
cho

A28 ) = 2L 0,0(0) G0 + S (al0). w0) L 1)

B <g£<z“>’y<t>>’ Z(m(txy(t») (@5, (5) = V(1) - 7' (2),

* Nang cao han vé anh xa dao ham

Néu f: D C R® — R™ kha vi lién tuc tai o thi ta c6 thé xét mot anh xa f’(z) : R” —
R™ cho bdi
f'(@)(h) = J¢(z) - h

trong d6 phép nhan bén vé phai 14 phép nhan ma tran. Anh xa nay dudgc goi la dnh za
dao ham cua f tai x.

V6i nguoi doc c6 biét dai s6 tuyén tinh thi c¢6 thé nhan thiy ma tran Jacobi J¢(z)
chinh 14 ma tran biéu dién anh xa dao ham f’(x), mot anh xa tuyén tinh, trong co sé
chuan tic ctia R".

V6i cach nhin nang cao hon ding anh xa dao ham ta cé thé viét cong thiic dao ham
ham hgp theo cting hinh thitc nhu v6i ham mot bién. Cho U, V, W I cac tap md cla
R™, R™ RP theo thit ty dé, cho f: U — V va g:V — W kha vi lién tuc, ta c6 cong thiic
dao ham cta ham hgp 6 dang quen thudc

(g0 f)(z) =g (f(x))o f (). (1.4.6)

Chu ¥ ring & vé phai 1a hgp ciia hai anh xa tuyén tinh. Néu viét ¢ dang ma tran biéu dién
thi cong thic nay cho

Jgop(w) = Jy(f()) - Ty (). (1.4.7)
O vé phai tich la phép nhan ctia ma tran. Cong thic 1) la truong hgp riéng ctia Cong
thiic (1.4.7) khi m = p = 1. C6 thé chitng minh cong thitc nay mot cach tuong ty nhu
chitng minh cho truong hgp riéng & trén tuy tritu tugng hon va c6 mot s6 chi tiét ki thuat
phtic tap hon, ¢6 trong céc tai lieu nhu [TTQ11] tr. 118].

1.4.2 Dao ham theo hudng

Cho ham f: D Cc R® — R™ va 2 la mot diém trong ctia D. Dao ham ciia ham f tai
diém z theo vects u € R” dugc dinh nghia 1

Duf(e) = iy 1O 102 10)

Ngudi ta thuong qui udc 1ay céc vecto c6 do dai bing 1, goi 1a vecto don wvi, dé chi
huéng, muc dich 14 dé loai b vai tro ctia chidu dai vecto trong khai niém huéng. Trong
trudng hop u 1a vecto don vi thi D, f(x) duge goi 1a dao ham cia f tai z theo hudng wu.

Vay dao ham theo huéng la ti lé thay doi ctia ham theo bién cia né khi bién
chi duoc thay doi theo huwdng cho trude.

Dat g(t) = f(x + tu) thi

Duf(e) = 1 2 =IO _ )
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Trong trudng hop rieng m = 1, tiic f 1a ham s6, gia thiét f 1a kha vi lién tuc, ap dung
cong thiic dao ham ctia ham hop (1.4.5) cho ham g, ta dugc
d
g t)=Vf(z+tu)- %(x—i-tu) =Vf(z+tu) - u,
suy ra ¢'(0) = Vf(z) - u. Vay ta c6 cong thiic biéu dién dao ham theo huéng qua vecto
gradient:

D, f(x) = Vf(x) - u. (1.4.8)

Vi du 1.4.13. Tim dao ham ctia ham f(x,y) = /22 + y? tai diém (1, 2) theo hudng clia
vectd (3,4).

Ta tinh f,(x,y) = prea fylz,y) = Tiyz, vay V(1,2) = (1/5,2/5). Vecto don vi
theo hudng cia vecto (3,4) 1la u = \/ﬁ(?),él) = (3/5,4/5). Vay dao ham ctia ham
f(x,y) = /2?2 + y? tai diém (1,2) theo huéng clia vecto (3,4) 1a

Khi u 1 cac vectd ciia ¢ s6 chuan tic ctia R”, v = ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) thi dao
ham theo huéng u chinh 1a cac dao ham riéng. Cu thé
of
8:c,- '

Vay dao ham riéng 1a truong hgp ctia dao ham theo hudng.

De,f =Vf-e;=Dif =

é

Y nghia cha vecto gradient

Tu Cong thiic (1.4.8)) ta suy ra néu u 1a vecto don vi chi huéng thi dao ham theo huéng
u bang gia tri vo huéng ctia chiéu clia vects gradient lén huéng u.

Ta c6 bat ding thiic (nhd lai Ménh dé [1.1.5)):

Dyf(x) = V() -u < |Vf@)|ull = [Vf(@)]

vdi dau bang x4y ra khi va chi khi V f(z) va u c¢6 cing huéng. Ta suy ra gia tri 16n nhat
cia D, f(x) 1a
nhét theo hudng cia vecto gradient.

Tuong tu, D, f(z) c6 gia tri nho nhat 1a — ||V f(x)]| xay ra khi v = —%, viy gid

Vf(x)||, xay ra khi u = %. Ngan gon, gid tri ciia ham tang nhanh

tri cia ham gidm nhanh nhat theo hwdng doéi cia vecto gradient.

Vi du 1.4.14. Xét ham z = f(z,y) = 22 + 2.

Vecto gradient cia ham f 1a Vf(z,y) = (2z,2y) = 2(x,y), la mot vects c6 huéng di
tit goc toa do t6i diem (x,y). Tai mdi diem (z,y) dé gia tri ham ting nhanh nhat, tic
cao do z clia diém (z,y, z) trén do thi ting nhanh nhat, ta can di theo huéng clia vecto
gradient, tiic 13 theo phuong xuyén goc toa do theo huéng ra khéi goc toa do. Mudn cao
do gidm nhanh nhat ta can di theo huéng ngudge lai. Nhitng diéu nay hoan toan phi hgp
v6i trye quan tit hinh vé do thi, Hinh

Trong phan théo luan trén tat nhién ta phai gia thiét Vf(x) # 0. Khi Vf(z) =0 ta
khong r6 huéng nao sé lam ham tang, huéng nio sé lam ham gidm. Céc diém z tai dé
Vf(x) # 0 duge goi la cac diém dimmg, déng vai tro quan trong trong van dé ciec tri ciia
ham s6 ¢ Muc
Ghi chi 1.4.15. * Nang cao hon, véi m tdng quét, ding cong thic téng quat cho dao
ham ciia ham hgp (1.4.7), ta duge

d
Duf(@) = g'(0) = f'(a+0u) o (o +tw)|_ = f(@)w) = ;@) -
Cong thiic nay tong quat héa Cong thiic
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Hinh 1.4.2: D3 thi ham z = 22 4+ y? ciing v6i cac duong miic 13 nhitng dudng tron tam tai
gbc toa do. Huéng tang nhanh nhat ctia gia tri clia ham ré rang 14 huéng tit gbc toa do
di ra, vudng goc véi cac dudng mic, chinh 1a huéng cta vecto gradient.

1.4.3 Dao ham cia ham an
Tap mirc

Véi mbi sb thue ¢ ¢d dinh, phuong trinh f(z) = ¢ xac dinh tap C = f~1({c}), duge
goi la tdp madc chia ham f ung v6i miic c.

Gi4 st zo 13 mot diém thuoc C. Gid st z = r(¢) 14 mot duong di kha vi trong C di
qua diém xg, v6i 7(0) = xo. Ta luon c6 f(r(t)) = ¢, do d6 liy dao ham theo ¢ ta dudc
Vf(r(t))-r'(t) = 0, ddc biet khi ¢ = 0 thi V f(xg) - 7/(0) = 0. Diéu nay c6 nghia la vecto
V f(x) phéi vudng géc véi vecto r’(0). Ma vecto 7/(0) 1a vecto van tdc ctia dudng r tai
diém 7(0), 12 mot vecto tiép xic bat ki ciia tap C tai diém g, ta két luan V f(z) vuong
goc v6i moi vecto tiép xtc ctia C, do d6 ta néi V f(xg) vuong goéc véi C. Xem Hinh

Ta di dén mot quan sat quan trong: vectd gradient ctia mot ham ludén vuoéng goéc
vdi tdp mic cua ham do va chi theo hudng tang cia mite. Xem minh hoa G cac

Hinh

A

Dudng thing tiép xdc ctia dudng cho & dang an

Xét truong hgp s6 chiéu n = 2. Phuong trinh f(z,y) = ¢ xac dinh mot duong miic
trong R2. Tai diém (x¢,%0) trén dudng nay thi vecto gradient V f(xo,y0) vuong goc véi
dudng, do dé 1a mot vecto phap tuyén ciia dudng, vuong goc véi phuong ctia duong thing
tiép xtc, tic tiép tuyén, ctia dudng tai diém (zg,yo). Xem Hinh

Diéu kién ki thuat cho Ii luan trén la dang chi don gian 1a vecto gradient V f(zo,yo)
tai diém dang xét 1a khac 0. Day 1a mot tng dung ctia Dinh 1y ham an, dugce khao sat chi

tiét hon trong cac tai lieu nhu [TPTT02, [TTQII].
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V f(xo, yo, 20)

Hinh 1.4.3: Vecto gradient luén vuong goéc véi tap miic. Truong hgp ba chiéu.

T tinh chat trén ta thu dude ngay mot phuong trinh cho dudng thing tiép xic cia
dudng cho & dang an f(x,y) = c tai mot diém (2o, o) trén duong. Didu kién dé mot diém
(z,y) ndm trén duong thing tiép xic tai diém (zg,y0) 1& vecto tiép xtc (z,y) — (70,%0)
vuong goc véi vecto phap tuyén V f(xg, yo), tic 1a

Vf(xo,y0) - [(x,y) — (z0,90)] = 0.

Nhu vay dudng thang tiép xic ctia dudng mic c6 phuong trinh

fa (20, y0)(z — o) + fy(z0,Y0)(y — yo) = 0.
Néu f,(xo,y0) # 0 thi ta rat ra duge phuong trinh

Y = 1o + —fa (20, %0) (o — a0).

Jy(wo, y0) (1.49)

Tu diéu nay, he s6 goc clia dudng tiép tuyén tai (zo,y0) 12 _f—?(xo, Y0)-

Vi du 1.4.16. Tim phuong trinh dudng thang tiép xtc véi dudng tron 22 + y? = 2 tai
diém (1,1).

Dudng tron nay 1a mot tap mic ctia ham f(z,y) = 22 +y2. Vecto gradient V f(z,y) =
(22, 2y) 1a mot vectd phap tuyén clia dudng tai diém (z,y). Tai diém (1,1) thi Vf(1,1) =
(2,2). Phuong trinh duong thing tiép xtc tai diém (1,1) 1a 2(z — 1) +2(y — 1) = 0, hay
y=—x+2.

Dao ham cua ham cho & dang an

Xét phuong trinh f(z,y) = c. Gid st (xg,yo) l& mot nghiém ctia phuong trinh, va
fy(z0,90) # 0. Khi d6 néu = di gan xo thi y 1a mot ham cta x, diéu c6 thé thay mot céch
truc quan tit Hinh va duge giai thich chinh xac bing Dinh 1y ham an nhu da ban &
muc trude. Khi dé dao ham ctia y theo z ¢6 thé thu duge bang cach viét f(z,y(z)) = ¢
roi 1ay dao ham theo z clia hai vé theo qui tic dao ham ctia ham hop:

dx dy
—— <=0
f dx +fydx



1.4. DAO HAM CUA HAM VECTO 35
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Hinh 1.4.4: Minh hoa cho tinh chét ciia vectd gradient tai mot diém trén tap mitc. Hinh
vé cho ham z = z? + y?, cac duong mic trong truong hgp nay la nhing duong tron tam
tai goc toa do. Vecto gradient tai mdi diém di tit gbc toa do ra, vudng goc véi dusng mitc
di qua diém do.

o) R

Hinh 1.4.5: Vecto gradient luén vudng goéc véi tap mitc. Trudng hop hai chiéu.

suy ra

dy _ —fz

dx Iy’
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cu thé hon

W) = = wo.0)

Ta thu lai két qua da c6 & Phuong trinh (1.4.9).
Phuong phap nay da dugc gidi thieu ¢ mon Vi tich phan ham mot bién ([Bmgtl]).

Vi du 1.4.17. Tré lai vi du tim phuong trinh dudng thing tiép xtc véi dudng tron
22 +y? = 2 tai diém (1,1).

Xem y 1a ham ctia x, 1ay dao ham hai vé theo z, ta dugc 2x + 2y - v/(z) = 0, suy ra
y'(z) = 5F. Ta diém (1,1) thi y/(1) = —1. Phuong trinh dudng thing tiép xic tai diém
(L) lay=14+(-1)(x—1), hay y = —z + 2.

V6i ham c6 nhiéu bién hon thi phuong phap van khong thay déi. Cho phuong trinh
F(z,y,z) = c. Khi d6 v6i diéu kién nhat dinh thi z 13 mot ham ctia z va y. Ta c6 thé tinh
dao ham cta z theo z va theo y theo cach nhu trén:

0 Oc
8fo(l‘,y,Z(l‘,y)) - % - 07
suy ra
ordx Oydxr 0z0x
tu do
or oro:
dr = 0z ox
vay
oz _ %
Ox ?TZ

Diéu kién dé tinh toan trén thuyc hién duge don gian 1a %—I; khéc 0 tai diém dang xét.

Vi du 1.4.18. Tinh % néu z,y, z duge rang buodc bdi phuong trinh 22 + y? + 22 = 1.

Ta c6 thé quan sat thiy phuong trinh 22 4+ y? + 22 = 1 xéc dinh mot mat cau va tai
nhitng diém khong nim trén duong xich dao z = 0 thi mdi diém thyc su c6 mot lan can
la do thi ctia mot ham theo z va y. Tai nhitng diém nhu thé ta cé thé lay dao ham hai vé
theo x:

ta dugc
2x+22§2=0,
vay
9z _ =
or  z

Trong truong hop nay ta c6 thé kiém tra két qua trén bing tinh toan truc tiép
khong ding ham an, vi ta tinh dudc cong thiic tuong minh z = /1 — 22 — y2 hoiic

z2=—y/1—a2—y>2
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M3t phing tiép xdc cha mit cho & dang an

Xét trudng hgp n = 3. Néu tai diém (w0, yo, 20) thoéa phuong trinh f(z,y, z) = ¢ vecto
gradient V f(z, yo, z0) 1& khac 0 thi phuong trinh f(x,y,2) = ¢ xac dinh mot mit cong
trong R3, mot mat mite. Tai diém (z9, yo, 20) trén mit nay thi vecto gradient V f (20, yo, 20)
vuong géc véi mit, do d6 1a mot vecto phap tuyén clia mat, chi phuong clia mit phéng
tiép xtic clia mit tai diém d6. Xem Hinh

Tt tinh chét trén ta thu duge ngay mot phuong trinh cho miit phéng tiép xtc ciia mit
mic f(z,y,2) = c tai mot diém (zo, yo, 20) trén mat. Dicu kien dé mot diém (z,y, z) nam
trén mit phang tiép xic tai diém (o, yo, 20) 1& vects tiép xtc (x,y, z) — (20, Yo, 20) vudng
goc véi vecto phap tuyén V f(xo,yo, 20), tic 1a

V f(xo0,v0, 20) - [(2,9, 2) — (w0, Yo, 20)] = 0.

Nhu vay mat phang tiép xtc clia mit mic c6 phuong trinh

fz(0, Y0, 20)(x — x0) + fy(z0, Y0, 20) (¥ — yo) + f=(T0, Yo, 20)(z — 20) = 0.

Vi du 1.4.19. Tim phuong trinh mat phing tiép xtc v6i mat cau z2 + y? + 22 = 14 tai
diém (3,1,2).

M3t cau nay ld mot tap mic ctia ham f(z,y,2) = 2% + y? + 22 Vecto gradient
Vf(x,y,2) = (2z,2y,22) l& mot vecto phap tuyén ctia mat tai diém (z,y,2). Tai diém
(3,1,2) thi Vf(3,1,2) = (6,2,4). Phuong trinh mit phang tiép xic tai diém (3, 1,2) 1a

6(x—3)+2(y—1)+4(z—2)=0.

Vi du 1.4.20. Cho méat do thi z = g(x,y). Dat f(z,y,2) = g(x,y) — 2 thi do thi ctia g
chinh 1a tap mic f(z,y,z) = 0 ctia f. Theo cach tiép can nay thi Vf = (g5, 9y, —1), va
mat phang tiép xic tai (z,y) = (x0,y0) 12

9z(w0,y0)(x — x0) + gy (20, ¥0) (¥ — yo) — 1(z — 20) = 0,

chinh 1a phuong trinh ta da cé & Cong thic (1.3.1)).

Bai tap

Dao ham cta ham hgp

1.4.1. Tinh dao ham bing hai cach: thé va dao ham ham hop.

_ _ _ N 9z 0z
(a) z=w,u=2z+y,v=1o—y Tim 5, 5=

— .2 2 — .2 _ 3 N Oz 9z
(b) z=u +v,u-xy,v—my.T1m%7a—y.

(2 2\ /22 +y? _ _ N oz 9z

() z= (2 +9?)eV" Tz =uwv, y =u—v. Tim §Z, .

(d) flz,y) =zn(a® +y'), o =25 +3t, y = 5s — 3t, F(s, 1) = f(x(s,1),y(s,1)). Tim 7, 7.
1.4.2. Cho z la mot ham kha vi lien tuc theo hai bién x v y, v6i = va y 13 hai ham kha vi lien
tuc theo bién t. Gid st z(1) =2, y(1) = =2, 2/(1) =4, ¥’ (1) = =3, 2,(2,-2) = —4, z,(2,-2) = 6.
Hay tinh 2/(1).

1.4.3. Cho z = f(x,y), z =u— v, y = v — u. Ching t6 %JF%ZO'

1.4.4. Cho z = f(x,y), x = tsins, y = tcos s. Tinh é?;gt‘
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2 2
1.4.5. Cho z = f(x,y), * = 2s + 3t, y = 3s — 2¢. Tinh gg, dath, th'

1.4.6. Dién thé V trong mot mach dién don gidn dang gidm dan vi pin yéu di theo thai gian. Dién
tréd R dang dan tang lén do thiét bi bi néng lén. Theo dinh luat Ohm, V = IR. Dung dao ham
ham hgp, hay tim xem cudng do dong dien I dang thay d6i nhu thé nao khi R = 40092, I = 0,084,
dV/dt = —0,01V/s, va dR/dt = 0,03/s.

1.4.7. Gia thiét s6 lugng ca thé C ctia mot loai phu thude vao lugng thite an A va lugng thi sin
mdi S. Trong khi d6 lugng thitc an A va lugng tha sin mdi S lai thay déi theo thdi gian t. Hay
viét cong thitc dinh lugng dién ta téc do thay doi s6 lugng ca thé theo thoi glan thong qua tbc

do thay déi ctia lugng thic an dd—t va tbc do thay déi ctia luong thd san moi E Ap dung, gid st

tai mot thoi diém nhat dinh dA = —2.4; ‘;f = 3,1; gi = 4,05; gg = —0,4; hay tinh % tai thoi

diem do.

Dao ham theo hudng

1.4.8. Tim dao ham theo huéng ctia ham tai diém da cho theo huéng ctia vects da cho. Luu ¥ lay
vecto don vi dé chi huéng.

(a) f(z,y) = y/ tai diém (1,2) theo huéng ciia vecto (2,3).

(b) f(x,y) = x¥ — y? tai diém (—2,2) theo hudng ciia vecto (1, —1).

(¢) f(z,y) = 22y tai diém (1,1) theo hudng ciia vecto (4, 3).

(d) f(z,y) =2y + y3 tai diém (3,1) theo huéng ctia vecto (0, 3).

(e) f(z,y) = ye* tai diém (0,1) theo hudng ciia vecto (1,3).

(f) f(x,y) = 522y tai diém (1,1) theo huéng tir diém (1,1) téi diém (3,2).

() flz,y) = m tai diém (2,1) theo huéng tit diém (2,1) t6i diém (1,3).
(h) f(z,y) = e~ tai diém (2,1) theo huéng tit diém (2, 1) t6i diém (0,0).

(i) f(z,y) = 2% + 2y + 1 tai diém (0,3) theo hudng tir diém (0,3) t6i diém (3, —1).
G) f(z,y) = 2* — xy + 5> tai diém (1,2) theo huéng tao mot goc 60° véi truc .

1.4.9. Dat hé toa do trén mot ving trén mit phéng sao cho huéng truc x 14 huéng déng va huéng
truc y 1a huéng bac. Nhiet do tai mot diém co6 toa do (x,y) trong ving duge mo hinh héa bdi cong
thite T(z,y) = 100e=22"+3v" Tai didm c6 toa do (1,2):

(a) Néu di vé huéng dong thi nhiet do ting hay gidm?

(b) Néu di vé huéng dong béc thi nhiet do ting hay gidm?

(c) Nén di theo huéng nao dé nhiét do gidm nhanh nhat?

1.4.10. Cho T'(x,y) = x> +4? —x —y la nhiét do tai diém (x, %) trén mat phing. Mot con ki nhong
dang nam & diém (1,3) dang mudn dugc am lén cang nhanh cang tot. N6 nén bo theo huéng nao?

1.4.11. Gia st mot ngon ddi c6 hinh dang dd thi clia ham z = 500 — 22 — 2y2. Gia st mot ngudi
dang & tai diém c6 toa do = 6, y = 5 va mudn di xudng nhanh nhéat. Héi ngusi dé nén di theo
huéng nao? Hay ding méy tinh vé hinh dé minh hoa.

1.4.12. Mot dong sudi chdy tir trén nii xudng. Qua nii ¢6 hinh dang cho bdi phuong trinh

3000

I = e,

Tai diém 2 = 5, y = 4 trén nidi khong c6 chuéng ngai vat, du doan dong sudi sé chay theo hudng
nao?
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Dao ham ctia ham an
1.4.13. Tim phuong trinh tiép tuyén ciia dudng da cho tai diém da cho.
(a) 2%+ y? = 4 tai diém (1,/3).
(b) 2% —y? = 3 tai diém (2,1).
(c) 2%y + xy? = 2 tai diém (1,1).
(d) 2% +y? + zy* =1 tai diém (1,0).
1.4.14. Tim phuong trinh mat phing tiép xiic ctia mat da cho tai diém da cho.
(a) 22 +y? + 2% =4 tai diém (1,1,/2).
(b) 22 +y? — 2% =1 tai diém (1,2,2).
(c) 2%y +y%2z — 2%z =1 tai diém (1, 1,0).
(d)
(e)

1.4.15. Tim diém tai d6 mit 222 + zy + y? + 4o + 8y — 2 + 14 = 0 tiép xtc v6i mat phing
dr+y—2z=0.

3zy + 22 = 4 tai diém (1,1,1).
22+ y? + 22 +atyt + et + gyt — 92 = 21 tai diém (1,1, 2).

1.4.16. Cho 22 + 93 =Y. Tinh %'
_ : 1)
1.4.17. Cho z +y + 2z = €*. Tinh &.

1.4.18. Cho 322z — 2%y? + 22 + 3yz — 2 = 0. Tinh 42(0,0), 92(0,0).

Cac bai tap khac

1.4.19. Dat 7= (2,9, 2) € R®. Hay kiém ring

"() =

1.4.20. Cho u,v : (a,b) — R™. Hay kiém tra cac cong thitc sau vé dao ham:
(@) (w-v) = v+ u-,
() (uxv) = xv+uxd.
1.4.21. Cho f,g: D C R® — R. Chting t6 néu f, g c¢6 dao ham riéng theo moi bién tai x € D, thi
(a) V(f +g)(@) =Vf(z)+ Vg(z).
(b) V(fg)(z) = g(x)Vf(z)+ f(x)Vg(z).
©) V(£) @) = 9@V F(2) - f@)Vg(e)) néu gla) #0.

1.5 Cuc tri cia ham sb nhiéu bién

Nhu ta da thay v6i ham mot bién, tim gia tri 16n nhat va nhé nhéat 14 mot bai toan
phd bién, dudc goi 1a bai toan cuc tri hay bai toan t6i wu héa. O bai nay ching ta phat
trién mot sé phuong phap dé khao sat bai todn nay. 0 day c6 su tuong tu véi ham mot
bién, nhung ciing c6 nhitng diéu méi do tinh nhiéu chiéu.

Ciing giong nhu déi véi ham mot bién, ta chia vAn dé thanh hai phan: cyc tri dia
phuong va cyc tri toan cuc.
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DPinh nghia 1.5.1. Ham f: D C R” — R ¢6 cuc dai dia phuong, hay cuc dai tuong
dbi, tai @ € D néu c6 mot qua cau B(a,r) C D sao cho f(a) > f(z) véi moi = € B(a,r).
Diém a dugc goi 1a mot diém cuc dai dia phuong.

Tuong tu f : D C R® — R ¢6 cue tiéu dia phuong, hay cuc tiéu twong déi, tai
a € D néu c6 mot qua cau B(a,r) C D sao cho f(a) < f(z) v6i moi # € B(a,r). Diém a
dugc goi 1a moét diém cuc tiéu dia phuong.

Cuc tiéu va cuc dai duge goi chung 13 cuc tri. Chi ¥ ring néu ham cé cyc tri dia
phuong ¢ mot diém thi diém d6 phai 1a mot diém trong ctia mién xéac dinh.

DPinh nghia 1.5.2. Ham f : D C R" — R ¢6 cuc dai toan cuc, hay cuc dai tuyét
dbi, tai a € D néu f(a) > f(z) v6i moi z € D. Khi dé f(a) la gia tri 16n nhét cta f.

Tuong tu f : D C R" — R ¢6 cue tiéu toan cuc, hay cuc tiéu tuyét déi, tai a € D
néu f(a) < f(z) véi moi z € D. Khi d6 f(a) 1a gia tri nh6 nhat cta f.

Do dinh nghia cuc tri dia phuong, bai todn cyc tri véi tap xac dinh ciia ham muc tiéu
la tap md thi duge goi bai toan khong c6 rang budc, ngude lai bai toan véi tap xac dinh
cua ham muc tiéu khong 1a tap mé duge goi 1a bai toan cuc tri ¢6 rang budc.

1.5.1 Cuc tri khong cé rang budc

V6i ham mot bién, dé ham kha vi c6 cuc tri dia phuong tai mot diém thi dao ham phai
bang 0 tai diém d6. D6i véi ham nhiéu bién, mot cuc tri theo tat ci cac bién han nhien
phai 1a mot cyc tri theo timg bién, do d6 dao ham theo titng bién phai bang 0 tai diém
do6. Vay mot diéu kien can dé c6 cuec tri dia phuong 13 tat cd cac dao ham riéng phai bing
0.

Dinh Iy 1.5.3 (Diéu kién can cho cuc tri). Néu f: D C R® — R ¢6 tit cd cic dao

ham riéng tai a va f c6 cuc tri dia phuong tai a thi tat cd cic dao ham riéng tai a phdi
bing 0, nghia laVi=1,...,n, %(a) =0, hay Vf(a) =0.

Mot cach khac dé thay diéu nay la tit ¥ nghia ctia vects gradient: néu V f(a) # 0 thi
tai @ ham f c6 huéng tang va c6 huéng gidm, do d6 néu néu f c6 cyc tri dia phuong tai
a thi phéi c6 Vf(a) = 0.

Chatng minh. Ta viét chi tiét hon Ii luan trén. Xét a = (a1, as,...,a,), mot diém trong
ctia D. Ham mot bién g : z; — f(a1,...,a;—1, T, ais1, - - -, ay) xac dinh trong mot khoang
mdé chita a; va kha vi tai a;. Vi f ¢6 cyc tri dia phuong tai a nén g ¢6 cyc tri dia phuong
tai a;. Do vay 0 = ¢'(a;) = %(a). O

Trong truong hop n = 2, két qua nay dan t6i ring tai diém trén mat do thi ma xay ra
cuc tri dia phuong thi vecto phép tuyén ctia mat la thing ding va mat phing tiép xic la
niam ngang, mot diéu rat ré vé tryc quan, xem Hinh va, xét Hinh .

Néu tai a cac dao ham rieng cAp mot triet tieu thi a dude goi 1a mot diém dwng hay
diém tdi han. Day 1a nhing diém & d6 c6 thé xay ra cuc tri dia phuong. Nhu vay ta tim
cue tri dia phuong trong cic diém ding.

Viéc cdc dao ham rieng cap mot triet tieu tai diém cuc tri 1a diéu kien can, nhung

khong phai la diéu kién d.
Vi du 1.5.4. Xét ham hai bién f(z,y) = 2% -y Ta 6 3£(0,0) = §£(0,0) = 0, nhung
f(x,0) > f(0,0) > f(0,y) v6i moi x # 0 va y # 0. Vay (0,0) 14 mot diém dimg, nhung
ham khong c6 cuc tri dia phuong tai (0,0). Diém (0,0) thuong duge goi, dua vio hinh
dang dd thi, 1a mot diém yén, xem Hinh

Nhu vay can luu ¥ ring cuc tri dia phuong phai x4y ra § diém ditng, nhung diém dimg
khong chic 1a diém cuc tri dia phuong.
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Diéu kién dG cho trudng hdp ham hai bién

Phat biéu diéu kien du trong trudng hgp nhiéu bién ciing véi ching minh kha phiic tap
nén ta dé lai § phan tiép theo sau. Thay vio d6 ta phat biéu ngay két qué trong truong
hgp ham hai bién.

Dé tim diéu kién du, tic 1a tim diéu kien dé c6 thé dua ra két luan vé cuc tri, ta nhé
lai trong ham mot bién tai cac diém dimg ta da ding dau ctia dao ham bac hai, gitp kiém
soat chiit ché hon cach thay ddi ctia ham. Cu thé néu f’(xg) = 0 va f”(z¢) > 0 thi ham f
14 16i quanh zg, ham f c6 cyc tiéu tai zo, ngugc lai néu f'(zg) = 0 va f”(x9) < 0 thi ham
f 1a 16m quanh zg, ham f c6 cyc dai tai z9. Du6i day ta phat trién ki thuat nay cho ham
hai bién.

Cac dao ham bac hai c6 vai trdo quan trong trong van dé nay. Bang tat ca ciac dao ham
rieng bac hai clia ham xép du6i dang mot ma tran 2 x 2 dude goi 1a ma tran Hesse

cta ham, ki hiéu la
9%f 9% f
2

Jdy Ox oy?

Dinh thic ctia ma tran Hesse 1a

S A 82f82f.82f_<82f>2

det H(f) = 0z 9y2  0xdy Oydxr  0x2 Oy? Oxdy

Dinh 1y 1.5.5. Sau day la diéu kien di cho cuc tri dia phuong cia ham hai bién.

Tim cuc tri dia phuwong cia ham hai bién

Buéc 1: Tim cdc diém ding (xo,vo) bing cdch gidi hé phuong trinh
2]
gé(m, y) =0

Buéc 2: Tinh dinh thic cia ma tran Hesse tai cic diém diung:

02 02 o2 2
D(xo,yo0) = det H(f)(z0,%0) = 856“2(5007%)'@}20(950,yo)—<(%(%($0,yo)> :

Budc 3: Bién luan:
e Néu D(xo,y0) > 0 thi (z0,y0) la mot diém cuc tri dia phuong cia ham
f. Dé phan logi diém cuc tri ta zét tiép:
— Néu %(xo,yo) > 0 thi (x0,y0) la mot diém cuc tiéu dia phuong
cua f.
— Néu %(l‘o,yo) < 0 thi (z0,90) la mot diém cye tiéu dia phuong
ctia f.
o Néu D(z0,10) < 0 thi (zo,y0) khong la diém cuc tri cia f, va la mot
diém yén cia f.

Vi du 1.5.6. Xét f(z,y) = 22 +y2 Ta c6 fo(z,y) = 2z, f,(z,y) = 2y. Gidi hé phuong
trinh 22 = 0 va 2y = 0 ta dugdc diém dimg duy nhat 1a (x,y) = (0,0). Tinh dao ham bac
hai, ta dugc foo =2 >0, foy = fye = 0, fyy = 2. Tiép theo D = [foufyy — f2,] = 4> 0.

Hten mot nha toan hoc séng vao thé ki 19
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Vay ham c6 cyc tiéu dia phuong tai (0,0). Dicu nay ta thiy ngay tit hinh vé do thi clia
ham, Hinh [1.5.1) v& c6 thé kiém lai duge dé dang bing céach khac.

Y242

z=a2%+y?

(y2)x2

z=a2—y?

Hinh 1.5.1: Do thi cia cac ham z = 22 4+ 32, 2 = —22 — 2, z = 22 — 2, tuong ting véi
diém cuc tidu dia phuong, diém cuc dai dia phuong, va diém yén.

Tuong tu véi g(x,y) = —22 —y? ta c6 g (z,y) = —2x, gy(z,y) = —2y. Diém ding duy
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nhat 1a (z,y) = (0,0). Ta c6 goe = —2 < 0, Gay = Gyz = 0, Gyy = —2, D = [GzaGyy —ggy] =
4 > 0. Vay ham ¢6 cyc dai dia phuong tai (0,0).

V6i h(z,y) = 2% — y? ta ¢6 hy(z,y) = 22, hy(z,y) = —2y. Diém dimg duy nhat la
(z,y) = (0,0). Ta ¢6 hyy = 2, hgy = hyy = 0, hyy = =2, D = [hyghy, — h3,] = —4 < 0.
Vay ham khong c6 cuc tri dia phuong tai (0,0), d6 13 mot diém yén. Diéu nay ta thiy ro
tit hinh v& d6 thi clia ham, Hinh

Tiéu chuan cyc tri ¢6 thé hoi khé nhé, mot cach gitp dé nhé hodc dé tim lai tiéu chudn
nay 1a lam lai truong hop tiéu biéu trong vi du nay.

Hinh minh hoa phan nio nguyén nhan ciia tieu chuan cuc tri. Khi D(xg,0) > 0
thi ham ho#c 13 16i theo moi huéng hosic 13 16m theo moi huéng. Néu %(wo, yo) > 0 thi
c6 mot huéng ma ham 13 16i, do d6 ham 1a 16i theo moi huéng, tit dé (zo,yo) & diém cyc
tiéu dia phuong. Tuong tu khi %(wo,yo) < 0 thi ¢6 mot huéng ma ham la 16m, do do
ham 1 16m theo moi huéng, tit d6 (z9,yo) 1 diém cuc dai dia phuong. Khi D(xg,%0) < 0
thi ham 1& 16i theo mot huéng nhung lai 16m theo mot huéng khac, nén (xg,yo) 1a diém
yen.

Vi du 1.5.7. Tim va phan loai cic diém cyc tri cia ham f(x,y) = 2* + y* — dzy + 1.
Budc 1: Tim céc diém dimng. Tinh,

Of _ 4d _ay 2 _pp
97 da° — 4y; By 4y° — 4x.

Cho nhitng dao ham riéng nay bing 0,
$3—y:0 va y3—x:0.
Thé y = 2 tit phuong trinh thit nhat vao phuong trinh thit hai,
0=2"—2=2(®-1)=z@" - 1)@ +1) =2@* - 1)@*+1)(z* +1).

C6 3 nghiém thyce: x = 0,1, —1. C6 ba diém ditng 1a (0,0), (1,1), va (=1, —1).
Buégce 2: Tinh céc dao ham riéng cap 2:

of

Ox?

0 f
Jx Jy

82

(z,y) = 122%

Tinh dinh thuc:
D(z,y) = (122%) - (12¢%) — (—4)? = 14422y* — 16.

Bude 3: Vi D(0,0) = —16 < 0 nén (0,0) 1a mot diém yen. Vi D(1,1) = 128 > 0 va
°f(1,1) = 12 > 0 nén f ¢6 cuc tidu dia phuong tai (1,1). Vi D(—1,—1) = 128 > 0 va

oz2

82f(—l, —1) =12 > 0 nén f ciing c6 cyc tiéu dia phuong tai (—1,—1). Xem Hinh

922

* Trudng hop tdng quat va chitng minh Dinh ly [1.5.5

Gia stt f kha vi lien tuc moi cap trong mot qua cau B(z,r). Véi h € B(0,r) ta dit
g(t) = f(x +th) = f((z1 + thy,...,xn + thy)), t € (—1,1). Gia tri cia ham g la gia tri
ctia ham f khi bién chi di chuyén doc theo doan thing tit « t6i h. Ham ¢ kha vi lien tuc
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yh-axxry+x3+1

Hinh 1.5.2: D6 thi ctia ham f(x,y) = z* + y* — 4oy + 1.

moi cap, va ta tinh dugc dao ham ciia né theo qui tidc dao ham ham hop:

"9 d(xz; + th; "9

00 =3 D8] SOy, (15.1)
=1 i=1
L)

AUEDY 85, (@)hi, (1.5.2)
i=1 "

oy N~ O (X~ Of ,d%+ﬂl - "

q'(t) = ]Z:; 5 (jz::l o (z + thh,) ]Z_: 8$28x] (@ + th)hihj, (1.5.3)

g'0)=>" e LS (1.5.4)
. 3 7

Ta c6 thé doan ring dau ctia ¢”(0) c6 thé c6 vai tro trong dicu kién du cho cyc tri.
Chéng han néu ¢”(0) > 0 va ¢’(0) = 0 thi theo két qua v& ham mot bién chic chin
g(t) = f(z+th) > g(0) = f(x) v6i moi t dit bé (phu thuoc vao h). Dé trinh bay chinh xac
ta diing phuong phap khai trién Taylor.

Ménh dé 1.5.8 (Khai trién Taylor). Cho f khd vi lién tuc cip hai trong mot qud cau
B(x,r). Véi moi h € B(0,r) ta co

flx+h) = +Z Z 8 ax] (x + 0h)hshj,

t,j=1

vdi 0 € (0,1) phu thuoc vao h. Mot cong thic khac la
fle+n) = +Za an ﬁ(%)hihj+6(h) IRl
T 1 0x;0x;
vdi limy,_,0 €(h) = 0.
Ching minh. Ap dung khai trién Taylor cho ham mét bién g tai 0 ta dugc

o(0) = 9(0) + 4 O}t + 54" (O)F%,



1.5. CUC TRI CUA HAM SO NHIEU BIEN 45

v6i 6 nim gitta 0 va t. Chi ¥ 1a ta c6 thé cho ¢ thudoc mot khoang mé chita 0 va 1 ma vin
dam bao x +th € B(x,r). Cho t = 1 ta dugc ngay cong thitc thit nhat.
So sdnh cong thitc thit nhat va cong thitc thit hai, ta chi can ching minh

: = hih;
}lzlg(l) ( Z 83: 81:] z+6h) Z 85[?18&7] ) ||h||]2 -

Dung danh gié |h;hj| < 1(h? + h2) < ||n|* ta duoc

o2 f hih; 0* f |hihy]
‘Z <6$18xj Hh)_axiaxj(‘”)) Ik Z ‘axzaxj z+0h) - axiaxj(m) A2

3,j=1

0 f 0’ f
oh) — |
ij=1 axzal‘] (.CU + ) 3.%1856] (x)
Cho h — 0 thi afjaj;j (x +6h) — 85 afg; (x), ta dugc két qua. O

Béang cac dao ham bac hai 8:?_28/;_ (x) xép dudi dang mot ma tran n x n duge goi la ma
10T
tran Hesse, ki hiéu la
0% f
H(f,o)= (502 —@) _ .
(%Zaxj 1<4,5<n

Bay gio ta c6 thé phat biéu mot diéu kien di cho cuec tri dia phuong:

Dinh ly 1.5.9 (Diéu kién di cho cuc tri). Gid st f ¢6 cdc dao ham riéng cap hai lién
tuc trén mot qud cau chita x va x la mot diém ding cia f, tic Vf(z) = 0.

(a) Néu ma tran H(f,x) zdc dinh am, nghia la Yh = (hy,ha, - ,h,) € R"\ {0} thi
P szax () hjh; <0, thi f c6 cuc dai dia phuong tai x.

(b) Néu ma tran H(f,z) zdc dinh duong, nghia la Vh = (h1,ha,- -+ ,hy) € R"\ {0} thi
doij=1 89?28;1; (z) hjh; >0, thi f c6 cuc tiéu dia phuong tai x.

(c) Néu ma tran H(f,z) khong xdc dinh duong va ciing khong xdc dinh am, thi f khong
co cuc try tai x, va x duge goi la mot diém yén cua f.

Chitng minh. Ap dung cong thiic cong thitc Taylor, chi § 2 14 diém dimg, nghia 13 tat ca
cac dao ham bac nhat 8—( ) déu bang 0, ta duge

n 2
ot 1) = 1) = 5 3 5 @iy (0

" 9%f hh
(Zaxla% s ) 1Al

voi limh_>() E(h) = 0.
Gia st H(f,x) xac dinh duong. V6i h # 0, dat uw = h/ | k||, thi
1 — 0%f -
2 2 Owi0n; ||h|| HhH Z 5e5 8% K
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14 mot ham lién tuc theo bién w trén mit cau don vi S(0,1), c6 gia tri am. Vi mat cau
c6 tinh dong va bi chin (compéic) nén ham nay c6 gia tri 16n nhat o < 0 (xem Dinh 1y

1.5.17). Vay bay gio ta c6
fl@+h) = f(z) < (a+e(h) [|h]*.

Khi h dt nhé thi e(h) < —a, do d6 f(x+h) < f(x). Vay = 1a mot cuc dai dia phuong ctia
f-

Truong hop H(f,x) xac dinh am la tuong tu.

Néu H(f,r) khong xac dinh duong va ciing khong xac dinh am thi tit cong thitc
g"(0) =37 0°f (x)hih; 6 Phuong trinh (1.5.4)) ta thay ton tai huéng h theo hudng

1,J=1 Ox;0x;
dé6 g c6 cuc dai ngit tai 0, dong thoi lai ton tai huéng h ma theo hudng dé g co cuc tidu
ngat tai 0. Vay f khong c6 cuc tri dia phuong tai z. O

Tinh xac dinh duong va xac dinh am ctia ma tran thuc ra c6 thé can nhitng khao séat
sau hon dé kiém tra (mot dé tai ctia mon Dai s6 tuyén tinh nang cao). Trong mon hoc
nay ching ta chi dimmg lai 6 viéc chi ra rang trong trudng hop hai chiéu c6 mot cach rat
thiét thuc dé kiém tra diéu nay.

Meénh dé 1.5.10. Cho ma trgn

Dat D = det H = ac — b2.

(a) Néu D > 0 va a > 0 thy H la zdc dinh duong. (Chi § néu D > 0 thi a va ¢ cung
dau nén vai tro cia a va ¢ ¢ day nhu nhau.)

(b) Néu D >0 va a <0 thh H la xdc dinh am,
(¢c) Néu D <0 thi H khong zdc dinh duong va khong xdc dinh am.

R6 rang ménh dé nay cuing véi Dinh 1y cho ta Dinh ly diéu kien du cho cuc
tri dia phuong ctia ham hai bién ma ta ding trong muc trudc.

Chaing minh. Theo phét biéu ctia Dinh 1y ta can xét dau cia
A(h) = ah? + 2bhiho + ch3,

v6i h = (hl, h2) € R%
Gia stt a # 0. Ta bién doi

b ac — b2

A(h) = a[(hl +~ho)? + n2l.

Néu D > 0 vaa > 0 thi Vh # 0,A(h) > 0 (néu he = 0 va hy + 2hy = 0 thi by = 0).
Tuong tu, néu D > 0 va a < 0 thi Vh # 0, A(h) < 0.

Néu D < 0, 1ay h = (1,0) thi A(h) = a, nhung lay h = (—b/a, 1) thi A(h) = D/a, trai
dau. Vay H khong xac dinh duong va ciing khong xac dinh am.

Gia st a = 0. Khi d6 D = —b*> < 0. Vi A(1,0) = 0 nén H khong xac dinh duong va
ciing khong xac dinh am. O
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1.5.2 Cuc tri c6 rang budc

Ta xét bai toan tim cyc tri ciia f(x) thoa diéu kien g(x) = ¢ trong d6 ¢ la mot hang
s6 thye. Day 1a mot bai toan cuc tri ¢6 rang buodc, hay con dude goi la ciuce tri c6 diéu
kien. Ta van tim cyc tri cia mot ham f, tuy nhién bay gid mién xac dinh ctia ham f 1a
tap c6 dang g~ '({c}). Tap nhu vay c6 thé khong phai 14 mot tap md, tham chi c6 phan
trong bang tap réng, khién cho cidc phuong phap clia chiing ta & phan truéc khong ap
dung dugc.

Vi du 1.5.11. Tim cye tri cia ham f(z,y) = z +y thoa 22 +¢% = 1.
Ta c6 thé nhin bai toan nhu la tim cuc tri ciia x + y trén dudng tron don vi. Ta chi ¥
rang duong tron don vi ¢6 phan trong bang rong.

Ta hét ta khdo sat truong hop hai chiéu ma ta c6 tric quan hinh hoc. Bai toan 1a

{Tim cyc tri cta f(x,y) (1.5.5)

thoa g(x,y) = c.

0 day f thuong dugc goi la ham muc tiéu, g duge goi 1a ham rang budc.

Nhu ta da thao luan trong Muc m phuong trinh g(x,y) = ¢ xac dinh mot duong
mic C' cta ham g, va vectd gradient ctia ham rang budc g phai vuéng goc véi dudng mic
C nay tai diém (zg,y9) € C.

Bay gio gia st (2o, o) 1& mot nghiém ctia Bai toén . Gia st r 14 mot duong kha
vi trong C di qua diém (z9,%0) = r(0). Nhu thé ham f(r(t)) c6 cyc tri dia phuong tai
t =0, do d6 dao ham phai bang 0 tai t = 0, tiic 1a 0 = £(f(r(t))]|i=0 = VF(r(0)) - 7'(0).
Vay vecto gradient ciia ham muc tieu f ciing phai vuong géc véi duong C tai diém cuec tri
(0, Y0)-

V f(zo0,y0)

(CUO, yo)

g(z,y) =c

Vg(xo,y0)

Hinh 1.5.3: Nguyén li ctia phuong phap nhan tit Lagrange.

Nhu thé trén mat phing ta c6 hai vects Vg(zo, yo) v V f(z0,y0) cling vudng goéc véi
dudng C tai diém (zg, yo). Duéi dicu kien ky thuat raing Vg(zo, yo) # 0 thi C c6 tiép tuyén
mot chiéu tai (zo, yo), hai vecto Vg(zo,y0) va V f(zo, yo) cling vuong goc véi tiép tuyén nay
nén phai ciing phuong, dan t6i phai ¢c6 mot s6 thuc A sao cho V f(xg,y0) = AVg(zo,y0)-
S6 thiyc A nay dude goi 1a nhan ti Lagrange. Xem Hinh Ta thu dugc:
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Dinh 1y 1.5.12 (Diéu kién can cho cuc tri c6 rang budc). Gid st f va g khd vi
lién tuc trén mot tap md trong R%. Néu (xo,y0) la mot nghiém ciia Bai todn (1.5.5) théa
Vg(zo,y0) # 0, thi phdi ton tai A € R sao cho

V f(z0,%0) = AVg(zo, yo)-

Dinh 1y trén la co sé cho phuong phap nhan tit Lagrange sau day:

Phwong phdap nhan tw Lagrange

Tim cve tri ciua f(x,y)
théa g(z,y) = c.

Véi gia thiét Vg luon khéac 0 trén tap rang budc, nghiém ciia bai toan phai thoa
hé phuong trinh sau gom 3 phuong trinh va 3 an z, y, \:

0 1)

U (z,y) = A9 (x,y)
0 0
S(2,y) = AG(z,)
g(z,y) =

Vi du 1.5.13. Tim cyc tri cia ham f(z,y) = = + y thoa 22 +y% = 1.

Ta ding phuong phap nhan tit Lagrange v6i f(x,y) = = + vy, g(x,y) = 2% + y2. Ta c6
Vf(z,y) = (1,1), Vg(x,y) = (2z,2y). Tréen tap 2% + 3> = 1 thi Vg(z,y) luon khac 0. Ta
giai he

1=X\(22) 1
1=X\(2y) <~ {xQ + y2 -1
22 4y =1 :
Nghiém la z =y = j:@. Vay néu bai toan c6 nghiém thi né phai ¢ cac diém (@, @) va

(—@, —g) Két luan c6 & Vi du[1.5.18| trong myc tiép theo. o
Bai toan nay ciing ¢6 nhitng 16i gidi khac, chang han dung Bat dang thiic Buniakowski.
Lam tuong ty trudng hgp hai bién ta cé thé thu duge mot tdng quat héa clia phuong
phap nhan tit Lagrange cho trudng hgp sé bién bat ki:
Dinh 1y 1.5.14. Gid st f va g;, 1 < i < p < n, khd vi lién tuc trén mot tap md trong
R™. Xét bai todn
Tivm cuc tri cia f(x
mee H ) (1.5.6)
théa gi(z) = c;, 1 <i < p.
Néu a la mot nghiém cia Bai todn , va Vgi(a),Vga(a),...,Vgy(a) doc lap tuyén
tinh, thi phdi ton tai A1, Aa, ..., \p € R sao cho

Vf(a)= Z AiVgi(a).

Vi du 1.5.15. Tim cuyec tri ctia ham f(x,y,2) = x + 2y + 3z théa 22 + % + 22 = 1.

Dat g(z,y,2) = 22 + 9% + 22, ta c¢6 rang buoc g(z,y,2) = 1. Ta thiy Vg(z,y, 2) =
(2x, 2y, 2z) luon khéac 0 treén tap rang buoc. Ap dung dinh Iy trén (véi p = 1), phuong
phap nhan tit Lagrange cho biét ciyc tri ctia ham f néu c6 phai théa hé phuong trinh

{Vf(w,y, 2) = AVg(z,y,2)
g(.’]j, y7 Z) = ]‘
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Tinh toan cac dao ham riéng ta dugc hé

1=\
2= X2y
3=2X2z

22+ + 22 =1

Tit ba phuong trinh dau, tinh z,y, z theo X roi thé vio phuong trinh thi tu, ta tinh dugc

A\ = :l:@. Vay cyc tri chi ¢6 thé x4y ra ¢ diém (ﬁ, \/%, \/%) hodc diém —(\/%, \/%, \/%)

Két luan c6 & Vi du [1.5.18| trong muc tiép theo.

Vi du 1.5.16. Tim cuyc tri ciia ham f(z,y,2) =z thdaz +y+z=1vaz?+y? +22 = 1.

Dat g(z,y,2) = 2 +y + 2, h(z,y,2) = 22 + y* + 22, ta c6 rang buoc g(z,y,z) = 1,
h(z,y,z) = 1. Ta ap dung dinh 1y trén véi p = 2. Ta c6 Vg(z,y,2) = (1,1,1), Vh(z,y,2) =
(2x,2y,2z). Hai vecto nay phu thudc tuyén tinh khi va chi khi ching cuing phuong, tic la
x =y = z, tuy nhién khi d6 hai rang buoc khong thé ciing dudc thda, vay hai vecto nay
luon doc 1ap tuyén tinh trén tap rang buoc. Phuong phap nhan tit Lagrange cho biét cyc
tri cia ham f néu c6 phai théa hé phuong trinh

vf(xa Y, Z) = Alv.g(xa Y, Z) + )‘QVh(xayv Z)

9(z,y,2) =1
h(z,y,z) = 1.
Ta dugc hé

1=X + X2z
0= X + A2y
0= X+ X2z
r+y+z=1
\x2+y2+z2 =1

Tt ba phuong trinh dau, tinh x,y, 2 theo A\; vd Ao 10i thé vao phuong trinh tht tu, ta
tinh duge Ay = 1724)‘1 Thé vao phuong trinh thit nam ta duge A\; = 0 hoac A\ = %, tuong
tng diém (x,vy,2) = (1,0,0) hoac (z,y, z) = (—%, %, %) Vay cuec tri chi c6 thé x4y ra & hai
diém nay. Két luan c6 & Vi du trong muc tiép theo.

1.5.3 Gia tri 16n nhit va nho nhit

Trong phan nay chiing ta khao sat bai toan tim gia tri 16n nhat va gia tri nhé nhat,
tuc 1a tim cuc tri toan cuc.

Mot tap con ctia khong gian R™ dude goi 14 bi chdn néu n6é duge chita trong mot qua,
cau véi ban kinh du 16n, néi cach khac tap hop céc chuan ctia cac phan ti ctia tap nay la
mot tap hop con bi chin ciia tap hop tat ca cac s6 thuec.

Mot tap déng va bi chin trong R™ con duge goi 1a mot tap compdc

Dinh 1y 1.5.17. Mot ham s6 lién tuc trén mot tap compdc thi ¢é gid tri lon nhat va gid
tri nhé nhat trén do.

Day 1a mot tong quat héa ctia Dinh 1§ gia tri 16n nhat va nhé nhét clia ham mot bién.
Chiing minh ctia né vugt ra khéi pham vi cia mén hoc nay, thuong cé trong cic gido trinh
Giai tich nhu [TTQII, Rud76, Land?).

124 compact trong tiéng Anh c6 nghia 13 gon, chit, ...
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Vi du 1.5.18. Tiép tuc Vi du ham f chic chan c6 gia tri 16n nhat va gia tri nho
nhéat trén dudng tron don vi 22 + y? = 1 vi day la mot tap compéic. Phuong phép nhan
tit Lagrange da khing dinh hai gid tri d6 chi c6 thé dat dugc & hai diém (\[, ‘[)
(— \f ‘[) Dé xac dinh ta chi can tinh gid tri f tai hai diém nay. Vi (%, —2) V2
con f(—@, —@) —+/2 nén hai gia tri nay lan luot la gia tri 16n nhat va gia tri nhé
nhat ctia ham.

Tuong ti, & Vi du vi tap rang buoc mit cau don vi 14 compac nén ta két luan
dugc hai diém tim dudc thuc sy tng véi gia tri 16n nhat va gia tri nhé nhat cia ham.

O Vi du tap rang budc la giao clia mot mit phéng v6i mot mat cau, 1a mot
duong tron nén la tap compéc, va ta két luan duge hai diém tim dugce thuc sy dng véi gia
tri 16n nhat va gia tri nhé nhat ctia ham.

Ap dung dinh ly nay, gia tri 16n nhat va nho nhit ctia mot ham trén mot tap compéc
ton tai, hodc xdy ra & phan trong ctia mién xac dinh thi d6 & cac gia tri cuc tri dia phuong
va phéi tai cac diém ditng, hosic x4y ra trén bién ctia mién xac dinh. Vi vay dé tim gié tri
16n nhat va nhé nhat ta thuc hién cac bude sau:

Tim gid tri lon nhat va nhé nhat ciia mot ham trén mot tap compdc

Buéc 1: Tim cac gia tri cia ham tai cac diém dimg ¢ phan trong ciia mién xéac
dinh.

Budc 2: Tim cac gia tri cyc tri clia f trén bién clia mién xac dinh, ding céac
phuong phap cia cyc tri cé rang budc.

Budc 3: S6 16n nhat trong cac gia tri § Bude 1 va Bude 2 1a gia tri 16n nhat va
s6 nhé nhat trong cac gia tri nay 1& gia tri nhé nhat.

Vi du 1.5.19. Tim gi4 tri 16n nhat va nhé nhét ctia ham s6 f(z,y) = 22 — 22y + 2y trong
hinh ch@ nhat D = {(z,y) |0 <2 <3,0 <y < 2}.

Vi f 1a mot da thic nén né lién tuc trén hinh chi nhat déng va bi chian D nén f c6
gid tri 16n nhat va nhé nhat.

Ta thuyc hien Buée 1, xét phan trong ctia hinh chit nhat D. Giai he

fm(:):,y):2:r—2y:0, fy($7y):_2x+2:07

ta c6 duge diém dimg duy nhat 1a (1,1), va gia tri ctia f & d6 1a f(1,1) = 1.
Trong Budc 2 chiing ta xét f trén bién ctia D, bao gdm 4 doan thang L1, Lo, L3, Ly

trong Hinh

Trén L; ching ta c6 y =0 va
f(z,0) = 22, 0<z<3.

Day la mot ham tang ctia x, do d6 gia tri nhoé nhat cia né 1a f(0,0) = 0 va gia tri lén
nhét ctia n6 1a f(3,0) = 9.
Trén Lo ta co x = 3 va

fBy)=9—-4y, 0<y<2.

Day 1a mot ham gidm ctlia y, do dé gia tri cuc dai ctia né 1a f(3,0) = 9 va gia tri cuc ticu
cia né la f(3,2) = 1.
Trén L3 ching ta c6 y = 2 va

f(z,2) = 2? — 4z + 4, 0<az<3.
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Hinh 1.5.4:

Bing cac phuong phap ctia vi phan ham mot bién, hay don gidn bang cidch quan sat
rang f(z,2) = (z — 2)?, ching ta thay ring gia tri cyc tiéu ctia ham s6 nay 1a f(2,2) =0
va gia tri cuc dai la f(0,2) = 4.

Cudi ciing, trén L4 ching ta c6 z = 0 va

f(0,y) =2y, 0<y<2

Vv6i gia tri cue dai f(0,2) = 4 va gia tri cyc ticu £(0,0) = 0. Do d6, trén bién, gia tri nho
nhat ctia f 1a 0 va gia tri 16n nhat 1a 9.

Trong Budc 3 ching ta so sanh céc gia tri nay véi gia tri f(1,1) = 1 6 Bude 1 va két luan
rang gia tri 16n nhat ctia f tren D 1a £(3,0) = 9 va gia tri nho nhét 1a £(0,0) = f(2,2) = 0.

Khi mién xéc dinh khong compéc, tity truong hop cu thé ta tim cach van dung dé giai
bai toan, c6 thé can nhitng khao sat nang cao hon.

Vi du 1.5.20 (*). Mot doanh nghiép ban hai loai sdn pham véi don gid lan lugt 14 500
va 700 (don vi nghin ddng/sén pham). Gia sit chi phi sin xuét ctia doanh nghiép duge cho
béi C(z,y) = 22 4+ zy + y? + 20000, v6i x,y lan lugt 1a s6 don vi san pham méi loai. Héi
doanh nghiép nén san xuit nhu thé nao dé téi vu hoéa lgi nhuan?

Doanh thu ctia doanh nghiép duge cho béi R(x,y) = 500x+600y. Lgi nhuan cia doanh
nghiép duge cho béi

P(z,y) = R(z,y) — C(x,y) = 500z 4+ 700y — (2% + zy + y* + 20000).

Bai toan 1a tim gia tri 16n nhat ctia ham P. Tap rang buoc chi 1a {(z,y) € R? |z > 0,y >
0}, mot tap khong bi chian nén khong compéc.

Trude hét ta tim diem dimg ctia P. Giai he Py(z,y) = 500 — 2z —y = 0 va Py(z,y) =
700 — z — 2y = 0, ta dugc = = 100, y = 300, va P(100,300) = 110000. Trén bién, khi
y = 0 thi P(z,0) = 500z — 22 — 20000 c6 gia tri 16n nhat la 95000, con khi z = 0 thi
P(0,y) = 700y — y? — 20000 c6 gia tri 16n nhat 1a 102500. Vay néu ta gia thiét sy ton tai
clia gia tri 16n nhat thi dap 4n 1a 110000 x4y ra é x = 100, y = 300.

Néu khong c6 gia thiét vé sit ton tai clia gia tri 16n nhat thi ta can khéo sat them dé
thay diéu nay.

Ta dé y néu ||(z,y)|| di 16n thi P(z,y) sé am, chang han bing nhan xét ring P(z,y) <
V5002 4 7002 /22 + 42 — (2 + y?) tién vé —oo khi 22 + y? tién vé co. Do d6 ta chi can
xét (x,%) thuoc vé mot hinh tron D di 16n chita diém (100,300) dé ngoai D thi P c6
gid tri am. Vi D 1a mot tap compéac nén P c¢6 gia tri 16n nhat trén D, va d6 phai 1a
P(100,300) = 110000, ciing 1a gia tri 16n nhat trén toan mién xac dinh cta P.

Ta c6 thé diing may tinh vé do thi ctia ham P dé du doan vi kiém tra nhan xét trén.
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Trong mon nay phan 1y luan nhu trong vi du trén khong bat buoc cho ngudi hoc, trong
cac bai tap tuong tu thi gia tri 16n nhat hodc nhé nhat duge ngam gid thiét 1 ton tai.
Con c6 nhitng phuong phap khac dé khao sat cac bai toan cuec tri, duge nghién cttu trong
mot linh vige toan hoc goi 1a T6i wu hoa.

Bai tap

1.5.1. Tim va phan loai cac diém t6i han ciia ham sb:

(a) f(z,y) = 2% — zy + 3> + 9z — 6y + 10.

(b) flx,y) = 23 — 62y + 8y°.

(c) flz,y) = 3zy — 2y — xy?

(d) flz,y) = (2% +y)e/>.

(e) f(z,y) = —23 +daoy — 29% + 1.

() f(z,y) =2 +y>—32% —3y? — 9z

(g) flz,y)=2%—-322 +3z(1—y)+y>+ 3y
(h) f(z,y) = 2> — 322 + 3z —

(i) flz,y) =1—2" + 4oy — 4y

() flzy) =32" —2® — 2 + ¢

(k) f(z,y) =In(z* +y*+1)

1.5.2. Tim va phan loai cac diém t6i han ctia ham s6, va vé do thi ciia ham sb trong lan can céc
didm tim duge dé kidm tra:

(a) f(z,y) =ay(@® —y?).

(b) f(z,y) =2® — 3zy®.

) * fla,y) =2y*(1 -2 —y).

1.5.3. Tim céc gia tri 16n nhat v nhé nhit cia f theo cac rang budc duge cho:

x,y) =6 —4x — 3y, 22 +y> = 1.

) f(
(b) flz,y) =2y, 2> +y* =1
(€) fla,y) =€, 2% +4y* = 1.
(d) f(x,y) = 22y, 2% + 2y*> = 6.
(e) fla,y) =ay, (z—1)*+y* =1.
(f) flo,y,2) =z +z 22 +9y>+22=1.
(&) f(z,y,2) =ayz, 2 +y* +2° = 3.
(h) f(z,y,2)=a?+y?+2%, c4+y+z=122+y* =1
(i) flryy,2)=x4+y+z,2+2z=12°+y>=2.
(G) flay)=a2>=3y+y* -1<z<1,0<y<2
(k) f(z,y) =2y — x — 2y trén tam giac vdi cac dinh (3,0), (0,6), (0,0).
() f(z,y) = 4oy — 2%y* — 29 trén tam gidc vdi cac dinh (0,0), (0,6), (6,0)
(m) f(z,y) ==y, 2> +y*> < L
(m) flz,y)=2*+y* —z—y, 2a® +y* < L
(o) f(z,y) = 2% +xy?* — 22+ 3, 22 + 4% < 10.
(p) fla,y)=e ="V (@2 +22), 22 +12 < 4.
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(@) flz,y) =2 +y? 52° +y* < 1.
1.5.4. Tim diém trén do thi z = 22 + 3? ma gan nhat t6i diém (0,0, 2).
1.5.5. Tim diém trén mit phang 2z +y — z = 3 gan nhat t6i gbc toa do.

1.5.6. Mot ngon niii ¢6 chiéu cao duge mo hinh héa béi h(x,y) = 15 — 2y — 22 — (y — 1)?, don vi
13 tram mét. Hoi chiéu cao clia ngon nii 1 bao nhiéu?

1.5.7. Mot manh kim loai phéng c¢é dang hinh tron 22 + 42 < 1, dudc nung néng theo thiét ké sao
cho nhiét do tai diém (z,y) 1a 2% + 2y? — . Héi trén manh kim loai § dau néng nhat, § dau nguoi
nhat?

1.5.8. Nhiet do tren mat cau 22 + y? + 22 = 1 dugc md hinh héa bang ham T(z,y, z) = 50 —
100(x + 2y + 32)2. Tim noi lanh nhét trén mat cau.

1.5.9. Tim diém trén mat bau duc g(z,y, z) = 522 + 3% + 322 = 9 ma tai d6 nhiet do f(z,y,2) =
750 + 52 — 2y + 9z 1a cao nhét.

1.5.10. Mot cong ty san xuat hai loai dién thoai di dong. Goi x 1a s6 dién thoai loai 1 (don vi
nghin cai), va y la s6 dién thoai loai 2 (don vi nghin céi). Doanh thu dugc mo hinh héa bdi ham
R(x,y) = 3x +2y (don vi tf dong). Chi phi duge mo hinh héa bang ham C(x,y) = 322 — 3xy + 4y?
(don vi ti dong).

(a) Hay tinh C,(3,4) va giai thich ¥ nghia ctia két qua.

(b) Hay tinh doanh thu R(z,y) néu mdi dién thoai loai 1 ¢6 gid ban 3 trigu dong vad mdi dién
thoai loai 2 c¢6 gia ban 2 triéu dong.

(c) Cong ty nén san xuat véi san lugng méi loai 14 bao nhieéu dé duge lgi nhuan t6i da?

1.5.11. Mot cong ty san xuit hai miu xe gdn may. Goi z 1& s6 xe theo mau thit nhat, y 1 s6 xe theo
mAu thit hai (don vi 1 nghin chiéc). Chi phi sdn xuét duge cho béi ham C(x,y) = 322 + dzy + 5y>
(don vi trieu dong). Gia ban mdi xe thuoc mau thit nhat 1a 34 trieu dong va gia ban mdi xe thuoc
mau thit thit hai 1a 52 triéu dong.

(a) Tim cong thic cho doanh thu va lgi nhuan.
(b) Cong ty nén san xut véi san lugng mdi loai 1 bao nhiéu dé c6 1¢i nhuan 16n nhat?

1.5.12. Gia sif niing sut cay trong S phu thuoc vio ham lugng chat Nito N v Phétpho P trong
dat theo cong thitc S = NPe~N—F. Hay tim cac ham lugng chit dé niang suit cay trong dat cao
nhat.

1.5.13. Ngudi ta gia cong mot bé chia hinh hop chit nhat dé lam chia mot luong chét 16ng cho
trude. Bé chita gom mit day va bon mat hong, khong c6 mat trén. Udc tinh chi phi cho mdi don
vi dién tich ctia mat day gip 2 lan chi phi cho méi don vi dién tich clia mit hong. Hay tim kich
thudc bé dé chi phi xay dyng la nhé nhat.

1.5.14. Hay diung phuong phap nhan ti Lagrange dé chiing minh ring trong cac hinh chit nhat
¢6 cting chu vi thi hinh vuong c6 dién tich 16n nhat. Cu thé hon, hay tim gié tri 16n nhat ctia ham
f(z,y) = zy dudi rang budc g(z,y) = v +y = ¢ = hing s6 va x > 0, y > 0.

1.5.15. Hay diing phuong phap nhan ti Lagrange dé chitng minh ring trong cac hinh hop chit
nhat c6 ciing dién tich thi hinh hop vuong (hinh hop cé cic canh cé ciing chidu dai) co thé
tich 16n nhat. Cu thé hon, hay tim gia tri 16n nhat ctia ham f(z,y,2) = ryz dudi rang budc
g(z,y) =2(zy +yz+2x) =c=hing s6 vax >0,y >0, 2 > 0.

1.5.16. * Hay ding phuong phap nhan tit Lagrange dé chitng minh bat ding thitc Cauchy: Néu
T1,T2,...,%y, 14 cic s6 thuc khong am thi /2o -z, < W Cu thé hon, hiy tim
gid tri 16n nhat cta ham s6 f(z1,22,...,2n) = @172 - T, dudi rang buoc g(x1, T2, ...,T,) =
T1+ 2o+ -+ 2, =c=hing s6 va x1,Ta,..., 2, > 0.



Chuong 2
Tich phan ciia ham nhiéu bién

Trong chuong nay ching ta sé nghién ctu tich phan trong khong gian nhiéu chiéu.
Tich phan trén khong gian nhiéu chiéu phat trién tuong tu tich phan mot chiéu, do dé céc
¥ chinh c6 thé da quen thuoc, dé dé theo déi hon ngudi doc c¢6 thé xem lai phan tich phan
mot chiéu trong [Bmgtl]. Tuy phan trinh bay sau day cho s chiéu bat ki nhung ngudi
doc néu mudn c6 thé chi xem xét cac truong hgp 1, 2, 3 chicu.

Mot s6 két qua nén ting trong phan nay c6 nhitng gidi thich, nhung chitng minh day
da thi vugt qua pham vi mon hoc. Cac thio ludn thém va ching minh c6 trong cac tai
lieu nhu [PTT02) [Vugt3, [Apo69].

2.1 Dinh nghia va tinh chat cta tich phan
boi

Cho I 13 mot hinh hop, va f : I — R. Ta mudn tinh téng gia tri clia ham f trén hinh
hop I. Ta chia nhé hinh hop I bang nhitng hinh hop con nhé hon. Ta hy vong ring trén
mdi hinh hop nhé hon d6, gia tri ciia ham f sé thay ddi it hon, va ta c6 thé xap xi f bing
mo6t ham hing. Tong gia tri ciia mot ham hing trén mot hinh hop c6 thé lay bang gia tri
ctia ham nhan véi thé tich ctia hinh hop. Ta chd doi rang chia cang nhd thi xap xi cang
t6t hon, va khi qua giéi han thi ta sé dugc gia tri ding clia tong gia tri cia f.

Sau day 1a mot cach giai thich hinh hoc. Gia sit thém ham f 134 khong am, ta muén
tim “thé tich” ctia khéi bén duéi do thi ctia ham f bén trén hinh hop I. Ta sé xap xi khoi
d6 bang nhitng hinh hop v6i day 14 mot hinh hop con cia I va chiéu cao la mot gia tri
ctia f trong hinh hop con d6. Ta hy vong rang khi s6 hinh hop tang lén thi ta sé gan hon
gia tri ding ctia thé tich.

\
/

Hinh 2.1.1: Minh hoa: chia nhé hon thi xap xi t6t hon.

54
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Duéi day ta bat dau lam chinh x4c héa ¥ tuéng nay.

2.1.1 Tich phan trén hinh hop

Dau tién ta ban vé thé tich ctia hinh hop. Chiing ta hiy xét trusng hgp mot chiéu.
Chiéu dai ctia doan thang [a, b], nhu ta da quen biét, duge cho bang s6 thiic b — a. Vi sao?

Ta mudn khai niém chiéu dai todn hoc mo phéng khai niém chiéu dai thuong dung
trong doi sébng tit xua, dai dién cho do 16n clia mot vat thing. Nhu vay trude hét ta
mudn chidu dai ctia mot doan thang [a,b], ki hicu 1& |[a,b]|, 14 mot s6 thyc khong am.
Ta mubn tinh tién doan théng thi chidu dai khong thay ddi, vay can c6 |[a + ¢,b + ]| =
|[a,b]|. Néu n la s6 nguyen duong, thi vi doan thing [0,na] 1a hop ctia n doan thing

0, a, [a,2a], [2a,3al, ..., [(n — 1)a,na] c6 cung chiéu dai, nén ta muén c6 tinh chat “cong
tinh”, thé hien qua |[0,na]| = n|[0, a]|. Diéu nay dan tdi |[0,a]| = n|0, 2d]|, hay |0, 2a]| =
11[0,a]|. Do d6 v6i m,n la s6 nguyén (/ilrdng thi [[0, a]| = ][0, a]|. Trong/ truong hop
rieng, ta c6 |[0, ]| = 2|[0, 1]|. Vi moi s0 thuc a la gidi han clia mot day cac so hitu ti, nén

néu nhu ta muén chieu dai c6 “tinh lién tuc” thi ta can c6 |[0, a]| = al[0,1]], do d6 phai
c6 |[a,b]| = |[0,b — a]| = (b— a)][0, 1]|. D& chuan hoéa ta thudng lay |[0, 1]| = 1, vA nhu thé
|la,b]] = (b —a).

Nhu vay quan trong hon 1 chiéu dai can c6 nhitng tinh chat nhu cong tinh va khong
thay d6i dudi phép doi hinh, lam co sé cho cac tng dung ctia khai niem. Dé théa cac tinh
chat d6 thi chiéu dai buoc phai duge dinh nghia theo mot cdch duy nhat sai khac mot
cach chon chiéu dai don vi, mot don vi do.

Ly luan tuong tu, dién tich ctia mot hinh chit nhat [a, b] X [¢, d] phai bang (b—a)(d —c)
nhan dien tich ctia hinh chi nhat [0, 1] x [0, 1], do d6 ti 1¢ vé6i chiéu dai nhan chiéu rong.

Gid ta c6 thé dua ra dinh nghia cho thé tich ctia hinh hop cho trugng hop nhiéu chidu.

Dinh nghia 2.1.1. Mot hinh hop n-chiéu trong R 1a mot tich ciia n doan thing, tic
la mot tap con cua R™ ¢6 dang

[a1, b1]x[az, bo] X - X[an, by] = {(z1,22,...,20) €ER" a1 <21 < b1,a2 <22 < boyoonyan < T < by}

trong d6 a; < b; v6imoii=1,...,n.
Thé tich n-chiéu cia hinh hop [a1,b1] X [ag,b2] X - -+ X [an, by] duge dinh nghia 1a
s6 thuc (b1 — a1)(by — ag) - -+ (by, — ay).

Ta thuong dung ki hiéu |I| dé chi thé tich ctia I. Khi s6 chiéu n = 1 ta thudng thay
tit thé tich bang tit chiéu dai. Khi n = 2 ta thuong dung tit dién tich.

D6i véi khai niem tong, 1y luan tuong tir nhu doéi véi khai niem thé tich, ta cé thé di
dén két luan la tong ctia ham hing c6 gia tri ¢ trén hinh hop I 1a c|1].

Bay gio ta bat dau qua trinh chia nhé mién xac dinh. Mot phép chia (hay phan
hoach) ctia mot khodng [a, b] 1a mot tap con hitu han ctia khoang [a,b] ma chita cd a va
b. Ta c6 thé dit tén cac phan tit ctia mot phép chia 1a zg, z1,...,2m Vi a = 29 < 21 <
X9 < -+ < Ty, = b. Mdi khoéng [z;_1, z;] 1a mdt khodng con ctia khodng [a, b] tuong tng
v6i phép chia.

Mot phép chia ctia hinh hop I = [[7",[ai, b;] 1a mot tich clia cac phép chia clia céc
khoang [a;, b;]. Cu thé néu mdi P; 14 mot phép chia ciia khoang [a;, b;] thi P = [, P la
mot phép chia ctia hinh hop I, méi diém chia ctia P c6 toa do thi i 13 mot diém chia ciia
P;. Xem vi du ¢ Hinh

Mot hinh hop con tng v6i mot phép chia P cia mot hinh hop I 14 mot tich cac
khoang con ctia cic canh ctia hinh hop I. Cu thé mot hinh hop con ctia hinh hop I ¢6
dang []_, 7; trong d6 T; 1a mot khoang con ctia khodng [a;, b;] ing véi phép chia P;.
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Hinh 2.1.2: Mot phép chia ctia hinh chit nhat [a,b] x [c,d] gdm nhing diém ma cac toa
do thit nhat tao thanh mot phép chia clia [a, b] v céc toa do thit hai tao thanh mot phép
chia cua [c, d].

Bay gio 1a viec xap xi. Cho I 1a mot hinh hop, va f : I — R. V6i mot phép chia P cia
I, thanh lap tong Riemann

> fzr)IR)
)

& day tong dudc lay trén tat ca céc hinh hop con R clia P, va xg 1a mot diém bat ki thudc
R, xem Hinh Day la mot xap xi clia “tong gia tri” clia f trén I. Néu f > 0 thi day
13 mot xap xi clia “thé tich” ctia khéi bén dudi dd thi ctia f bén trén I.

Cudi ciing 1a qua trinh gisi han. “Giéi han” ciia tong Riemann khi phép chia “min hon”
s¢ la tich phan ctia ham f tren I, ki hieu la [, f.

Vay [; f dai dién cho khai niém “tong gia tri” ctia ham f tren I. Néu f > 0 thi [, f
dai dién cho khai niem “thé tich” ctia khéi beén dudi do thi ctia f bén tren I

Dé lam chinh xac y tudng trén ta can lam ré qua trinh qua giéi han. Ching ta dua ra
mot cach dinh nghia tich phan Riemann nhu sau.
Dinh nghia 2.1.2. Ta n6i f 1a khd tich (c6 tich phan) trén I néu c6 mot sé thuyc,
goi la tich phdn cta f trén I, ki hieu la [, f, c6 tinh chat la v6i moi € > 0 ¢6 6 > 0
sao cho néu tat ci cac canh ciia cidc hinh chit nhat con ctia mot phép chia ctia I déu c6
chiéu dai nhé hon 6 thi v6i moi cach chon diém dai dién zp thudc hinh hop con R ta c6

St @r) IR = [, f] <e

Nhu thé tong Riemann gan tuy y tdi gid tri tich phan mién la phép chia du
main.
Vi du 2.1.3. Néu f = c 1a ham hing c6 gia tri bang hing s6 thic c thi ta thiy ngay tit
dinh nghia 14 moi tong Riemann déu bang c|I|, nén [, ¢ = c|I|. Dac biet [,1=|I].
Khi s6 chiéu n = 1 ta c6 tich phan ctia ham mot bién quen thudc tit trung hoc va
da duge khao sat trong mon Vi tich phan ham mot bién, véi f[a y f thuong duge viét 1a
ff f(x) dx. Nhu vay ta thita hudng tat cd cdic két qud da cé trong Vi tich phan
ham mot bién, ching han nhu cong thiic Newton-Leibniz dé tinh tich phan.
Khin = 2 ta c6 tich phan boi hai, thuong duge viét 1a [[, f(z,y) dA hay [[; f(2,y) dedy.
Khin = 3 ta co tich phan boi ba, thuong duge viét 1a [[[; f(x,y, z) dV hay [[[; f(x,y, z) dzedyd:z.

!Bernard Riemann la ngudi da dé xudt mot dinh nghia chit ché cho tich phan vao khodng nam 1854,
mic du tich phan da dugc dung trude do.

?Ki higu [ do Gottfried Leibniz dat ra khi xay dung phép tinh vi tich phan vao thé ki 17. N6 dai diéen
cho chit céi “s” trong chit Latin “summa” (t6ng).
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f(xr,yr) |

-

R (Z‘R, YR

Hinh 2.1.3: Xap xi Riemann.

Ghi cha 2.1.4. Trong mén nay dz, drdy, dedydz, dA, dV chi 1a ki hieéu dé chi loai tich
phan, khong c6 y nghia doc lap.

2.1.2 Tich phan trén tap téng quat

Dé ngén gon hon ta thuong ding tit mién dé chi mot tap con ciia R™. Ching ta chi
xét nhing mién bi chan. Nhé lai ring trong tich phan ham mot bién dé xét tich phan
trén khoang khong bi chan ta da phai dung t46i giéi han cta tich phan va xay dung khai
niém tich phan suy rong, dieu ma ta khong lam trong mon hoc nay.

Cho D la mot mién bi chan, va cho f : D — R. Vi D bi chan nén c¢6 hinh hop I chita
D. Mg rong ham f 1én hinh hop I thanh ham F : I — R xac dinh béi

Fla) = f(z), €D
0, wel\D.

Ham F nay xac dinh trén mot hinh hop, tring v6i f trén mién xac dinh cta f, va bing
0 bén ngoai mién xac dinh ctia f, do d6 téng ciia F han phai ding bing tong ctia f. Day
la 1i do ta dua ra dinh nghia sau:

Dinh nghia 2.1.5. Ta néi f 1a kha tich trén D néu F kha tich trén I, va khi d6 tich
phan cua f trén D dugc dinh nghia la tich phan cta F trén I:

L

Dé tich phan ctia f trén D dugc dinh nghia thi F phai bi chiin trén I, do dé f phai bi
chan trén D.
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Tich phan | p J khong phu thuoc vao cach chon hinh hop 1. Diéu nay c6 thé doan va
¢6 thé kiém tra chat ché dugc.

Chiing ta thay khi D 13 mot hinh hop thi dinh nghia tich phan nay tring véi dinh
nghia da c6 cia tich phan trén hinh hop.

2.1.3 Thé tich

Ta dinh nghia thé tich thong qua tich phan:

Dinh nghia 2.1.6. Cho D la mot tap con bi chin cia R™. Thé tich n-chidu ctia D dudc
dinh nghia la tich phan ctia ham 1 trén D:

|D:/1.
D

Vay thé tich ctia mién D dang bing tich phan ctia ham hing 1 trén D. Ta cho dgi thé
tich ctia khéi ¢6 chiéu cao bing 1 trén mién D la 1 nhan thé tich cta D.

Néu D 1a hinh hop thi dinh nghia nay trung véi dinh nghia ctia hinh hop da c6.

Ta thuong thay tit thé tich bing tit chiéu dai khi n = 1 va bing tit dién tich khi
n=2.

C6 thé giai thich dinh nghia thé tich & trén sau hon nhu sau. Dt mién bi chin D vao
trong mot hinh hop I. Xét ham c6 gia tri bang 1 trén D va bang 0 ngoai D. Ham nay
thuong duge goi la goi la ham dac trung cia D, ki hiéu 1a x

(2) 1, ze€D
xr) =
XD 0, zeR"\D.

D| = / XD-
I

Xét mot phép chia ctia I. Tuy cach chon diém dai dién trong mdi hinh chit nhat con ma
mbi téng Riemann ctia ham dic trung tuong tng mot xap xi clia thé tich ctia D béi tong
thé tich ctia mot s6 hinh chit nhat con ctia I. Tap D c6 thé tich khi va chi khi cac xap xi
nay gan tity ¥ mot s6 thuc duge goi 1a thé tich ciia D. Xem minh hoa ¢ Hinh

Y niem thé tich da c6 tir hang nghin nam trude va ta da hoc tit nhd, nhung ta nén cha
v day c6 thé 1a lan dau tien ta dinh nghia khai niém nay mot cach théng nhat theo chuan
muc chinh xac ctia toan hoc hién dai. Trong sach gido khoa trung hoc [SGKTH] va gido
trinh Vi tich phan ham mot bién [Bmgtl] khai niem dién tich va thé tich chi duge dinh
nghia cho mot s6 truong hop riéng va cac cong thitc dude thita nhan trong mot s6 trudng
hgp riéng khac.

Khong phai ham nao ciing c6 tich phan, khong phai tap nao ciing cé thé tich, nhung
viéc khao sat van dé nay khong nam trong yéu cau clia mon nay. Trong cac bai tap cac
diéu kien dé c6 tich phan va cé thé tich déu dugce thoa va ngusi hoc khong can phai khao
sat them. Tuy vay muc tiép theo c6 thé gitp ngusi hoc hiéu ré hon cdc ménh dé quan
trong vé sau.

Dinh nghia néi rang

* Diéu kién dé c6 tich phan va c6 thé tich

Qua ¥ ctia tich phan ta thay viéc xap xi dya trén mot gia thiét: néu bién thay doi it
thi gia tri ctia ham thay déi it. Nhu vay su kha tich phu thuoc chat ché vao su lién tuc.

3y 1a mot chit cai Hy Lap, c6 thé doc 1a “khi”
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Hinh 2.1.4: Cac xap xi du va xap x{ thiéu dién tich cia mot hinh tron bang dién tich ctia
cic hinh chw nhat.

Mit khac khong nhat thiét phai lien tuc thi méi kha tich. Sau day 14 mot vi du mot
ham khong lién tuc nhung khé tich.

Vidu 2.1.7. Cho f:[0,1] = R,

=
8
~—
I
—
=
8
“h
N[ N[

V6i phép chia bat ki ctia [0, 1] sao cho chiéu dai ctia cadc khodng con nhé hon 5 thi co thé
kiém dugc 14 mot tong Riemann tuong wng phai nhé hon e. Vi thé ham f kha tich. Cha
¥ rang f khong lien tuc tai 3.

Dé néi r6 khong lién tuc t6i miic do nao thi vAn kha tich ta dwa ra khai niem sau. Mot
tap con ctia R” 1a c6 thé tich n-chiéu khong néu ta c6 thé phi tap dé bing hitu han
hinh hop c6 tong thé tich nhé hon sé duong cho trude bat ki. C6 thé hiéu s lude tap cé
thé tich khong thi “khong ddng ké” doéi vdi tich phan.

Vi du 2.1.8. (a) Tap rong () c6 thé tich n-chidu khong.
(b) Tap hop gom mot diém trong R™ c6 thé tich n-chiéu khong.
(c) Hoi ctia hai tap c6 thé tich khong 1a mot tap c6 thé tich khong.
(d) Tap hop gom hitu han diém trong R” c6 thé tich n-chiéu khong.

Dinh 1y 2.1.9. Cho D la tip con c6 thé tich cia R™. Khi dé néu f bi chan va lien tuc
trén D tri mot tap c6 thé tich khong thi f khd tich trén D.

Vi du 2.1.10. Vi hinh hop c6 thé tich nén ham lién tuc trén hinh hop thi kha tich.

Vé sit ¢6 thé tich, ta thiy tap diém khong lien tuc ctia ham dic trung ctia mot tap
chinh 1& bién cta tap do, va ta co:

Ménh dé 2.1.11. Mot tap con bi chan cia R™ ¢6 thé tich n-chiéu khi va chi khi bién cia
né cé thé tich n-chiéu khong.

Ta c6 mot tiéu chuan tien dung cho cac tap cé thé tich khong:

Ménh dé 2.1.12. Do thi ctia mot ham khd tich trén mot tap con bi chan cia R™ c6 thé
tich khong trong R*+1,
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Vi du 2.1.13. Vi ham lién tuc trén hinh hop thi kha tich nén do thi ctia ham lién tuc
trén hinh hop cé thé tich khong.

Vi du 2.1.14. Trong mit phing R? thi do thi ciia mot ham lien tuc trén mot khodng
déng c6 dien tich khong. Vay trong mit phéng thi mot doan thing, mot doan parabola,
mot dudng tron thi cé dién tich khong.

Vi du 2.1.15 (Hinh tron cé dién tich). Xét hinh tron cho béi x? + 32 < R2. Bien
ctia hinh tron nay la duong tron z? + y?> = R2. Dudng tron nay la hoi cia nita duong
tron trén va nita dudng tron dudi. Nita duong tron trén 14 do thi clia ham y = vV R? — 22,
—R <z < R. Theo Ménh dé tap nay co6 dién tich khong. Twong tu nita dudng tron
dudi ¢6 dién tich khong. Vay duong tron c¢6 dién tich khong, do d6 theo Hé qua ta
két luan hinh tron cé dién tich.

Vi du 2.1.16. Tuong ty, mot hinh tam giac thi c6 dién tich vi bién ctia né 1a mot hoi
ctia hitu han nhiing doan thing, 14 nhitng tap c6 dién tich khong.

Vi du 2.1.17 (Qua cau cé thé tich). Xét qua cau cho béi 22 4 y? + 22 < R2. Nita miit
cau tréen la do thi cia ham z = \/R? — 22 — y2 v6i (z,y) thuoc vé hinh tron 22 +y? < R2.
Vi hinh tron cé dién tich va ham trén lién tuc, nén theo Dinh ly ham trén kha tich,
vi theo Menh dé thi dd thi ciia n6 c6 thé tich khong trong R3. Tuong tu nita mat
cau dudi ciing c6 thé tich khong, do dé mit cau cé thé tich khong, va do He qua
nén qua cau cé thé tich.

2

Mot cach so lude, néu mot tap cé bién dude “ghép” tit nhitng nhitng do thi ctia ham
lien tuc trén hinh hop, thi tap ay c6 thé tich, va mot ham lién tuc trén tap nhu thé thi
kha tich.

Cac vi du trén nham minh hoa rang ching ta da cé thé thio luan céc déi tugng tich
phan va thé tich mot cach chiit ché, théng nhat. Tuy nhién cic van dé nay khong phai la
trong tdm cuia gido trinh nay, va cac ching minh cling vugt ngoai pham vi mén hoc nay
([Vugt3]), nén ta sé khong ban thém nia.

2.1.4 Tinh chat caa tich phan

Ta c6 nhitng tinh chat co ban ctia tich phan, tuong tu & truong hgp ham mot bién:
Meénh dé 2.1.18. Néu f va g khd tich trén D thi:

(a) f+ g khd tich va [(f+9)= [+ [p9-

(b) Vi moi s thuc c thi cf khd tich va [pef =c [, f.

(¢c) Neu f<gith [, f<[pg

Tuy chiing ta khong chitng minh chit ché céc tinh chat nay nhung khong khé dé giai
thich chiing bing cach diing sy xap xi bdi téng Riemann. Chéng han néu f < g thi mot
xap xi Riemann ctia f phai nhé hon hay bang xap xi Riemann ctia g v6i cung cach chia
va cling cach chon diém dai dién, do d6 tich phan ciia f nhé hon hay bing tich phan ciia
g. Ngudi doc nén thit dua ra li luan cho céc tinh chét con lai.

Trong muc truée ta c6 nhic téi mot loai tap goi 1a “tap co6 thé tich khoéng”, vi du nhu
cac tap hitu han, hay cdc do thi ctia ham lién tuc trén hinh hop. Cac tap nay duge coi 1a
“khong dang ké” dbi véi tich phan. Cac két qua tiép theo 1 co s6 cho nhiéu tinh toan &
phan sau.
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Ménh dé 2.1.19. Cho D la tap con bi chan ciia R™, f va g bi chan trén D, va f(x) = g(x)
trit ra mot tap cé thé tich khong. Khi dé f khd tich khi va chi khi g khd tich, va khi dé
Inf=1Ipy

Vay thém bot mot tap cé thé tich khong khong dnh hudng tdi tich phan.

Ménh dé 2.1.20. Cho D; va D5 la hai tap con bi chan cia R™. Gid s& Dy N Dy c6 thé
tich khong. Néu f khd tich trén Dy va trén Do thi f khd tich trén D1 U Do , va

[ oa=[ ]
DyUD> D1 Do

Két qué nay cho phép ta cé thé tinh tich phan trén mot mién bing cdch chia
mién dé thanh nhing mién con.

Vi du 2.1.21. Ménh dé trén cho mot dang tong quat héa clia cong thitc quen thude cho
ham mot bién: fabf + L fr=[f

Trong Ménh dé tren lay f = 1 ta c6 két qua: Néu D; va Dy c6 thé tich va
D1 N Dy ¢6 thé tich khong thi |Dy U Do| = |D1| + |Ds|. Day chinh I3 tinh chat “cong tinh”
cia thé tich. Ung dung, khi tinh dién tich mot hinh ta van thuong chia hinh d6 thanh
nhitng hinh don gidn hon bang nhiing doan thang hay doan cong, rdi cong céc dién tich
lai.

Bai tap

2.1.1. Mot hd nude hinh chit nhat kich thuée 4m x 8m c¢6 do sau khong déu. Ngudi ta do dugc

chiéu sau tai mot s6 diém trén hod nhu trong bang sau. Vi du trong bang nay do sau tai diém cach

b trai 5m va bd trén 1m 14 4,6m. Hay wdc lugng Iugng nuée trong ho.

vitri | 1 3 5 7
1 314546 40
3 (374145 | 44

2.1.2. Hay cho mot vi dy minh hoa ring xip xi Riemann tng véi mot phép chia min hon khong
nhat thiét tot hon.

2.1.3. Hay cho mot u6e lugng cho gia tri ctia tich phan (nghia la cho biét tich phan c6 thé c6 gia

tri tt dau t6i dau)
// Y dzxdy.
[0,1]x[1,2]

2.1.4. Bing cach udc lugng tich phan, hay cho biét diéu sau day 1a ding hay sai:

// (z% + /y) sin(xy?) dA = 10,
[0,1]x[1,4]

2.1.5. Gia st A CR", A ¢6 thé tich. Cho ¢ € R. Giai thich visao [, ¢ = c|A|.
2.1.6. Gid st A C B C R", A vi B c6 thé tich. Giai thich vi sao |A| < |B].
2.1.7. Gid st A C B C R", f kha tich trén A va B, va f > 0. Gii thich visao [, f < [, f.

2.1.8. Gidi thich vi sao néu f kha tich va fjf‘ < [ 1f1.

#| kha tich thi

2.1.9. Tinh tich phan cta cac ham sau.

2, 0<z<1, z#41,
Tr =

xr
1
0, L
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4, 0<2<1,0<y<1, (z,9) # (3,1,
(b) f(xvy): 11 272

9, (%y—(i,i).

2, O 1 O<y<1 y#;p
(C) f(l',y):

3, 0<2<1,0<y<1, y=u.

3, 0<z<1,0<y<l1, y+#a?
(d) f(x7y): T,

l—z, 0<2<1,0<y<1, y=2a

(e) flzyy)=4,0<2x<1,0<y<2.

2, 0<z2<1,0<y<l,
3, 1<ax<2, 0<y<1.

2.1.10. * Tim tap D C R? sao cho tich phan

//D(kxty?) dA

dat gia tri 16n nhat.

2.2 Cong thidc Fubini

Cong thitc Fubini trong khong gian hai chiéu c6 dang:

//[a,b]x[c,d] f&v) dmdy:/ / (@ y)dy dw—/ / f(z,y) dx

Nhu vay cong thitic Fubini dua tich phan boi vé tich phan ctia mot bién, cu thé hon la tich
phan cia tich phan, dugc goi la tich phan lap (iterated integral).

Vé miit s6 lugng cong thiic Fubini néi ring tong gia tri clia ham trén hinh chi nhat
bing tong ciia cac tong gia tri trén cac doan cit song song.

Vé mit hinh hoc ta c6 thé gidi thich nhu sau. Gia st f > 0. Khi d6 f[a,b}x[qd] fla
“thé tich” ctia khoi ben dudi miat 2 = f(z,y) bén trén hinh chit nhat [a, b] x [¢, d]. Khi d6
f f(wo,y)dy 1a “dien tich” ciia mat cit (tiét dien) ctia khdi bsi mat phing x = xg. Vay
cong thiic Fubini néi ring thé tich cia khéi bing tong dién tich cdic mat cdt song
song. Xem Hinh

C6 thé giai thich cong thiic nay bing cach xap xi thé tich ctia khéi nhu sau. Chia
khoéng [a,b] thanh nhimg khoang con. Ung véi nhiing khodng con nay, khéi duge cit
thanh nhitng manh bdi nhitng mat cit song song. Vi chiéu dai méi khodng con 1a nhd, ta
c6 thé xap xi thé tich ctia méi manh bdi dien tich mot mit cit nhan véi chiéu dai cta
khoang con.

Chi tiét hon, ta xap xi theo téng Riemann: Gid stt a = x9 < o1 < --- < &, = b 12 mot
phép chia ctia khoang [a,b] va ¢ = yp < y1 < -+ < y, = d la mot phép chia ctia khoang
[c,d]. V6i z} 1a diém dai dién bat ki thuoe khodng con Ax; = [z;-1, ;] va y; la diém bat
ki thuoc Ay; = [y;—1,y;] thi
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/\/“\

[ ) dy

Y

Hinh 2.2.1: Y cia Cong thitc Fubini.

Q

/ab(/cdf(x,y) dy) da i(/cdf(mf,y)dy) A

=1
m

S (3 fteiou) 18 ) 16,

i=1  j=1

Q

= 3 fahy) An] Ay

1<i<m,1<j<n

// f(z,y) dxdy.
[a,b] X [c,d]

Ta phat biéu cong thitc chinh xac dudi day:

Dinh ly 2.2.1 (Cong thitc Fubini . Cho A la mot hinh hop trong R™ va B la mot
hinh hop trong R™. Cho f khd tich trén hinh hop A x B trong R™*™. Gid st vdi méixz € A
tich phan [g f(x,y) dy ton tai. Khi do

/AXBf_/A(/Bf(x,y) dy)dx.

Vi du 2.2.2. Tinh tich phan ff[o 1x[2,3 T drdy.
Vi ham (z,y) — « 1a lién tuc trén hinh chi nhat [0,1] x [2,4] nén tich phan trén ton
tai, cong thic Fubini 4p dung dugc, cho:

1/ 4 1 1
// x dxdy —/ (/ x dy) dr = / xy\zjgl dx —/ 2xdr = x2‘xi[1) = 1.
[0,1][2,4] 0 \J2 0 0 =

Ta ciing c6 thé ap dung cong thitc Fubini theo thit tu khac:

4 1 4 1 r=1 4 1 1
// :L‘d:ndy:/ (/ xdx) dy:/ ~z? dy:/ —dy = -y
[0,1]x[2,4] 2 \Jo 2 2 |io0 2 2 2

4Guido Fubini ching minh mét dang tdng quat ctia cong thitc vao dau thé ki 20, nhung nhing két qua
dang nay da dudc biét trude dé kha lau.

Q

y=4
= 1.
y=2




64 CHUONG 2. TICH PHAN CUA HAM NHIEU BIEN

Hé qua 2.2.3. Gid st f la ham khong am trén mién bj chan D C R™. Goi E la mién
dudi do thi cia f bén trén mién D, tic E = {(z,y) e R" xR |z € D, 0 <y < f(z)}.
Néu E c6 thé tich thi thé tich dé bang tich phan cia f trén D:

\E\—/Df-

V4
f@ v
o~ \\/\
h o z = f(xvy)
//—\
= E
‘E| = fo
//

(z,9)

: /

Hinh 2.2.2: Thé tich ctia mién bén duéi do thi.

Vay thé tich ctia mién bén dudi do thi bang tich phan cia ham. Ta da huéng
t6i diéu nay ngay tit dau khi xay dung tich phan nhung phai t6i gio méi c6 duge.

Chiing minh. Vi E c6 thé tich nén né bi chin, ¢6 mot hinh hop chita n6. Ta cé thé lay
hinh hop d6 1a I x [0,¢] v6i I 13 mot hinh hop n-chiéu trong R™ chia D va ¢ du 16n. Ap
dung cong thic Fubini:

|E| = /1=/ XE:/(/ XE(w,y)dy) de.
E Ix[0,d] 1 \Jo

Néu z € I'\ D thi xp(z,y) = 0 Vy € [0,¢], do d6 [; xe(z,y)dy = 0. Néu z € D thi
XE(x,y) =1 khi va chi khi 0 < y < f(x), do d6 [ xe(z,y)dy = fof(x) l1dy = f(z). Do d6

E| = /D</OCXE(:E,y)dy) dx:/Df(w)dw-

Vi du 2.2.4. Trong truong hop n = 2, gia st f : [a,b] — R khong am, thi dién tich
cia phan mat phiang bén dusi do thi ctia f bén trén doan [a,b] néu ton tai phai bing

O
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f; f(z)dz. Trong mon Vi tich phan ham mot bién [Bmgtl] cong thic nay duge lay lam
dinh nghia cho dién tich ctia mién.

Vi du 2.2.5 (Dién tich tam giac). Xét D la tam gidc v6i cac dinh (0,0), (a,0), (0,b),
v6i a, b > 0. Day 1a mién dudi do thi y = g:c v6i 0 < o < a. Nhu ta da biét 6 Vi du[2.1.16
tam giac D c6 dién tich. Vay

b 1
|D]:/ —x dr = —ab.
0o a 2

2.2.1 Céng thi'c Fubini cho mién phang

Viéc 4p dung cong thitc Fubini sé dé dang hon ddi véi nhitng mién “don gidn”. Mot
tap con clia R? dudce goi 1a mot mién don gidn theo chiéu ding néu né cé dang
{(z,y) eR? |a <2 <b, g(x) <y < h(z)}. Day la mot mién giita hai do thi c6 ciing mién
xéac dinh. Mot duong thang ding néu cit mién nay thi phan giao 13 mot doan thing.

Tuong ty, mot tap con cua R2 duge goi la mot mién don gian theo chiéu ngang
néu n6 c6 dang {(z,y) € R? | c <y <d, gly) <z < h(y)}.

y y
y = h(z) d
z = g(y) @ = h(y)
9() y=g(x) Z
a b x 9(y) h(y) v

Hinh 2.2.3: Mién hai chiéu don gian.

Ménh dé 2.2.6. Cho mién don gidn theo chiéu ding D = {(z,y) € R?* | a < z <
b, g(z) <y < h(x)}. Gid st f, g va h lién tuc. Khi dé

[ ey away = [ ( / :()) F(ay) dy) da.

Cong thiic c6 thé ding dusi nhitng diéu kién téng quéat hon nhu ¢ He qua nhung
chiing ta chi phat biéu ¢ dang thuong dimng trong mon hoc nay. Trudng hgp mién don gidn
theo chiéu ndm ngang 13 tuong t.

Chitng minh. Ta c6 thé chi ra véi nhitng diéu kién nay thi mién D c6 dién tich, tuy nhién
1{ luan chi tiét vugt ra khoi pham vi mon hoc nay (xem [Vugt3d]). LAy mot hinh chit nhat
I = [a,b] x [e,d] chita D. Goi F 1a md rong ctia f len I bang khong ngoai D. Vi f lien
tuc trén tap c6 dién tich D nén f kha tich trén D, do d6 F' kha tich trén I. Ngoai ra

fcd F(z,y) dy = fgh(g) f(z,y) dy ton tai. Ap dung cong thitc Fubini cho F:

//Df(w,y) dzdy = //IF(af,y) dady
= /ab (/CdF(:L“,y) dy) dr = /: (/g(h:) f(z,y) dy> dz.
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O

Vi du 2.2.7. Cho f = 1, ta dudc dién tich clia mién nam gitta do thi ciia g va h, véi
g < h, bén trén doan [a,b], 1a ff[h(:v) — g(x)] dz. Trong mon Vi tich phan ham mot bién
[Bmgt1] cong thitc nay duge 1ay lam dinh nghia ctia dién tich mién nay.

Vidu 2.2.8 (Dién tich hinh tron). Xét hinh tron D cho béi phuong trinh 22 +y? < R2.

Ap dung cong thitc 6 Menh dé cho ham f =1, g(x) = —VR? — 22, h(z) = VR? — 22,
v6i —R < z < R, hay nhanh hon dung ta co

R VR2—z2 R
‘D|://1dxdy:/ / 1 dy d:c:/ 2V R? — 22 dx.
D s\ v _R

Ddi bién z = Rsint, dov = Rcost dt, z = —-R = t=-7/2, =R = t=17/2, ta
dugce

R ™
/ 2V R?2 — 22 dx = /2 2R?cos’ t dt = mR2.
R

Wl

Vay dién tich ctia hinh tron ban kinh R 1a TR2.

Vi du 2.2.9. Tinh tich phan [[}, ¥’ dA, trong d6 D la tam giac véi cac dinh (0,0), (4,2),
(0,2).
Cac gia thiét 6 Meénh dé dugc thda. Ta c6 thé mieu ta D theo hai cach

D={(z,y) eR* | 0< <4 - <y<2}={(z,9) eR?*|0<y<2, 0<z<2y}.

z
2

Theo cach miéu ta thi nhat, tiic 14 xem D 14 mién don gidn theo chiéu diing, thi cong

thitc Fubini cho:
4 2
I://edeA:/ /eyzdy dx.
D 0 z

Tuy nhién ngudi ta biét nguyen ham ciia ham e¥” theo bién y khong phai la mot ham so
cap, do d6 khong c6 cong thitc cho né.
Ta chuyén huéng diing cédch miéu ta thit hai, xem D la mién don gian theo chiéu ngang:

2 2y 2,
I = / </ ey dm) dy—/ xey
0 0 0

= &' —1.

2
—2 2 2| y=2
)l dy = /0 2ye¥ dy = €Y 5:0

Trong truong hgp mién khong don gidn ta c6 thé tim céch chia mién thanh nhing
phan don gian dé tinh, dya trén co s6 He qua [2.1.20

2.2.2 Cong thi'c Fubini cho mién ba chiéu

Tuong tu trudng hop hai chiéu ta c6 thé néi vé mién ba chiéu don gidn. Mot tap con
ctia R? duge goi la mot mién don gidn theo chiéu truc z néu né co dang {(z,vy,2) €
R | (z,y) € D, f(z,y) < 2z < g(x,y)}. Day 13 mién ndm giita hai do thi c6 cting mién
xac dinh. Mot duong thing ciing phuong véi truc z néu cit mién nay thi phan giao 13 mot
doan thang. Tuong tu c6 khai niem mién don gidn theo chiéu truc x va truc y.

Tuong tu trudong hgp hai chiéu & Ménh dé ta co:
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j z = h(x’ y)
4
FE
e
. -
1T — 2= gz, y)
\ / y

Hinh 2.2.4: Mién ba chiéu don gidn theo chiéu truc z.

Ménh dé 2.2.10. Cho mién D C R? c6 dien tich, va mién E = {(z,y,2) € R? | (z,y) €
D, g(z,y) < z < h(z,y)}. Gid st f, g va h bi chan va lien tuc. Khi do

// | @y, 2) dedydz = //D ( /g ZZ) F(a,y,2) dz> dzdy.

Chaing minh. Ta c6 thé chi ra v6i nhitng diéu kién nay thi E c6 thé tich.
Lay mé rong F ctia f len I x [a, b] sao cho F bang khong ngoai E. Néu (z,y) ¢ D thi F

c6 gia tri 0 tren {(z,y)} x [a,b]. Néu (z,y) € D thi f; F(z,y,2z)dz = fgh(gcxf)) flz,y,z)dz.

Ap dung cong thic Fubini cho F:

///Ix[a,b] F(x,y,z)dV = //1 (/abF(x,y,z) dz) dA
= //D (/abF(x,y,Z)dz) dA
= //D ( /g ::j)f(fﬂ,y, 2) dz) dA.

Vi du 2.2.11. Tinh tich phan [[[,z dV véi E la khéi ti dien véi cac dinh (0,0,0),
(1,0,0), (0,2,0), (0,0,3).

Budc chinh 14 miéu ta khéi E. Ta c6 thé xem E 1a mot khéi don gian theo chiéu truc
z, 14 mién bén dusi mit phang P qua ba diém (1,0,0), (0,2,0), (0,0,3) va bén trén tam
giac D véi cac dinh (0,0,0), (1,0,0), (0,2,0) trong mat phang zy.

O]
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Phuong trinh ctia P 1a 6z 4 3y + 2z = 6.
Ta c6 thé chon coi tam giac D 13 mién don gidn theo chidu truc y trong mit phang
zy. Khi dé ta ¢c6 mot midu ta:

Mot miéu ta khéi E nhu mot mién don gidn lap tic cho cach viét tich phan trén E nhu
14 tich phan lap, chu ¥y 1a cac diéu kien 4p dung cong thitc Fubini 6 Ménh dé [2.2.10f déu

dugce thoa:
1 2—2z 3-3z—3y
///de = / / / xdz| dy| dz
E 0 0 0
1 2-2z 3
= / </ :U<3—3:U—y> dy) dx
o \Jo 2

1 3 y=2—2x
= / <:E(3 —3x)y — xy2> dz
0 4 y=0
! 1
= / (323 — 62% 4 3x) do = —.
0 4

Nh& cong thiic Fubini céc tich phan nhiéu chiéu c¢6 thé duge dua vé cac tich phan mot
chiéu. Cac tich phan mot chiéu cé thé duge tinh ding hoic tinh xap xi. Viéc tinh xap
xi vé nguyén ly kha don gidn, dya trén viéc tinh mot tong Riemann. Viéc tinh ding noi
chung phtic tap hon. Trong thitc té tinh xap xi 1an tinh ding thuong can mot lugng tinh
toan 16n va thich hgp dé diing méy tinh. Ngudi hoc c¢6 thé doc lai phan tinh tich phan
trong gido trinh vi tich phan ham mot bién nhu [Bmgt1].

Bai tap

Trong céc bai tap tinh toan co ban & muc nay céc diéu kien dé ap dung cac cong thic
da dugce thdéa, ngusi hoc c¢6 thé chi ap dung cac cong thic.

2.2.1. Cho ham

f:0,1]x[0,1] — R
<
(x.y) = flay) = {“y’ oY
Ty, x> y.
Tich phan ciia f bang bao nhiéu?
2.2.2. Cho ham s6
f ety 0<2<1,0<y<1,y<a’
(LL',:I/) - 2 2
zy®, 0<2x<1,0<y<1l,y>z"
Tinh tich phan ctia ham f.
2.2.3. Tinh:
(a) Tinh:

[ va-u as

trong d6 D la mién bao bdi cic dudng cong y = 22, x = y*.

b) Goi D la mién dugc bao béi cac dudng cong z = y?, y—x =3,y = —3, y = 2. Tinh x dA.
D

(c) Goi D la mién trong géc phan tu thit nhat, nim bén trén dudng hyperbola zy = 1, bén trén
dudng théng y = z, ben dudi dudng thang y = 2. Tinh [[, y dA.
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(d) Tinh tich phan ctia ham z2y3 trén mién dugce bao bdi cac dusng y = 422, y = 5 — /322,
2.2.4. D6i thit ty tich phan trong cac tich phan lip sau va tinh chiing:
) fol (lez ze Y dy) dz.
( ) dy.
( dm) dy.

> ycos(x?) dx) dy.
Ji (i weos(a?) do)

e) fol (f\l/gey3 dy) dx.
2.2.5. Tinh:

(a) Tinh tich phan [[[,y dV trong d6 E la khéi tit dien véi 4 dinh (0,0,0), (1,0,0), (2,1,0) va
(0,0,1).

(b) Tinh tich phan ([, z dV trong d6 E la khoi duge bao bdi cac mit z = 0, z = 0, y = =,
y=1, z=2x+3y.

(c) Tim thé tich ctia khéi duge bao bdi cac mit y =0, 2=0,z=1—z+y,y=1— 2%

2.2.6. Cho f I3 ham lién tuc, hay viét lai tich phan fil f\il folfy f(z,y,2) dz dy dx theo thit tu
dx dz dy.

2.2.7. Tinh f02 fol sz 3z cos(y?) dy dx dz.

2.2.8. Gia st f va g lien tuc va f < g trén [a,b]. Goi D la mién gitta do thi ciia f va g, tic
D={(z,y) eR? |a< <, f(z) <y<g(x)} Ching minh ring

D= [ (st - )

2.2.9. Cho g lién tuc trén hinh hop [a,b] X [¢,d] X [e, f], ching t6

///[M]X[C’d]x[e’f]g(ww) dv = /: (/d (/efg(axy,z) dz) dy) dz.

2.2.10 (Thé tich ctia khéi bang téng dién tich cac mit cit song song). Gia sit tap
E C R® c6 thé tich. Gia st @ < z < b véi moi (z,y,2) € E. Gia st v6i mdi z € [a,b] tap
E. ={(x,y) € R? | (x,y,2) € E} c6 dién tich . Chiing t6

b
B :/ |E,| dz.

2.2.11. Tinh thé tich ctia khéi duge miéu ta trong Hinh

2.2.12 (Khbi tron xoay). Cho f la ham lien tuc trén khoang [a, b] va f(z) > 0 trén [a, b]. Chiing
t6 khdi tron xoay nhan duge bing cach xoay mién dusi do thi clia f quanh truc z c6 thé tich bing

V=n [J[f()?

2.2.13 (Nguyén ly Cavalieri . Néu hai khéi ba chiéu c6 thé tich, v& c6 mot phuong sao cho
moi mit phang véi phuong dé cit hai khéi theo hai mat cit c6 ciing dién tich, thi hai khéi d6 c6
ciing thé tich.

2.2.14. Chitng t6 ring thé tich ciia khéi bao béi mit 22 + (y — 2z — 3)2 = 1, 0 < 2z < 1 bang véi
thé tich ciia khéi bao béi mat 22 +y?> =1, 0 < z < 1 (Hinh [2.2.6)

5Bonaventura Francesco Cavalieri 13 mot nha toan hoc sdng vao dau thé ki 17
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Hinh 2.2.5:

Hinh 2.2.6: Mat 22 + 32 = 1 (trai) va mat 22 + (y — z — 3)2 = 1 (phai).

2.3 Céng thirc dbi bién

Nh6 lai trong tich phan ham mot bién, dé tinh [} V1 — 22 do ta thuong lam nhu sau.
Dat = sint thi dr = costdt, x = 0 tuong ung ¢t = 0, x = 1 tuong ing t = 7/2, va

/2

1 /2 ™
/ V1—22dr = / \/1—sin2tcostdt=/ cos® t dt
0 0 0

/2 1 1
= /0 5(1 + cos2t)dt = (515 + 1 sin 2t>

Muc dich ctia phan nay la khéo sat tong quat héa phuong phap & trén lén nhiéu chiéu:

V6i tich phan [, f(z) dz, néu doi bién @ = ¢(u) thi tich phan sé bién doi nhu thé nao?
Cho A va B 1a hai tap md trong R™. Mot anh xa ¢ : A — B dudc goi 1a mot phép

d6i bién néu ¢ la song anh, kha vi lien tuc, va anh xa nguge ¢! ciing kha vi lien tuc.

t=m/2

t=0

Vi du 2.3.1. Trong R™ phép tinh tién = — z + a 14 mot phép déi bién.

Cho f: X CR® - Rvacho ¢ :U — X = ¢(U) la mot phép ddi bién. Thyc hien
phép ddi bién ¢ nghia la ta thay viéc xét ham f bing viec xét ham f o ¢, titc 1a néu x 1a
bién ctia f va u 1a bién ctia o thi ta thay x béi p(u).

Dinh ly 2.3.2 (Céng thiic doi bién). Cong thic doi bién

[ 1= [ ool (2.3.1)
»(4) A
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dugc théa dudi nhiing gid thiét: U la mot tap md trong R™, ¢ la mot phép doi bién tiu U
len o(U), U va o(U) c6 thé tich, f va (f o p)|det J,| khd tich.

C6 mot cach viét hinh thic tuong ty truong hgp mot chiéu nhu sau. Dit

r = ¢(u)
thi
dz = |det J,| du,
Vol
ze€X <— uelU
thi

/f d:v—/f w))| det J,| du.

Déu tri tuyet ddi c6 thé duge bd di néu ta biét dau ciia det J,. Néu det J, luon duong
thi ¢ dude goi 1a mot phép doi bién bdo toan dinh hudng. Néu det J, ludn am thi ¢
dugc goi 14 mot phép doéi bién ddo nguwoc dinh hudng.

Nhu trudng hgp mot chiéu, ddi bién c6 thé ding dé lam cho ham duéi dau tich phan,
titc dang vi phan, don gidn hon. Trong trudng hgp nhiéu chiéu, déi bién hay dugc ding
dé lam cho mién lay tich phan don gidn hon.

Dé kiém mot 4nh xa thuyc sy 13 mot phép déi bién, két qua sau thuong tien dung:

Meénh dé 2.3.3. Gid sit U va X la cic tap md cia R™, va ¢ : U — X la mot song dnh
khd vi lien tuc. Néu det J, luon khdc khong thi ¢ la mot phép doi bién.

Vi du 2.3.4 (Dbi bién mét chiéu). Ta kiém day chinh la phuong phap ddi bién (con
goi 1a phuong phap thé) trong tich phan cho ham mot bién quen thuoc. Cho x = ¢(t) véi

€ [a,b], & day o lién tuc va ¢ : (a,b) — ¢((a,b)) 1a mot phép déi bién. Cho f kha tich
trén o([a,b]). Theo cong thiic doi bién:

/p(( dm—/ flp |dt

Do ¢/(t) # 0, ¥t € (a,b) nén hoac ¢'(t) > 0, Vt € (a,b) hoac ¢'(t) <0, Vt € (a,b). Vi
vay hodc ¢ 1a ham tang hodc ¢ 1a ham gidm trén [a, b].

Néu ¢ la ham tang (bdo toan dinh huéng) thi p([a,b]) = [¢(a),¢(b)]. Do d6, dung
Meénh dé 9| dé chuyén ddi gitta tich phan trén khoang md (a,b) va tich phan trén
khoang dong a, b], ta dugc

/ Fem)ddt= | Flet)d®di= [ Flo)e () dt

[a,b] (a,b)

- / f(2) dz = / f(x) da
(e(a),0(b)) [e(a),p(b)]

@(b)
:/ f(zx) dz.
o(a)

¢ la ham giam (ddo nguge dinh huéng) thi ¢([a,b]) = [¢(b), p(a)] va

e) Do do
b
/ S d==[ s o] a

=— / f(z)dx
(p(b),p(a))

e(a) w(b)
= — / f(x) dx = / f(ac) dx.
w(b) w(a)

Néu ¢'(t)] =
'(t
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Trong ci hai truong hop ta dugce cong thite déi bién cho tich phan ham mot bién:
b . ©(b)
| temyewa= [ L
a o(a

Néu ta gia stt ham f lién tuc thi trong Vi tich phan ham mot bién cong thic ddi bién
dudce chitng minh bang ciach ding cong thitc Newton-Leibniz va qui tic dao ham ham
hgp, va chi can ham ¢ 1a tron, xem [Bmgt1].

Vi du 2.3.5 (Doi bién hai chiéu). Véi phép déi bién (u,v) — (z,y) ngudi ta thuong

dung ki hiéu
O(x,y) (890 a””)
=det | Ju 9v).
(u,v) e

V6i ki higu nay cong thitc ddi bién c6 dang nhu sau. Néu phép doi bién (u,v) = (z,y)
mang tap A thanh tap B thi

[ s dsas =[] staten. o |52

Mot cach hinh thic ta c6 thé viét:

dudv.

,y)
u,v)

dxdy = ‘ ‘ dudv.

212

2.3.1 Toa do cuc

Mot diém P = (x,y) trén mit phing R? c¢6 thé duge micu ta bing hai s6 thuc (r,6),
v6i r 1a khodng cach tix O t6i P, v 0 < 0 < 27 la goc tit vecto (1,0) (tia Oz) t6i vecto
O¢. Vay x =rcost, y =rsinf, r > 0,0 < 0 < 27.

y=rcogb ___________________ (z,y)

O-—————————===

z =r7rsinf

Tuy nhién tuong tng (z,y) — (r,6) nay khong la song dnh va khong lién tuc trén tia
Oz. Vi vay ta phai han ché mién x4c dinh 13 mit phing bé di tia Ox. Khi d6 anh xa
nguge 1a

(0,00) x (0,2m) — R*\ {(x,0) | 2> 0}
(r,0) — (z,y) = (rcosf,rsinb).
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Ta tinh dugc

A(z,y) B cos —rsinf \
(r,0) (r,6) = det < sinf rcosf ) =r>0,

Q

vi vay day la mot phép déi bién theo Menh dé Mot cach hinh thic, ¢6 thé nhé ring

| ddy = r drdo. |

Vi du 2.3.6 (Tich phan trén hinh tron). Goi B”?(O, R) I hinh tron déng tam O ban
kinh R. Dé 4p dung cong thiic doi bién ta dung phép doi bién ¢ tit hinh chit nhat md
(0, R) x (0,27) sang mién D 1a B"2(O, R) bd di dudng tron bien va tia Ox. Gia st f kha
tich tréen B'2(O, R). Tap bi bo di c6 dién tich khong, do dé né khong anh hudng dén tich
phan, nén:

// f(z,y)dedy = // fx,y)dedy = // f(rcos@,rsin@)rdrdd
B2(O,R) D (0,R)  (0,27)

= // f(rcosf,rsin@)rdrdb.
[0,R]x[0,27]

Chéng han dien tich ctia hinh tron la:

R 27
|B%(0,R)| = // 1 dady :/ / 1-rdfdr=nR?
B’2(O,R) o Jo

Nhu vay chii ¥ ring véi muc dich 1ay tich phan thi dé don gian ta thuong lay can trong
toa do cuclar>0va 0 <6 <27

Vidu 2.3.7. Cho E la khoi dugc bao béi cac mat z = z?+y* va z = 1. Tinh [[f}, 2 dodydz.

“Bao” ¢ day chi 14 mot miéu ta tryc quan, vi thé ta nén vé hinh roéi tit d6 dua ra mot
miéu ta toan hoc, tic la miéu ta dudi dang tap hop.

A

2 =22 442

S

Xem E 13 mot khéi don gian theo chiéu truc z, ndm trén mat z = 22 + y2, dudi mat
z=1.Nhuvay FE = {(2,y,2) € R3 | 22 + y?> < z < 1}. Chiéu khéi F xudng mat phang

Y
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2Oy ta duge hinh tron 22 4+ 2 < 1. Ap dung cong thitc Fubini:

1
/// zdrdydz = // (/ zdz> dxdy
E z2492<1 2242
1
_ // Lo
a24y2<1 2
1 2
= (1= (2*+¢")") dad
//x2+y2§12< (@ +y)) ey
1 2
= ~(1=(r*)") rdrds
//0§r§1,0§0§27r 2 ( (%) )
1 1 2 5 T
= 5 - o) dr = —.
2/0 </0 (r=r") ) "3

Trong vi du nay mot diém (x,y, z) trong R3 duge mieu ti bing cich ding toa do ciyc
(r,0) dé mieu ta (x,y). Ngudi ta thuong goi hé toa do (r, 6, z) 1a hé toa dé tru.

i:xz 2 d.’]jdy

2.3.2 Toa dd cau

Mot diém P = (z,v, 2) trong R? c¢6 thé dugc mieu ta bing bo ba sb thue (p, ¢, 0), véi
p 1a khodng cach tut O t6i P, ¢ la goc gitta vecto (0,0,1) (tia Oz) va vecto OP, va néu
goi M = (x,%,0) 1a hinh chiéu ciia diém P xudng mit phang Oxy thi 6 1a goc tit vecto
(1,0,0) (tia O) t6i vects OM.

6 = hang

Hinh 2.3.1: p = const tng v6i mot mat cau. Trén moéi mat cau cdc dudng ¢ = hing 1a
cac duong vi tuyén, cdc duong # = hing 1a cdc duong kinh tuyén, v6i 0 < p, 0 < ¢ < T,
0 <6 <2m Bo (p,¢,0) dai dien cho (cao do, vi do, kinh do) ciia mot diém trong khong
gian.

Trong Hinhta tinh duge ngay z = PM = pcos¢p, OM = psin¢, x = OM cosf =
psingcos, y = OM sinf = psin ¢sinf.

Tuong tu nhu trusng hgp toa do cuc, dé c6 mot phép ddi bién thuc sy ta phai han ché
mién xac dinh bing cach bé di tap {(x,y,2) € R3 | y =0, x > 0}, tiic mot nita ciia mat
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phang 2Oz, ing véi p=0, p =0, ¢ =7, § = 0, = 2. Khi d6 anh xa

@ (0,00) x (0,m) x (0,2m) — B\ {(2,,2) € R® |y =0, z >0}
(p.6,0) = (2,9,2) = (psin ¢ cosf, psin ¢sin b, pcos §)

la mot song anh, c6

singcosf pcospcosf —psingsinb
det J,(p,¢,0) = det | singsind pcos¢sinf psin¢gcosd = p?sing > 0.
cos ¢ —psin ¢ 0

Vay day 1a mot phép doéi bién theo Ménh dé Ciing nhu truong hop toa do ciyc, phan
bi bé di thuong khong anh huéng t6i tich phan nén ta thuong khong nhic t6i chi tiét ki
thuat nay.

Mot céch hinh thiic, c6 thé nhé rang

drdydz = p? sin ¢ dpdepds.

C6 tai lieu dung thit ty trong toa do cau 1a (p, 0, ¢). Thi tu toa do trong toa do cau
lien quan t6i dinh huéng trén mit cau, tuy khong anh hudng tdi tich phan boi nhung sé
anh hudng t6i tich phan méat & chuong sau.

Vi du 2.3.8 (Thé tich qua cau). Goi B3(O, R) la qua cau mé tam O ban kinh R trong
R3. Thé tich ctia qua cau nay la:

R ™ 27 4
|B*(0, R)] 2/// 1dV:/ / / 1-p*singdfdodp = §R3,
B3(O,R) o Jo Jo

Sau day 1a mot s6 vi du cac phép doi bién khac.

Vi du 2.3.9 (Dién tich hinh bau duc). Mot hinh bau duc (e-lip, ellipse) D trong mit
phang 1a tap hop céc diém théa

o 2 . 2
(z 25130) + (v — %) <1
a

b? -

trong d6 a,b > 0. Viét lai cong thitc § dang

v 2 B 2
< o> n (y yo) <1,
a b

ta thay c6 thé lam phép doi bién

Phép déi bién nay dua hinh bau duc vé hinh tron u? +v? < 1. Day chidng qua la mot phép
tinh tién hgp véi mot phép co dan (vi tu). Ta tinh duge dudv = ﬁdwdy, tr do

|D| = // ldzdy = // 1-abdudv = ab// 1 dudv = abr.
D u2++02<1 u?4v2<1
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Vi du 2.3.10. Tinh [f, g;fz dA trong dé R 1a hinh binh hanh bao béi cac duong thing

r—2y=0,z—-2y=4,3xr—y=1,vadxr—y=_8.

Dit u = 2 — 2y va v = 3z — y. Mién bao bdi cac dudng thing v =0, u =4, v =1, va
v = 8 1 hinh chi nhat D = [0, 4] x [1,8] trong mit phing (u,v).
Ta c6 z = (u—2v)/(—5) vay = (3u —v)/(—5), nén

st = ()-8 1) =520

Ou v

suy ra anh xa (z,y) — (u,v) 1a mot phép ddi bién tit phan trong ctia D sang phan trong
ctia R. Bién ctia D vad R khong dnh huéng dén tich phan vi ching c6 dién tich khong va
ta dang lay tich phan ham lién tyc.
Cong thiic ddi bién cho:
Oz, y
d(u

//x_2ydxdy _ //“ )
R3T—Y DU ,V)
= 1//ududv—1/4 /8udv du—§ln8
o 5 pv _5 0 1 v _5 '

2.3.3 Giai thich cong thitc déi bién

dudv

Chiing ta sé khong chitng minh coéng thitcc déi bién vi mot chiing minh sé khé va dai
vugt khoi pham vi mon hoc nay. Duéi day ching ta dua ra mot giai thich, tuy chua phai
la mot chitng minh, nhung sé gitp ta hiéu ré hon cong thiic.

Dé cho don gian, xét truong hop A 1a mot hinh chit nhat. Anh xa ¢ mang mién A trén
mat phang (u,v) sang mién ¢(A) trén mat phang (x,y).

Xét mot phép chia A thanh nhitng hinh chi nhat con. Ta xem tac dong ctia ¢ lén mot
hinh ch@ nhat con dai dién [ug, up + Au] X [vg, vo + Av], c6 dién tich AuAv. Ham tron ¢
mang mdi canh ciia hinh chit nhat nay thanh mot doan cong trén mit phang (x, %), do d6
ta duge mot “hinh chi nhat cong” trén mat phang (z,y) véi mot dinh 14 diém p(ug,vo).
Xem Hinh [2.3.2]

Bay gio ta tinh dién tich hinh chit nhat cong nay bang cach xap xi tuyén tinh. Doan
cong tit ¢(ug, vo) t6i o(ug + Au,vp) sé duge xap xi tuyén tinh bing mot doan thang tiép
tuyén tai ¢(ug,vp). Vi vecto tiép xic chinh la g—i(uo, vp) nén doan tiép tuyén nay cho bdi
vecto g—i(ug,vg)Au.

Tuong ty, doan cong o (ug, v + Av) duge xap xi bdi vecto tiép xic g—f(uo, vo)Av. Vay
hinh chit nhat cong dude xap xi bdi hinh binh hanh sinh béi hai vecto tiép xtc trén.

Van dé bay gio 1a tinh dién tich hinh binh hanh sinh béi hai vecto. Gia st a = (a1, as)
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(uo{vo) ﬂ

Au

u x

Hinh 2.3.2: Minh hoa cong thiic déi bién.

Hinh 2.3.3: Xap x{ tuyén tinh dudng cong: r(t + At) — r(t) = r'(t)At.

va b = (by,be), dién tich ctia hinh binh hanh sinh béi a va b 1a

laf [l sina = /lal? o> (1 = cos? @) = \/[af? [b” — |al® |b]* cos? & = /[a? b/* — {a, b)?

= \/(a% + a%)(b% + b%) — (a1b1 + a2b2)2

b
= V/(a1b2 — agb1)? = [a1by — azby| = | det ( Z; b; ) | = |det(a,b)|.

(2.3.2)

Tré lai cong thic ddi bién, vay dién tich ctia hinh binh hanh sinh béi hai vecto
g—ﬁ(uo,vo)Au va g—f(uo,vo)Av 1a

G, Oy i
(uo,vo)Au,a—f(uo,UO)Av)| = |det (a(uo,vo),%(uo,vo)NAuAv

= |det J,(ug, vo)| Aulv.

|det (g—i

Diéu nay ciing gidi thich sy xuat hién ciia dau tri tuyét doi.

Ta vita duge mot két qua dang chi ¥, gidi thich ¥ nghia hinh hoc ctia dinh thic: gia
tri tuyéet doéi ctia dinh thic ctia ma tran chinh 1a dién tich ctia hinh binh hanh sinh béi hai
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vectd cot clia ma tran. Ban than dau ctia dinh thic cling c6 thé duge giai thich, nhung ta
gac viéc nay lai.

Ngusi doc ki tinh c6 thé thic mic ring cong thiic tinh dién tich thong qua ham sin &
trén chua dudc thiét lap trong 1y thuyét ciia ching ta. Day 1a mot phan déi xac dang. Ly
luan trén chua phai 13 mot chiing minh ma chi cho thay sy khong mau thuan véi nhiing
két qua da biét.

\Ne N
Bai tap
Mot s bai tap tinh todn cé thé ding méy tinh.
2.3.1. Tinh:
(a) Tinh thé tich ctia khéi duge bao béi mat z = 4 — 22 — y? vh mit phang zOy.

(b) Tinh thé tich ctia khéi duge bao bsi mit z = 9 — 22 — y2, y < =z, trong géc phan tam thit
nhat (tic z,y,z > 0).

(¢) Tinh tich phan ([}, /22 + y? dA trong d6 D la mién duge bao bdi hai duong cong 22 +y* = 4
and 22 +y% = 9.

(d) Tinh tich phan [[, (22 + y?)*/? dA trong d6 D la mién trong géc phan tu thit nhat bao béi
duong tron 22 + 32 = 9, dudng thang y = 0 va y = /3z.

(e) Tinh tich phan ([}, g—z dA trong dé D 13 mién trong géc phan tu thi nhat bao bdi dusng
tron 22 + 9% =1, 22 + 9% = 4, duong thing y = 0 va y = .

(f) Tmh tich phan [[,, 2? dA trong d6 D la mién dugc bao bdi e-lip 322 4 4y? = 8.
(g) Tinh tich phan [[f,, cos [(2? + y* + 22)3/2] dV trong d6 E la qua cau don vi 22432422 < 1.

(h) Tinh thé tich ctia khdi duge bao phia trén bdi mit cau z2 + y? + 22 = 2 va dugde bao phia
du6i bdi mit paraboloid z = 22 + y2.

(i) Tim thé tich ctia khoi bi chan trén bsi mit cau 22 + y? 4+ 22 = 4 v& bi chan du6i bdi mit
nén z2 = 322 + 3y%, z > 0.

Tim thé tich ctia khéi bi chan béi mat cau 22 + y? + 22 = 9 va mat tru 22 4+ y? = 2.

Tinh thé tich ciia mién phia dudi mat cau 2 + y? + 22 = 1 phia trén mit phang z = 1/v/2.

Tinh thé tich ctia khéi bén duéi mat z = 4 — x? — y? bén trén mit 22 + y? + 22 = 6.

Tinh thé tich ctia khdi duge bao bdi cac mit z = 9 — 2% — y2, z = 322 + 3y% — 16.

Tinh thé tich ctia khéi dudce bao béi cac mat z = 3 — 2y, z = 22 + 3.

Tinh tich phan [[[, « dV trong d6 E la khéi duge bao bdi hai mit z = 6 — 22 — y* va
_ .2 2

z =x" 4+ 3y°.

2.3.2. Tinh thé tich ctia khéi dugc miéu ta béi diéu kien #2+y2 < 22 < 3(22+y?), 1 < 224> +22 <

4, 2> 0.

2.3.3. Tinh:

(a) Tinh dién tich ctia mién duge bao béi dudng cong hinh bong hoa r = 4 + 3 cos(116) (day 1a
dudng trong mit phing xy duge cho bdi phuong trinh tham sé = rcosé, y = rsiné véi r
nhu trén), xem Hinh

(b) Tinh dién tich mién dugc bao bdi dudng cong hinh trai tim r = 1 + cos 6, xem Hinh

(c) Dudng cong trong mat phéng xy cho béi phuong trinh r = V0,0 < 0 < 27 cling véi tia Oz
bao moét mién D hinh vé 6¢ duge vé trong Hinh 2.3.Gl Hay tinh tich phan [}, e+ dady.

2.3.4. Tinh:
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6 %
2
& 6 4 2 0

2 4 [ 8
cos(t)*(3*cos(114)+4)

) kS

sin(f)*(3*cos(114)+4)

IS

&

Hinh 2.3.4: Duong r = 4 + 3 cos(116).

T I I

05 10 15 2
I O Y Y I

i
®
1

Hinh 2.3.5: Duong r = 1 + cosf.

(a) Tinh tich phan [[,(2* 4 2zy) dA trong d6 R la hinh binh hanh bao bdi cdc dudng théng
y=2r+3,y=2x+1,y=5—z,y=2—z.

(b) Tinh tich phan ffR(x +y)? dA trong d6 R 1a hinh binh hanh bao bdi cdc duong thing
y=-—x,y=-—x+1,y=2x,y=2x—-3.

(c) Tinh dién tich ctia mién phang duge bao béi cac dudng cong y? = z, y? = 2z, y = 1/,

y=2/x.
(d) Tinh dzién tich ctia mién phéng dugc bao bdi cac duong cong y? = z, 3y? = z, y = 22,
Yy = 2z“.

2.3.5. Xét khoi bau duc E dude bao bdi mat c6 phuong trinh 22 + 232 + 322 = 4. Hay tinh thé
tich ctia F bang cach ddi bién dé dua vé thé tich ciia qua cau. Tim cong thiic thé tich ciia khéi
bau duc téng quat.

2.3.6. Ding phép ddi bién, tim dién tich ctia mién phéng dugc bao béi dudng cong 22 — 2zy +
2 + 3y% — 2y = 2.

2.3.7. Goi D la mién phing dugc xac dinh bdi 4 + 22 + 3y* + 92 — 2y < 1. Dimng tinh déi xting
clia mién, hay tinh tich phan ([, z dzdy.

2.3.8. Tim thé tich ctia khéi dugce tao bing cAch xoay mién bao bdi do thi ciia ham f(z) = 2 — 2®
va truc x quanh truc y.

2.3.9. Dung mAy tinh hiay vé mit cdu map mo cho bdi phuong trinh trong toa do cau p =
1 + sin?(36) sin® (5¢). Tinh (x4p xi) thé tich ctia khéi bao bsi mit nay.

2.3.10. Hay giai bai[2.2.12| (thé tich khoi tron xoay) bing cach déi bién.

2.3.11. Giai bai[2.2.14) bing cach ding cong thitc d6i bién.



80 CHUONG 2. TICH PHAN CUA HAM NHIEU BIEN

sqrt(t)*sin(t)

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3
sqrt(t)*cos(t)

, ©006 o000
RS S =0

Hinh 2.3.7: Mt xuyén.

2.3.12. Mit xuyén c6 thé dudc midu t4 nhu la mit tron xoay nhan duge bing cach xoay quanh
truc z mot duong tron trén mat phing Oyz khong cit truc z. Hay kiém tra ring mit xuyén cé

phuong trinh dang an:
2
(\/m2+y2—b) +22=a% 0<a<hb,

va dang tham s6: ((b+ acos@)cos ¢, (b+ acosf)sing,asinf), 0 < ¢, § < 27. (Hinh ) Hay

z

Hinh 2.3.8: Phuong trinh clia mat xuyén.

tinh thé tich ctia khéi bao béi mat xuyén.

2.3.13. Trong mat phing R? mot phép quay quanh gbc toa do mot géc a c6 thé dude mieu ta
béang 2 cach: Trong toa do cuc, d6 la dnh xa (r,0) — (r,0 + «). Tuong ting trong toa do Euclid d6

1a
(3:) <cosa —sina) (x)
Y sino cos« Y

Diing cong thiic ddi bién, hay ching t6 mot phép quay quanh gbc toa do mang mot hinh c6
dién tich thanh mot hinh c6 cuing dién tich.
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2.3.14. * Mot phép doi hinh trong R? duge dinh nghia 14 mot song anh tit R? vao chinh né bao
toan khoang céch. Ngudi ta biét trong mit phing mot phép doi hinh bat ki 1a mot hop clia cac
phép tinh tién, phép quay quanh gbc toa do, va phép lay dbéi xing qua truc .
Diing cong thitc déi bién, hay chimg t6é dien tich ciia mot hinh phiing khong thay déi qua mot
phép dai hinh.
2.3.15. * Gia stt D 13 mot mién trong mat phing Oxy. Cho A 1a mot diém phia trén mit phing
Ozy trong R3. Tap hop tét ca cac diém nim trén cac doan théng néi A véi cac diém thude D duge
goi 1a mot khéi nén hay khéi chép. Chéng han mot khéi t¢ dien 13 mot khéi nén. Mién D duge goi
la day ciia khéi nén, con khoang céach tir A téi mit phing Oxy duge goi 1a chiéu cao ctia khéi nén.
Hay chiing t6 thé tich ciia khéi nén ding bing mot phan ba dién tich ddy nhan chiéu cao.

2.4 Ung dung cha tich phan boi

Tich phan 1a tdng, d6 1a ¥ nghia chinh ctia tich phan. Vi vay mdi khi c¢6 nhu cau tinh
téng clia vo han gia tri thi tich phan c6 thé xuit hien.

V& cd ban, néu tai méi diém x;, 1 <i < n c6 tuong tng cac gia tri f(z;) ciia mot dai
lugng thi téng gia tri ctia dai lugng d6 di nhien 1a Y, f(z;). Néu tap hop D cic diém
dang xét la vo han thi ham f: D — R c6 khi dugce goi 1a ham mdat do cua dai lugng, va
tong gia tri ctia dai lugng la [}, f.

2.4.1 Gia tri trung binh

Néu tai cac diém z;, 1 < i < n c6 tuong tng cac gia tri f(x;) thi gid tri trung binh tai
cac didm nay nhu ta da biét la 23" | f(x;). Trong trusng hgp mién xdc dinh ¢6 vo han
phan ti, gid st f : D — R, thi gid tri trung binh ctia f duge cho bang cong thitc tuong
tu, chi thay téng bang tich phan: ﬁ Ip f-

Vi du 2.4.1. Nhiét do tai diém (z,y) trén mat phang 1a 50e %"~y (do Celcius). Hay tim
nhiét do trung binh trén dia tron don vi tam tai goc toa do.
Goi D la dia tron 22 + y? < 1. Nhiét do trung binh trén D duge cho béi

1 22 I
— 50e V' dedy = — 50e™" r df dr
D[ J/p 7 Jo Jo
1
— 50 <1)%31,6.
e

2.4.2 Tam khbi lugng

Ta gi6i thieu khai niém tam khoi lugng. Trong trudng hop hai chat diém c6 khéi lugng
m tai diém p; va c6 khdi luong mo tai diém py thi tam khoi lugng ctia hé hai diém nay,
theo nguyeén tic don bay ciia vat 1y, ndm tai diém

mip1 + map2
my+my

D6i véi he gom n chat diém, bing qui nap ta tim dugc vi tri ciia tam khéi luong 1a

Z?:1 mip;
Do i

v6i tong khdi lugng 1a m = >0 m;.
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Xét truong hgp khoi luong lien tuc, gia sit ta c6 mot khoéi vat chat chiém phan khong
gian E trong R3. Tai mdi diém p = (x,y,2) € R3 goi p(p) 1& mat do khdi lugng clia khoi
tai p, d6 1a giéi han ciia khéi lugng trung binh quanh p, c¢6 thé hiéu la khéi lugng tai diém
p. Khéi Iugng ctia khoéi chinh 13 tich phan ctia mat do khoi lugng:

m=[ s
E

Tit cong thitc clia trudng hdp rdi rac & trén ta suy ra vi tri clia tam khéi luong trong
truong hgp lién tuc sé la

Jerp  Jpep

Jep m
0 day tich phan ctia ham vecto dugc hiéu la vecto tich phan clia timg thanh phan. Cu
thé hon, néu p = (z,y,z) thi tam khéi lugng ndm & diém ([, pz, [3; py, [5 p2).

Vi du 2.4.2. Ta tim tam khéi lugng ciia nita hinh tron dong chat. Goi D 13 nita trén clia
hinh tron tam O ban kinh R v& goi hiing s6 p 1a mat do khdi Iugng ctia né. Khoi lugng
ctia khoi nay 1a m = [[}, p dA = prR?/2. Toa do cia tam khdi lugng la

1
r = //pxdwdyzo,
m JJD
1 R 4
y = // pydxdy—p/ /(rsin@)rd@dr—R.
m D m Jo 0 3

2.4.3 Xac suat cha su kién ngiu nhién

Trude hét ta diém lai trudng hgp mot bién ngdu nhién da xét trong Vi tich phan ham
mot bién [Bmgtl]. Mot bién ngdu nhién X 14 mot anh xa tit mot tap hgp céc sy kién vao
tap hop cac s6 thue.

Trude hét ta xét truong hop tap gia tri D ctia X 1a hitu han, ta néi X 14 mot bién
ngau nhién r6i rac. V6i méi gia tri z € D c¢6 mot s6 thue 0 < f(z) < 1 1a xéac suat dé X
c6 gia tri z, ki hieu 1a P(X = ). Ham f dugc goi 1a ham phan b6 x4c suat clia bién ngau
nhien X. Xéc sudt dé X c6 gia tri trong tap C C D dudc cho bdi

PXeC)=) f@
zeC

Ta phéico ) .p f(z) = P(X € D) = 1. Gia tri trung binh (mean) hay ky vong (expected
value) theo xac suat cia X dugce cho béi:

E(X)=)Y zf(x).
zeD

Trong trudng hgp bién ngiu nhién lién tuc, tap gia tri ciia bién ngdu nhién X 13 mot
tap con vo han D ciia R. Tuong ti véi truong hop rdi rac, c6 mot ham phan bd xac suit,
hay mat do xac suat (probability density function) f : D — R sao cho f(z) > 0 va xac
sudt dé X c6 gia tri trong tap C C D dudc cho béi

P(XGC):/f.

Mot he qué la ham mat do xéc suat phéi théa P(X € D) = [, f p f = 1. Trung binh hay k¥
vong clia bién ngau nhién X dugc cho bdi:

B(X) = /Dxf.

Chia ¥ sy tuong tu ciia cong thitc ndy véi cong thite clia tam khoi Iugng.
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Vi du 2.4.3. Mot nha san xuat bdo hanh mot san pham 2 nam. Goi 7' 1a bién xéc suat
tng thoi diém hu héng clia sdn pham véi s6 thyc ¢ > 0 1 thoi gian tit khi san pham dugc
sén xuat theo nam. Gia sit ham mat do xac suat duge cho béi f(t) = 0,1e~ %!, Xac suat
san pham bi hu trong thdi gian bdo hanh sé I3

2
PO<T<2)= / 0,1e 1 dt ~ 18%.
0

Trong trudng hop c6 n bién ngau nhién thi tap gia tri ctia bién ngiu nhién 13 mot tap
con ctia R, ham phan bd x4c suat sé 1a mot ham n bién, v cac tich phan trén sé 1a tich
phan boi.
Vi du 2.4.4. Xét tinh huéng mot chuyén xe buyt thuong t6i tram tré, nhung khong qua
10 phit, va dgi & tram 5 phtat. Ham mat do xac suat clia gio xe t6i tram, goi 1a X, dudc
cho béi fi(z) = —0,022+0,2, 0 < z < 10. Mot ngusi thudng di xe buyt vao gis nay nhung
hay bi tré, c6 khi t6i 20 phut. Him mat do x4c suat clia gio ngudi nay téi tram, goi 1a
Y, dugc cho béi fa(y) = —0,005y + 0,1, 0 < y < 20. Hoi xac suat dé ngudi nay don dudc
chuyén xe buyt nay 1a bao nhiéu?

O day c¢6 hai bién xéc suat doc lap nén ham phan b xac suit chung la f(z,y) =
f1(z) f2(y). Xac suat can tim duge cho bdi

PY <X +5) = // f(z,y) dzedy
acy)EJR2 | 0<z<10, y<z+5}

10
= / / f(z,y) dy dz =~ 65%.

Vidu 2.4.5 (Tinh [~ e=** dzx). Tich phan e e~ dz At quan trong trong mon Xéc
suat (xem Bai tap . 0 day ta sé tinh n6 thong qua tich phan boi.

1
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0

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
X

Hinh 2.4.1: Duong cong e’ thuong dugce goi la dusng hinh chuong.

Goi B'(R) la hinh tron déng tam 0 ban kinh R, tic B'(R) = {(z,y
Goi I(R) 1a hinh vuong tam 0 v6i chiéu dai canh 2R, tiic I(R) = |
Vi B'(R) C I(R) C B'(Rv2) nén

// —(@+y?) dA<// (@ +y?) dA<// e~ @) gA.
'<R> '(RV2)
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// e~ @) gA = // re”"” dA = (1 — e_Rz),
B/(R) [0,R] x [0,27]

nén tit bat déng thic tréen, 1y giéi han ta dugc

lim // e~ @) g4 = 1.
R—o0 I(R)

Mit khac theo cong thic Fubini:

[ an (e ([ )= ([ oo’
o //I<R) ) = (/_I;e—m? ) = ( / Z e )’

Vay ta dudc cong thiic noi tiéng:

Bai tap

2.4.1. Tinh:

(a) Tim tam khoi lugng ctia hinh chit nhat dong chéat [—1,1] x [-2,2] C R?,

(b) Tim tam khéi lugng ctia vat ¢6 hinh dang mot miéng méng chiém mién trén mit phing bao
bdi dudng y = 12,3722 vi dudng y = 8,5 v6i ham mat do khoi lugng p(x,y) = 103,6x%y'2.

(c) Tim tam khdéi lugng clia hinh trai tim ¢ Hinh

(d) Tim tam khéi lugng ctia hinh vé 6¢ ¢ Hinh

(e) Chitng t6 tam khoi lugng ctia mot tam gidc chinh 1a trong tam (giao diém ciia ba dudng
trung tuyén) clia tam giac.

(f) Tim tam khoi lugng ctia mot khoéi dong chat ¢6 dang hinh nén nhon can chiéu cao 1a h va
véi day la hinh tron ban kinh R.

(g) Tim tam khdi lugng ctia khdi tit dien dong chat duge bao béi cdc mat z =0, y =0, z = 0,
2+ ¥+ 2=1v6ia,bc>0.

2.4.2. Cho D C R? la mot tap dong chat, c6 dién tich, déi xing qua gbc toa do O tic la néu
p € D thi —p € D. Hay tim tam khdi lugng ctia D.

2.4.3. Xét mot mo hinh don gidn cho cau tric hanh tinh Trai dat, gom phan 16i cing & gan tam
c6 mat do khéi lugng cao va phan ngoai c6 mat do khoi lugng giam dan tit trong ra ngoai. Goi p 1
khoang cach tit mot diém t6i tam, thi mat do khéi lugng tai diém dé duge mo hinh héa nhu sau:

o) = 13-10°, 0 < p <1000,
P 1000 < p < 6400,

& day don vi khéi lugng 1a kg va don vi chiéu dai 1d km. Hay udc lugng khéi lugng ctia Trai dat.

2.4.4. Khu trung tam thanh phd dugc mieu t& nhu mot hinh cht nhat [0,1] x [0,2] véi don
vi chidu dai 1a km. Gia dat trong khu viic nay trong dudc md hinh héa bing ham p, & vi tri
(z,y) € [0,1] x [0,2] thi p(z,y) = 200 — 10(z — £)* — 15(y — 1)? (trieu dong/m?). Hay tinh gia dat
trung binh & khu vyc nay.
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2.4.5. Gia sit ring goc toa do & trung tam thanh phd va mat do dan s6 tai diém c6 toa do (z,y)
c6 md hinh p(z,y) = 2000(z? + y?)~%2 ngusi trén km?, hay tim s6 dan trong ban kinh 5 km tit
trung tam thanh phé.

2.4.6. Kim tu thap Vua Khufu 1a kim ty thap 16n nhat & Ai Cap, dudc xay dung trong khoang
ti nam 2580 TCN tdi 2560 TCN. D4y cia n6é 14 mot hinh vuéng véi chidu dai canh 13 230,4 mét
v chiéu cao 1a 146,5 mét.

(a) Hay udc lugng thé tich ctia kim tu thap.

(b) Kim tit thap dugc lam bang da voi. Mat do khdi lugng ciia d4 voi vao khoang 2400 kg/m?.
Hay u6c lugng khoi Iugng clia kim ty thap.

(¢) Hay u6c lugng cong xay dung kim tu thap nay. (Cong nay it nhat bing thé ning trong
truong ctia khéi kim tu thap.)

(d) Madi ngudi nhan khoéng 2000 kcal ning lugng mdi ngay tit thitc an. Gid st mdi ngusi dung
duge 20% nang lugng dé dé lam viec, 340 ngay mot nam, trong 20 nam, thi can it nhat bao
nhiéu ngudi dé xay dung kim ty thap nay? (Gid sit ho khong c6 may moc, chua ké nhitng
phan khac clia cong viéc va nhitng yéu t6 khac, nén day chi 1a mot wdc lugng tho.)

2.4.7. Hai cong ty san xuat hai san pham canh tranh véi nhau. Goi X, Y la bién xéc suat iing
v6i thai diém hu héng clia hai sdn pham tinh theo thdi gian tit khi sdn pham dugce san xuét (theo
nam), va gid st hai bién nay 1a doc lap véi nhau. Gia st cac ham mat do xac suat duge cho béi
flx) = 0,2e7%2% va g(y) = 0,1e~%¥, Hay tinh xac suit san pham clia cong ty thit nhat bi hu
trude san pham ctia cong ty thit hai trong thoi gian béo hanh 3 nam.

2.4.8. Chig t6 ham dugc dimg trong mo hinh phan b6 chuan (normal distribution) ctia mon
Xéc suat

théa man tinh chat can c6 ctia ham phan b xac suat: [~ f(z) dz=1.

2.4.9. Hay dua ra mot gidi thich cho cong thitc sau, thudng duge ding trong xac suit khi c6 hai
bién ngau nhién:
// e~ (@ +v?) dxdy = 7.
R2

T d6 hay dua ra cong thic cho mé hinh phan bd chuén cta hai bién ngdu nhién.

YoM(-yN2-x"2)

AN
NS

R

SR

Hinh 2.4.2: D5 thi ctia ham e~ (#*+v%).
2.4.10. * Ham Gamma l3 mo6t mé rong clia ham giai thita lén tap hop céc sé thyce. Ta dinh nghia
[e.e]
I'(z) = / t*"te=t dt, z€R, z>0.
0

(a) Ching t6 I'(z) dugc xéac dinh.
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(b) Kiém tra ring I'(z + 1) = 2I'(2). Suy ra véi sé nguyén duong n thi ['(n + 1) = n!.
(c) Kiém tra cong thic I'() = /7.

2.4.11. * Hay tim lai cong thic clia Pappu&ﬁ: Thé tich ctia khbi tron xoay nhan duge bang cach
xoay mot mién phing quanh mot truc bén ngoai bing dién tich cia mién nhan véi chiéu dai cia
duong di ctia tam khdi lugng ctia mién.

Cu thé hon, goi D 14 mién bao bdi hai do thi ctia hai ham f va g trén doan [a,b], véi 0 <
g(z) < f(x) trén [a,b]. Goi (z0,y0) 1 tam khdi lugng ctia D. Khi d6 thé tich ciia khéi tron xoay
nhan duge bing cach xoay mién D quanh truc z bang 2mye|D|.

Ung dung, hay tim lai cong thic thé tich ctia khéi xuyén.

SPappus xt Alexandria, mot nha hinh hoc séng vao thé ki tht 4 sau Cong nguyen.



Chuong 3
Giai tich vecto

Trong chuong trudce ching ta da khio sat thé tich ctia mién trong khong gian n-chiéu
va tich phan trén nhitng mién d6. Tuy nhién nhing cau héi chang han nhu vé chu vi cia
duong tron, dién tich clia mat cau, hay néi chung la do do clia tap con “k-chiéu” trong
khong gian n-chiéu v6i k < n va tich phan trén d6 thi ching ta chua xét. Chuong nay sé
tra 16i nhiing cau hoéi nay cho truong hgp duong (k = 1) va mat (k = 2).

Chuong nay ciing giéi thiéu cac quan hé giita phép tinh vi phan va phép tinh tich
phan ctia ham nhiéu bién thong qua phép tinh tich phan dudng, phép tinh tich phan mat,
va cac cong thic lién hé ching, nhu cac cong thic Green, cong thitc Stokes, cong thic
Gauss—Ostrogradsky. Day 1a co s§ dé trinh bay va khao sat nhiéu hién tugng vat 1.

Mot s6 khai niem va két qua 1y thuyét trong phan nay dude trinh bay chi tiét hon va
ching minh trong [Vugt3].

3.1 Tich phan dudong

3.1.1 Chiéu dai cha dudng di

Khi néi t61 mot “duong” ta thuong nghi t6i mot “con dusng”, tic la mot tap hop diém,
vi du mot duong thing hay mot dudng tron. Muc dich cia ching ta trong muc nay la
thuyc hieén cac do dac trén duong, chang han nhu do chiéu dai ctia dusng. Cac do dac dé
sé dugc thuce hien qua mot chuyén di trén con dudng. Tuy nhién ta c6 thé di trén mot con
dudng theo nhiéu cach khac nhau, va ta chua c6 cin cit dé cho ring cac do dac bing cac
cach di khac nhau trén cting mot con dudng sé cho ra cting mot két qua. Do d6 trudc mat
chiing ta sé lam viéc véi ting cach di cu thé ma ta goi la duong di.

Mot duong dila mot dnh xa tit mot khoang dong [a, b] vao R"™, titc 1a mot tuwong tng
mdi thoi diém v6i mot vi tri.

Tap hop cac diém ma dudng di da di qua duge goi 1a vét cia dwong di (day la
“con dudng” nhu da ban & tren). V6i duong di 7 : [a,b] — R™ thi vét clia r 1a tap anh
r(la,b]) = {r(t) | t € [a,B]}.

Duong di r : [a,b] — R"™ dugc goi la:

e kin hay déng néu r(a) = r(b), titc 1a diém dau va diém cudi triing nhau.

e don néu n6 khong di qua diém nao hai lan (khong c6 diém ty cat). Chinh xéac hon,
néu r khong phai la duong kin thi n6 duge goi la don néu r 1a don anh tren [a, b);
néu r 1a dudng kin thi n6 duge goi 1a don néu r 1a don anh trén [a,b).

e lién tuc néu r 1a ham lien tuc tréen [a, b].

87
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bPuodng cong don, khong kin DPudng cong don, kin

bPusng cong khong don, kin buong cong khong don, khong kin

Hinh 3.1.1: Minh hoa mot s6 loai dudng. Trong hinh 1a vét (4nh) ctia dudng di.

Duong di r : [a,b] — R™ dudc goi 1a tron néu r 1a ham tron trén [a, b], nghia 1a néu r
md rong duge thanh mot ham tron (ttc kha vi lien tuc) tréen mot khoadng (¢, d) chia [a, b].
tai b.

Néu r 13 mot duong di tron thi dao ham 7/(¢) c6 ¥ nghia vat 1y 1a van téc chuyén
dong ) tai thai diém ¢, xem Vi du D5 16n ctia van toc |r/(t)| 1a téc do tai thai diém
t.

Cho dudng di r : [a,b] — R™. Xét mot phép chia a =ty <t < -+ < t,, = b cua [a,b].
Trén mdi khoang con [t;_1,t;], 1 < i < m, ta xap xi tuyén tinh dudng di bang cong thrc
r(t) — r(ti_1) ~ ' (t;_1)(t — t;_1). N6i cach khéc, ta xap xi chuyén dong bing mot chuyén
dong déu véi van toc khong doi 7/ (t;_1). Quang dudng di dugc trong khoang thsi gian tit
ti_1 t6i t; duge xAp xi béi vectd /(1) At;, ¢6 chidu dai 1a | (t,_1)At;]. Xem Hinh

Nhu vay “chiéu dai” ctia dudng di duge xap xi béi Y i, [r'(t;—1)| At;. Day chinh 1a
téng Riemann ctia ham |r/(t)| trén khodng [a, b]. Gidi han clia téng Riemann nay khi phép
chia min hon, theo ly thuyét tich phan & chuong truée, chinh 14 tich phan ctia ham |r/(t)]
v6i t trén khoang [a,b]. Tir d6 ta c6 thé dua ra dinh nghia:

Dinh nghia 3.1.1. Chiéu dai ctia duong di r : [a,b] — R™ 1a

/ab 7' (t)] dt.

Vi du 3.1.2. Gia sit mot vat di chuyén trén mot dudng véi toc do hing v, trong khodng
thoi gian tit a t6i b. Khi d6 quang duong vat da di duge o6 chicu dai 1a fab vdt =v(b—a),
dtng nhu ta chs dgi. Nhu vay dinh nghia chiéu dai nay chita cong thitc da quen biét:
quang duong di duge = téc do x thoi gian.
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T(tifl)

Hinh 3.1.2: Xap xi tuyén tinh: r(t;) —r(t;—1) ~ r'(t;—1)At;, thay vecto cat tuyén bdi vecto
tiép tuyén.

3.1.2 Tich phan dudng loai mot

Cho duong di 7 : [a,b] — R"™. Gia st f la mot ham thyc xac dinh trén vét clia duong,
tic f : r([a,b]) — R. Ta mudn tinh téng gid tri ciia ham trén dudng.

Ta lam mot cach tuong tuy nhu da lam khi dinh nghia chiéu dai duong di. Xét mot
phép chia a =ty < t; < .-+ < t,, = b. Trén khodng con [t;_1,t;] ta xap xi tuyén tinh
duong di 7(t) — r(ti—1) ~ 7'(t;—1)(t — t;—1). Khi d6 phan duong tit r(t;—1) dén r(t;) dugc
xap xi bang r’(t;_1)At;. Trén phan dudng nay ta xap xi ham f bdéi ham hang véi gia tri
f(r(ti—1)). Do dé tong gia tri ctia f trén phan duong tit 7(t;_1) dén r(¢;) duge xap xi bang
f(r(ti1)) |7 (ti—1)| At;. Tong gia tri ctia f trén dudng r duge xap xi bing

Z Fr(tiza)) | (timr) | At
=1

Day la tong Riemann ctia ham f(r(¢)) |rt)| v6i ¢ trén khodng [a,b]. Vay ta dinh nghia:

Dinh nghia 3.1.3. Cho f 1a mot ham xac dinh trén vét ctia dudng r : [a, b] — R™. Tich
phéan cua f trén r la

/rfds: /abf(r(t)) | (t)| dt.

Vidu3.1.4. Néu f=1thi [ 1ds= f; |7/(t)| dt 1a chiéu dai ctia duong di 7.

Vi du 3.1.5. Xét truong hop hai chiéu, n = 2. Viét r(t) = (z(t),y(¢)), khi do

b
[ #ds= [ (@l uo) 0+ 0 at
Mot céch hinh thiic ¢ thé nhé ring

ds = /' (t)? + y'(t)? dt.
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T

Hinh 3.1.3: Mot ¥ tudng khac dé dinh nghia do dai duong 1a 1ay gisi han tong do dai cac
doan thang gap khic ndi cac diém lién tiép tren duong cong khi s6 diém dan dén vo han.
Cach tiép can nay cho ra cuing két qua.

Dé c6 tich phan thi duong di phai kha vi, tic 1a c6 dao ham. Néu dudng di chi khd
vi tung khic, tic 1a c6 cac s6 a =ty < t] <ty < --- < t,, = b sao cho trén mdi khodng
[ti—1,t;] anh xa r; thu hep ctia anh xa r trén khodng [t;_1,¢;] 1a kha vi, thi ta dinh nghia
tich phan tren duong kha vi timg khiic 1 téng céc tich phan trén cac khic, tic 1a

/des:;/”fds.

Hinh 3.1.4: Dudng kha vi tting khuc.

3.1.3 Tich phan dudng loai hai

Mot trudng vectd 1a mot tuong tng mdi diém véi mot vecto. Cu thé hon, mot truwong
vecto trén tap D C R™ 1a mot anh xa F : D — R™. Doi khi dé nhdn manh hoic dé dung
ki hieu thudng c6 trong vat 1y ta dé thém mii tén tren ki hiéu truong, viét 1la F.
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Cho duong di r : [a,b] — R™ va cho F 1a mot trudng vecto xac dinh trén vét ctia r. Ta
muén tinh téng thanh phan cia truong cung chiéu duong di.

Vi du 3.1.6. Trong vat ly, néu mot vat di chuyén theo mot duong dudi tic dong clia
mot trudng luc thi tdng tac dong ciia Iuc, tiic tong thanh phan clia lyc cling chiéu chuyén
dong, dugc goi la cong cha truosng luc. Trong trudng hgp riéng, gia s1r lyc 1a hing F va
vat chuyén dong déu trén mot dudng thing theo mot vecto 5 tao véi F mot gbc 6 thi cong
ctia lye bing thanh phan luc cting phuong chuyén dong nhan véi chiéu dai quang duong
di, tiic 13 bing (|F|cos0)|5] = F- 5. Van d@ dat ra 1a khi truong hye khong hiing va chuyén
dong khong déu thi cong ciia trudng lyc (déng gép ciia truong hye vio chuyén dong) dudc
tinh nhu thé nao?

Tuong tu nhu cong, néu mot trudng hiing F xac dinh doc theo mot doan thing tir A
t6i B thi thanh phan cing phuong véi duong ciia F 1a chiéu ciia F' len § = AB , 13 56 thue
|F| cos 0, véi 0 1a goc gitta F va §. Téng luong ndy tren dudng AB (|F|cosh)|5] = F-.
Ta c6 thé thay day ciing 1a vecto chiéu ctia F' xudng § nhan vo huéng véi §, nhic lai Hinh

(1.1.9]
oo ( ) ) (e )i (e )

Xét mot phép chiaa =tg <ty < -+ < t,, = b cia [a,b]. Trén mo6i khoang con [t;_1, t;],
1 < i < m, ta xap xi dudng bang Xép xi tuyén tinh: r(t) ~ 7' (t;—1)(t — t;—1). Khi d6 phan
duong tur 7(t;—1) dén r(t;) duge xap xi bang r'(t;_1)At;. Trén phan duong nay truong F
c6 thé duge xap xi bing truong hing, dai dién bdi vecta F(r(t;_1)).

Hinh 3.1.5: Xap xi téng thanh phan clia trudng ciing chiéu duong di.

Téng clia thanh phan cling chiéu dudng di clia truong F trén phan dudng tit r(¢;_1)
dén r(t;) duge xap xi bang F(r(t;—1)) - v'(t;_1)At;. Tong thanh phan tiép tuyén ctia F
doc theo r duge xap xi bang > 7" F(r(ti—1)) - r'(t;i—1)At;. Day 1a tong Riemann ctia ham
F(r(t)) - r'(t) voi t tren khoang [a, b]. Vay ta dinh nghia:

Dinh nghia 3.1.7. Cho F 13 mot truong vecto trén vét cia mot duong di r : [a, b] — R™.
Tich phan ctia F' trén r duge ki hiéu 1a fr F - d§ va duge dinh nghia la:

/TF ds = /ab F(r(t)) -r'(t) dt.

Dinh nghia nay dugec mé rong cho dusng kha vi tiung khic theo cach nhu tich phan
duong loai mot.
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Ghi cha 3.1.8. C6 mot sd cach ki hieu khac cho tich phan dudng loai hai, chang han
frF-dF, fTF-dl.

Vi du 3.1.9. Xét truong hgp hai chiéu, n = 2. Viét F(z,y) = (P(z,y),Q(x,y)) va
r(t) = (z(t),y(t)). Khi do6

b
[P = [ 1PG0,y0)2' 0 + Q). y(o)y () d.

T d6 ngusi ta thuong dung hai ki hiéu:

b
/ Pla,y) do = / Pla(t), y(1)2/ (1) dt.

b
/Q(%y) dyz/ Q(z(t),y(t))y (t) dt.

Véi ki hieu trén ngudi ta thudng viét

/TF - di = /P(a:,y) dz + Q(z,y) dy.

T

Mot cach hinh thitc c6 thé nhé ring

d3=r'(t)dt, du=a'(t)dt, dy=y'(t)dt.

3.1.4 Su phu thudoc vao dudng di

Nhu da ban ¢ dau chuong, ta rat quan tam t6i viec cac két qua do dac c6 thay ddi hay
khong néu ta di theo nhitng duong di khic nhau trén ciing mot con dudng.

Cho ¢ : [c,d] — [a,b] 14 mot phép ddi bién, nhu & Muc Néu ¢'(t) > 0 v6i moi
t € [e,d] thi ¢ bdo toan dinh huéng. Néu ¢'(t) < 0 v6i moi ¢ € [¢,d] thi ¢ ddo nguge dinh
huéng.

Néu r : [a,b] — R™ la mot duong di thi r o ¢ 1a mot duong di cung vét véi r. Ta noi
r o va r sai khac mot phép doi bién. Ta cé két qua sau day vé sy bat bién ciia tich phan
dudng qua mot phép ddi bién.

Dinh ly 3.1.10. (a) Tich phan dudng logi mot khong thay doi qua phép doi bién.
(b) Tich phan dudong logi hai khong thay doi qua phép doi bién bio toan dinh hudng va
doi ddu qua phép doi bién ddo ngudc dinh hudng.

Chitng minh. Cho f 13 mot ham thyc va F 13 mot trudng vecto xac dinh trén vét clia
duong 7 : [a,b] — R"™. Cho ¢ : [c,d] — [a,b] 1A mot phép ddi bién. Ta xét truong hop ¢
dao ngugc dinh huéng, trudng hgp con lai 14 tuong tu. Theo cong thiic ddi bién ciia tich
phan boi, v6i phép ddi bién u = p(t) thi

b d
/f ds:/ Flr(w)) |r' ()] du:/ Flr(e®)) ' ()| 1¢'(t)] dt
d
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Trong khi d6
R " F(r(a)) - #'(w) du = / FC ) e 0] di
-/ Fe) (o0 0) di
-/ "o p(t) - (rog) (o) dt

B c
—- [ ra
rop

Vi du 3.1.11. Ca4 hai loai tich phan duong khong thay ddi duéi mot phép tinh tién ctia
bién thoi gian t + t + ¢ vdi c € R.

O

Vi du 3.1.12. V6i dudng di r(t), t € [a,b] thi duong r(a+b—t), t € [a,b], khdi dau & r(b)
va két thuc & r(a), duge goi 1a dudng nguge cia duong r, ki higu 1a —r. Ta n6i dudng
—7 trai chiéu véi dusng r. Dinh 1y noéi trén dudong nguoc thi tich phan dudng
loai mot khong thay doi trong khi dé tich phan dwong loai hai bi doi déu.

Duong di r : [a,b] — R™ dugc goi 1a chinh qui néu r tron trén [a, b] va van toc 7’ (t)
luon khac khong.

C6 thé chiing té hai duong di don chinh qui vé6i ciing vét khac biét béi mot phép doi
bién (chi tiét c6 ¢ [Vugtd]).

5~ oa

C
Hinh 3.1.6: Hai duong di khac biét béi mot phép ddi bién.

Tt d6 ta néi hai duong di don chinh qui ¢6 cliing vét 14 cung dinh hudng néu ching
sai khac mot phép ddi bién bao toan dinh huéng, va nguge lai néu phép doéi bién la déo
nguge dinh huéng thi ta néi hai duong la tra: dinh huong.

Khai niém dinh huéng chinh xac nhu trén kha tritu tuong, nhung trong thiec té tinh
toan trong mon hoc nay ta thuong chi can hinh dung mot cach triyc quan dinh huéng trén
mot dudng cong nhut 14 mot “chiéu” trén dudng cong d6. Trén hinh vé triic quan ta thudng
biéu dién dinh huéng bing mot mii tén trén dudng cong.

Hinh 3.1.7: Biéu dién truyc quan mot dudng cong duge dinh hudng.

!Trong quyén sach cta Stewart [Stel6] thuat ngit dudng tron chinh la thuat ngit dudng chinh qui & day.
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Duéi day 1a két qua chinh clia phan nay, hé qua ciia nhitng thao luan trén va Dinh ly

B.IIO

Dinh 1y 3.1.13. (a) Tich phan duong logi mot doc theo hai duong di don chinh qui cé
cung vét thi bang nhau.

(b) Tich phan duong logi hai doc theo hai duong di don chinh qui cé ciing vét thi bing
nhau néu hai duong cung dinh hudéng va doi nhau néu hai duong trdi dinh hudng.

Nhu vay ta cé thé no6i dén tich phan duong trén mot tap hop diém, vi du nhu mot
dudng tron, mot do thi, ... néu tap diém ay la vét clia mot dudng di don chinh qui nao
d6. Ta néi vét d6 1a mot dwong cong, con duong di 1a mot tham sé héa ctia dudng cong.

Dé tinh tich phan trén moét duong cong ta cé thé chon mot dwong di don
chinh qui bat ki trén dé dé thwe hién tinh todn. Déi vdi tich phan dwong logi
hai thi dudong cong dudc cho thém moét dinh hudng va ta can xdc dinh dudng
di ma ta da chon cung hay trdi vdi dinh hudng da cho trude, néu la trdi thi ta
phdi lay gid tri doi cia tich phan.

Bay gio ta da c6 du co sé dé lam nhitng vi du cu thé.

Vi du 3.1.14. Gié st ham thyc f xac dinh trén khoéng [a, b]. Goi v 14 mot dudng chinh
qui bat ki di tit a t6i b. Vi khoang [a, b] ciing la vét clia dudng don chinh qui a(t) =t véi

t € [a,b] nén
[ras= [ sas= [ staawa= [ s

Day chinh la tich phan ctia ham f trén khodng [a,b]. Vay tich phan ctia ham thyc trén
khoang 1a mot trusng hgp riéng cta tich phan duong loai mot.

Vi du 3.1.15 (Chiéu dai ctia dudng tron). Xét dusng di r(t) = (Rcost, Rsint),
0 <t < 2w, mot dudng di v6i toc do hang |r'(¢)] = R quanh dudng tron tam O ban kinh
R. Chiéu dai ctia duong nay la 7 |r/(t)| dt = [" Rdt = 27 R.

Néu ta lay mot duong di khéc a(t) = (Rcos(27t), Rsin(27t)), 0 < ¢ < 1, thi chiéu dai
ctia duong nay 1a fol 2|a/(t)] dt = fol 2nRdt = 27 R.

Viec hai tich phan trén bing nhau da dugc khdng dinh bdi Dinh ly Bay gio
ta c6 thé néi chiéu dai ctia duong tron ban kinh R bing 27 R, khong phu thudc vao cach
chon mot tham sb héa don chinh qui dé tinh.

Vi du 3.1.16. Cho trusng ﬁ(m,y) = (2y, —3z) va C la duong cong y = 22, 0 < x < 1,
dinh huéng tit (0,0) t6i (1,1). Ta tinh [, F - d5.

Ta can dua ra mot tham s6 héa cho dudng cong C. Vi C' 1la mot do thi, ta c6 ngay
tham s6 hoa C1(z) = (z,2?), 0 < z < 1. Ta ciing c6 thé ding cac tham sé héa khac nhu
Co(y) = (V¥,y), 0 <y < 1, hodc C3(¢) = (Int,In*t), 1 < ¢ < e. Day déu la cic duong di
don, chinh qui vé6i vét C, theo dinh huéng da cho. Dinh ly dam bao tich phan trén
ba dudng nay co ciing két qua, ta c6 thé chon lay duong nao dé tinh ciing dugc.

Véi Cli

1 1
/ ﬁ-d§’:/ F(Cy(z)) - Cl(x) d:x:/ (222, —3z) - (1,2x) do = ——.
c 0 0 3
Vé6i Csy:

/@ﬁ.dgz/olﬁ(cz(y)).cg(y) dy:/ol(gy_g\/m <2\1/y1> dy:_%
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Vé6i Cg!
/ Fods — /ﬁ(cg(t))-cg(t) dt:/ (21n2t,—3lnt)-<1,21nt> dt
Cs 1 1 t t

¢ In?t 4 ¢ 4
= /—4ndt:—ln3t
. t 3

1 3 .

* Lién hé gitra hai loai tich phan dudng

Cho duong cong dugc dinh huéng C 1a vét clia mot duong di don chinh qui 7 theo
huéng da dinh xac dinh trén a < ¢ < b. Tai diém p = r(t) v6i a < t < b, ta dua ra dinh
nghia huéng tiép tuyén la hudng ciia vects van toc 7/ (). C6 thé kiém duge 1a huéng nay
khong phu thudc vao cach chon dudng di don chinh qui trén dudng cong. Vi vay viéc dinh
huéng cho duong cong dong nghia véi viéc chon huéng tiép tuyén.

Tai diém p = r(t) vecto tiép tuyén cung chiéu don vi dugc dinh nghia la T'(p) =
|Z:8|, thue ra khong phu thudc vao cach chon dusng di r theo dinh huéng cta C.

Néu F 1 mot truong vectod trén C' thi ta viét dude

- b / o b T,(t) /
/CF.ds _ /aF(r(t))-r(t)dt_/a [F(r(t))-,rl(t)d]r ()| dt
b
_ / F(r(t)) - T(r(t))] \r'(t)|dt:/CF-Tds.

Vay trong truong hop nay tich phan duong loai hai c6 thé duge biéu dién qua tich phan
dudng loai mot. Biéu thiic trén ciing khang dinh lai ¥ nghia clia tich phan loai hai, d6 1a
tong thanh phan tiép tuyén cta truong doc theo duong.

Bai tap

3.1.1. Tinh:
a) Chiéu dai ctia dudng r(t) = (2v2t, e~ 2t e?), 0 < ¢ < 1.
(a) g
(b) Tim khéi lugng ctia sgi day hinh parabol y = 22, 1 < 2 < 2, v6i mat do khdi lugng
plz,y) =y/z.
Tinh [, 4y dx + 2z dy, v6i C la duong y = 2, 0 <z < 1.
Tinh fc 2%y dx + xy? dy, véi C la duong y = 2 di tit diém (1, 1) t6i diém (2, 8).
sin 22 dx + e® dy + e¥ dz, véi C la dudng (2,t,e?), 0 <t < 1.
c
Jo @® dx + zy* dy — 2?y dz, v6i C la doan théang di tir diém (3,2, 1) t6i goc toa do.
) fcﬁ - dF, v6i F(z,y,2) = (sinz, z, —ay) va C la dudng (cos,sin6,6), 0 < 0 < 97 /4.
(h) Tim cong cta truong F(z,y,z) = (y — 22, 22 4+ x,yz) trén duong (¢, ¢2,3), 0 <t < 1.
2

(a) Mot vat di chuyén trong trudng trong lyc ctia Qua dat tit mot diém c6 cao do 100
mét dén mot diém c6 cao do 200 mét. Hodi cong clia trong Iuc 1a am, biang khong, hay ducng?

(b) Cho C la mot dudng va n 1a vecto phap tuyén. Hoi [, n-ds la am, bang khong, hay duong?
3.1.3. Khi nao thi chiéu dai ctia mot dudng di bing 07

3.1.4. Phan tit DNA trong khong gian ba chiéu ¢é hinh dang duong xoin kép, mdi duong cé thé
duge mo hinh héa bdi dudng (Rsint, Rcost, ht). Hay vé dudng nay (xem Hinh . Bén kinh
ctia mdi dudng xoan khoang 10 angstrom (1 angstrom = 10~ c¢m). M&i dudng xoan 6¢ xoan lén
khodng 34 angstrom sau mdi vong xoay. Hay uéc tinh chiéu dai clia mdi vong xoay ciia phan ti
DNA.
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3.1.5. * Mot sg¢i day vé6i hai dau c¢d dinh duéi tac dong ctia trong trudng sé c¢6 hinh dang mot
duong xich (catenary) véi phuong trinh y = a cosh (%), véi cosh 14 ham hyperbolic cosine cho béi

coshz = (e” + e 7)/2.

Dai tudng niéem Gateway Arch & Saint Louis nuée My ¢6 dang mdt dudng xich ddo nguge. Vi
trf diém tam hinh hoc (cling 1 tam khdi lugng clia mit cit vuong goc) (centroid) clia cong dude
thiét ké theo cong thitc y = 693,8597 — 68, 7672 cosh 0,0100333x véi y 1 khodng cach t6i mat dat
va —299,2239 < x < 299,2239, don vi do la feet. Hay tinh chid¢u dai clia dudng tam hinh hoc.

3.1.6. * Cau Akashi-Kaikyo ¢ Nhat Ban hién 1a mot trong nhitng ciy cau treo dai nhat thé gidi.
Hai thap cao 297m tinh tit mat bién. Chiéu dai nhip chinh (khodng céch giita hai thap) 14 1991m.
MB&i soi cap chinh c6 dang mot dudng parabola. Diém thép nhét clia soi cap chinh cach mat bién
khodng 97m. Hay tinh chiéu dai clia mot sdi cap chinh, bing tinh chinh x4c hoac tinh xap xi.

3.1.7. * Cho duong di chinh qui r : [a,b] — R™. Dat

s(t) = /at |7 (u)| du.

Ham s dugc goi 1a ham chiéu dai ctia r. Dat chiéu dai ciia r 1a [ = s(b).
(a) Chung t6 ham s(t) ¢6 ham nguge tron. Goi ham d6 1a ¢(s), 0 < s < 1.

(b) Kiém tra ring dudng a(s) = r(t(s)) c6 cuing vét véi duong r. Chiing t6 téc do clia o luon 1a
1.

Viéc thay r béi a dude goi 1a tham sé héa lai theo chiéu dai. Tham s6 héa theo chiéu dai duge
dic trung béi tinh chat tde do luon bang 1.
Chi ¥ ring % (¢) = [r/(t)|. Diéu nay thudng dugc viét dusi dang ki hieu 1a ds = [r/(t)|dt.

3.1.8. Hay kiém tra ring duong tron tam 0 ban kinh R c6 tham s6 hoa theo chiéu dai la

R <cos (%),Sin (;)) ,0<t < 27R.

3.1.9. Gia stt duong v trong R™ dugc tham s6 héa theo chiéu dai c6 vét C. Dé cong clia dudng
C la toc do bién thien ciia phuong chuyén dong, do d6 dugde tinh qua gia tdc, cho bdi k = |y”|.

(a) Chiing t6 do cong ciia mot dudng thang bing 0 tai moi diém.

. 5 3 5 ~ N N . . . S 1 . .22
(b) Chiing té do cong cia mot duong tron ban kinh R ding bang + tai moi diem.
(c) Hay tinh do cong ctia dudng xodn (Vi du|1.4.1).

3.2 Cong thirc Newton—Leibniz va Cong thirc
Green

3.2.1 Trudng bao toan

Dinh nghia 3.2.1. Mot trudng vecto F dudc goi 14 bdo toan néu c6 ham sb thuce f, goi
1a mot ham thé cia F, sao cho Vf = F.

Y nghia va 1y do clia céc tén goi tren sé r6 hon nhd cdc phan sau clia muc nay.

Vects Vf(x) dai dién cho dao ham ctia f, vi thé ta c6 thé hiéu ham thé f 1a mot
“nguyén ham” ctia ham F', va béo toan nghia la “c6 nguyén ham”.

Do dinh nghia mot truong bao toan con dudc goi la mot trudng gradient.

Vi du 3.2.2. Gid stt ¢ = (c1,¢2,...,¢,) € R" va F la trudng trén R” cho béi F(z) = c.
Vay F 1a mot truong hing. Xét f(z) = c-x = > 1 4 ¢z Tacod g—i(a:) =c¢;,nén Vf(x) =c.
Vay f 1a mot ham thé ctia F' va F' 13 bdo toan. Ta két luan moi truong hing déu bao toan.
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Dinh 1y 3.2.3 (Cong thitc Newton—Leibniz). Cho r la mot duong di tron bat dav &
A va két thic ¢ B va cho f la mot ham thuc tron trén mot tap md chia vét cia r, khi do:

l/Vfwﬁzfuﬂ—fVU

Cong thitc trén cho moi lién hé gitta tich phan ctia dao ham véi gia tri clia nguyén ham
trén bién clia mién xac dinh. Hinh thitc clia n6 c¢6 dang

B
/ = F(B) — F(A).
A

Nhu thé ta c6 thé xem day la mot dang tong quéat héa ctia Cong thitc Newton-Leibniz
clia tich phan ham mot bién, von duge thuong goi 1a Dinh 1y co ban ctia Vi tich phan
([Bmgt1]), vi vay cong thitc nay ciing dugce goi la Pinh ly co ban cia tich phan dwong.

Chitng minh. Gia st r : [a,b] — R", r(a) = A va r(b) = B. Khi d6 theo cong thic dao
ham ctia ham hop (1.4.5) va Cong thitc Newton—Leibniz ctia ham mot bién:

b b
/Vf-dé’:/ V() -r'(t) dt:/ %(for)(t) dt = for(b) — for(a).
0

T Cong thitc Newton—Leibniz ta l1ap tic thu duge cac hé qui quan trong. Trudc hét
ta thay tich phan [ Vf - d§ khong phu thuoc vao sy lga chon dudng di r tit diém A t6i
diém B. Ta néi tich phan nay la doc lap vdi duong di.

Hé qua 3.2.4 (Tich phan ctia trudng bao toan chi phu thudc vao diém dau va
diém cubi ctia dudng di). Néu F la mot truong bdo toan lién tuc trén mién D thi tich
phan ciua F trén mot duong di tron trong D chi phu thudc vao diém dau va diém cudi cia
duong di.

Néu duong di 1a kin thi diém dau va diém cudi tring nhau, do do ta cé:

Hé qua 3.2.5 (Tich phan ctia trudng bio toan trén dudng di kin biang khéng).
Néu F la mot truong bdo toan lién tuc trén mién D thi tich phan cia F trén mot duong
di tron kin trong D bing khong.

Nhitng két qua trong phan trén c6 thé duge mé rong cho cac dudng tron ting khic.

Vi du 3.2.6. Tinh tinh phan [, ydz + (x + 6y)dy trong d6 C' 1a mot dusng di tix (1,0)
t6i (2, 1).
Ta tim mot ham thé cho trudng (y, x + 6y). Ta gidi he phuong trinh dao ham rieng dé

tim nguyén ham:
%%(m,y) =y
So(z,y) = x+6y.

Tu phuong trinh thd nhéat ta dude f(z,y) = [y dz = 2y + D(y). Thay vao phuong trinh
thit hai ta duge D'(y) = 6y, suy ra D(y) = [ 6y dy = 3y* + E. Vay ta tim dugc mot ham
thé 1a f(x,y) = zy + 3y>. Suy ra tich phan da cho bang f(2,1) — f(1,0) = 5.
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Vi du 3.2.7. Dy doan truong vecto trong hinh sau c6 bdo toan quanh diém giita hay
khong?
y

1

A U I O
NN N N w e e d I
NNN N~ « « d oooormr 7
sl NN N N W o« o« I A
NN N N ow e e d S /
NN R s 77
A ror ot
Tt 1 ot 1
Pt VA
//'///1,.,‘\\'\\'\\
ST A A g s s b e v o~ N N NN
ous VA A A N O AN
A A A R N NN
PP A R N

//'/'/z».».,««&\\‘\\

-1 -0.5 0 0.5

X
Lay mot dudng kin quanh diém gitta, ching han mot duong tron hay dudng vuong, ta
thay hinh chiéu ctia cac vectd ciia truong lén dudng khit nhau doi mot, do dé tich phan
clia truong doc theo duong bang 0. Vay ta du doan trudng trong hinh 13 bao toan.

Vi du 3.2.8 (Trong trudng & bé mat Qua dat). Xét vat c6 khdi lugng m & trong
khong gian gan bé miit Qua dat. Ta xap xi bang cach gia sit trong truong khong doi trong
phan khong gian nay. Néu ta dit truc z vuong goc vd1 mat dat chi ra ngoai, va goc toa
do trén mat dat thi trong lye tac dong len vat 1a F = —mgk: = (0,0,—mg) trong do6
g ~ 9,8 m/s? la hing s6 trong truong gan mit dat. Ta tim duge ham thé clla truong nay
c6 dang f(z) = —mgz + C. Vay trong trudng la béo toan.

Trong vat 1y ta thuong cho thé niang clia vat é trén mat dat 13 duong, con thé ning
tai mat dat bang 0, do d6 thé nang clia vat duge cho béi ham U(z) = mgz. Nhu vay ham
thé trong vat ly 1a déi ctia ham thé trong toan. Tu “thé” trong “ham thé” c¢6 nghia nhu
trong “thé nang”, “vi thé”, khong phai nhu trong “thay thé”

Vi du 3.2.9 (Trudng trong luc). Téng quat hon va chinh xéc hon, gid sit mot vat
c6 khéi lugng M ndm & gbc toa do trong R3, va mot vat c6 khdi luong m nim & diém
7 = (x,vy, 2), theo co hoc Newton, vat c6 khdi lugng m sé chiu tac dong ctia lyc hap dan

tir vat ¢6 khoi lugng M bang
mMG
F(R) =2
=

Ta tim mot nguyén ham cho F bang cach gidi hé phuong trinh
8f<m Y,z ) =-mMG

—

Ox ($2+y2+z2)3/2
0,
£@%>=—mMG@@7ﬁm

af

Tit phuong trinh thi nhat, 1ay tich phan theo x ta duge

T mMG
f(z,y,2) :/_mMG(x2+y2+z2)3/2 dx = (@24 g2 1 22 + C(y, 2).

Thay vao hai phuong trinh con lai, ta duge C(y, z) thyc sy chi 1a mot hing s6 C. Vay

MG
truong trong lyc 1a mot trudng bao toan véi mot ham thé 1a f(7) = mﬂ

2thuat ngi tiéng Anh ctia ham thé 1 “potential function”, con thé ning 1a “potential energy”



3.2. CONG THUC NEWTON-LEIBNIZ VA CONG THUC GREEN 99

* Y nghia vat ly cha trudng bao toan

Gia st mot vat di chuyén duéi tac dung ctia tong luc F. Gia st truong F 1a bao toan véi
f 13 mot ham thé. Gia sit vi tri ciia vat 6 thoi diém ¢ 1a r(t). Gid st r(tg) = xo var(ty) = 1.
Ta dinh nghia déng nang (nang lugng tit chuyén dong) ciia vat 1a K (t) = sm|r/(t)|?
thé ndng (nang lugng tit vi tri) ctia vat 1a U(z) = —f(z).

Theo dinh 1y co ban cta tich phan dudng:

; va

/Il F-ds= f(z1) = f(zo) = =(U(z1) — U(x0)).

Vay cong ctia trudng bang ddi ctia bién thién thé nang. Mat khéac theo co hoc Newton:
F = ma = mr". Do do:
t1

Tl t1

/ Feds= / o) -r'(t) di= [ me"(6)-r'(t) dt.
x0 to to

Bay gio cht y he thic (xem Bai tap [1.4.20) (' - ") = ¢" -+ + ¢ - ¢ = 20" . v/  hay

o' = L4(|r'|?), ta bién ddi

Tl t1 1
/ F.ds = m= (7' (t)|?) dt

xo to

1 1
= Sl () — Sl (1) = K (1) — K ().

Vay cong clia trudng bang bién thien dong nang. Ta két luan K (t) + U(r(t)) khong doi,
vay tong dong ning va thé ning, tic ning lugng co hoc, duge béo toan trong qué trinh
chuyén dong trong trudng bao toan. Nhu thé tit “trudng bao toan” xuit phat tit ¥ nghia
bdo toan nang lugng trong vat ly.

3.2.2 Cong thic Green

Trong phan nay ta chi lam viéc trén trén mat phing Euclid hai chiéu R2.

Gia st D 1a mot mién don gidn theo cé hai chiéu c6 bién tron timg khic trén R?. Cu
thé, nhu 13 mot mién don gian theo chiéu thang ding, D c¢6 dang D = {(z,y) | a < x <
b, f(x) <y < g(x)} trong d6 f(z) va g(z) 1a ham tron, trong khi d6 theo chiéu ndm ngang
thi D ={(z,y) | c<y <d, h(y) <z <Ek(y)} trong d6 h(y) va k(y) 1a ham tron.

YA

¢ b T

Bién cua D phai duoc dinh hudng tuong thich voir D. Miéu ta tryc quan la: bién
duge dinh huéng sao cho khi di trén bién thi mién nam bén tay trai; hodc: dat ban tay
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phai theo huéng ctia bién thi mién nam & phia long ban tay. Chinh xac nhu sau: D dugdc
dinh huéng cung chiéu v6i dinh hudéng ctia cac duong di v1(x) = (x, f(z)), a <z < b va
dudng —v, véi y2(z) = (2, 9(x)), a < z < b. C6 the kiém tra dudc rang day ciing la dinh
huéng clia dudng —v3 véi y3(y) = (h(y),y), ¢ <y < d va duong v voi va(y) = (k(y),y),
c<y<d.

Dinh ly 3.2.10 (Cong thic Green). Cho D la mot mién don gidn theo cd hai chiéu
vdi bién tron tung khic duge dinh hudng tuong thich. Gid st F = (P,Q) la mot truong
vecto trom trén mot tap md chia D. Khi do:

/ F.ds= de—lery:// [8@_8]3} dxdy.
oD oD plOzr Oy

Cong thitc Green cho mot quan hé gitta tich phan trén mot mién vdéi tich phan trén
bién ciia mién do6, gibng nhu Cong thitc Newton-Leibniz nhung & mot chiéu cao hon.

Chiing minh. Ta c6:

/8DPdx:/%Pdx—i—[ﬁde—/%Pd:c—/dem
:/abP(x,f(x)) da;—/abP(a:,g(x)) da.

Xem D la mién don gidn theo chiéu thing ding, do cac dao ham riéng ctia trudng la lien
tuc trén D nén ta c6

b g(z)
[ -Laa=| (/ %y) "
o \Jf@ Oy

b
=/[ (#, f(x)) — P(z, g(x))] do.

Pda:—//—dA
0D

Tuong ti, xem D la mién don gidn theo chiéu nam ngang, ta dugc

I

Cong lai ta dugc két qua. O

Vay

Vi du 3.2.11. Tinh tinh phan I = [ (z —y) dz + (z 4+ y) dy v6i C la dudng tron tam tai
gbc toa do ban kinh 3 dinh huéng nguge chiéu kim dong ho.

Tinh tryc tiép, ta ding mot tham sb héa cia C, titc mot duong di trén C, nhu
r(t) = (x(t),y(t)) = (3cost,3sint) v6i 0 < t < 2. Ta thady duong r cung chiéu C, va ta
tinh duge dx = 2/ (t)dt = —3sintdt, dy = y'(t)dt = 3costdt. Ta ¢

2m 2m
I= / [(3cost — 3sint)(—3sint) + (3cost + 3sint)3 cost]dt = / 9dt = 18m.
0 0
Bay gio ta c6 mot cach tiép can mdi 1a ding Cong thitc Green. Xét D 1a hinh tron

duge bao bdi dudng tron C. Dinh huéng cia C' tring véi dinh huéng bien ctia D. Ap dung
Cong thic Green ta dua tich phan dudng trén C' thanh tich phan boi trén D:

I// { T+ —g(ac— )} dxdy—// 2d:ndyz2|D\:27r32:187r.
oy D
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Déi v6i mot mién khong don gidn nhung c6 thé duge phan chia thanh mot hoi ctia
hitu han nhitng mién don gidn véi nhitng phan chung chi ndm trén bién, ta cé thé ap dung
cong thitc Green cho ting mién don gidn roi cong lai, xem Hinh

Dl

@ ==

D

Cq

Hinh 3.2.1: Minh hoa cach ap dung Cong thiic Green cho mién khong don gian.
Vi du 3.2.12. Cong thitc Green van diing cho mién D = {(z,y) | 1 < 22+y? <2, y > 0},

mic dit mién nay khong phai 1a mot mién don gian.

D,

Cy

3

Hinh 3.2.2:
Chia D thanh hoi ctia hai mién don gidn D; va Dy dugce miéu ta trong Hinh
Cha ¥ rang khi duge dinh huéng duong tng véi Do thi duong C; duge dinh huéng nguge

lai, tré thanh —C4, do d6 hai tich phan dudng tuong tng triet ticu. Ap dung cong thic
Green cho D va Dy ta dudce:

0Q oP 00 oP // 0Q oP
% _ 90 ga = 9% _ 90N A 9% _ 97\ A
//D[ax ay] I //D ou ay] A, lor "oy ?
0D1 ODo
= (/ F-d§+/ F.-ds+ F-d§+/ F-d§>+
Cq Cr Cs Cs
—i—(/ F-d§+/ F-d§+/ F-d§+/ F-d§>
Co C- Cy —C7

= F-d§+/ F.d§+/ F-d§+/ F-ds+
Cy Co Cs Cy

+/ F.-ds+ F-ds
Cs Cs

= F . ds.
oD
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3.2.3 Diéu kién dé trudng vecto phing 13 bao toan

Dinh 1y 3.2.13 (Diéu kién can dé trudng bao toan). Néu truong F = (P,Q) tron
va bdo toan trén mot tap md chia tap D thi trén D ta phdi cé

or _oQ
oy  Ox’

Chiing minh. Gid st f 1a ham thé cia F. Khi d6 §L = P va §L = Q. Vei gid thiét v tinh
tron nhu trén thi céc dao ham riéng ctia P va @ ton tai va hen tuc trén D, va %P 8828f
Y yOzx

2
va %g = aaxafy Vi awy va aayafz ton tai va lien tuc nén ching bang nhau (Dinh 1y [1.3.7)),

8P _0Q
do do 5y = O O

Vi du 3.2.14 (Diéu kién P, = , can nhung khong dt). Xét trudng

F(x,y) — (P(w,y),Q(:Jc,y)) = <x2__'_yy2’ $2 _.T_ y2> :

Ta ¢6 %P = %—g = % trén mién xac dinh 14 mat phang bé di diém (0,0). Mt khac,

ta thit tinh tich phan ctia F trén duong tron ban kinh don vi C' tam tai (0,0) ngugc chiéu
kim dong ho, tham s6 hoa béi r(t) = (cost,sint), 0 <t < 27, thi

2m 2m
— t t
/F ds-/ sin — (= Sint)dt—I—COS_zcostdt:/ 1dt = 2m,
0

cos? t + sin’ ¢ cos?t + sin“t

khac 0. Vay F khong phai 1a mot trudng vects bao toan trén mién xac dinh ctia né. Day
14 mot vi du rat hay gap.

Hinh 3.2.3: Mién hinh sao.

Mot tap D C R™ dudc goi 1a mot mién hinh sao néu c6 mot diém po € D sao cho
v6i moi diém p € D thi doan thing ndi py va p duge chiia trong D.

Vi du 3.2.15. R" 13 mot mién hinh sao. Mot tap con 16i ctia R™ 13 mot mién hinh sao.
R” trit di mot diém khong 1a mién hinh sao.

Két qua dudi day noi rang néu mien 13 mé hinh sao thi diéu kien Py = Q, cling 14 mot
diéu kien du dé truong 1a béo toan.
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Dinh 1y 3.2.16 (Bd dé Poincaré). Gid st F = (P,Q) la mot truong vecto tron trén
mién md hinh sao D. Néu %I; = % trén D thi F' la bdo toan trén D.

Ching minh. Dé gdi ¥, 6 day ta dung ki hiéu f I‘;‘; F - d3g dé chi tich phan cta F trén doan
thang po + t(p — po), 0 <t < 1, ndi diém py v6i diém p. Dit

f(p)Z/pF-dé’-

Ppo

thi day chinh ld mot ham thé cta F. Ta sé kiém tra rang = P, chiing minh g—g =Q

Hinh 3.2.4: B6 dé Poincaré cho mién hinh sao.

Ia tuong tiy. Theo dinh nghia clia dao ham, véi 7 = (1,0), ta co:

p+hi D
F () = tim £ / F-d§‘—/ Fuds|.
ox h—0 h o

Chi ¥ do D mé nén néu h di nhé thi diém p + hi sé nim trong D. Néu ba diém po, p
va p+ hi khong ciing ndm trén mot dudng thang thi ching tao thanh mot tam giac. Tam
gidc nay 14 mot mién don gidn do d6 ta cé thé ap dung dinh 1y Green cho mién nay, diing
gia thiét %—1; = %—?, ta dugc tich phan dudng trén bién ciia tam giac bang 0, tic 1a

p+hf D p+hf
| Fease [Feas= [ Feas
Ppo Po p

Cong thiic nay ciing ding néu ba diém la thing hang. Viét p = (z,y), vd lay duong di
thang tit p t6i p+ hi la r(t) = (z + t,y) v6i 0 < ¢t < h, ta duge

p+h? x+h
/ F.ds= / P(t,y) dt.
p T

Do do
af
=i = P(x,y).
ax Aok / (z,9)
Déng thitc cudi ciing 13 mot két qua da xuat hién trong ching minh ctia Dinh 1y co ban
ctia Vi tich phan, xem [BmgtI]. O
Vi du 3.2.17. Truong F(z,y) = (e$2,y3) c6 béo toan hay khong?
z2 N N ”
Ta c6 %y) =0= %f). Mién x4c dinh ciia truong 13 R?, mot mién md hinh sao. B6

dé Poincaré ap dung dudc, cho ta két luan truong 1a bao toan trén mién xic dinh.

Két luan ctia bé dé Poincaré van ding néu thay mién hinh sao béi mién téng quét hon
goi 1a mién don lién, dai khéi 13 mién chi gom mot manh khong c6 16 thiing. Chi tiét
chinh xac vugt ra ngoai pham vi mon hoc nay.
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e

Mién don lién Céac mién khong don lién

* Dang thong lugng ciia cong thirc Green

Cho D la mién phéng va F 1a mot truong trén D sao cho ta cé thé 4p dung cong thiic
Green. Gia stt D duge tham sb hoa theo chiéu duong béi C(t) = (z(t),y(t)), a <t < b.

Vecto van téc ciia dudng bien la C'(t) = (2/(t),y'(t)). Vecto phdp tuyén ngoai n
clia 9D tai diem (z(t),y(t)) la

1 / !
= 1ap W O~ 0):

Ta giai thich diéu nay sau day. Vecto (—y/(t),2'(t)) vuong goc (2/(t),y'(t)) (do tich vo
huéng bang 0), vay n cung phuong véi (—y'(t),2/(t)). Chiéu cta n duge xac dinh theo
nguyén tac chiéu tit phap tuyén ngoai sang tiép tuyén phai cuing chiéu véi chiéu duong
chudn tic ctia mit phing, tic 1a chidu tit (1,0) sang (0, 1).

n(C(1))

oD

Tt cong thic Green:

b 1 ’ ! /
[ Pends = [(PC0).QCO). e/ 0.~ ) [0

/ de+de_// <€)P+6Q> dA.

. 8P 0

Ngusi ta thuong dat
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Toan tit div sé dugce thio luan nhiéu hon & Muc phia sau. Vay

/ F.-nds= // div ' dA. (3.2.1)
oD D

Tich phan [ F - n ds la tong thanh phan phap tuyén ngoai ctia F' doc theo bien dD.
Néu F la mot trudng vectd van téc thi tich phan nay thé hién thong lwong (lugng di

qua, flux) cta F' qua 0D.

Bai tap

3.2.1. Hinh vé clia mot trudng vecto.

y
L ~ (R
—— ~ Pt
°'5// ~ 1 f/
o ANV
o rr\ 7/
ool v v o - P Y B /
AR I B A
////li\‘_')////
A
_0.5/!11‘\\\\"_"”/’/
/R T A
[ T T R Y T W

o
o
e}

x

Hinh 3.2.5:

(a) Udc doan trudong c6 bao toan khong?
(b) Uéc doan tich phan ctia trudng doc theo dudng C 14 am, duong hay béing 07?

3.2.2. Uéc doan truong trong Hinh c6 bao toan khong?
3.2.3. Tinh:

(a) Tim mot ham f(z,y, z) sao cho £(0,0,0) =6 va Vf(x,y,z) = (2y, 2z, e*).
(b) Tinh cong cia truong luc F(x,y, z) =

) (2, 3y, 422) khi vat di tit diém (1,1, 1) t6i diém (1,0,0).
(c) Giai bai bing cach duing ham thé.
(d) Tim ham thé cho truong (e®siny — yz,e* cosy — yz, 2 — zy).

)

(e) Tinh tich phan [, (2y — 3z) dz + (22 + 2)dy + (y — 3z) dz véi C la dudng gap khic di tir
(0,0,0) t6i (0,1,2) t6i (3,4,3) i t6i (2,3,1).

(f) Tinh [, (z— 49%) dx + (Iny — 8zy) dy v6i C 1a mot dudng trén nita mit phing y > 0 di tir
didm (—3,4) ti diém (2, 6).

(g) Tinh [,(v/z+8zy) dz+ (\/y+42?) dy v6i C 1a mot dudng trong géc phan tu thit nhat ciia
mat phing di tit diém (3,2) t6i diém (4,1).
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Hinh 3.2.6:

(h) Trudng sau c6 bao toan khong? Néu c6 tim mot ham thé:

. 1, e¥ e
<a:y —sinz, got = —, =~ xcosz) .

3.2.4. Cho truong F(z,y) = (QxyezQy,IQe””zy). Tinh tich phan dudng cta truong nay doc theo
mot dudng di tit diém (0,0) t6i diém (1,1) bing cic cach sau:

(a) ding dudng thang,

(b) dung duong gap khiic,

(¢) dung duong khéc.
3.2.5. Cho C la dudng y = 2® tit diém (0,0) t6i diém (1,1).

(a) Tinh [, 3y dx + 2z dy.

(b) Dung cau trén, tinh [, (3y + ye*) dx + (2z + " + e¥) dy.

3.2.6. Cho C la dudng e-lip 422 + y? = 4.
(a) Tinh [, (e”siny + 2y) dz + (e® cosy + 2z — 2y) dy.
(b) Tinh [, (e*siny + 4y) dx + (e” cosy + 2z — 2y) dy.

3.2.7 (Dién trudng la bao toan). Dinh luat Coulomb [’| 13 mot dinh luat ctia vat 1y c6 duge tix
thuc nghiem duge phét bidu nhu sau: Néu trong R? ¢6 hai dién tich ¢; va ¢o thi dién tich ¢ sé tac
dong lén dién tich g» mot Iyc bing
9192
F(r)y=——=7
(") dmeo|r3
trong dé 7 1a vecto tit diém mang dién tich ¢; sang diém mang dién tich go, vA €y 1a mot hing sb.
Dé don gian ta gia sit dien tich ¢; ndm & gbc toa do, khi do6 7 = (z,y, 2) 1a vi tri clia dién tich go.
Chung to6 dién truong la mot truong bao toan.

3.2.8. Tinh cong clia trudng lic bao toan tac dong len vat di chuyén tit diém P t6i diém Q theo
duong C' trong Hinh Trong hinh cac dudng cong khac C 13 cac dudng mic ciia mot ham thé
véi cac mic tuong tng duge ghi. Chi ¥ cdc dudng mic nay déu vudng géc véi trudng vectd, vi
truong la gradient cia mot ham, xem Muc

3Dinh luat nay dugc phat biéu lan diu tién béi Charles Coulomb nam 1785.
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Hinh 3.2.7:
3.2.9. Trén mat phing Oxy, xét trudng
22 + y2 D2 + y2

F(z,y) = (P(z,9), Q(z,y)) = ( - 4 )

(a) Kiém tra ring P, =Q, trén mién xéc dinh cta F.
(b) Trudng F c6 bao toan trén mién xac dinh khong?

3.2.10. * Trén mat phang Oxy, xét trudng

I
Fy) = <+y+y)

1.2

Y ¥ ¥ ¥ & &« « | =« = X X X X

Ly v v v e e e = = X X X X
0.8

YV v 4w w e e |= = N N xR

Hinh 3.2.8: Trudng (ﬁ, ﬁ) Trong Vi du [3.2.14] ta da biét truong nay khong bao
toan, mot diéu c6 thé thiy ngay tit hinh vé.
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(a) Kiém tra rang néu x # 0 thi F ¢6 mot ham thé 14 6§ = arctan £, v6i 6 chinh 1a bién géc
trong toa do cyc. Ngudi ta thudng viét mot cach hinh thic

—y z
do = d dy.
212 I+x2+y2 Yy

(b) C6 thé md rong # thanh mot ham tron trén toan mién xac dinh ctia F khong?

(¢c) Tich phan 5- [, df dugc goi s6 vong, tinh theo chiéu nguge chiéu kim dong ho, clia dudng
di C quanh diém O. Chiing t6 s6 vong ciia duong di (cost,sint), 0 < t < 2n7 ding bang n.

Cong thic Green

3.2.11. Tinh:
(a) Cho C la bién ctia hinh vuong [0,1]?> C R? dinh huéng theo chiéu kim dong hd. Tinh tich
phan [, 2® dz + (z + sin(2y)) dy.

(b) Cho F(z,y) = 2zyi + 22j. Goi T la tam giée véi cac dinh (0,0), (0,1), (1,1), dinh huéng
nguge chiéu kim dong ho. Giai thich tai sao [, F' - d§ = 0 bang ba céch.

(c) Tinh [ (z —y)?dz+ (x+y)?dy trong d6 C la chu tuyén (dudng bien) theo chiéu duong ctia
tam giac OAB véi O = (0,0), A = (2,0), B = (4,2) bing cach tinh tryc tiép va bing cong
thiic Green.

(d) Cho F(x,y) = (2?2 + y,z + /y* +y2 + 1). Truong nay c6 bdo toan khong? Goi C(t) =
(1 —cos?t,sin2t), 0 <t <. Tinh [, F - dS.

(e) Cho F(z,y) = (y — 2aye= e~ + y). Tinh tich phan cia truong nay trén cung tron don
vi trong goc phan tu thit nhat di tur (1,0) t6i (0,1).

(f) Hay kiém chitng cong thitc Green trong trudng hop mién dude bao bdi hai dusng cong y =
va y = 22 va trudng 1a (xy, y?).

(g) Tinh tich phan [, 4ydx + 223dy v6i C gdm doan théng tu (—1,0) tdi (1,0) va doan cong
y = 1 — 22 nbi hai diém nay bing cach tinh tryc tiép va cach ding cong thiic Green.

(h) Tinh tich phan fc xdx — 5dy v6i C' la dudng e-lip x =2+ 4cosf, y =3+ 2sinf, 0 < 6 <27
bang 2 cach.

3.2.12. Goi D la mot mién trén dé cong thitc Green c6 thé ap dung duge. Chiing t6 dién tich clia
D c6 thé dugc tinh theo cong thitc

1
|D|=—/ ydx:/ xdy:f/ x dy —y dx.
oD oD 2 Jop

3.2.13. Cho dudng cong trong mit phing (z,y) viét bing phuong trinh ding toa do cuc r =
44 3cos(1160), véi 0 < 6 < 27 (xem Hinh [2.3.4). Dung Bai tap [3.2.12 hay tinh dién tich ciia mién

dugc bao bdi duong cong nay.

Wl

3.2.14. Cho dudng cong hinh sao (astroid) z3 + y3 = 23.
(a) Vé duong nay, ding tham s héa clia dudng astroid: = = 2cos® 6, y = 2sin® 6.
(b) Tinh dién tich ctia mién bao bdi dudng cong trén bing cach dung tich phan boi.
(c) Tinh dién tich mién nay béng cich dung tich phan dudng.

3.2.15. Cho F = (P, Q) la truong vecto tron xac dinh trén mit phing trit diém O, c6 %—}y) = %
tai moi diém. Gia sit fa F.ds=1va fbﬁ -d§ = 2 (xem Hinh . Hay tinh tich phan cua F

trén c, d, va e.
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(&
Hinh 3.2.9:

3.2.16. Cho F(z,y) = (ﬁ’ ﬁ) . Cho O la dudng e-lip 922 +4y? = 36 va Oy 1a dudng tron

22 +y? = 1, déu dugc dinh huéng cting chiéu kim dong hd. Chiing té tich phan ctia F trén O va
trén Cy 13 bing nhau.

3.2.17. Trén mit phing Oxy, xét truong

F(xay) = (P(xay)vQ(l'vy)) = <2.’E Y 1+ :E )

_a:2—|—y2’ 22 + 12

(a) Trong hinh vé a 14 mot nita duong tron di tit (—1,0) t6i (1,0)). Tinh tich phan cta F tren
a.

(b) Tinh tich phan ctia F trén f (mot nita dudng tron di tit (—1,0) t6i (1,0)).
(c) Dung cong thitc Green, hay tinh tich phan cia F trén ¢ va d.

(d) Hay tinh tich phan ctia F trén b (mot dudng di tit (—1,0) tdi (1,0)).

(¢) Hay tinh tich phan ctia F tren e.

3.2.18 (Tich phan ting phan). Cho D la mién don gidn trén mat phing c6 bién tron timg
khtuc duge dinh huéng duong. Cho f va g 1a ham thuyc khé vi lién tuc trén mot tap md chia D.
Hay chitng minh cong thitc tich phan ting phan sau:

//szg dxdy:/aD fg dyf//ngm dxdy.

3.2.19. Cho D la mién don gidn trén mat phing véi bién tron timg khic duge dinh huéng duong.
Cho f 13 mot ham tron trén mot tap md chita D. Hay kiém rang:
(a)

fo dx + fy dy =0.
oD
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/aD—fy dz + f, dy://DAf dady.

0 day v6i f(z,y) 1a ham thyc trén mién D C R? ki hi¢u todn ti# Laplace tac dong vao f
o*f  O0*f
Af=—5+ —.
anf 0x? + Oy?
3.2.20. Cho D la mién don gian trén mat phéng vé6i bien tron ting khic duge dinh huéng duong.
Cho (P, Q) 1a mot trudng vecto tron trén mot tap md chita D. Hay kiém ring

| @p.= Py s+ (P@, - Qr) dy=2 | (PQu, -~ QP.y) dudy
oD D

3.2.21. Ki hiéu dao ham ctia f theo huéng cho béi vecto don vi v 14 D, f. Nhic lai cong thic
D,f =V f-v. Kihiéu n la vécto phap tuyén don vi ngoai ctia D. Hay ching minh cac cong thiic
sau, ciing dudc goi 1a cac cong thitc Green, v6i gid thiét dang thong lugng clia cong thitc Green
G Cong thiic c6 thé 4p dung dugc.

(@) [op Duf ds = [[, Af dA.
(b) [op(fVg) -nds= [[,(fAg+Vf Vg)dA.
(©) [op(fVg—gVf)-nds= [[,(fAg—gAf) dA.

3.2.22 (Dién tich ctia da gidc). (a) Mot tam gidc trong miat phéng c6 3 dinh c6 toa do
(x1,y1), (z2,y2), (z3,93). Chiing t6 dién tich clia tam giac nay bang

1
3 |T1y2 — Toy1 + T2y3 — T3y2 + T3y1 — T1Y3) -

(b) Téng quat hon, gia st mot da gidc trong mit phang bao mot mién ma Cong thiic Green &p
dung duge. Gid stt cac dinh ctia da gidc nay ¢6 toa do (z;,y;), 1 < i < n véi tha tu theo dinh
huéng “da gidc ndm bén trai” ctia Cong thitc Green. Dé cho tién, dat (2,41, Yni1) = (T1,y1)-
Khi d6 ta c6 cong thiic cho dién tich ctia da giac 1a

n
Z (l“iyiﬂ - il?z'+1y7:) :

=1

DN | =

3.2.23. Gia sit nhigt do tai mot diém (z,y) trén mat phéng duge cho béi f(x,y). Dung cong thitc
Green ¢ Bai tap [3.2.21] hay giai thich vi sao néu phan bd nhiét do 1a diéu hoa, nghia la Af =0,
thi trén méi mién kin lugng nhiét di ra ludn ding bing lugng nhiét di vao.

3.3 Tich phan mat

Gibéng nhu duong, ban dau doi véi ching ta mot mdt 1a mot anh xa r tit mot tap con
D ctia R? vao R3. Tap anh r(D) dugc goi la vét clia mit.

Vi du 3.3.1. Nitia trén clia mat cau don vi la vét ctia mit (z,y,2z = /1 — 22 — y2) véi
22 4 y? < 1 trong toa do Euclid. D6 ciing 1 vét clia mat (sin ¢ cos 6, sin ¢ sin 6, cos ¢) véi
0<6<2rva0<¢<7/2trong toa do cau.

Vi du 3.3.2 (Mat do thi). Gid st f : D — R 1a mot ham tron trén mot tap md chia
D. D6 thi ctia ham f 1a vét ctia mit r : D — R3 vé6i r(x,y) = (x,vy, f(z,y)). Ta thuong
néi r 13 mot tham sé héa ctia d6 thi ciia ham f.
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3.3.1 Dién tich mat

Ta xay dyng dién tich mat tuong ty nhu da lam khi xay duyng chiéu dai duong. Cho
mat

r:DCcR?> — R?
(u,'l)) '_> r(uﬂ U) = (‘T7y7 Z)

V6i mot phép chia ctia D ta ¢6 mot phép chia cia mat thanh nhitng manh nhé. Mot hinh
chit nhat con véi kich thuéc Au x Av sé duge mang thanh mot manh trén mat duge xap
xi tuyén tinh bang hinh binh hanh x4c dinh béi cic vecto ry,(u, v)Au va ry(u, v)Av. Dién
tich ctia hinh binh hanh nay dugc cho bdéi do 16n ciia tich ¢6 huéng cta hai vects nay,
tie 1a |ry (u, v) X 7y (u, v)|AuAv, xem Hinh Dién tich ctia mat dugc xap xi bdi tong

Au

x
Hinh 3.3.1: X&p xi manh cong nhé bang hinh binh hanh tiép xtc.

S ru(u, v) X 7y (u,v)|Aulv, 1a tdng Riemann ctia ham |r, x r,| trén D. Vay ta dua ra
dinh nghia:

Dinh nghia 3.3.3. Dién tich clia mit r : D — R? 1a

// |7y, X 74| dudv.
D

Vi du 3.3.4 (Mt do thi). Gid st f : D — R 1a mot ham tron trén mot tap md chita D.
Xét mat r(z,y) = (z,v, f(z,y)) ¢6 vét 1a do thi ctia ham f. Ta tinh duge r, = (1,0, f.),
ry = (0,1, fy), 72 X 7y = (= fz, — fy, 1). Dién tich ctia mat nay la

//D m dzdy.

Dic biét, néu day 1d mot mat phang, tic f = 0, thi dién tich cia mat chinh la dién tich
ctia mién phing D.

3.3.2 Tich phan mat loai moét

Cho mit 7 : D — R? v& cho f 14 mot ham thuce xac dinh trén vét S = r(D). Ta mudn
tinh tong gid tri cia ham trén mdt. Lam nhu trong phan dién tich mat, trén moi
méanh con clia mit ta xap xi tuyén tinh dién tich ctia manh con biang dién tich clia mot
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hinh binh hanh, bang |ry(u,v) X ry(u,v)|Aulv, va xap xi gia tri cia ham f bang gia tri
clia n6 tai mot diém r(u,v). Tong gid tri ctia ham trén manh con nay duge xap xi bing
Fr(u,v))|ry(u,v) X ry(u, v)|AulAv. T d6 ta dua ra dinh nghia:

Dinh nghia 3.3.5. Cho mit r : D — R3 véi vét S = (D). Cho f : S — R. Tich phan
mat loai mot cua f trén r la

//rfds = //Df(r(u,v)) |ra(u, v) X o(u, v)| dudv.

Ghi chi 3.3.6. Trong céac tai lieu khéac tich phan mat loai 1 con duge ki hiéu bang
fsf do, fsf dx.
Vidu 3.3.7. Néu f =1 thi [[ 1dS chinh la dién tich ctia mat 7.

Vi du 3.3.8 (Mat do thi). Gia st f : D — R la mot ham tron trén mot tap md chita
D. Xét mat r(z,y) = (x,vy, f(z,y)) c6 vét 1a do thi S clia ham f. Gid st g : S — R. Khi
do tich phan cha g trén r la

[[ads = || ste.v. s@anyfi+ 12+ 13 dods

3.3.3 Tich phan mat loai hai

Cho mit r : D — R3 véi vét S = r(D). Cho F la mot trudng vectd trén S, tiic
F: S — R3. Ta muén tinh téng cia thanh phan phdp tuyén cia truwong trén mdt.
Dai lugng nay thuong duge diung dé dai dien cho lugng cla truong di xuyén qua mat, tic
la thong luong. Cach xay dung cé ¥ tuong tu cach xay dung tich phan duong loai hai.

Nhu trong tich phan mit loai mot, dién tich clia mot manh con cia mit duge xap xi
béi dién tich hinh binh hanh 1a |7y, (u,v) X 7 (u, v)|AuAv. Trén ménh con trusng F dugce
xap xi bang gia tri clia né tai diém r(u,v).

F(r(u,v))

7o (u, v) X 74 (u,v)

Vectd phap tuyén don vi ctia mat tai diém r(u,v) 1a

ru(u, v) X ry(u,v)
|70 (u, v) X 7y (u,v)|

Thanh phan phap tuyén ctia vecto F(r(u,v)) la sé thuc (nhéc lai Hinh [1.1.5)

ru(u, v) X 7y (u,v)

F(r(u,v)) - 70 (1w, v) X 7y (w,v)|



3.3. TICH PHAN MAT 113

Tong thanh phan phap tuyén ctia F trén manh con dé dude xap xi bang thanh phan phéo
tuyén ctia F' tai r(u,v) nhan véi dién tich ctia hinh binh hanh:

Flr(u,0)) ru(u, v) X 7y (u,v)

.|7‘u(u, o) X 1o, 0)] |ru(u, v) X ry(u,v)| Aulv = [F(r(u,v))-(ry(u, v) X7y (u, v))|AuAo.

Tw day ta dua ra dinh nghia:

Dinh nghia 3.3.9. Cho mit r : D — R3 v6i vét S = r(D). Cho F la mot trudsng vecto
tren S, titc F : S — R3. Tich phan mit loai hai cia ctia F trén r la

J[7-d5 = [ Pt o) - Gutu) % o)) dud.

Ghi chua 3.3.10. Ta tinh dugc ngay, véi r(u,v) = (z,v, 2),

ru(u, v) X ry(u,v) = 1+ j+

Tit d6 trong mot so tai lieu ngudi ta dung thém cac ki hiéu:

//T P(z,y,z) dydz = // PP d§ = // P(r(u,v))ggz: f}; dudb,

//TQ(:U,y,z) dzda = //TQ]'-dgz //TQ(T(U,U))gEZj;
//TR(J:,y, z)dxdy = //TRE~d§: //TR(T(U’U))gEu, U;

V6i cac ki hiu nay vi F = Pi + Qj + Rk thi

//F-d§://dedz—l—deda:Jermdy.

Tuy nhién trong tai liéu nay ta khong dung cac ki hiéu trén.

3.3.4 Dinh huéng. Su phu thudc vao tham sé héa

Tuwong tir nhu da xdy ra v6i dudng, trong nhiéu tng dung ta mudén xem mot mat,
chéng han mot mat cau, nhu 1a mot tap hop diém cht khong phai 1a mot anh xa. Bay
giv ta xay dung quan diém nay. Ta gidi quyét viec nay theo cach tuong tuy nhu da lam véi
duong.

Cho D va D’ 1 hai tap con md ctia R? vi ¢ 1a mot phép déi bién tit D len D’. Nhu &
Muc néu det Jy, luon duong trén D thi ¢ dugde goi 1a mot phép doi bién bao toan dinh
hudng, néu det J, luon am thi ¢ duge goi 1a mot phép ddi bién ddo nguge dinh huéng.

Dinh 1y 3.3.11. Gid st D va D’ la hai tap con md bi chan cia R? va ¢ : D' — D la mot
phép doi bién. Cho mat tron r : D — R®. Khi do:

(a) Tich phan mat loai mot khong doi qua phép doi bién:

//deS://wadS.
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(b) Tich phan mdt logi hai khong doi qua phép doi bién bao toan dinh hudng:

//F-dﬁ:// F.dS.
T TOY

(c) Tich phan mdt logi hai doi dau qua phép doi bién ddo ngugc dinh hwdng:

//F-d§:—// F.dS.
r rop

Chatng minh. Theo qui tidc dao ham ctia ham hgp:

oroy) _or du, or o
ds  Ou 9ds Ov Os’
oroy) _or du, or o
o Ou ot Ov ot
Nhan hai vecto nay, va don gidn héa, ta dugc

drop) drop) _ <8r ar)(au v Ou m)

os ot ouov) \os ot ot os
_ (or y or\ 9(u,v)
— \Ou Ov/) O(s,t)’
Viét cach khac:
(rop)s x (rog)y = (ry x ry)det Jy(s,t). (3.3.1)
Bay gio dung cong thitc ddi bién ctia tich phan boi (2.3.1)) ta duge didu phai chiing
minh. O

Mt r: D — R? duge goi la:
e don néu r 1a don anh,

e chinh qui néu hai vecto ry(u,v) va r,(u,v) xac dinh va luon khong cuing phuong
trén D; noéi cach khac vecto ry,(u,v) X ry(u,v) ludn khéc 0 trén D. Mot cach truc
quan, mat 1a chinh qui néu phap tuyén c6 thé dudc xac dinh.

Tuong tu nhu cho dudng, ta c6 két qua rang dudi nhitng diéu kién nhat dinh thi hai
mit chinh qui khac nhau bdi mot phép do6i bién ([Vugt3)]):

Meénh dé 3.3.12. Cho D va D' la tap con dong, bi chan ciia R? va chor : D — R3 va
v’ D' — R3 la hai mat don, lién tuc, va chinh qui trén phan trong cla mién zdc dinh, cé
o

ciing vét. Khi dé r(0D) = r'(0D'), va r'"tor: D — D' la mot phép doi bién.

Ta goi tap 7(0D) = 7/(0D’), anh cia bién clia mién xac dinh cia mit, 1a bién cida
mat cong S = r(D) = r'(D’), ki hiéu la 9S.

Ta n6i hai mit r va 1’ c6 cung dinh hwdng néu '~ or 1a mot phép ddi bién va bao
toan dinh huéng; va trdi dinh hwdng néu '~ o r 1a mot phép ddi bién va ddo ngudc
dinh huéng. Mbi 16p cac tham sd héa c6 cliing dinh huéng ctia S duge goi 1a mot dinh
huwdng cua mdat cong S.

Phan miéu ta chinh xac trén kha tritu tugng, tuy nhién trong tng dung trong mon hoc
nay ta thudng chi can hinh dung tric quan mét dinh huéng trén mdt cong la mét
chiéu phdp tuyén dudc chon trén mdat cong dé. Mieu ta lien quan la néu ta tudng
tugng dude rang minh 1a mot ngudi quan sat ding trén mit, dau huéng theo chiéu phap
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tuyén da dugc chon, nhin xudng mat, thi tai lan can cia diém dang xét mit dude dinh
huéng nguge chiéu kim dong hd. Céac phan tich chi tiét hon c6 thé cho thay miéu ta truc
quan trén la tuwong thich véi miéu ta chinh xac. Xem Hinh

Trong mon nay bién ciia mit cong ciing chi can duge hinh dung nhu phan “ria” hay
“by” ctia mat cong, va thuong chi can duge miéu td mot cach triec quan, dic biét thong
qua hinh vé.

chiéu phap tuyén dudc chon

s

dinh huéng trén, mit

bién ctia mat

Hinh 3.3.2: Minh hoa tryc quan bién ctia mat va dinh huéng ctia mit.

Trong cac bai tap tinh toan trong mon nay thi cic diéu kién ap dung cac két qua déu
duge thoa do dé ngusi hoc khong can kiém tra, va cac miéu ta tryc quan la du.

Vi du 3.3.13 (Dinh huéng ctia mit cau). Xét phan mat cau 22 + y? + 22 = 1,
z,y,z > 0. Tap diém nay c6 thé dugc tham s6 héa nhu la mot mat do thi z = =z,
y =1y, z = +/1—a2—y?2). Mot cach khac dé tham s6 hoa tap nay la dimg toa do cau:
x =singcosh, y =singsinf, z = cos¢p, v6i 0 < ¢ < 7/2, 0 < 0 < w/2. V6i thi tu (¢, 0)

clia toa do cau, phép bién ddi (¢,0) — (z,y) co ggzg; = sin¢cos¢ > 0, do d6 bdo toan

dinh huéng. Nhu vay hai tham s6 héa nay cé cting dinh huéng. Néu ta tudng tugng ta
ngoai mat cau nhin xudng mit cau thi thi tu (z,y) 1an thi ty (¢, ) déu 1a nguge chiéu
kim dong ho (tham khéo Hinh . Vi vecto phép tuyén chi ra phan bén ngoai (khong
bi chin) clia mit cau nén dinh huéng nay duge miéu ta tryc quan la dinh hwdng ra
ngoai clia mat cau.

Vi du 3.3.14 (Mt do thi). Cho ham thyc f tron trén mot tap mdé chita D. Xét
mat r(x,y) = (z,y, f(x,y)) v6i (z,y) € D. Vét ciia r 1a mat do thi z = f(z,y). Ta c6
ry = (1,0, fz) va ry = (0,1, fy), do d6 74 X ry = (—fz,—fy,1) # 0. Vay r la mot mét
don, chinh qui. Vi ry x ry = (—fz, — fy, 1) huéng vé nita khong gian trén (z > 0) nén day
thuong duge goi la dinh huwong lén trén.

Du6i day 1a két qua chinh ctia phan nay, hé qua ctia Ménh dé|3.3.12{ va Dinh 1y (3.3.11

Dinh 1y 3.3.15. Trén nhing mdat don xdc dinh trén tdp con dong bi chdn cé dién tich
ctia R?, chinh qui trén phan trong cia mién zdc dinh, vdi ciing vét, thi:

(a) tich phan mat logi mot la nhu nhau,
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(b) tich phan mat loai hai la nhu nhau néu hai mat cung dinh hudng va doi nhau néu
hai mat trai dinh hudng.

Nhu vay ta co6 thé néi téi tich phan mat trén mot tap diém — mot mdt cong — néu
tap diém d6 la vét ctia mot mat nhu trong dinh 1y trén. Bay gio ta c¢6 thé diung ki hieu
[l f dS va [[¢F -dS.

DE tinh tich phan trén mot mat cong ta cé thé chon mot tham sé héa don
chinh qui dé thuc hién tinh todn. DPéi vdi tich phan mdat loai hai thi dudng
cong dugc cho thém méot dinh hwdng va ta can xzdc dinh tham sé héa ma ta da
chon cung hay trdi vdi dinh hwdng da cho trude, néu la trdi thi ta phdi lay gid
tri doéi cia tich phan.

Bay gio ta da c6 du co sé dé lam nhitng vi du cu thé.

Vi du 3.3.16 (Dién tich mit cau). Xét phan mit cau ndm trong géc phan tam thi
nhat, tic tap hop A = {(z,y,2) €R3 | 22 +9?> + 22 = R?, 2 >0,y > 0,z > 0}.

Tham s6 héa phan nay nhu la mot mit do thi r(x,y) = (z,y,2 = \/R2 — 22 — y?),
x4+ y2 < R? z> 0,y > 0. Day 14 mot tham s6 héa don, lién tuc. Ta tinh dugc ngay

(re X ry)(2,y) = \/R2_$x2_y2, \/R2_yx2_y2 , 1), tuy nhién dai lugng nay chi c6 nghia trén

phan trong clia mién xac dinh, tic 1a tap 22 + y? < R?, x > 0,y > 0. Dién tich ctia phan
mit cau B = {(z,y,2) € R® | 22 +y? + 22 = R%, 2 > 0,y > 0,2z > 0} tinh theo tham s6
héa nay bang

R
J o))l doty = ] Ry
2442 <R2,2>0,4>0 224y2<R2,2>0y>0 / R* — 2% — gy

©/2 rR Rr
/o /o VR —r?
= 7R%*/2.
Tham s6 hoa tap A bang toa do cau s(¢,0) = R(sin ¢ cosf,sin ¢sinf,cos ), 0 <
¢ < 7m/2,0 <6 < 7/2. Day la mot tham s6 héa don, chinh qui, véi (s4 X sp)(¢,0) =

R?sin ¢(sin ¢ cos @, sin ¢ sin 6, cos ¢). Tap B ting v6i s han ché lai trén phan trong ciia
mién xac dinh, tic 0 < ¢ < 7/2,0 < 6 < /2. Ta tinh dién tich cia B:

w/2 pw/2
A o s 0 dsar = [ [" B g av
0<p<m/2,0<0<m/2 0 0
= 7R%*/2.

Hai tinh toan cho cung két qué, phi hgp véi Dinh 1y |3.3.12, T day ta néi dien tich
clia mit cau ban kinh R 1a 47 R2.

Tt tinh toan trén ta ciing c6 thé ghi lai mot cong thitc cho phan tit dién tich ctia mit
cau

dS = R?sin ¢dgde.

C6 thé thay viec tinh dién tich mit cau bing cach chia thanh nhiéu phan nhu trén
dan t6i nhitng cau hoi, Chéng han vé sy phu thudc vao cach chia. O day ching ta khong
gidi quyét dude hét cac van dé, can cac khao citu nang cao hon.

Vi du 3.3.17. Tinh tich phan cua truong ﬁ(m,y,z) = (x,y,1) trén mat S la do thi
z = 2% + 9%, v6i 22 + y? < 1, dinh huéng lén trén.

Mit S c6 thé duge tham s6 héa bdi mat don, chinh qui r(z,y) = (z,y, 2% + y?), trén
mién 22 + y? < 1, xem Vi du Tham s6 héa nay cho dinh huéng lén trén nhu yéu
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cau. Vay:

//ﬁdg = // (ﬁor)~(rmxry) dxdy
S r24y2<1
= // (Q?, Y, 1) ’ (—2.%'7 -2y, 1) dzdy
2 4+9y2<1
= // (—22% — 2¢y% + 1) dady
z249y2<1

27 1
= / / (—27‘2 + 1)r dr df = 27.
0 0

* Lién hé giira hai loai tich phan mat
Duéi cac gid thiét ctia Ménh dé [3.3.12] gid sit r va 1’ c6 cing dinh huéng. Gia st

o
p = r(u,v) = r'(s,t) voi (u,v) € D va (s,t) € D'. Theo Phuong trinh (3.3.1) tai p hai
vectd 7, X 7, VA 7% X 1} ¢6 ciing phuong ciing chid¢u. Vay tai p vecto phdp tuyén don vi

o (U, v) X ry(u,v) ri(s,t) x (s, t)

n(p) = ra(u,0) X 1o (w, )] (s, 8) x 74(s, 1)]

duge xac dinh khong phu thude vao cach chon tham sé héa ciing dinh huéng, va 13 mot
ham tron. Vi vay viéc dinh huéng mat cong dong nghia vé6i viéc chon mot truong vecto
phap tuyén don vi tron trén mat.

Ta c6

Fonds= (| Fi(uv). )Xo o )] dA
S D

|7 (w, v) X 7y (u,v)|

_ //D F(r(u,)) - (ru(u,v) x ry(u,v)) dA

://SF-dE.
//S‘F-db?://SF‘ndS.

Diéu nay khing dinh lai ring tich phan mat loai hai 13 tong thanh phan phap tuyén ciia
truong trén mat.

Bai tap

3.3.1. Tinh:

(a) Tinh dién tich phan mat nén 22 = 22 + 2%, 3 < z < 5.
(b) Cho S la mét xdc dinh béi z = 2% +y v6i 1 <2 <2,0<y < 1. Tinh [[ 2z dS.
(¢) Cho S la mit cau tam 0 ban kinh 2. Tinh [fg z* dS.
(d) Cho S la tam giac trong R? véi cac dinh (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1). Tinh [[qy dS.
(e) Cho S 1a mat tru 22 +y? =9,0 < z < 2. Tinh Ifs = ds.

d

(f) Cho F(z,y,2) = (—a,y,2). Cho S 1a mat t dien bao bdi céc mat phing = = 0, y = 0,
z=0, z+ 2y + z = 2, dinh huéng ra ngoai. Tinh tich phan [[ F.dS.
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(g) Cho khéi E x4c dinh béi diéu kien 22 +y2 < 1,1 < z < 2. Goi S 1a mat bién ctia E, dinh
huéng ra ngoai. Cho F(z,y, z) = (2z,3y,4z). Tinh thong lugng ctia F' qua S.

(h) Tinh tich phan cia truong (z,y,z — 2y) trén mit (scost,ssint, t), 0 < s <2, 0 <t < 27.
Hay vé mat nay (bang may tinh).

3.3.2. Cho mit elliptic paraboloid z = (%)2 + (%)2 , 2z <5.

(a) Béng cach déi bién £ =rcosf, ¥ =rsinf dua ra mot phuong trinh tham sb clia mat.

(b) Tinh xap xi dién tich clia mat nay.

3.3.3. Cho S lamit z =2y v6i 0 <z <2 va 0 <y < 3. Tinh tich phan mit

// xyz dS
S

3.3.4. Mit helocoid c¢6 phuong trinh tham s6 ¢(r,60) = (rcosf,rsinf,0), 1 <r < 2,0 <6 < 2r.
Vé mit nay. Gid st mot vat ¢6 hinh dang mot mit helocoid c6 mat do khéi luong ti 1& véi khoang
cach t6i truc, cu thé p(z,y, z) = r. Hay tinh khdi lugng cia vat nay.

ra s6 thap phan.

3.3.5. Trén bé mit Qua dat, toa do kinh tuyén va vi tuyén c6 lien hé chiit ché véi toa do cau. Dt
hé truc toa do Oxyz véi O & tam Qua dat, truc Oz di qua Cyc Béic, vi phan tu dudng tron ti tia
Oz sang tia Oz di qua Greenwich, nuéc Anh. Gia sit mot diém cé toa do 1a ¢° vi do Bic va A\°
kinh do Dong, khi dé6 toa do cau ctia diém dé 1a ¢ = (90 — )° va 6 = \° (tuy nhién nhé 1a trong
toa do cau goc can duge do bang radian).

Thanh phé H6 Chi Minh n3m trong viung tir 10°10’ t6i 10°38 vi do Bic va 106°22’ t6i 106°54’
kinh do Dong (1’ = 1/60°). Tinh dién tich clia ving nay. Ban kinh ctia Qué dat la 6378 km.

3.3.6. Cho v = (y%,22,2% + 2y) 1a trudng vectd van téc (don vi centimeter/giay) cltia mot dong
chit 16ng trong R3. Hay tinh téc do chit 16ng di qua mit cau don vi tam tai gdc toa do (titc 1a
thé tich chat 16ng di qua mat trong mot don vi thoi gian).

3.3.7 (Dinh luat Gauss vé dién trudng). Goi E la dién trudng gay bdi dién tich ¢ tai diém
O. Lay qua cau B(O, R) tam O, dinh huéng ra ngoai. Diing dinh luat Coulomb (3.2.7), hay tinh

tich phan va ching té
// E-dS =%
8B(O,R) 0

Vay thong lugng clia dién truong qua mot miit cau tam tai vi tri ciia dién tich ti 1& véi dién tich
(xem dang téng quat hon & Muc [3.4.2)).

3.3.8. Gi4 tri trung binh ctia ham f trén mit S dude dinh nghia bang

ﬁ/sfdb“.

Nhiét do trén mot mai vom hinh nita mit ciu ban kinh 20 mét ti 1& vé6i cao do, cu thé nhiét do tai
diém (z,y, 2) trén mat cau 2% + y* + (z — 50)> = 202 1a T'(z,y, 2) = 3z. Hay tinh nhiet do trung
binh trén mai vom nay.

3.3.9 (Dién tich mat tron xoay). Gia st f(z) duong, tron trén [a,b]. Hay tinh dién tich cta
mat tron xoay nhan duge bang céch xoay do thi y = f(x) quanh truc z.

2

3.3.10. Tinh dien tich mat ellipsoid % + % + % = 1.

a2

3.3.11. Tinh dién tich m&it nén can vé6i ddy 1a hinh tron ban kinh R va chiéu cao h.
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3.3.12. Khong can tinh, hay cho biét gia tri ctia tich phan

// x dS.
22 4y2422=1

3.3.13. Cho S la mit cau tam 0 ban kinh R. Hay tinh [[ 2* dS ma khong can tham sb hoa.
C6 thé lam theo ¥ sau day:

a ting to, ma khong can tinh, rang z = Y = z .
Ch 6 kh A h, ra SQdS SQdS S2dS

(b) Tinh [[4(2® +y? + 2*) dS ma khong can tham s6 héa.

3.3.14. Hay tinh [[y(z,y,2) - dS trong d6 S la miat cAu tam 0 ban kinh R dinh huéng ra ngoai,
ma khong tham s6 héa (tinh nham!).

3.4 Cong thdc Stokes va Cong thirc Gauss—
Ostrogradsky

3.4.1 Cong thic Stokes

Dinh nghia 3.4.1. Cho F = (P,Q, R) la trudng theo ba bién (z,y, z) trén R? thi

Oy 0z 0z 0Ox’ O0xr 0Oy

Duéi dang ki hiéu hinh thtc, v6i V = (8%, 8%, %), thi curl ' = V x F. Truong curl F'
con dugce goi la truong xoay cta truong F. Toan ti curl con duge ki hiéu 1a rot
Dang chinh ctia cong thitc Stokes duge dung trong mon hoc nay la

/ F-d§’://curlF-d§.
oS S

v r oS

oD

4Trong tiéng Anh curl ¢6 nghia la xodn, cudn, quan, ...; con rotation nghia 1a su xoay
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Trong cong thiic nay bién 0S can dwoc dinh hwdng twong thich vdi dinh hwdng
cua S. Mot cach miéu ta truc quan cho dinh hudng trén bién 05 1a khi di doc theo bién
theo chiéu da dinh, than ngusi huéng theo chiéu phap tuyén da chon ctia S thi mit S
phai ndm bén tay trai. Mot cach miéu ta khac 1a: ddat long ban tay phdi hudéng theo
chiéu cia bién thi ngén tay cdi chi chiéu cia phdp tuyén cia mdt.

Coéng thiic Stokes la mot phat trién ctia cong thitc Green lén khong gian ba chiéu.
Thyc vay, néu S la mién phang va F la mot trudng phing tren S thi F(z,y,z2) =
(P(z,y),Q(x,y),0). Cong thiic Stokes tré thanh

asde—i—Qdy //S(O,O,Qx—Py)-dgz//S(O,O,Qx—Py)-de

- //S(Qw —P,) dS = //S(Qm — By) dxdy,

chinh 1& cong thic Green.
Cong thiic Stokes con c6 thé duge viét & dang toa do:

/ Pdx + Qdy + Rdz = // (Ry — Q) dydz + (P, — R;) dzdx + (Qz — Py) dxdy.
oS S

Tuy chiing ta it ding dang trén trong moén nay nhung né thé hién ré hon sy tuong ti ciia
cong thitc Stokes véi cong thitc Green.
Duéi day 1a mot phat biéu chinh xdc ma ta cé thé chiing minh dugc:

Dinh 1y 3.4.2 (Cong thiic Stokes). Cho mién phing D cé bien D la vét cia duong
v ¢6 hudng tuong thich vdi D va gid st cong thite Green cé thé dp dung duwgc cho D. Cho
mat r tron cap hai trén mot tap md chita D. Goi Or = r o~y la duong bién cia r. Cho
truong F tron trén mot tap md chia vét cia r. Khi do:

/ F-d§’—//cur1F~d§.
or r

Chitng minh. Ching minh duéi day tuy chita nhitng biéu thitc dai dong nhung chi gom
nhing tinh toan tryc tiép va viec ap dung cong thic Green. Viét F = (P,Q,R) va
(z,y,2) = r(u,v). Viét y(t) = (u(t),v(t)), a <t < b, mot tham s6 héa theo dinh hudéng
duong ctia dD. Ta dugc (trong vai bicu thitc dusi day bién duge luge bé cho gon hon):

. ’ d
/&F -ds = /a F(r(u(t),v(t)) - @r(u(t),v(t)) dt

b
_ / Flr(u(t), (1) - (rtd + 190" dt
b
= [P o) + Qa2 + ) +
+R(z,y, 2)(zu' + z,0")] dt
b
= [Py 2)a + Qe N + R(wy,2)0 + (Plasy, 2, +

+Q(2,y, 2)yy + R(x,y, 2)2,)0'] dt
= /(qu + Qyy + Rzy) du + (Pxy + Quy + Rzy) dv.
.

Bay gis ap dung cong thitc Green cho D ta dudc tich phan trén bing

0 0
//D L}u (Pu + Quo + Rz) = - (P + Quu + Rea) | dudo.
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Tinh cdc dao ham ham hgp, Chéng han
(P:L"l])u = (P.’E:L‘U + Pyyu "'I_ Pzzu) Ty “I‘ Pl’uv,

va don gidn hoéa, diing tinh tron cap hai ctia r, ta dude tich phan trén bang

/ [(Ry - Qz)(yuzv — Zuyv) + (PZ — RI)(Zuxv _ xuzv)+
- P )(:Cuyv xvyu)] dudv

// [curl(P,Q, R) - (ry X 1ry)] dudv = //curlF ds.

Ta c6 thé phat biéu mot he qua doc lap véi tham s6 héa, 1a dang thudng gip trong
mon hoc nay, sit dung cac khai niem da duge dua ra ¢ Ménh dé [3.3.12

O

Dinh 1y 3.4.3. Gid st S la vét ciia mot mat xdc dinh trén tap dong bi chdn, cé bién la
vét cilia mot duonmg chinh qui tiung khic, trén dé cong thiic Green dp dung duge. Gid si
mat nay la don, chinh qui, hon nita tron cap hai trén tap md chita mién zdc dinh. Gid si
S va 05 ¢6 dinh hudng tuong thich. Cho truong F' tron trén mot tdp md chia S. Khi doé

/ F-d§://curlF-d§.
oS S

Vi du 3.4.4. Cho F(x,y,2) = (22,3, 2%). Cho C 1a dudng tam gic véi cac dinh (1,2, 3),
(2,0,-1), (4,3,1), dinh huéng theo thit ty d6. Ta tinh [, F - d5.

C6 thé tinh tryc tiép hodc dimng phuong phap truong bao toan, nhung bay gid ta c6
thém mot cong cu la cong thic Stokes. Duong tam gidac C' bao hinh tam giac S v6i dinh
huéng sinh bsi C. Ap dung cong thiic Stokes:

/F-d§://cur1F-d§.
C S

O day curl F = 0. Vay tich phan trén bing 0.

Vi du 3.4.5. Cho F(z,y,z) = (2y,yz,zz). Goi C la giao ciia mat phang z +y + 2 = 1
v6i mat try 22 + y? = 1, dinh huéng ngugc chicu kim dong hd néu nhin tit trén xudng. Ta
tinh I = [, F - d5 bang hai cach: tinh tryc tiép, va dung cong thitc Stokes.

(a) Tinh tryc tiép: Ta ldy mot tham s6 héa ctia duong C' 1a C(t) = (cost,sint,1—cost —

sint), 0 <t < 27, ngude chiéu kim dong ho néu nhin tit trén xuéng. Tinh tryc tiép
I:

I = /CF(C(t))-C’(t) dt

27
= / (costsint,sint(1l — cost —sint) + (1 — cost — sint) cost) -
0
-(—sint, cost,sint — cost) dt

= —T.

(b) Dung cong thitc Stokes: Trude hét tinh duge curlF(z,y,2) = (—y, —z, —z). Tham
s6 hoa mit S bao bdi C béi r(z,y) = (z,y,1 — 2z — y), 22 + y*> < 1. Tham s6 hoa
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nay c6 vectd phap tuyén tuong tng 1a r, x ry(x,y) = (1,1,1), huéng len, do d6 phu
hgp véi dinh huéng can thiét trong cong thitc Stokes. Bay gio:

I = // curlF - dS = // curlF(z,y) - (ry X ry(z,y)) dedy
S z2+92<1
— [, ey (L11) dady =
r24+y2<1

* Diéu kién dé trudng ba chiéu 13 bao toan

Ménh dé 3.4.6 (curlgrad = 0). Néu f la ham thuc c¢6 cic dao ham riéng cap hai lién
tuc trén mot tap md thi trén do curl(V f) = 0.

Chitng minh. Tuong ty nhu trudng hop hai chiéu, tinh tryc tiép ta dudge
cuerf = (fzy - fyzafacz - fzxafya: - fa:y) = 0.
O

Hé qua 3.4.7 (Diéu kién can dé trudng ba chiéu la bao toan). Néu F la truong
tron bdo toan trén mot tap md thi curl F = 0 trén doé. Noi cach khdc dieu kién sau phdi
duoc théa:

Ry = Qz
Pz = Rx
Qa: = Py-

Ta c6 thé ding két qua nay dé ching t6 mot trudng 1a khong bao toan bang cach chi
ra rang curl clia n6 khac 0.

Vi du 3.4.8. Truong F(z,y, z) = (y,2,y) c¢6 bido toan trén R hay khong?
Truong F tron cip mot trén R3. Néu F 1a bdo toan thi phai ¢6 curl F = 0. Nhung
trong truong hgp nay curl F' = (1,0,0) # 0, vay F' khong bao toan.

Béng cach chitng minh tuong tu ¢ Dinh 1y [3.2.16|nhung thay cong thitc Green béi cong
thitc Stokes ta dugc:

Ménh dé 3.4.9 (Bo dé Poincaré ba chiéu). Néu F tron trén mot mién md hinh sao
trong R3 va curl F = 0 thi F la bdo toan trén do.

3.4.2 Cong thic Gauss—Ostrogradsky

Dinh nghia 3.4.10. Cho F = (P,Q, R) la trudng theo ba bién (x,y, 2) trén R3 thi

) oP 0Q OR
F=—+4+—"+—.
div or Oy + 0z

Duéi dang ki hiéu hinh thic thi div F' = V - F. Ham div F' con dudc goi 1a ham phdn
tan (divergence) clia truong F'.

Cong thic Gauss—Ostrogradsky [°| con dudc goi 1a cong thitc Divergence ﬁ Day la tong
quat hoa ctia dang thong lugng ctia cong thitc Green cho mot cong thitc c6 dang

// P dydz + Q dzdx + R dxdy = /// (Py+ Qy + R.) dxdydz.
OF E

Sten Ostrogradsky con dugc viét 1a Ostrogradski
Strong tiéng Anh “divergence” c6 nghia 13 sy phat tan, sy phan ki, sy phan ra, ...
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Du6i day ta sé phat biéu va chiing minh cong thiic nay cho khéi don gian theo ca ba
chiéu. Theo mdi chiéu thi khéi 1a mién ndm gitta hai do thi. Ching han theo chiéu truc
z thi khéi 1a E = {(x,y,2) € R® | (z,y) € D C R?, f(x,y) < z < g(x,y)}, véi D déng,
bi chan, c6 dién tich. Gi4 st thém ring trén 0D thi f = g hodac f < g. Gia sit cac ham
f, g 1a tron thi bién OF la hoi ctia mat dudi 1a {(z,y, f(z,v)) | (z,y) € D}, mat trén la
{(x,y,9(x,y)) | (z,y) € D}, ngoai ra néu tréen D ma f < g thi bién con gom mit bén
hong 1a {(z,y,2) | (z,y) € 0D, f(z,y) < 2z < g(z,y)}. Gid st them ID la vét clia mot
duong chinh qui ting khic. Ta néi E 1a mot khoi don gidn vdi bién tron ting mdnh.

Vi du 3.4.11. Qua cau doéng, khdi bau duc, khéi hop chit nhat 14 nhitng khéi don gidn
v4i bién tron ting manh.

Dinh 1y 3.4.12 (Coéng thic Gauss—Ostrogradsky). Cho truong F tron trén mot tap
mé chita mot khoi don gian E vdi bién tron ting mdnh dudc dinh hudng ra ngoai. Khi do:

//BEF.ndS://aEF.dg:///EdideV

Cong thitc Gauss—Ostrogradsky ciing cho mot lién hé gitta tich phan trén mién véi tich
phan trén bién ctia mién. Nhu thé né c6 ciing dang nhu cac cong thitc Newton-Leibniz,
Green, Stokes, nhung cho truong hgp mién ba chiéu.

Chitng minh. Viét F = Pi+ Qj + Rk. Viét E nhu 1a khéi don theo chidu Oz nhu la tap
hgp nhing diém (x,y, 2) v6i f(z,y) < z < g(z,y) trong d6 f, g 1a ham tron xéc dinh tren
mién phéng D. Ta sé chiing to

// RE-dgz// ﬁRdv.
OE p 0z

Tuong tu ta ching minh hai biéu thitc tuong tng cho hai chiéu con lai, cong lai va duge
déng thitc phai duge ching minh.

Néu f < g tren D thi OF c¢6 méat hong, nhung tich phan ctia Rk bing khong tren do,
co ban 1a vi miit hong chita nhitng doan thing thing diing, nén phép tuyén ctia mit hong
ndm ngang, vuong goc véi truong Rk, chi tiét diy di hon c6 & [Vugt3).

Nhu vay tich phan cta Rk trén OE bing tong tich phan clia Rk trén mat trén va mat
dudéi, 14 cac mit do thi, bang:

//D R(z,y, g(,y))k - (—ga, —gy, 1) dA+
+ //DR(W/’J”(?C,Z/))E- (for fs—1) dA
- //D [R(z,y,9(z,y)) — R(z,y, f(z,y))] dA.

Mit khac, theo cong thic Fubini

Do = (2 ) o
N //D (R(z,y,9(x,y) — R(z,y, f(z,y))) dA.

Vay ta dugc déng thitc mong mudn. O
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Vi du 3.4.13. Dung cong thic Gauss—Ostrogradsky, ta tinh thong lugng cta trucng
F(z,y,2) = (2x + €Yz, 2%y, yz) qua mat cau don vi 22 + 3% + 22 = 1 dinh huéng ra ngoai:

// F.d§ = /// divF(z,y, =) dedyd>
22 4y2422=1 22 4y?422<1
_ /// 2+ 2% + y) dedyd:
z24y2422<1

4 1 pm 27
— 2% + / / / (psin ¢ cos 0)?p? sin ¢ dfdpdp + 0
o Jo Jo

447

4 J—
37T 15

Vi du 3.4.14. Hay tinh thong lugng cta truong F(z,y, z) = (x,y,2 — 2z) qua mat S cho
bdi z =1 — 22 —y?, 2 > 0, dinh huéng lén trén, bing hai cach: (a) tinh truc tiép, va (b)
tinh thong lugng clia F' qua mot méit khac va dung dinh 1y Gauss—Ostrogradsky.

(a) Tham sb héa mat S: r(z,y) = (2,y,1 — 2% —y?) v6i 22 +y> < 1. C6 1y X 1y, y) =
(2x,2y, 1) hudéng lén trén.

I = //SF-dgz//:BszSl F(r(z,y)) - (re x ry)(z,y) dedy

= // ($,y,2*2(1*$2*yQ))(Z’E,Qy,].) d:l:dy
z2+y2<1

2m 1
= // 4(z% + y?) dady = / / 472 rdrdf = 2r.
x2492<1 0 0

(b) Goi Sy 1a mit cho béi 22 +y? < 1, z = 0, dinh huéng xudng duéi. Mat S ciing S; tao
thanh mit kin Sy bao khéi F. Ap dung cong thic Gauss—Ostrogradsky:

//gF-d§+//SlF.d§://SZF.dgz//EdideV:///Dodvzo‘

Mat khac
// F-dS // F-ndS:// (z,y,2—0)-(0,0,—1) dA
S1 S1 $2+y2§1
= // —2 dA = —27.
r24y2<1

Do d6 [[4 F - dS = 2.

* Y nghia vat ly caa div va curl
Trude hét ta can bd dé sau day:

B6 dé 3.4.15. Cho f la mot ham thuc khd tich trén maot lan can cia diém p € R™ va lien
tuc tai p. Goi B'(p,r) la qud cau déng tam tai p vdi ban kinh r. Khi dé:
1

lim ——— f=f(p).
r—0 ‘B,(p,?”)’ B'(p,r) ( )

Vay gié tri trung binh clia mot ham lién tuc quanh mot diém tién vé gisi han la gia
tri cia ham tai diém do.
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Chatng minh. Vi f lién tuc tai p nén cho € > 0, v6i r dt nho thi véi moi ¢ € B'(p,r) ta co
[f(q) = f(p)| < e Tudo

1 1
‘(|B/<p, 2] B/(,,T)f>f(p) = B SO W)
1
‘B’(p, )’ B’pr)|f(q)_f(p)|
1 € =€
B0 Lo

Ap dung b6 dé tren cho div ta duge

divF(p) = lim ——— /// div F dA = lim ——— // F-ndS. (34.1
( ) r—0 ‘B/ p,T | /(p,r) r—0 ‘B b, T | OB’ (p,r) ( )

Tich phan ([} Brpry F -1 dS 1a thong hugng clia truong I ra khoi mat cau OB'(p,r). Vay
div F'(p) chi do phat tdn ctda truong F trén don vi thé tich quanh p.

N/ N\
/\ e

leF divF(p) >0

Xét mot diém p. LAy mot mat phéng qua p véi phuong dinh béi phap tuyén n. Xét
hinh tron B’(p,r) trén mit phing nay v6i tam tai p va ban kinh r. Ta c6:

1
curl F(p) -n = lim —— // curl F-n dA = lim ———— F.ds. (3.4.2)
r—0 |B/ b, T ‘ B'(p,r) =0 ’B (pa )| OB’ (p,r)

Vay curl F(p) - n thé hién luu lugng nguge chidu kim dong hd (do xoay) ctia truong F
trén phan tit dién tich quanh p trong mit phing qua p vudng géc n.

Ta c6 curl F(p)-n dat gia tri 16n nhat khi n cing phuong cing chiéu véi curl F(p). Vay
curl F(p) cho phuong clia mit phang ma trén d6 do xoay ciia truong quanh p 1a 16n nhat,
chiéu ctia n6 dude xac dinh bdi chiéu xoay clia truong theo qui tic ban tay phai. Hon nita
c6 thé ching t6 1a do 16n clia curl F(p) ti 1& véi tdc do xoay theo géc clia trudng quanh p.
N6i vin tit, curl F(p) chi sw xoay ctia truwong F tai diém p. Tit diéu nay tich phan
1. geurl F' - dS con dugc goi 1a luu lugng (circulation) cia trudng F' trén mat S.

Ta ¢6 mot mieu ta tryc quan cho curl F(p): Tudng tugng rang ta tha mot cai chong
chéng vao truong, ¢ dinh né tai diém p nhung dé cho né tir do ddi hudng va tur do xoay.
Khi d6 huéng én dinh ciia chong chéng chinh 13 huéng ctia curl F(p), chiéu xoay ctia n6
chinh 1a chiéu xoay clia trudng, con van toc xoay ciia chong chéng chi do xoay clia trudng
quanh p.

Cong thic cho div va cho curl cho thay ching la nhitng dai lugng vat
1y, khong phu thudc hé toa do.
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?curlF (p)
/ J ~ AR
T D
p
NS N

--@

|

* Ung dung
Dién tu

Goi F la dién truong gay béi dién tich ¢ tai diém O. Gia st S 1a mot mat kin, bien
ctia khoi D. Gia st cong thitc Gauss-Ostrogradsky cé thé 4p dung duge cho D. Nhic lai
tir[3.4.21| 14 div £ = 0. Néu D khong chita diém O thi

[[#as= [ aveav=o

Néu D chita diém O & phan trong, néi cach khiac néu S bao diém O, thi lay mot qua
cau B(O, R) dt nho sao cho né khong cat S, va cho bien dB(O, R) dinh hudng ra ngoai
B(O, R). Khi d6 S cuing 9B(O, R) tao thanh bién ctia mot khéi D’ khong chita O. Gia sit
cong thitc Gauss—Ostrogradsky c6 thé 4p dung dudce cho D', ta dugc

//E-dg—// E-d§:/// divE dV = 0.
S OB(O,R) ’

Suy ra [[4 E - dS = [[,50.p F - dS. O Bai tap 3.3.7, ding Dinh luat Coulomb (Bai tap
3.2.7), ta da tinh dugc [[yp0 5 E-dS = L.

Vay

//E-d§ =4,
S

thong lugng cia dién truong qua mot mat kin bao dién tich khong phu thudc vao mét va
ti le véi dien tich. Day 13 noi dung ctia dinh luat duge phat biéu béi Johann Carl Friedrich
Gauss.

O tréen ta vita trinh bay dinh luat Coulomb va dinh luat Gauss cho mot dién tich.
Trong truong hgp moi truong chita dién tich tai moi diém (moi trusng lién tuc) thi ta co:
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] Dinh luat Coulomb

‘ Dinh luat Gauss

divE = %, v6i p 1a ham mat do dien
tich

J[sE-dS=2 [[[,pdV =2 véiDla
khéi duge bao bdi mit S va @ 1 tong

dién tich trén D

Tuy c6 thé chi ra ring hai dinh luat 1a tuong duong vé mit toan hoc, nhung Dinh luat
Gauss ¢6 thé dugc kiém ching bang thi nghiém dé hon Dinh luat Coulomb, vi Dinh luat
Gauss ¢6 tinh vi moé trong khi Dinh luat Coulomb c¢6 tinh vi mo.

Khong 1au sau hai dinh luat Coulomb va Gauss, trong thap ki 1820, André Marie
Ampére phat hién ra rang mot dong dién tao ra quanh né mot tit truong theo dinh luat:

/B-dg—uol,
C

trong d6 C' 14 mot duong cong kin bao quanh mot dong dién c6 cuong do khong doi I, B
13 tit truong, va po 13 mot hing sb.

Nam 1831 Michael Faraday phét hién ring mot tit trudng thay doi theo thoi gian téi
lugt no lai tao ra mot dién truong. Dinh luat Faraday cho cong thiic:

E-d§’:—d//B-d§.
as dt JJs

Niam 1864, James Clerk Maxwell phat trién dinh luat Ampere va théng nhat dien
trudng véi tir truong:
\ Cac phuong trinh Maxwell

Dang tich phan
(Gauss) [[4 E - dS =<, v6i S 1a mot

€’

Dang vi phan
(1) (Coulomb) div E = £

€0

mat kin

(2) cwlE =98 (Faraday) [oq B -ds = —g [[ B-dS
(3) divB =0 J[g B -dS =0, véi S 1a mot mat kin
(4) (Ampere) ﬁcurlB = % + %7?7 ﬁfasB-dS = é + %ffsE'dS, v6i

v6i J la mat do dong dién I 1& cuong do dong dién qua mat S

Chéang bao lau sau ly thuyét ciia Maxwell di duge tng dung trong thuc té véi viec
phéat minh ra séng dién tir cia Heinrich Hertz nam 1887. Cac phuong trinh Maxwell cing
v6i cac dinh luat ctia Newton téng két vat 1y c¢d dién.

Co hoc chit léng

Goi F' la trudng van téc chuyén dong ctia mot dong chat 1éng. Néu div F = 0 (tai moi
diém) thi ngudi ta n6i dong chat 16ng 1a khong nén duge (incompressible) (vi né khong
c6 chd bom vao 1an chd thoat ra). Cac toan tit vi phan ctia Giai tich vects xuat hién phd
bién trong mo hinh héa cac hién tugng co hoc. Chang han, mot trong nhitng phuong trinh
quan trong nhat mo ta dong chiy chat 1éng cho t6i nay van dang dudce tap trung nghién
citu la phuong trinh Navier—Stokes:

{

OF L (F-V)F—vAF = —Vuw+3,

div F
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Bai tap

Cong thidc Stokes

3.4.1. Cho S la mat z = 2% + y* v6i z < 1, dinh hudng len trén. Tinh luu lugng clia trudng
F(x,y,z) = 3y, —wz,yz?) trén S, tic la [[ curlF - dS, bang hai cach:

(a) Tinh tryc tiép.
(b) Dung Cong thic Stokes.
3.4.2. Cho S la mit z =9 — 22 — y2 v6i z > 0, dinh huéng len tren.

(a) Cho truong F(x,y,2) = (22 —y,z + 2,3z — 2y). Tinh tryc tiép luu lugng ctia F' trén S, tic
J[gcurl F - dS.

(b) Dung cong thiic Stokes tinh [[g curlF - ds.

3.4.3. Cho C la dudng giao ctia mat 422 +4y> tzQ = 40 va mat z = 2 dugce dinh hudng ngugc chidu
kim dong ho khi nhin tir trén xuong. Tim [, F' - d5 v6i F(x,y,z) = (y,2yz + 1, z2* + cos(2z + 1))
bing cach tinh tryc tiép va bing cach dung Cong thiic Stokes.

3.4.4. Cho F(x,y,2) = (zy,yz,2x). Goi C la giao clia mat phing x +y + 2z = 1 v6i mat tru
2? + y? = 1, dinh huéng nguge chiéu kim dong ho néu nhin tit trén xuéng. Dat I = [, F - d5.

C

Trong R3 cho S 1a ntta mat cau trén 22 + y? + 22 = 1, z > 0; cho S» 13 mat paraboloid

3.4.
z=1—2%—19% 2 >0, cd hai dugc dinh huéng len trén.

5.
1
(a) Vé hai mit nay trén cung mot hé toa do.
(b) Cho F la mot truong tron trén R®. Chiing t6 [[g curl F- ds = Jfg, curl - ds.
(c) Hay tdng quat hoa.

3.4.6. Chiing t6 néu S 1a mat cau thi [[g curl F'- dS =0.

3.4.7. Cho ¥ € R3 1a mot vecto ¢6 dinh. Cho S 1a mot mit ma trén dé6 Cong thitc Stokes c6 thé

ap dung dugce. Hay chitng minh:
/ (ﬁxm.d§=2//ﬁ.ﬁds,
as s

trong d6 7 1a vecto vi tri, tuc 7(z,y, 2) = (x,y, 2).
3.4.8. Cho f va g la hai ham thyc tron cap hai trén R3.

(a) Chung té curl(fVg) = Vf x Vg.
(b) Tinh tich phan [ fVf - d3 trong d6 C(t) = (cost,sint,sint), 0 < t < 2.

3.4.9 (Cam tng dién tir). * Dinh luat Faraday phat biéu ring khi thong lugng tir trudng qua
mot mit gidi han béi mot mach kin thay déi thi trong mach xuét hién dong dién cam tng. Chinh
xéc hon, goi E 1a dien truong, B la tur truong, S 1a mot mat véi bién la duong 95 duge dinh huéng
tuong thich nhu trong cong thic Stokes, thi
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Gi& st mot ngudn nang lugng cd hoc nhu siic nude hay stc gié lam quay mot truc véi van
téc w vong/don vi thoi gian. Mot vong day phéng duge gin vao truc nay, duge dit trong mot tit
trudng c6 dinh B. Goi A la dién tich ctia hinh phéng bao béi vong day. Dai lugng fas E-ds thuong
dugc ki hiéu la em f. Ching té

emf = —A|B|2nw sin(2mwt).
Vay trong vong day xuit hien mot dong dién xoay chiéu. Day 13 mot nguyén 1y cd s§ clia may phéat
dién.

3.4.10. Tiép tuc bai tap va|3.2.2] xem F nhu la trudng phing trong khong gian ba chiéu.
Uéc doan divF tai diém goc toa do la am, duong hay bing khong? Hay miéu ta curlF tai diém
gbc toa do.

Cong thi'c Gauss—Ostrogradsky

3.4.11. Tinh:

(a) Tiép tuc Bai tap Néu mat S la kin hay tinh tich phan [fg F - dS bang cach ding cong
thic Gauss—Ostrogradsky.

(b) Tinh théng lugng cla trusng ﬁ(m, y,2) = (3,92, 2?) qua mit cau don vi 22 + y? + 22 = 1,
dinh huéng ra ngoai.

(c) Tinh thong lugng clia trudng F(z,vy, 2) = (2z+e¥?, 22y, y?) qua mit cau don vi 22 +y>+22 =
1 dinh huéng ra ngoai.

d) Tinh thong lugng ciia truong F(z,y, z) = (y, 2, ) qua mat 2% + y* + 26 = 2, dinh huéng ra
g g g Y Y Y g
ngoai.
3.4.12. Cho trudng

Fz,y,2) = (( v i : )

$2+y2+z2)3/2’ ($2+y2+22)3/2’ (1’2+y2+22)3/2

Chi y day 1a mot truong xuyeén tam, ti 18 v6i trong truong va dién trudng.
(a) Tih div(F).

(b) Goi Sy 1a mat cau 22 + y? + (2 — 3)? = 1 duge dinh huéng ra ngoai. Ding cong thiic
Gauss—Ostrogradsky, hay tinh [ g, I+ dS.

(c) Goi S7 1a mat cau 22 +y?% + 22 = 1 duge dinh huéng ra ngoai. Tinh tich phan mat ffSl F.dS
bing cach dung toa do Euclid (x,y, z) hodc dung toa do cau.

(d) Goi S3 1a mat 22 + 4y? + 922 = 36 duge dinh huéng ra ngoai. Hay tinh ffs3 F.ds.
3.4.13. Cho S la mit z = 9 — 22 — 32 v6i z > 0, dinh huéng lén trén.

(a) Cho G(z,y,2) = (¥ cos z,2%2,y* + z). Cho S; 1a dia 22 + y? <9, 2z = 0, dinh huéng xudng
duéi. Tinh thong lugng clia G qua Si, tie [[g G- dS.

(b) Dimng dinh ly Gauss-Ostrogradsky tinh [fg s G - dS.
(c) Tih [, G- dS.

3.4.14 (divcurl = 0). Chiing t6 néu I 13 truong c6 cac dao ham riéng cap hai lién tuc trén mot
tap md thi trén d6 div(curl F) = 0.

3.4.15. Trudng sau c6 bao toan hay khong?

(a) F(z,y,2) = (y,2,9)-
(b) F(z,y,2) = (2xew2,zsiny2723).
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3.4.16. Ton tai hay khong mot trudng F kha vi lien tuc cap hai théa curl F(z,y, 2) = (e¥?,sin(z2?), 2°)?

3.4.17. Cho T la nhiet do trén mot mién D C R?, gia st 1a mot ham tron cip hai. Vi nhiét duge
chuyén tit noi c6 nhiét do cao tdi noi c6 nhiet do thap, va vecto gradient chi hiténg ma ham c6 toc
do thay ddi 16n nhat, nén sy thay ddi nhiét trén mién nay duge mo hinh héa mot cach don gidn
bing truong dong nhiet ' = —kVT, véi k 14 mot hing sé duong,.

(a) Chung té curlF = 0.

(b) Chung t6 divF = —kAT, trong d6 A 1a toan tit Laplace: AT = gig ?925 + ?;Z.

(c) Ching t6 néu T la ham diéu hoa, tic 1la AT = 0, thi tdng dong nhigt qua mot mit cau
bat ki trong mién D luon bang khong. (Xem Bai tap |3.2.23})

3.4.18 (Dién tich mat cau). Ap dung cong thic Gauss-Ostrogradsky cho ham F(z,y,z) =
(x,y, 2), hay tinh dién tich ctia mit cau tam tai 0 v6i ban kinh R.

3.4.19. Hay chitng minh cic cong thic sau, ciing dudc goi 1a cdc cong thitc Green, vé6i gia thiét
cong thitc Gauss—Ostrogradsky c6 thé ap dung duge. (Xem Bai tap [3.2.21})

(@) [[opVf-ndS=[[[gAfdV.
(b) [[op(fVg)-ndS= [[[,(fAg+Vf-Vg)dV.
©) [fox(fVg—gVf)-ndS = [[[o(fAg— gAf) dV.

)
)
(A) [[5 fri dS = [[[ 3—1{2 dV. O day n; 1a toa do thi i ciia vectd phap tuyén n.
(e) jfBE fgni dS = fffE a%,g av + fffE ff%gi dv.

3.4.20. Dimng cong thitc Gauss-Ostrogradsky hay dua ra mot cach khac dé tim ra thé tich ctia
mot khéi nén (xem [2.3.15). Cu thé, dat dinh khéi nén & O va day khoi nén tren mot mit phing
nim ngang z = a, va ap dung cong thitc Gauss—Ostrogradsky cho truong (z,y, 2).

3.4.21. Gia st c6 mot dien tich ¢ tai mot diém O. Theo dinh luat Coulomb 1) dién truong
gay bdi dién tich ¢ nay tai mot diém bat ki trong khong gian c6 vi tri cho bdi vecto 7 di tir diém
mang dién tich ¢ t6i diém dang xét la:

q ,

E(r) = ———T.
) 47T60\77|3T

Dang chi y la dién trudng c6 do 16n ti 1 nghich véi |7]?, do d6 dinh luat Coulomb thudng duge
goi 1a mot luat nghich dao binh phuong (inverse-square law). Nhu ta da thay (3.2.9), trong truong
cting dugc cho bdéi mot luat nghich dédo binh phuong.
(a) Tinh toan tryc tiép, ching t6 div E = 0.
(b) Chitng t6 rdng mot truong c6 dang E = k% (dugce goi 1a mot trudng xuyen tam, radial)
thi c6 div £ = 0 khi va chi khi m = 3. (Cac thi nghiém sau nay kiém chiing hing s6 m trong
dinh luat Coulomb béng 3 sai khac khong quéa 3 x 10716))

3.4.22. * Mat cyclide nhan dudc titr mot mat xuyén qua phép nghich ddo qua mot mit cau. Mit
xuyén duge cho bdi tham s héa

r(u,v) = ((5 4 cosu) cosv, (5 + cosu)sinwv,sinu), 0<wu,v <27,

Dua mat xuyén nay ra ngoai mit cau don vi tam O ban kinh 1 bing mot phép tinh tién, ching
han theo vecto (9,0,0), dugc mot mit xuyén méi véi tham s6 hoa

rtorus(u, v) = (9 + (5 + cosu) cosv, (5 + cosu) sinwv,sinu), 0 <wu,v <27,

Thuyc hién phép lay nghich ddo qua mat cau tam O ban kinh 1, ttc 1la phép bién déi mang médi
diém p # 0 thanh diém ﬁ. Khi dé mat xuyén tré thanh mit cyclide S véi tham s6 héa
rtorus(u, v)

lid =
reyclide(u, v) |Irtorus(u, v)|| 2
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(a) Vé mit cyclide S.
(b) Tinh dién tich mit cyclide S ra s6 thap phan.

(c) Cho truong F(z,y,z) = (y,z,3z). Tinh thong lugng ctia F' qua mat cyclide S ra sé thap
phan.

(d) Tinh thé tich ctia khéi bao bdi mit cyclide S ra s6 thap phan.



Chuong 4
Phuong trinh vi phan

4.1 Phuong trinh vi phan va mé hinh toan
hoc

Ngudi ta xay dyng nhitng mo hinh toan hoc vé cac hién tugng trong thé gisi roi co
gang khao sat cdc mo hinh d6 dé hiéu vé céc hien tugng. Thuong cac hién tuong thay doéi
theo thoi gian va khong gian, vi thé cdc mo hinh thudng chita ciac dao ham dé do toc do
thay doi. CAc mo hinh nhu thé thuong din téi nhitng phuong trinh ¢ d6 an la cic ham,
con ban than phuong trinh thi chita cac dao ham. Nhitng phuong trinh nhu thé duge goi
la nhitng phuong trinh vi phan.

Vi du 4.1.1. Day 1a mot phuong trinh vi phan:
y =y

Giai phuong trinh nay nghia I3 tim mot ham y ma dao ham 3 bang y. Néi cach khéc,
tim ham y theo bién x sao cho v6i moi = thi y/(x) = y(x).

Ta c6 thé kiém dugc ngay la ham y = e® 13 mot nghiém ctia phuong trinh vi phan
tren. Lam sao dé giai tim nghiém ctia mot phuong trinh vi phan 1a mot dé tai ta sé khao
sat trong chuong nay.

Mot phwong trinh vi phan cdp maét la mot phuong trinh chita mot ham sé mot
bién chua biét va dao ham cap mot ctia ham s6 d6. N6i mot cach khac, day 1a phuong
trinh c6 dang

Fla,y(2), /() = 0
v6i F 1a biéu thitc chita o, y(x) va 3/(z), vi y 13 ham s can tim phu thuoc vio .

Ham s6 y(z) duge goi 1a nghiem ctia phuong trinh vi phan cip mot néu né c6 dao ham
caAp mot ton tai va théa dang thiic trén. Gidi phuong trinh vi phan caAp mot 1a di tim ham
y thoéa dang thic trén.

Bai todn tim nghiém y ctia phuong trinh vi phan cap mot théa man diéu kien y(zg) =
Yo, VOi xo vA yo cho trude, duge goi 1a mot bai todn gid tri daw. Nhu vay day la bai
toan giai hé

Fla, y(@), /() = 0
y(xo) = yo.

Vi du 4.1.2. Xét phuong trinh vi phan
y =y

Thé vao phuong trinh, ta kiém dugc ngay khong chi y = €®, ma y = ke® trong dé k 1a s6
thie bat ki, 14 nghiém ctia phuong trinh vi phan.

132
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Vi du 4.1.3. Xét bai toan gia tri dau:

{y’ =y
y(0) = 2.

Thay = = 0 vao nghiém y = ke® ta dugc y(0) = k. Do d6 dé y(0) = 2 thi k = 2. Vay bai
toan gia tri dau nay c6 mot nghiem la y = 2¢%.

Tim cong thiic nghiém ciia mot phuong trinh vi phan c6 thé khé. O cac muc tiép theo
chiing ta sé tim hiéu mot s6 phuong phap tim nghiém ctia phuong trinh vi phan. Trong
nhiéu truong hop thay vi tim cong thiic ciia nghiém ta tim hiéu céc tinh chat ctia nghiem,
hay xap x{ nghiém.

Vi du 4.1.4. Xét phuong trinh vi phan
y =2z +y.

Néu dit vé phai 1a F(x,y) = 22 + y thi ta c6 thé dién dat phuong trinh vi phan nhu sau:
Tim mot dudng cong y theo bién 2 ma tai mdi diém (z,y) thi do nghieng 3/ () ctia duong
dugc cho béi s6 thue F(z,y). Tai mdi diém (z,y) trén mat phing ta vé mot vectd c6 do
nghiéng bang F(z,y), chang han nhu vects (1, F(x,y)), thi ta dugc mot trusng vects ting
v6i phuong trinh vi phan. Dudng cong nghiém phai luon tiép xtc véi cac vects clia trudng
vectd nay tai diém ma dudng cong di qua, vi ca hai c6 ciing do nghiéng.

Cach tiép can nay c6 thé st dung duge dé dang hon néu ta ding cong cu may tinh.
Hinh vé gitip chiing ta hinh dung tinh chat va dang diéu ctia nghiém.

Hinh 4.1.1: Truong vecto va dudng cong nghiém ctia phuong trinh ¢ = 2z + y di qua
diém (0,0). Dudng nay l4 do thi ctia nghiém clia phuong trinh vi phan véi didu kien dau
y(0) = 0.

Qua Hinh ta c6 thé quan sat thay nhing tinh chat ching han nhu nghiém y thoa
diéu kien dau y(0) = 0 s& c6 y(z) cang 16n khi x cang 16n.

Ghi cha 4.1.5. Trong cac bai toan gidi phuong trinh vi phan trong tai liéu nay chiung ta
bing long véi viéc tim ra duge mot nghiém nao dé ciia phuong trinh x4ac dinh trén mot
khoang nao dé. Duéi nhitng diéu kien kha tdng quat ma thuong dude thoa trong tai lisu
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nay, v6i mdi dieu kien dau, phuong trinh thic sy ¢6 duy nhat mot nghiem xac dinh trén
mot khoang nao dé. Diéu nay dude thé hieén trong hinh vé nghiém ciia phuong trinh: qua
mdi diém chi c6 mot dudng cong nghiem ma théi. Van dé nay thuong duge khio sat trong
cac tai lieu nang cao hon vé mon Phuong trinh vi phan nhu [Long), [Boyce09).

4.1.1 M5 hinh véi phuong trinh vi phan cip mot

Vi du 4.1.6 (M6 hinh tang truéng dan s6). Ta lap mo hinh tiang trudng ctia dan s
(s6 lugng ca thé trong mot quan thé sinh vat nao d6) P theo thai gian t.

Ta duwa ra mot gia thiét 1a toc do tang dan so ti 1é hing vdi qui mo dan sb, néi cach
khac téc do tang tuong d6i 1a mot hang s6. Vi du néu cit méi 100 ngudi trong mot nam
c6 3 tré dugce sinh ra va 1 ngudi chét di thi téc do ting dan sb6 tuong ddi 1a 2 ngudi trén
mdi 100 ngudi mdi nam, tiic 1a 2% /nam, va ta gid st toc do nay khong thay ddi theo thai
gian.

Toc do tang trudng dan s theo thdi gian chinh la dao ham 4F. Téc do tang trudng
tuong doi 1a

vay mo hinh la
dP
dt
dt
P )

trong d6 k 1a hang s6 ti ¢, doc lap véi thoi gian, hay
dP
— =kP. 4.1.1
o (4.1.1)

Phuong trinh (4.1.1)) 14 mot mo hinh don gidn nhung hiéu qué vé sy tang trudng sb lugng
clla quan thé.

N~~~ — —

T e e e e T

NN N~~~ — — —

NN N N N S e —
NN NS NS NS NS S

Y N e e e T
Y N N s T e e e e e
NCONN N N SN s s TS s

Hinh 4.1.2: Mot s6 nghiém ctia phuong trinh dan s6 P(t) = Pyek! ting véi k = 1 va nhitng
gia tri khac nhau cua Py.

Néu k > 0 thi 2 luon duong, néen dan s6 luon tang. Hon nita khi P cang 16n thi
cang 16n, nghia 14 dan s6 cang 16n thi ting cang nhanh. Nhu vay mo hinh dan s6 (4.1.1)
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phit hop véi nhitng tinh huéng ma su phat trién ciia dan sé6 khong bi han ché bdi ngudn
luong thite, sy tan cong ciia ké dich, bénh dich, .. ..

Néu k = 0 thi 42 luon bing 0, do d6 P béing mot hing s6. Vay dan s6 khong ddi. Mot
nghiém hing nhu vay ciia phuong trinh vi phan con duge goi 1a mot nghiém can bang.

Néu k < 0 thi 22 luon am, nén dan s6 luon gidm.

Phuong trinh nay dugce gidi & Vi du con ldc nay ta cé thé dé& dang kiém tra bang
cach thé vao rang phuong trinh c6 mot nghiem 13

P(t) = Pye.

Trong d6 Py = P(0) 14 dan s6 tai thoi diém 0, tic 14 dan s6 ban dau. Xem Hinh

Mb6 hinh tang truéng dan sb ciing 4p dung duge cho cac truong hgp khiac ma téc do
thay ddi ctia dai lugng ti 1é véi gia tri ctia dai lugng, nhu mé hinh 1ai nhap vén (Bai tap
, mo6 hinh phan ra ma (Bai tap [4.2.9)).

Vi du 4.1.7 (M6 hinh ting truéng dan sé c6 kim ham). Thuong khi dan s clia
mot cong dong tang lén thi nhitng yéu t6 kim ham xuét hién nhu han ché vé ngudn luong
thyc, tdi nguyén, sy canh tranh ctia cac cong dong khéc, .... Trong truong hop nay thi
toc do tang trudng dan sé tuong dbi sé khong phai 14 mot hing s6. Mot mo hinh don gidn
13 téc do tang trudng dan s tuwong doéi sé phu thuodc vao chinh dan so:

Pl

= = h(P).

Don gian hon nita ta 1y A 14 mot ham cap 1:

P
WP = (1= )
(P)=r e
trong d6 r, K 1a cac hang s6 duong. Vay ta c6 mo hinh

Z:T(I_Ii)’ (4.1.2)

con dugc goi 1a mé hinh hdau can.

Quan sat mo hinh hau can ta thay néu P < K thi P’ > 0, nhu vay dan so6 sé tang.
Tuy nhién khi P cang 16n thi (1 — %) sé cang nho, tuy van la s6 duong. Nhu vay khi dan
s6 16n len thi téc do tang tuong doéi sé gidm di, ding nhut ta mudén miéu ta. Phuong trinh
c6 mot nghiem hang P(t) = K, duge goi 1a nghiem can bang. Gid tri K dugc coi la madc
tran cia moi trudng, néu dan sé khéi dau 6 mot miic thap hon thi dan sé khong thé
tdng vugt qua miic nay.

Trong muc sau ta sé gidi phuong trinh hau can é Vi du Hién gid ta c6 thé kiém
rang phuong trinh c6 mot nghiem la

B K
)= 15 e

v6i C € R. O Hinh ta thay nghiém c6 nhitng tinh chat nhu dy doan tit mo hinh.

4.1.2 M5 hinh véi phuong trinh vi phan cap hai

Mot phwong trinh vi phan cdp haila mot phuong trinh chita mot ham sé (mot
bién) chua biét vi dao ham cap hai ctia ham s6 d6 (c6 thé c6 chita them ci dao ham cap
mot). Noi mot cach khac, day 1a phuong trinh c6 dang

F(z,y(x),y (x),y"(x)) =0
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Hinh 4.1.3: Mot s6 nghiém ciia phuong trinh hau can v6i r = 1, K = 3 va nhitng diéu kién
dau khac nhau. Nghiem P = K I nghi¢m can bing, c6 do thi I3 mot duong thing nim
ngang. C4c nghiém ma c6 gia tri dau nhé hon K khi thoi gian 16n hon ting gan t6i nhung
khong dat gia tri K. Cac nghiém ma c6 gia tri dau 16n hon K khi thoi gian 16n hon gidm
gan tdi nhung khong dat gia tri K.

v6i I 14 mot ham s6 ctia bon bién thie va y 14 mot ham s6 can tim phu thuoc vao z. Ham
s6 y dudc goi 1a nghiém ctia phuong trinh vi phan néu né c6 dao ham cap hai va théa
déng thic trén. Giai phuong trinh vi phan cap hai 1a di tim ham y théa ding thic trén.

Vi du 4.1.8. Xét phuong trinh vi phan cap hai y”’(z) + ¢/'(z) = 0.
Ta c6 kiém tra truc tiép rang ho cac ham so6
y(z) =C1+ Cae™®
v6i C1, Oy 1a cac hing s6 thyc, 1 nghiém ctia phuong trinh vi phan nay. That vay, ta c6

y'(z) = —Cee™® va y’(x) = Coe™*. Thay vao vé trai clia phuong trinh ta thay ngay dau
bang xay ra.

Bai toan gia tri dau ctia phuong trinh vi phan cap hai bao gom thém diéu kién dau
cho dao ham cip mot. Day 1a bai toan c¢6 dang tim ham y thoa
F(z,y(x),y'(x),y"(x)) =0
y(xo0) = yo
y' (o) = wo,
véi xg, Yo, va wg cho trudce.
Vi du 4.1.9. Tiép tuc Vi du x6t bai toan gia tri dau sau
y'(@) +y'(z) =0
y(0) =1
y'(0) = —3.
O Vidu ta da thay y(z) = C1 + Cye~® 1a mot nghiém ctia phuong trinh vi phan
chua xét diéu kien dau. Thay z = 0 vao y(z), ta dugce

Ci+Cy=1.
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Thay = = 0 vao y'(x), ta duge

1
—CQ = —5
Giai hé phuong trinh cua Cy, Cs, ta duge
1 1
Ci==,0o=—.
1 25 2 2
1 —=x

Vay nghiém ctia bai toan la y(z) = 5 + Le

Vi du 4.1.10 (M6 hinh chuyén déng ciia 16 xo0). Bay gio ta hiy xem mot vi du vé
mot mo hinh tit co hoc ¢d dién: su chuyén dong ctia mot vat ¢ khéi lugng m duge dit &
cudi ctia mot 10 xo ditng so véi mat dat, nhu trong Hinh

Vi trf can bang Q 10

+z

\
Hinh 4.1.4: Chuyén dong ctia mot 1o xo & vi tri thing ding so v6i mat dat.

Theo dinh luat Hooke trong Vat 1y, néu 1o xo gidn ra hay nén lai mot chiéu dai = so
v6i chidu dai ty nhién (chidu dai khi & trang thai nghi, khong chuyén dong, vi tri 14 hing)
ctia n6 thi vat chiu tac dong clia mot luc c6 do 16n ti 1é véi « nhung trai chiéu chuyén
dong:

lyc phuc hoi = —kx
trong do6 k 1a mot hing s6 duong phu thuoc vao cau tao ciia 1o xo. Theo dinh luat thit hai
ctia Newton, tong luc tdc dong bing khoi lugng nhan gia téc chuyén dong, gia sit rang vat
khong chiu sy tac dong clia luc nao khéc, thi tai moi thoi diém ¢ vi trf  ctia vat phai théa

d’x
m@(t) = —kx(t),

hay ngan gon hon:

ma” = —kz. (4.1.3)

Day 1a mot vi du mo hinh toan hoc ding phuong trinh vi phan cap hai. O Vi du ta
sé giai dugc phuong trinh nay va sé biét hoan toan cach thic 1o xo chuyén dong.

N\ e ol
Bai tap
4.1.1. Kiém tra ring y = %e”‘ + €727 13 mot nghiém ctia phuong trinh vi phan y' + 2y = 2¢e®.

4.1.2. Kiém tra rang y = —tcost — ¢ 1a mot nghiem ciia bai toan gia tri dau

d
td—‘z =y +2sint, y(r)=0.
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4.1.3. Xét phuong trinh vi phan 22y’ + 2y = 1.

(a) Kiém tra ring moi phan ti ctia ho cdc ham s6 y = (Inx + C)/z déu 1a nghiém clia phuong
trinh.

(b) Tim mot nghiém ctia phuong trinh vi phan théa méan diéu kieén ban dau y(1) = 2.
1

(¢) Tim mot nghiém ciia phuong trinh vi phan théa man diéu kién ban dau y(2)

4.1.4. Xét phuong trinh vi phan 3y’ = —y2.
(a) Hay kiém tra ring tat ca cac phan tit ctia ho y = 1/(x+ C) déu la nghiém ciia phuong trinh.
(b) Hay tim mot nghiém ctia bai toan gia tri ban dau
v =—y% y(0)=05.
4.1.5. Xét phuong trinh vi phan v = 2y5.
(a) Hay kiém tra ring tat ca phan tit ciia ho y = (¢ — 22)~1/2 déu 1a nghiem.
(b) Hay vé do thi nhicu phan tit ciia ho cdc nghiém trén ciing mot mit phang.

(c¢) Hay tim mot nghiém ciia bai todn gia tri ban dau
y' =ay’, y(0)=2.

4.1.6. Mot dan s6 duge mo hinh bdi phuong trinh vi phan theo mo hinh tang trudng cé kim ham

dP P
= o—12P(1-— ).
a ( 4200)

(a) V6i nhiing gid tri nao ctia P thi dan s6 tang theo thoi gian?
(b) V6i nhitng gid tri ndo ctia P thi dan s6 gidm theo thoi gian?
(c) Nhitng nghiém nao 14 nghiém can bing (nghiém hing, dan s6 khong déi theo thoi gian)?

4.1.7 (M6 hinh cuia sy ngudi). Ngudi ta dua ra mot quan sat rang toc do ngudi clia mot vat
ti 18 v6i sy chénh léch nhiet do gitta vat dé v6i moi trudng xung quanh (day 1a mot dinh luat cla
I. Newton).

(a) Mot Am nudc vita so6i ¢ nhiet do 100°C' duge dé ngudi trong mot phong c6 nhiet do 26°C.
Hay viét mot phuong trinh vi phan miéu td nhiét do ciia A&m nuéc dé ngudi phit hop véi
quan sat nay.

(b) Hay vé phac hoa do thi nghiem ctia bai toan gia tri ban dau ¢ phan (a).

4.1.8 (Mo hinh ctia sy hoc). Dat P(t) 1a lugng kién thic tich lily duge clia mot ngudi hoc (do
theo mot cach ndo do) theo thoi gian ¢. Dao ham dP/dt cho tdc do ting clia lugng kién thic tich
lity, thé hién téc do tién bo clia ngudi hoc. C6 quan sat ring kién thitc tich lity dude tang theo
thai gian, nhung véi téc do giam dan, va khong thé vugt qua mot mic tran M nhat dinh.

(a) Hay giai thich vi sao phuong trinh vi phan
dP
= k(M —P),
v6i k 13 mot hing s6, 14 phit hop vdi quan sat trén.
(b) Hay vé phac hoa mot nghiém ctia phuong trinh vi phan nay dya theo mé hinh trén.
4.1.9. Xét phuong trinh vi phan 2y” + 3" —y = 0.
(a) Véi cac gia tri ndo clia r thi ham s6 y = €"® théa man phuong trinh?

(b) Néu 7y v g 1a cAc gid tri clia r ma da tim dude 6 phan (a), ching t6 ring moi phan ti clia
ho céc ham s6 y = ae”™® + be™* déu la nghiem.

4.1.10. Xét phuong trinh vi phan 4y” = —25y.
(a) Véi cac gia tri ndo ctia k thi ham s6 y = cos kt théa man phuong trinh?

(b) Véi cac gia tri k do, kiém tra ring moi phan tit ciia ho cac ham s6 y = Asinkt + B cos kt
déu la nghiem.
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4.2 Giai phugng trinh vi phan cap mot

4.2.1 Phuong trinh vi phan cAp mét tach bién

Mot phuong trinh vi phdan cép mot tach bién, con duge goi la phuong trinh vi
phan cap mot biet s6 phan li, 14 mot phuong trinh vi phan cAp mot ma trong dé biéu thiic
cho dy/dx c6 thé duge phan tich thanh mot ham clia  nhan v6i mot ham ciia y. Cu thé
hon, do6 1a phuong trinh c6 dang

W — @) f ).

D6i v6i phuong trinh nhu vay ta c6 thé dua hét ham ctia x vé mot vé va ham ciia y vé vé
con lai, titc 1a tach bién.

Vi du 4.2.1. Giai phuong trinh

Yy =y.
Viét lai phuong trinh & dang

dy _

dr

Dua vé dang y 6 mot bén, x & mot bén (tach bién):

dy

— =dx.
Yy
Lay tich phan hai vé:
d
/ el dy = / dx
Yy
ta dugc
Inly| =z +C,
tic 1a
ly| = e*T¢ = eCe®.

Vi y 1a ham kha vi lién tuc nén hoic y = e“e® hoiic y = —e®e®. Két hop hai truong hop,
cling véi truong hop y = 0, ta c6 nghiem tong quat 1a

y = De”,
v6i D 1a mot hang s6 thuc.

Cach giai chung ctia phuong trinh tach bién 1a nhu sau:
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Cach gidi phuong trinh tdch bién

Y = 4)1)

Budc 1: Viét lai dudi dang vi phan

h(y)dy = g(z)dx

& day h = %, dé tat cd y déu nidm vé mot vé clia phuong trinh va tat ci x

nam vé vé kia (tach bién).

Budc 2: Liy nguyén ham hai vé:
/h(y)dy = /g(m)dw (4.2.1)

Trong mot s trudng hop ta c6 thé tinh duge tich phan roi gidi duge phuong
trinh (4.2.1) dé dugc cong thitc tuong minh y theo z.

C6 thé giai thich cach giai nay nhu sau. Ta viét

') = 9

hay

O vé trai, déi bién y = y(z) ta duge

/h(y) dy = /g(:v) dz.

Vi du 4.2.2. Giai phuong trinh ting trudng dan sb (4.1.1)

P =EkP.

Budéce 1: Viét qP
— = kP.
dt

Dua vé dang P d mot bén, ¢t 6 mot bén (tach bién):

dP
— = kdt.
P

Budce 2: Lay tich phan hai vé:
dP
— = [ kdt
[%-]

In|P| =kt + C,

ta dugc
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tdc 1a

|P| _ ekt-i—C’ — eCekt'

Vi P 13 ham kha vi lién tuc nén hoiic P = e“eF* hoac P = —eCe¥*. Két hop hai trudng
hgp ta dugc nghiém
P =DM, DeR.
Chu y rang P(0) = D. Néu dat Py = P(0) 1a gia tri ban dau ctia dan s6 thi ta viét duge
nghiém la
P(t) = Pye.

Vi du 4.2.3. Giai phuong trinh tang truéng dan s6 ¢6 kim ham (mo hinh hau can) (4.1.2)

P
P=rl1—-=|P.

Ta nhan thiy day 1a mot phuong trinh tach bién. Ta viét n6é dudi dang P & mot vé
con t & vé kia:
dP

Lay nguyén ham hai vé (gid st P < K):

= rdt.

Suy ra

/(K1P+;Jdpzm+c,

véi C € R. Tu do
—In(K —P)+InP=rt+C,

hay

vay

K_p ¢

Giai phuong trinh nay tim P, ta dugc

P(l + ertJrC) — KertJrC

vay nghiém la
B Kert+C B K
- 1 + eTt+C - 1 + e—'r't—C’

P

voi C € R.
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4.2.2 Phuong trinh vi phan cip mot dang cap

Mot phuong trinh vi phan cdp moét dang cap 1a mot phuong trinh c6 dang

hay ngan gon hon

v6i F' 1a mot ham mot bién.

Vi du 4.2.4. Cac phuong trinh sau c6 dang dang cap:

a) y = x—l—y’ vi ta c¢6 thé viét lai nhu sau, véi v = 2:
xX
T—y
,_1+y/x_1—|—u
l—y/z 1—u
2 2
¢+ .
(b) y’:w,vi ta c6 the viét lai nhu sau, v6i u = <:
$2+y2 x

;o 1+y/x+ (y/x)? B 1+ u+u?

L+ (y/e)2 1+u?
Vi du 4.2.5. Giai phuong trinh sau
)y +2xy
Yy ="
x
Ta dua vé dang ding cap nhu sau:
/ Y 2 Y 2
y = <—> +2==u"+2u
T T

véiu =%, x#0. Do y(x) = u(x)z, ta tinh duge y'(x) = v'(z)x + u(z). Thay vao phuong
trinh trén ta dugc
u/x+u:u2—i—2u,
tic la
'z =u? + u.
Néu u? +u = 0, tiic u = 0 hay u = —1, ta dugc hai nghiem y = 0 hay y = —x. Néu
u? +u # 0 ta c6 thé dua phuong trinh vé dang phuong trinh tach bién

u 1

w4u oz

Ta gidi phuong trinh tach bién nhu ¢ muc trude. Lay nguyén ham hai vé:

1 1
/ 5 du = / —dx.
us+u x
Tinh tich phan:

1 1 1 1
/ du—/du-/ B du=Inlu| —In|u+1| =D+ In|z|.
u? +u u(u+ 1) v u+l
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Viét D =InC, C > 0, ta thu dugc

u
u—+1

’:C|:z:].

Trén moi khodng xac dinh z # 0 ta xét phuong trinh
u
u+1

= Cuz,
v6i mot hing s6 C' € R (néu diing mot 1i luan nang cao hon tit tinh lién tuc clia u ¢ thé
thay duge day 1a kha nang duy nhat). Giai phuong trinh nay ta duge

" Cx
1-Cz’

Thay u béi ¥, ta dugc mot nghiem 1a

Cz?

Tong két lai, dé giai phuong trinh déng cap ta lam nhu sau:

Cdch gidi phuong trinh ddng cdp

Budc 1: Dat u = £ hay y(x) = u(z)z, do cong thitc dao ham ctia ham tich, ta
c6 ' (z) = v (x)x + u(x).

Budc 2: Thay vao phuong trinh ban dau ta thu duge mot phuong trinh vi phan
cap mot v'z + u = F(u) tach bién dugce theo x va u.

Budc 3: Giai phuong trinh ¢ Budce 2 theo cach gidi phuong trinh tach bién, ta
tim u, sau d6 thay u =¥ dé tim y theo z.

4.2.3 Phuong trinh vi phan cip mot tuyén tinh

Mot phuwong trinh vi phan cap moét tuyén tinh la mot phuong trinh ¢6 dang

Yy Py = Q).

Goi la tuyén tinh 13 vi bac cao nhat ctia y 1 1.

Vi du 4.2.6. Giai phuong trinh zy’ +y = 2z.
Cht ¥ rang phuong trinh vi phan nay khong tach duge va ciing khong déng cap. Dimng
cong thiic dao ham cia tich:

ay +y=ay +a'y = (zy),
nhd dé ching ta cé thé viét lai phuong trinh 13

(vy) = 2x.
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LAy tich phan hai vé phuong trinh nay chiing ta nhan dugc

zy=a>+C
hay
C
y=x+ —.
x

Vi du trén chi ra ring mdi phuong trinh vi phan cap mot tuyén tinh cé thé duge giai
mot cach tuong tir bang cach nhan hai vé phuong trinh béi mot ham thich hop.

Cach gidi phuong trinh tuyén tinh

Y+ Py = Q)

Buéc 1: Tinh thira sé tich phan
N(l‘) _ 6'1. P(x)dx
Ta c6 p'(z) = p(z)P(x).
Buéc 2: Nhan ham p(z) vao hai vé clia phuong trinh vi phan:

p(@)y'(z) + p(@) P(z)y(z) = p(@)Q(z).

Buéc 3: Do cong thitc dao ham ctia tich phuong trinh duge viét lai 1a

Buéc 4: Lay nguyén ham:

d
Vi du 4.2.7. Giéi phuong trinh vi phan d—y + 322y = 622,
X
Phuong trinh nay 1a tuyén tinh véi P(z) = 322 va Q(z) = 6. Thita sb tich phan 1

M(CU) _ ef3:132dx _ €I3.
0] day ta chi can mot nguyén ham nao d6 ma thoi chit khong can cd mot ho nguyén ham.
Nhan hai vé ciia phuong trinh véi e ching ta duge

d
er* Y + 3x2exsy = 622
d
%(ezg’y) = 62
ey = Ik 622 dx = 2e*" + C
y = 2+ Ce™".

Vi du 4.2.8. Tim nghiém ciia bai toan gia tri dau

2y fry=1, >0, y(l)=2.
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Dau tien chiing ta phai chia hai vé cho hé s6 ctia 3/ dé dua phuong trinh vi phan vé
dang chuan
11
Yy + -y = 5 x> 0.
x x
Thita s6 tich phan la

M(@ _ ef %dx _ elnx — .

Nhan vé ctia phuong trinh duge cho véi x

, 1
vy +y=—
x
tic la
() =3
) .
Tw do )
my:/dx:ln$+0
x
va do dé
Inx+C
y=——"-:
x
Viy(l) =2 taco
1
g 1+C_
1
Vay nghiém ctia bai toan gia tri dau la
Inxz 4+ 2
Yy = .
x

Vi du 4.2.9. Giai phuong trinh tang truéng dan s6 (4.1.1))
P =kP.

Ta da gidi phuong trinh nay theo phuong phap tach bién & Vi du Bay gio viét
lai phuong trinh 6 dang P’ — kP = 0 ta lai thay day ciing 12 mot phuong trinh tuyén tinh.
Nhan hai vé véi e/ ~#d = ¢~ ta duge

e MP — ke P =0,

hay
(e ¥ P) =o.

Lay nguyén ham ta dugc e ¥ P = C, hay
P = Ceé.
Két qua nay trung véi két qua thu duce 6 Vi du

Vi du 4.2.10 (Ung dung vao mach dién). Mot ngudn dien tao ra mot dien ap E(t)
von (volt) va mot cudng do dong dien titc thoi I(t) ampe (ampere) tai thoi diém ¢ trong
mot mach dién. Mach dién con chita mot dién tré véi trd khang R 6m (Ohm) va mot cudn
cam v6i cdm khang bang L henri. Xem Hinh

Theo dinh luat Ohm do giam &p do dién tré gay ra la RI. Do gidm ap do cudn cam
gay ra la L(%). Mot dinh luat ctia Kirchhoff néi ring tong do giam ap chinh bing dien
ap tai nguon E(t). Do d6 ching ta c6

dl

L— + RI = E(t).
s (t)
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()
®

Cong tac
Hinh 4.2.1: Mach dién.

Nghieém 13 cudng do dong dién titc thoi I(¢) tai thoi diém ¢.
Véi L =4, R =12 va E(t) = 60 (day la trudng hgp dien thé khong ddi dude cung cap
bdi pin chang han), phuong trinh tré thanh

dl

4— + 121 =60

dt+ ’
hay

dl

— =15—-31I.

7 5—3

Ta nhan ra rang phuong trinh nay 1a tach bién dudc, va ta gidi n6é nhu sau:

dI
/w—y_/ﬁ

~1
5 15 -3I=t+C

15 — 31| = e3(+C)
15 — 3] = e 3Ce ™3t = A3t

Vay nghiém la

I(t)y=5— %Ae*?’t.

Gia st thay vi ding pin ching ta diing may phat dién tao ra mot dien ap thay doi
E(t) = 60sin 30t von. Phuong trinh vi phan tré thanh

dI
4— + 121 = 60sin 30t

dt
hay

dl

a + 31 = 15sin 30t.
Day 14 mot phuong trinh cAp mot tuyén tinh. Thita sb tich phan 1a e/ 34 = ¢3!, dan dén

dl d
egta + 363 = %(e3t1) = 153! sin 30¢.

Diing bang tich phan hodc diing may tinh ta c6 thé tinh dugc tich phan:
3t
e = / 153 sin 30t dt = 15%(3 sin 30t — 30 cos 30t) + C.

Vay nghiém la

I(t) = ﬁ(sin 30t — 10 cos 30t) + Cee ™3t
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Bai tap

Phuong trinh tach bién

4.2.1. Giai cac phuong trinh vi phan:

d dp
(a) ﬁ = ny, (g) dt t2p —p+ 21
d dz R
(b) % =ze Y. (h) o T etz — .
(c) zy?y =z + 1. (i) (@ +4)% = oy,
3 ! 2.3
(d) (* +zyP)y = 1. () ¢ = y?a.
. dx
(e) (y+siny)y' =z +a°. (k) - =2’ —2w+2
dv s+1 dy
f L , Ay |
® ds sv+s 1) dr xy,l’>0,y>0

4.2.2. Tim nghiém ctia phuong trinh vi phan thoa diéu kién dau cho trudc.

dy = dP
dy _z — 3 —VPi, P(1)=2.
@ P=2 0 =-3 © @ =vpi, P
dy Inz dL
(b) —=—- yl)=2 () == kL?Int, L(1)=—1.
Phuong trinh dang cap
4.2.3. Giai cac phuong trinh vi phan:
Y+ x2+y2
a) y = : =2 y(l)=2.
(a) - (8) v 0 »y(1)
y—x
(b) ¥ = : d
g () (@2 +4?) 5+ 2a(y +2¢) = 0.
(0) ¢ = 2y+x'
; (i) {x2y’(x) =y —ay +2°
r—y
d) ¢ = 1) =2.
(d) ¢'(z) Py y(1)
dy 4x— 3y N 9 o\ Y
i =(ry — —_.
(&) - P () y* = (zy —a%) -
dy _y— 6z de _ 2® + 17
() de 22—y k) {Tar T ¢
y(0) =1. z(2) =
Phuong trinh tuyén tinh
4.2.4. Giadi phuong trinh vi phan:
(a) ¥ +y=1 (g) a:j—y — 4y = xle”.
x
b) ¥ —y =€".
(b) v -y du
)y =z—y. (h) (1+t)E+UZ1+t’ t>0.
(d) 42’y + 2ty =sin®z. Q) tlnt@ = et
(e) =y’ +y=+/x. . “
z
(f) ¥ +y =sin(e”). (G) —=zz—x

147



148 CHUONG 4. PHUONG TRINH VI PHAN

4.2.5. Giai phuong trinh vi phan:

d
(a) ¢ + 3y = 4a. (e) (x2+1)£+3x(y—1)20, y(0) =2
(b) 2%y 4 2zy =Inz, y(1) =2
! _ ,—sinz
(c) t*—t2+3u, t>0, wu?2)=4 (B) v’ +ycosw=e :
(d) 22y’ +y=6z, x>0, y(4)=20 (g) zy'(x)—y(x) =xlnz véiz >0, vay(l) = 2.

L'J'ng dung va cac bai toan khac

4.2.6. Mot quan thé vi khuan cé tang trudng sb luong ti lé véi s6 lugng hien c6. Sau 1 gio c6 1000
ca thé vi khuéan, sau 4 gi ¢6 3000 ca thé. Hay tim s6 ca thé ¢ mot thoi diém bat ki va s6 ca thé &
thoi diém ban dau.

4.2.7. Lugng mudi trong moi trudng dang ting véi toc do theo thai gian (tinh biang ngay) ti le
véi s6 lugng hién c6, vi gap doi sau méi tuan. Gia st s6 lugng mudi ban dau 13 100.000 con, hiy
tim cong thic clia s6 lugng mudi tai thoi diém bat ki.

4.2.8 (M6 hinh 1ai nhap v6n lién tuc). Mot tai khodn c6 lugng tién ban dau 1a P (gbc). Lai
suat theo thai gian 14 r/nam, thuong duge viét § dang phan tram/nam. Chang han r = 0,05 = 5%
c6 nghia 13 sau 1 nam thi ¢t 100 don vi tién tai khodn sé nhan dude mot khoan 1ai 13 5 don vi tién.
Néu lai dugc nhap vao von, thi 7 chinh Ia téc do ting tuong doi ctia lugng tién trong tai khoan.
Trong m6 hinh 14i nhap vén lién tuc thi lugng tién A & thoi diém ¢ (tinh bing nam) thoa

a idi phuong trinh vi phan, ching t6 luong tién trong tai khoan duge cho béi
Giai ph trinh vi phan, ching t6 1 tien t tai kh d ho b
A(t) = Pe™.

Bai toan nay da dudc thdo luan bing phuong phap khac trong Vi tich phan ham mot bién
[Bmgtl].

(b) Ching t6 thoi gian can dé lugng tién trong tai khoan ting gap doi khong phu thuoc vao
khodn dau tu ban dau.

(c) D@ lugng tién ting gap doi mdi 10 nam thi lai suat phai bing bao nhiéu?

4.2.9 (Phan ra ctia Carbon C'%). Carbon C'* 14 mot chat phéng xa. Theo héa hoc s6 lugng
nguyén tit bi phan ra trong mot don vi thoi gian trén mot don vi s6 lugng nguyeén tit 1a khong doi.
Nhu vay néu goi C 1a s lugng nguyén tit & thoi diém ¢ thi

!
cw_,
C(t)
trong dé k 1a mot s6 thye khong thay ddi theo t.
(a) Ching t6
C(t) = Chekt

trong d6 Cy = C(0).

(b) Ngudi ta biét C'* phan ra theo qui luat s6 lugng gidm di phan nita sau 5730 nam. Tt d6
hay kiém ring k = —0,00012.



4.2. GIAI PHUONG TRINH VI PHAN CAP MOT 149

4.2.10 (Dinh tudi bang Carbon). Carbon C'* dugc sinh ra trong khi quyén Qua Dt do tac
dong ctia tia vii tru. Ti 1é giita C1* (phéng xa) va C12 (khong phéng xa) trong moi trudng cé thé
coi 14 khong thay ddi theo thsi gian. Cac co thé séng trao ddi chat véi moi trudng nén ti e giita
C'™ va C' trong co thé bang vdéi ti lé trong moi truong. Khi mot co thé chét di, n6é khong trao
ddi chét nita, lugng C''2 khong ddi trong khi lugng C'* giam di theo thsi gian do phong xa. Bing
cach do ti le C'* con trong co thé ngudi ta c6 thé suy ra thoi diém ma co thé chét. Day 1a nguyen
Ii cia phuong phép dinh tudi bing Carbon. Vé mat toan hoc, néu biét gia tri cia % ta c6 thé
tinh dugc t.

Nam 1991 ngudi ta phat hién duge mot xac ngudi déng biang trén day ndi Alps ¢ Chau Au,
va do dugc lugng C'* trong xac uép nay bing 53% lugng C' c¢6 trong mot co thé song. Hay tinh
xem Xac uSp nay bao nhiéu tudi?

4.2.11. Nam 1950 ngudi ta phat hién ¢ gan Bién Chét nhitng phan ciia nhitng cudén sach viét trén
gidy va da c6 noi dung lien quan t6i kinh ciia ngudi Do Thai c¢. Cac nha khao ¢6 xac dinh duge
ham lugng Carbon-14 trong cac cudn sach chi con 1a 78%. Hay tinh tudi cia cdc cudn sach nay.

4.2.12. Nguoi ta tim thiy nhitng banh xe bing gd clia cac chién xa do ngua kéo & Kazakhstan.
Ham lugng Carbon-14 trong gd chi con bing 62,5% so v6i ham lugng trong cay séng. Hay tinh
tudi clia cdc banh xe nay.

4.2.13. Dan s6 loai ngudi 13 5,28 tf ngudi vao niam 1990 va 6,07 ti ngudi vho nam 2000. Gia thiét
rang do cac han ché vé tai nguyén, Qua Dat khong thé di chd cho qua 10 ti ngusi. Hay dimng mo
hinh ting trudéng dan sé c6 kim ham dé dy doan dan sb thé gisi vio nam 2025.

4.2.14. Giai phuong trinh cta sy hoc & Bai tap 4.1.8
P =k(M - P).
Hay vé duong cong nghiém.
4.2.15. Giai phuong trinh clia sy ngudi ¢ Bai tap 4.1.70 Hay vé duong cong nghiém.

4.2.16. Mot vat néng duge dé nguoi trong mai trudng c6 nhiet do 1a 30°. Sau 10 phit ta do duge
nhiét do ctia vat 1a 50° va sau 20 phat thi nhiét do cta vat 1a 40°. Dung md hinh phuong trinh vi
phan clia sy ngudi, hily tinh nhiét do ban dau ctia vat v sau bao lau thi nhiét do ciia vat con 1a
35°7

4.2.17. Trong mach dién dugc cho & Hinh tim cuong do dong dien tiic thai I(¢) va vé do thi
clia né (c6 thé ding may tinh) trong céc truong hgp:

(a) Mot pin cung cap mot dien ap khong ddi 40 von, cam khang 1a 2 henri, trd khang 1a 10 6m
va I1(0) = 0.

(b) Mot may phét dien cung cap mot dién ap E(t) = 40sin 60t von, cam khang la 1 henri, tré
khang 1a 20 ém va I(0) = 1 ampe.

4.2.18. Mot phuwong trinh vi phan Bernoulli 1a phuong trinh c6 dang

Wy Py = Q.

Néu n = 0 hodc n = 1 thi phuong trinh Bernoulli 13 tuyén tinh. V6i n nhan nhiing gia tri khac,
phép thé u = y' =" bién d6i phuong trinh Bernoulli thanh phwong trinh tuyén tinh
du

-+ (1=n)P(x)u=(1-n)Q(z).

Diing phuong phap trén dé giai cac phuong trinh vi phan sau:

’ 2 2 Y
@) oy +u = oy ) v+ Ty =15
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4.2.19. Mot phuong trinh vi phan

dr  Q(z,y)
c6 thé dudce viét lai 1a
Pdx + Qdy =0,

va duge goi 1a mot phuong trinh vi phdan toan phan, hay mot phuong trinh vi phan khép
(exact), néu

oP _ 0Q

oy Oz’
Ta tim mot ham f(x,y) sao cho

==’

i-a

khi d6 phuong trinh an f(z,y) = C, v6i C € R la mot hing s6, xac dinh mot nghiem ctia phuong
trinh vi phan.

Ta c6 thé nhan thiy phuong phap nay chinh 13 phuong phép tim ham thé clia mot truong
phang théa diéu kién can ciia trudng bao toan ma ta da khéo sat & Chuong Gidi tich vecto, Muc

3.2.1} xem Vi du

Diing phuong phap trén dé giai cac phuong trinh vi phan sau:

—2xy 2+ ye™
r_ r_
(2) 1422 () y_2y—xewy'
2 2
-y o +y+1
b /: . d /:—7_
(b) 2zy + 1 (d) v Tty -ty

4.2.20. Mot phuong trinh tich phan la mot phuong trinh chita mot an ham y(x) va mot tich
phan chita y(z). Gidi phuong trinh tich phan sau. (Hudng dan: Lay dao ham va sit dung mot diéu
kién dau thu duge tir phuong trinh tich phan.)

(a) y(x) =2+ [ [t —ty(t)] dt. (b) y(z) =4+ [y 2t\/y(t) dt.

4.3 Giai phuong trinh vi phan cap hai

4.3.1 Phuong trinh vi phan cip hai tuyén tinh thuan
nhit véi hé sé hing

Mot phuong trinh vi phan cép hai tuyén tinh thuan nhat véi hé sé hang la
mot phuong trinh c6 dang

ay”(z) + by () + cy(z) = 0
véi a,b,c € R va a # 0.
Ta ting phuong trinh vi phan trén véi mot phuong trinh véi an la s6 thuc hoic phic,

goi la phuwong trinh ddac trung cho phuong trinh vi phan trén, la

ar? +br +¢=0.
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Cach gidi phuong trinh cdp hai tuyén tinh thuan nhdt véi hé sé6 hdng

ay’(z) + by'(x) + cy(z) = 0

Buéc 1: Giai phuong trinh dac trung ar? +br +c = 0.
Budéc 2: Bién luan dya vao nghiém ctia phuong trinh dic trung:

e néu phuong trinh dac trung c6 hai nghiém thiyc khac nhau r1, 79 thi
phuong trinh vi phan cé nghiém téng quat 1a

y(z) = Cre™* + Cae™™”,

e néu phuong trinh dic trung cé nghiém thiyc kép 1a ¢ thi phuong trinh
vi phan c6 nghiém tdng quat la

y(z) = C1e" + Caze™,

e néu phuong trinh dac trung cé nghiém phitc 1a o £ i3, thi phuong
trinh vi phan c6 nghiém tong quat 1a

y(x) = e**[C cos fx + Cysin fz],

voi Cl, Cy e R.

O day ta goi nghiém téng qudt la nghiem c6 thé thda didu kien dau cho trudc bt
ki.

Chitng minh. Ta xét truong hop thi nhat: phuong trinh dic trung cé hai nghiem thuec
khac nhau rq, 9. V6i
y(z) = C1e"* + Cre”™

ta tinh dugce
y'(x) = Cirie + Corge”™®

va
y"(z) = Clr%e”x + C'Qrgemm.

Tu doé
ay’(z) + by (z) + cy(z) = Cre" % (ar? + bry + cr1) + Cae™% (ar3 + bry + crg) = 0.
Truong hop thit hai tuong tu, véi
y(x) = C1e™" 4+ Coxe™”

ta tinh dugc
y'(z) = C1roe"® + Coe™ + Cozroe’”

Va
" 2 _rox 0T 0T 2 _rox
Yy (fl}') - C 7'06 0 + ng'rue 0 + CQT“@ 0 + Cgl’roe 0 5

tu do
ay”" (z) + by (z) + cy(x) = C1e™% (arg + bro + cro) + Coze™" (ard + bro + cro)+
+ C2e™*(2arg + b) = 0,
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cha y rang ro = —b/2a.

Truong hop thit ba can tinh todn nhiéu hon mot chit. Thé nghiém « + i vao phuong
trinh dic trung ta dugc a(a? — B2) 4+ ba + ¢ = 0 va 2aa3 + b = 0. Ta ciing tinh trie tiép
dugce

ay” (z) + by (z) + cy(z) = C1e** [(cos Bz) (aa® — aB® + ba + ¢) — (sin Bz) (2aa B + bB)] +
+ Coe™ [(sin Bz) (ac® — af? + ba + ¢) + (cos Bz) (2aa3 + bj)]
=0.

L]
Vi du 4.3.1. Giai phuong trinh vi phan cap hai
y" — 2y — 8y =0.

Phuong trinh dac trung 72 —2r —8 = 0 ¢6 hai nghiém thyc phan biét ry =4, ro = —2.
Do d6 nghiém téng quat ctia phuong trinh nay I3

y(x) = Cre*™ 4 Cye 2,
véi Cp,Cy € R.
Vi du 4.3.2. Giai phuong trinh vi phan cap hai
y' — 4y +4y = 0.

Phuong trinh dac trung 72 — 4r +4 = 0 ¢6 mot nghiem thuc kép ro = 2. Do d6 nghiém
tdng quat ctia phuong trinh nay 1a

y(x) = C1e** 4 Cywe®,
véi Cp,Cy € R.
Vi du 4.3.3. Giai phuong trinh vi phan cap hai
Y + 2y + 10y = 0.

Phuong trinh dic trung r2 4 2r + 10 = 0 ¢6 hai nghiém phiic 13 —1 4 3i. Do dé nghiém
tong quat ctia phuong trinh nay 1a

y(z) = e *[C cos 3x + Cy sin 3z]
v6i Cl, 02 € R.
Vi du 4.3.4. Giai bai toan gia tri dau sau
y'(z) +y'(z) =0
y(0) =1
y'(0) = —3.
Phuong trinh dic trung r? + r = 0 ¢6 hai nghiém thyc phan biét 1 = —1, 79 = 0. Do
dé6 nghiem téng quat ctia phuong trinh nay 1a
y(x) = C1 + Cae™?,

v6i C1,Cy € R. Do y(0) = 1, ta thu duge C; + Cy = 1. Ngoai ra, ta tinh duge dao ham
cta y nhu sau

Y () = —Cae™™.
Tu diéu kien ¢/(0) = —%, ta tim duge Cy = % Do do, C; = % Vay, nghiém ctia bai toan
la
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Vi du 4.3.5. Ta giadi phuong trinh vi phan chuyén dong ctia 1o xo (4.1.3):
ma" = k.

Day 1a mot phuong trinh vi phan cap hai tuyén tinh thuan nhat véi hé s6 hang. Giai
phuong trinh déc trung
mr? = —k

ta dugc hai nghiém phtc r = £i4/ % Vay phuong trinh c6 nghiém téng quat 1a

x(t) = Cycos/ E:n—l— Cosin 4/ Em,
m m

v6i C1,Cy € R. Néu O va Cy khong dong thoi bang 0, ta viét duge

/ 1 |k (s . |k
— 2 2
x(t) Cl + CQ (CM COS El' + m Sin m.%') .

Dat sin 8 = cos 3 = thi ta viét dugc

_ G _ G
VC3+C3’ VC3+C3

k k k
x(t) = \/C'lz+C’22(Sin6coswE:U—Fcosﬁsinﬂga:) =4/C? + C2sin (,B—F\/Eac).

Day 1a mot ham thé hien mot dao dong diéu hoa cé do thi hinh sin, ding nhu hién tuong
vat li.

4.3.2 Phuong trinh vi phan cap hai tuyén tinh khong
thuan nhat véi hé s6 hing

Mot phuong trinh vi phan cdap hai tuyén tinh khong thuan nhat vdi hé sob
hdng 13 mot phuong trinh c¢6 dang

ay” (x) + by’ (z) + cy(x) = f(x)

v6i a,b,c € R va a # 0, f 14 mot ham lién tuc trén mot khoang nao dé.

Ta gi6i thieu mot phuong phap duge goi 1a phwong phdp hé sé bat dinh gitp tim
duge nghiém trong mot s6 truong hop. Trong cac trudng hgp nay ta co gang tim ra mot
nghiém cla phuong trinh, goi 1a nghiém riéng hay nghiém ddc biét. Goi nhu vay la vi
nghiém nay chi théa mot diéu kien dau nhat dinh, trai véi nghiem téng quat ma ta mudn
tim c6 thé théa dieu kién dau cho trude bat ki.

Gia st y 1a nghiém tong quat va y, 1a mot nghiem rieng. Ta c6 dong thoi

ay' +by +ey=f
va
ay, + by, +cyr = f.
Trit hai phuong trinh ta dugc
aly —y)" + by —y) + cly —yr) = 0.

Vay hiéu y — ¥, ciia nghiém téng quat véi nghiém riéng ctia phuong trinh khong thuan
nhat 14 mot nghiém ctia phuong trinh thuan nhat tuong tng

ay” + by +cy = 0.



154 CHUONG 4. PHUONG TRINH VI PHAN

Cach giai phuong trinh thuan nhat nay ta da thao luan trong muc trude. Dat yo 14 nghiem
tong quat ctia phuong trinh thuan nhat tuong ing nay, ta dugc nghiém téng quét clia
phuong trinh khong thuan nhat 13

Y =19Yo+ Yr

Nhu vay bude chinh dé gidi 1 tim mot nghiém riéng ctia phuong trinh khong thuan nhat.

Cach gidi phuong trinh vi phan cdp hai tuyén tinh khong thuan nhat
vdi hé s6 hang
ay”(z) + by () + cy(z) = f(2)

Budc 1: Giai phuong trinh thuan nhat
ay”(z) + by () + cy(z) = 0
dé dugc nghiem toéng quat 1o clia phuong trinh nay.

Budc 2: Tim mot nghiém riéng y, clia phuong trinh khong thuan nhat. Néu ham
f 1a mot tong, tic 1a f = f; +--- + f,, thi ta tim nghiém riéng tuong ting
Yr1,-- - Yrn cho tiing ham thanh phan f1,..., fp, khido y, = yr1+- -+ Yrn.

Budc 3: Bay gis néu ham f chi ¢6 mot thanh phan thi:
(a) Néu f 1a mot da thic bac n thi y, 13 mot da thic bac n, c6 dang
yr(x) = apz™ + ap_12" ' + - 4 a1x + ag, véi cac a; 1a hing sb.
(b) Néu f(x) = Ce* véi C va k 1a hing 6, thi y,.(z) = ae*®, véi a la
hing s6.
(c) Néu f(z) = Csinaz hodc f(z) = Ccosaz v6i C la hing s6, thi
yr(7) = asinax + bcos ax, v6i a va b 1a hang so6.
Budc 4: So sanh y, v6i yg. Néu c6 thanh phan trong y, xuat hién trong yo thi
phai chinh ¥, bing cach nhan thém z hoic 22 vao ¥y, dé v, va yo khong con
thanh phan chung.

Buéc 5: Thé y, vio phuong trinh khong thuan nhét tuong ting dé giai tim céc
hé s6 chua biét.

Buéc 6: Nghiem tong quat ciia phuong trinh khong thuan nhat la

Y =Yo+ Yr.

Phuong phap nay con duge phét trién hon nita, nhu khi f 1a mot tich, c6 & cac tai
lieu nang cao hon nhu [Long), Boyce09]. Phuong phap nay kha phiic tap, dé dé& hiéu hon
ta hay xem xét cac vi du sau.

Vi du 4.3.6. Tim nghiém tong quat ciia phuong trinh vi phan
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ta c6 nghiém yo(z) = C1e® + Coe™ 7.
Vé phai clia phuong trinh vi phan z? 1a mot da thic bac 2, vay ta tim nghiem vy, c6
dang
yr(z) = az® 4 bz + ¢,

va ta thay khong c6 thanh phan ndo clia y, xuat hién trong .
Ta co
yr(z) =2ax +b
Y (z) = 2a.

Thay vao phuong trinh khong thuan nhat ban dau, ta dugdc

2a — (az® + br + ¢) = *

hay

—az® —br +2a — c = 2°.

Doéng nhat cac hé sd tuong tng, ta dude

—a=1
-b=0
20 —c=0

hay a = —1,b = 0,c = —2. Do d6 ta tim dugc y,(v) = —22 — 2.
Vay nghiém téng quat ctia phuong trinh khong thuan nhat 1a

y(z) = yo(z) + yr(x) = Cre” + Cze™* — 2% — 2.

Vi du 4.3.7. Tim nghiém tdng quat ciia phuong trinh vi phan

y// + y = 621.

Giai phuong trinh thuan nhat tuong tng
y'+y=0

ta c6 nghiém tong quét yo(r) = C1 cosx + Cysin .
Vé phai cia phuong trinh khong thuan nhat 1a ham e?*, vay nghiém y, c6 dang
yr(z) = ae®,
va ta thay khong c6 thanh phan nao ctia y, xuat hién trong yo.
Ta c6
{y’(a:) = 2ae%®

y'(z) = 4ae*®.

N

Thay vao phuong trinh khong thuan nhat ban dau ta duge 5ae?” = €**, do d6 a = £, v

yr(z) = e

Vay nghiém téng quat ctia phuong trinh khong thuan nhat 1a

1
y(x) = yo(z) + yr(x) = Crcosz + Cysinx + gezx_



156 CHUONG 4. PHUONG TRINH VI PHAN

Vi du 4.3.8. Tim nghiém tong quat ciia phuong trinh vi phan
y" —y' — 2y = sin 2x.
Giai phuong trinh thuan nhat tuong ting

y// - y/ 9y =0
ta c6 nghiem tdng quat yo(z) = Cre™* + Cae?®.
Vé phai ctia phuong trinh khong thuan nhat 14 ham sin 2z, vay nghiém v, c6 dang
yr() = asin 2z + bcos 2z,

va ta thay khong c6 thanh phan nao clia y, xuat hién trong .
Ta co
y'(x) = 2a cos 2x — 2bsin 2z
y"(z) = —4asin 2x — 4b cos 2z.
Thay vao phuong trinh khong thuan nhat ban dau ta duge —6a +2b = 1 va —2a — 6b = 0,

dodéa:—%,bzilo,va

3 . 1
yr(x) = ~%0 sin 2z + 50 €8 2x.

Vay nghiém téng quat ctia phuong trinh khong thuan nhat 1a
3 1
y(z) = yo(x) + yr () = Cre™ " + Coe** — % sin 2z + 20 €% 2.
Vi du 4.3.9. Tim nghiém tong quat ciia phuong trinh vi phan

y// _ y/ — 12y = 641.

Giai phuong trinh thuan nhat tuong tng

y//_y/_lzyzo
ta c6 nghiem yo(z) = Cre*® + Cye™32.
Vé phéi ciia phuong trinh khong thuan nhat 1a ham e*®, vay nghiem y, c6 dang

yr(x) = ae?,

nhung ta thay thanh phan e** cia y, ciing zudt hién trong iy, do dé theo phuong
phap ta phai nhan thém vdéi ¥, thita s6 x, va nghiém ¥, thiyc ra c6 dang

yr(z) = aze®®.

Bay gio thi y, khong con thanh phan chung véi yq.
Ta c6
Y (r) = ae’® + daxe®
y"(x) = 8ae*® + 16axe’®.

Thay vao phuong trinh khong thuan nhat ban dau, ta dugc

(8ae™® + 16azxe™™) — (ae'™ + daxe’®) — 12axe’” = &1,

Dong nhat cac hé s6 tuong tng, ta dude a = % Do d6 ta tim dudc
1
yr(x) = ?xe“.

Vay nghiém tong quat ciia phuong trinh khong thuan nhat la

1
y(2) = yo(z) + yr(z) = Cre™ + Coe ™ + ?xe“.
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Vi du 4.3.10. Tim nghiém téng quat ctia phuong trinh vi phan
y' —y =12y =e* + 32— 2.
Phuong trinh thuan nhat tuong ting
y' —y =12y =0

ta da giai trong Vi du vita 16i. Nghiem 13 yo(z) = C1e® + Coe 3%,

Vé phéi ctia phuong trinh khong thuan nhat 1a ham e* + (32 — 2), 14 tong cta hai
ham e** v 3z — 2, vay ta can tim hai nghiém riéng yr1 tuong tng véi el® va y, o tuong
ing v6i 3z — 2.

Nghiém y,.1 tuong tng véi phuong trinh

y// o y/ — 12y = 6495
ta da tim dugc trong Vi du vira 1oi 13

1
yr1(z) = ?xe%.

Nghiém vy, 2 tuong tng véi phuong trinh
y' —y — 12y = 3z — 2,

la mot da thic bac 1, ¢6 dang
Yr2(x) = ax + b.

Thay vao phuong trinh ta dugc
—a —12(ax 4+ b) = 3z — 2.
Suyraa:—% Vfib:%. Vay

1 3
Yra(z) = 17 16

Vay nghiém téng quat ciia phuong trinh da cho la

1 1 3
y(@) = 0() +9ra () + yra(w) = Cre™ + Coe™ 4 el — Ja 7.
Bai tap
4.3.1. Tim nghiém ctia phuong trinh vi phan.
(a) ¥ + 3y — 10y = 0. y' —8y + 16y =0
(d) qu(0)=1
/ —
Y+ 3y — 10y =0 y'(0) =6.
(b) Ju(0)=1 y'+3y' =0
y'(0) = 3. (e) qu(0)=1
y'(0) =1
4y" 4 20" 4 25y = 0 y'+y +y=0
(c) qu(0)=1 (f) qu(0)=1

y'(0) =2. y'(0) = 3.
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y' 2y +2y=0
(8) quy(m)=e"
y(m) = —2e" 7.

4.3.2. Tim nghiém ctia phuong trinh vi phan.

(a) ¥" +vy — 2y =2x.
(b) ¥ —y — 2y = 422,
(c) v' =2y +y=2%—1.
Yy’ — Ty’ + 10y = 100z
(@ {y(0) =0
y'(0) =5.
) ¥y +4y = 3sinzx.
)y — vy + 4y = sin 2x.
) ¥ +2y" — 3y = 2cos 3.
(h) ¢y’ — 3y — 4y = 2sinz.
) v — 3y + 2y = 6e32.
)y =2y +y = —4e”.

CHUONG 4. PHUONG TRINH VI PHAN

)y — 3y — 4y = 3e2*.
)y +4y —5=e""".
)y’ — 6y + 9y = 3.

n) ¥y’ +y=2"".
)y + 4y = 22 + 3e”.
) ¥’ + 4y = sint + sin(2t).

y' + 3y +2y =3 — 2"
(@) q¥(0)=0
y'(0) =0.

y' — 4y + 2y = ze®
(1) { (0) = —2/9
y'(0) =5/9.
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Chi muc

Py, [ bién,

Dinh Iy c¢o ban ctia tich phan dudng, [97]

o thi cong thitc doi bién,
g 96

cong thic Divergence, m

ggrfg()ié;lg, 09 cong thic Fubini,
dao him cong thitc Gauss—Ostrogradsky, (122
o cong thiic Green, 100} [LO5} [110} [L30)
dao ham rieng, cong thl:l’c Newton—Leibniz,
da0 ham theo huang, [(10 con it gjgkr;zs.
dmhr:l;dgiii’ m cong thu’c tich phan ting phan, m
dinh luat Faraday,
dinh thie,
dinh tudi biang Carbon,
duong di,
gZEg cuc tiéu toan cuc,
B . cuc tiéu tuong doi,
cung dmb hudng, cuc tiéu tuyet déi,
chinh qu cue tri, 0]
heg tl;lc’ 87 co sd vecto chinh téc,
t1:é1 dinh hudng, chiéu vuong goc, |9
vet, chidu dai Euclid,
duong chinh qui ting khic, cutl
dudng cong, ’
huéng tiép tuyén, div,
dudng muic,
dudng thing, gbc gitta hai vectd,
diém, gia tri trung binh,
diém bién, hinh hop
diém dirng, coﬁ |’5;5|
dié:rn gbc toa do, thé ’tich, E
diem gi/(jji han hinh sao, @
diem €61 han ham diéu hoa, [26
diem t, ham diéu hoa, [110
diem trong, ham Gamma, |85
diém yen, ham mat do,
bat ding thic tam giac, [1 ham the,
bai toan gi tri dau, [132 khéi don gian véi bién tron timg manh,

bd dé Poincaré, [103] [122 khéi non,
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khé tich, [56} [5

kha vi lién tuc, [24
kha vi ting khic, [90
khoang cach Euclid, |5

lan céan,
lién tuc,
mo hinh cta su hoc,

mo hinh ctia sy ngudi,
mo hinh hau can, m

mo6 hinh 14i nhap von lién tuc,
mo6 hinh tang trudng dan so,

mo hinh ting trudéng dan s6 c6 kim ham,

mit, [110
dinh huéng, [114]
dinh huéng lén trén,

don, [114
bién,
chinh qui,
vét,

mat cong,

mit phang,

mit phang tiép xic,
ma tran,

ma tran Hesse,
ma tran Jacobi,
mién,

mién don gian,

nghiem dic biét,
nghiém can bang, 135
nghiém riéng, [153

nghiém tdng quat, :151
nhan t Lagrange,

phép ddi bién,

dao nguge dinh huéng, 71}, [113

bio toan dinh hudng, (71}

phép chia,
khoéng con,
phéan hoach,
phan 14 ctia Carbon C14,
phan trong,

phuong phap hé s6 bat dinh,

phuong trinh dic trung, |150
phuong trinh Laplace,
phuong trinh vi phan

Bernoulli,
toan phan,

truong vecto,
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phuong trinh vi phan cap hai tuyén tinh
thuan nhat vé6i he s6 hing, 150

phuong trinh vi phan cap mot tuyén tinh,
145

phuong trinh vi phan cip mot déng cap, 142

phuong trinh vi phan cap mot tach bién, (139

qui tic ban tay phai,
s6 chiéu,

tich phan,
tich phan duong
doc lap véi duong di, [97]
loai hai,
loai mot, [89)
tich phan lap,
tich phan mit
loai hai,
loai mot, (112
tich trong Euclid,
tich vo hudéng Euclid,
tap miic,
tap dong,
tap bi chén,
tap compéc,

tap mé,
toa do,
toa do cau,

toa do tru,

tong Riemann,
thé ning,

thong lugng,
thé tich,
thé tich khon
tham s6 hoéa,

toan tit Laplace,
truc giao,

tron, [24]
duong di,
truong

bao toan,
gradient, |96
trudng vecta,
vectd, [3]
cting huéng, |8
ciing phuong, [8
tich c6 hudng, |9
vectad don vi, [§] [31]

vectd phap tuyén,
vectd phap tuyén don vi,
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vecto phap tuyén ngoai,
vuong géc, [8
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