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ÑÑOOÀÀ THÒ PHATHÒ PHAÚÚNGNG
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ÑÑònh nghònh nghóóaa
ÑÑooàà thò phathò phaúúngng
MoMoäät t ññooàà thò voâ hthò voâ hööôôùùng G ng G ñöñöôôïïc goc goïïi lai laøø phaphaúúng neng neááu tou toààn tan taïïi i 
momoäät cat caùùch veõ G trong mach veõ G trong maëët phat phaúúng sao cho khoâng cong sao cho khoâng coùù hai hai 
cacaïïnh nanh naøøo cuo cuûûa G caa G caéét nhau.t nhau.
Khi G laKhi G laøø momoäät t ññooàà thò phathò phaúúng thng thìì moãi camoãi caùùch veõ G trong mach veõ G trong maëët t 
phaphaúúng (sao cho khoâng cong (sao cho khoâng coùù hai cahai caïïnh nanh naøøo cuo cuûûa G caa G caéét nhau) t nhau) 
ñöñöôôïïc goc goïïi lai laøø momoäät biet bieååu dieãn phau dieãn phaúúng cung cuûûa G.a G.
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ÑÑònh nghònh nghóóaa
Ghi chuGhi chuùù: hai ca: hai caïïnh conh coùù chung mochung moäät t ñæñænh nh ñöñöôôïïc qui c qui ööôôùùc lac laøø
khoâng cakhoâng caéét nhau t nhau 

Khoâng caét nhau
Caét nhau
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ÑÑònh nghònh nghóóaa
VVíí duduïï
ÑÑooàà thò (G1) lathò (G1) laøø ññooàà thò phathò phaúúng vang vaøø cacaùùc c ññooàà thò (G2), (G3) lathò (G2), (G3) laøø
cacaùùc biec bieååu dieãn phau dieãn phaúúng cung cuûûa (G1). a (G1). 

(G2)

(G3)
(G1)
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ÑÑònh nghònh nghóóaa
(b) (b) PhePheùùp biep bieáán n ññooååi i ññooààng phoâing phoâi
Theâm vaTheâm vaøøo 1 o 1 ñæñænh nanh naèèm treân 1 cam treân 1 caïïnh, hay gonh, hay goääp 2 cap 2 caïïnh conh coùù
chung chung ñæñænh banh baääc 2 thac 2 thaøønh 1 canh 1 caïïnh.nh.
(c) (c) ÑÑooàà thò thò ññooààng phoâing phoâi
Hai Hai ññooàà thò thò ñöñöôôïïc goc goïïi lai laøø ññooààng phoâi neng phoâi neááu moãi u moãi ññooàà thò cothò coùù ñöñöôôïïc c 
ttöøöø ññooàà thò kia bathò kia baèèng cang caùùch thch thöïöïc hiec hieään mon moäät daõy cat daõy caùùc phec pheùùp biep bieáán n 
ññooååi i ññooààng phoâi.ng phoâi.
ÑÑònh lyònh lyùù: Ne: Neááu G lau G laøø momoäät t ññooàà thò phathò phaúúng thng thìì ta cota coùù thetheåå ttììm mom moäät t 
ññooàà thò Gthò G11ññooààng phoâi vông phoâi vôùùi G sao cho coi G sao cho coùù thetheåå veõ Gveõ G11 babaèèng ng 
cacaùùch chch chææ duduøøng cang caùùc c ññoaoaïïn than thaúúng.ng.
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ÑÑònh nghònh nghóóaa
CaCaùùc c ññooàà thò sau thò sau ññaây aây ññooààng phoâi:ng phoâi:
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CaCaùùc phec pheùùp rup ruùùt got goïïn cô ban cô baûûn n 
treân treân ññooàà thòthò

TTíính phanh phaúúng cung cuûûa moa moäät t ññooàà thò khoâng thay thò khoâng thay ññooååi nei neááu thu thöïöïc hiec hieään n 
momoäät hay nhiet hay nhieààu lau laààn can caùùc phec pheùùp rup ruùùt got goïïn sau n sau ññaây:aây:

BoBoûû ññi cai caùùc khuyeânc khuyeân
BoBoûû bôbôùùt cat caùùc cac caïïnh song song (chnh song song (chææ gigiööõ laõ laïïi moi moäät cat caïïnh nonh noáái i 
hai hai ñæñænh).nh).
GoGoääp hai cap hai caïïnh conh coùù chung chung ñæñænh banh baääc 2 thac 2 thaøønh monh moäät cat caïïnh.nh.
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CaCaùùc phec pheùùp rup ruùùt got goïïn cô ban cô baûûn n 
treân treân ññooàà thòthò

Boû ñænh baäc 2 Boû caïnh ssong Boû ñænh baäc 2 Boû caïnh ssong
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ÑÑònh lyònh lyùù KuratowskiKuratowski
ÑÑònh lyònh lyùù 11: : 

ÑÑooàà thò thò ññuuûû KK55 khoâng khoâng 
phaphaúúng.ng.

ÑÑònh lyònh lyùù 22: : 
ÑÑooàà thò lthò lööôõng phaân ôõng phaân ññuuûû
KK3,33,3 khoâng phakhoâng phaúúng.ng.

K5

K3, 3
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ÑÑònh lyònh lyùù KuratowskiKuratowski
NhaNhaään xen xeùùt: t: 

Hai Hai ññooàà thò Kthò K55 vavaøø KK3,33,3 lalaøø cacaùùc c ññooàà thò khoâng phathò khoâng phaúúng ng ññôn ôn 
giagiaûûn nhan nhaáát vôt vôùùi cai caùùc tc tíính chanh chaáát saut sau
NeNeááu xou xoùùa a ññi 1 i 1 ñæñænh hay 1 canh hay 1 caïïnh cunh cuûûa 2 a 2 ññooàà thò treân ththò treân thìì
chuchuùùng ta seõ cong ta seõ coùù ñöñöôôïïc c ññooàà thò phathò phaúúng.ng.
ÑÑooàà thò Kthò K55 lalaøø ññooàà thò khoâng phathò khoâng phaúúng cong coùù íít t ñæñænh nhanh nhaáát.t.
ÑÑooàà thò Kthò K3,33,3 lalaøø ññooàà thò khoâng phathò khoâng phaúúng cong coùù íít cat caïïnh nhanh nhaáát.t.
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ÑÑònh lyònh lyùù KuratowskiKuratowski
ÑÑònh lyònh lyùù 3:3:

ÑÑieieààu kieu kieään can caààn van vaøø ññuuûû ññeeåå momoäät t ññooàà thò lieân thoâng G cothò lieân thoâng G coùù
ttíính phanh phaúúng lang laøø G khoâng chG khoâng chöùöùa baa baáát kyt kyøø ññooàà thò con nathò con naøøo o 
ññooààng phoâi vông phoâi vôùùi Ki K55 hay Khay K3,33,3..
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ÑÑònh lyònh lyùù KuratowskiKuratowski
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Coâng thCoâng thöùöùc Eulerc Euler
ÑÑònh lyònh lyùù: Cho G la: Cho G laøø ññooàà thò phathò phaúúng, lieân thoâng gong, lieân thoâng goààm n m n ñæñænh, e nh, e 
cacaïïnh. Gianh. Giaûû ssöûöû G chia maG chia maëët phat phaúúng ra lang ra laøøm f vum f vuøøng, ta cong, ta coùù coâng coâng 
ththöùöùc sau (coâng thc sau (coâng thöùöùc Euler): c Euler): 

f = e f = e -- n + 2 n + 2 

HeHeää quaquaûû: Ne: Neááu G lau G laøø ññooàà thò thò ññôn, phaôn, phaúúng, lieân thoâng, gong, lieân thoâng, goààm n m n 
ñæñænh vanh vaøø e cae caïïnh (vônh (vôùùi e > 2). Giai e > 2). Giaûû ssöûöû G chia maG chia maëët phat phaúúng ra ng ra 
thathaøønh f vunh f vuøøng. Ta cong. Ta coùù::

e e ≥≥ (3/2)f (3/2)f 
e e ≤≤ 3n 3n -- 6 6 
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Coâng thCoâng thöùöùc Eulerc Euler
VVíí duduïï, a, aùùp dup duïïng heng heää quaquaûû nanaàày y ññeeåå chchöùöùng minh tng minh tíính khoâng nh khoâng 
phaphaúúng cung cuûûa Ka K55. K. K55 lalaøø ññooàà thò thò ññôn vaôn vaøø lieân thoâng colieân thoâng coùù v=5 vav=5 vaøø
e=10, ta coe=10, ta coùù e=10 > 9=3ve=10 > 9=3v--6 do 6 do ññooùù K5 khoâng phaK5 khoâng phaúúng (chung (chuùù yyùù
raraèèng ng ññaaûûo lao laïïi nei neááu mou moäät t ññooàà thò thothò thoûûa maõn e a maõn e ≤≤ 3v 3v –– 6 th6 thìì chchööa a 
chachaééc lac laøø ññooàà thò phathò phaúúng, Kng, K3,33,3 lalaøø momoäät vt víí duduïï).).
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Toâ maToâ maøøu u ññooàà thòthò
SaSaééc soc soáá cucuûûa a ññooàà thòthò

MoMoäät t phepheùùp toâ map toâ maøøuu ññooàà thò lathò laøø momoäät cat caùùch ch ññaaùùnh nhaõn cho nh nhaõn cho 
moãi moãi ñæñænh cunh cuûûa a ññooàà thò bathò baèèng mong moäät mat maøøu sao cho 2 u sao cho 2 ñæñænh kenh keàà
nhau phanhau phaûûi i ñöñöôôïïc c ññaaùùnh nhaõn khanh nhaõn khaùùc nhau.c nhau.
SaSaééc soc soáá cucuûûa moa moäät t ññooàà thò G, kythò G, kyùù hiehieääu u γγ(G), la(G), laøø momoäät sot soáá
nguyeân dnguyeân dööông k nhoông k nhoûû nhanhaáát sao cho tot sao cho toààn tan taïïi moi moäät phet pheùùp p 
toâ matoâ maøøu G chu G chææ ssöûöû duduïïng k mang k maøøu.u.
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Toâ maToâ maøøu u ññooàà thòthò
γγ(G)=4(G)=4
γγ(K(Knn)=n,)=n,∀∀nn∈∈|N|N
γγ(K(Km, nm, n)=2, )=2, ∀∀m, nm, n∈∈|N|N

(G) Ñ

X

ÑX

V
T
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Toâ maToâ maøøu u ññooàà thòthò
MoMoäät vat vaøøi ti tíính chanh chaáát vet veàà sasaééc soc soáá

NeNeááu u ññooàà thò G cothò G coùù chchöùöùa a íít nhat nhaáát mot moäät cat caïïnh khoâng phanh khoâng phaûûi lai laøø
khuyeân thkhuyeân thìì γγ(G)(G)≥≥ 2.2.
ÑÑooàà thò thò ññuuûû n n ñæñænh Knh Knn cocoùù sasaééc soc soáá lalaøø n. Nen. Neááu u ññooàà thò G chthò G chöùöùa a 
momoäät t ññooàà thò con thò con ññaaúúng cang caááu Ku Krr ththìì γγ(G)(G)≥≥ r.r.
NeNeááu u ññooàà thò G lathò G laøø momoäät chu trt chu trìình sô canh sô caááp n p n ñæñænh thnh thìì::

γγ(G)= 2 ne(G)= 2 neááu n chau n chaúún, n, γγ(G)= 3 ne(G)= 3 neááu n leu n leûû;;
γγ(G)= (n mod 2) + 2.(G)= (n mod 2) + 2.
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Toâ maToâ maøøu u ññooàà thòthò
ÑÑònh lyònh lyùù 11. . 

NeNeááu T lau T laøø momoäät caây n t caây n ñæñænh vônh vôùùi ni n≥≥2 th2 thìì γγ(T)= 2.(T)= 2.
ÑÑònh lyònh lyùù 22..

Cho G laCho G laøø ññooàà thò lieân thoâng cothò lieân thoâng coùù íít nhat nhaáát 1 cat 1 caïïnh. Khi nh. Khi ññooùù
γγ(G)=2 khi va(G)=2 khi vaøø chchææ khi G khoâng chkhi G khoâng chöùöùa chu tra chu trìình sô canh sô caááp p 
cocoùù sosoáá cacaïïnh lenh leûû. . 

ÑÑònh lyònh lyùù 33..
Cho Cho ññooàà thò G=(X, E). Gothò G=(X, E). Goïïi d(G)=max{d(x)/xi d(G)=max{d(x)/x∈∈X}. Ta X}. Ta 
cocoùù: : γγ(G)(G)≤≤ d(G)+1.d(G)+1.
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BaBaøøi toai toaùùn san saééc soc soáá
cucuûûa a ññooàà thò phathò phaúúngng

Lòch sLòch söûöû veveàà giagiaûû thuyethuyeáát 4 mat 4 maøøuu
KhoaKhoaûûng 10/1852, giang 10/1852, giaùùo so söö De Morgan ôDe Morgan ôûû trtrööôôøøng ng ÑÑaaïïi hoi hoïïc c 
Luaân Luaân ÑÑoân vieoân vieáát tht thöö cho cho ññooààng nghieng nghieääp cup cuûûa ma mìình lanh laøø oâng Sir oâng Sir 
William Hamilton William Hamilton ññeeåå babaøøn ven veàà babaøøi toai toaùùn: n: ““MoMoïïi bai baûûn n ññooàà ññeeààu u 
cocoùù thetheåå toâ batoâ baèèng 4 mang 4 maøøu sao cho hai nu sao cho hai nööôôùùc nac naèèm kem keàà nhau nhau 
phaphaûûi i ñöñöôôïïc toâ bac toâ baèèng hai mang hai maøøu khau khaùùc nhauc nhau””. . 
Sau Sau ññooùù cocoùù nhienhieààu cou coáá gagaééng cung cuûûa moa moäät sot soáá nhanhaøø toatoaùùn hon hoïïc c ññeeåå
giagiaûûi bai baøøi toai toaùùn nan naàày nhy nhööng ng ññeeààu khoâng u khoâng ññi i ññeeáán ken keáát quat quaûû cuocuoáái i 
cucuøøng. ng. ÑÑaaëëc biec bieäät cot coùù momoäät lôt lôøøi giai giaûûi bò sai (phai bò sai (phaûûi sau 10 naêm i sau 10 naêm 
mômôùùi phai phaùùt hiet hieään n ñöñöôôïïc choã khoâng c choã khoâng ññuuùùng trong lông trong lôøøi giai giaûûi), i), 
nhnhööng lyng lyùù lualuaään cun cuûûa lôa lôøøi giai giaûûi nai naàày y ññuuùùng cho ng cho ““babaøøi toai toaùùn 5 n 5 
mamaøøuu””. Va. Vaøøo naêm 1976, ...o naêm 1976, ...
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BaBaøøi toai toaùùn san saééc soc soáá
cucuûûa a ññooàà thò phathò phaúúngng

ÑÑònh lyònh lyùù 5 ma5 maøøu: u: momoïïi i ññooàà thò phathò phaúúng cong coùù thetheåå toâ batoâ baèèng 5 mang 5 maøøuu
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BaBaøøi toai toaùùn san saééc soc soáá
cucuûûa a ññooàà thò phathò phaúúngng

Lieân quan giLieân quan giööõa giaõa giaûû thuyethuyeáát 4 mat 4 maøøu vau vaøø sasaééc soc soáá ññooàà thò phathò phaúúngng
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