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CAÙC BAØI TOAÙN 
ÑÖÔØNG ÑI

Baøi toaùn ñöôøng ñi 
ngaén nhaát

CB

A

E

D

F

0

328

5 8

48

7 1

2 5

2

3 9

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


2

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 3

Baøi toaùn ñöôøng ñi ngaén nhaát 

Phaùt bieåu baøi toaùn
Cho G=(X, E) laø moät ñoà thò coù höôùng. Ta ñònh nghóa 
aùnh xaï troïng löôïng nhö sau:
L: E ⎯⎯→ |R

e |⎯→ L(e)
Xeùt hai ñænh i, j ∈X, goïi P laø moät ñöôøng ñi töø ñænh i 
ñeán ñænh j, troïng löôïng (hay giaù) cuûa ñöôøng ñi P ñöôïc 
ñònh nghóa laø:
L(P) = ∑(e∈P) L(e)

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 4

Baøi toaùn ñöôøng ñi ngaén nhaát

Muïc ñích cuûa baøi toaùn ñöôøng ñi ngaén nhaát laø tìm ñöôøng 
ñi P töø i ñeán j coù troïng löôïng nhoû nhaát trong soá taát caû
nhöõng ñöôøng ñi coù theå coù.
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 5

Baøi toaùn ñöôøng ñi ngaén nhaát

Nhaän xeùt:
Maëc duø baøi toaùn ñöôïc phaùt bieåu cho ñoà thò coù höôùng 
coù troïng, nhöng caùc thuaät toaùn seõ trình baøy ñeàu coù
theå aùp duïng cho caùc ñoà thò voâ höôùng coù troïng baèng 
caùch xem moãi caïnh cuûa ñoà thò voâ höôùng nhö hai caïnh 
coù cuøng troïng löôïng noái cuøng moät caëp ñænh nhöng coù
chieàu ngöôïc nhau.

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 6

Baøi toaùn ñöôøng ñi ngaén nhaát

Nhaän xeùt:
Khi laøm baøi toaùn tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát, chuùng ta coù
theå boû bôùt ñi caùc caïnh song song vaø chæ chöøa laïi moät 
caïnh coù troïng löôïng nhoû nhaát trong soá caùc caïnh song 
song.
Ñoái vôùi caùc khuyeân coù troïng löôïng khoâng aâm thì
cuõng coù theå boû ñi maø khoâng laøm aûnh höôûng ñeán keát 
quaû cuûa baøi toaùn. Ñoái vôùi caùc khuyeân coù troïng löôïng 
aâm thì coù theå ñöa ñeán baøi toaùn ñöôøng ñi ngaén nhaát 
khoâng coù lôøi giaûi
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 7

Baøi toaùn ñöôøng ñi ngaén nhaát

Nhaän xeùt:
Do caùc nhaän xeùt vöøa neâu, coù theå xem döõ lieäu nhaäp 
cuûa baøi toaùn ñöôøng ñi ngaén nhaát laø ma traän L ñöôïc 
ñònh nghóa nhö sau:
Lij =

troïng löôïng caïnh nhoû nhaát noái i ñeán j neáu coù,
0 neáu khoâng coù caïnh noái i ñeán j.

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 8

Baøi toaùn ñöôøng ñi ngaén nhaát

Trong khi trình baøy caùc thuaät toaùn, ñeå cho toång quaùt, giaù
trò 0 trong ma traän L coù theå thay theá baèng +∞. Tuy nhieân 
khi caøi ñaët chöông trình, chuùng ta vaãn coù theå duøng 0 thay 
vì +∞ baèng caùch ñöa theâm moät soá leänh kieåm tra thích 
hôïp trong chöông trình.
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Nguyeân lyù Bellman

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 10

Nguyeân lyù Bellman 

Haàu heát caùc thuaät toaùn tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát ñeàu ñaët 
cô sôû treân nguyeân lyù Bellman, ñaây laø nguyeân lyù toång 
quaùt cho caùc baøi toaùn toái öu hoùa rôøi raïc, ñoái vôùi tröôøng 
hôïp baøi toaùn ñöôøng ñi ngaén nhaát thì coù theå trình baøy 
nguyeân lyù naøy nhö sau.

P1

i

P1’ j

L(P1’) < L(P1)   ⇒ L(P1’⊕P2) < L(P1⊕P2)=L(P)
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 11

Nguyeân lyù Bellman

Giaû söû P laø ñöôøng ñi ngaén nhaát töø ñænh i ñeán ñænh j vaø k 
laø moät ñænh naèm treân ñöôøng ñi P. Giaû söû P=P1⊕P2 vôùi P1
laø ñöôøng ñi con cuûa P töø i ñeán k vaø P2 laø ñöôøng ñi con 
cuûa P töø k ñeán j. Nguyeân lyù Bellman noùi raèng P1 cuõng laø
ñöôøng ñi ngaén nhaát töø i ñeán k, vì neáu coù moät ñöôøng ñi 
khaùc laø P1’ töø i ñeán k coù troïng löôïng nhoû hôn hôn P1 thì
P1’⊕P2 laø ñöôøng ñi töø i ñeán j maø coù troïng löôïng nhoû hôn 
P, ñieàu naày maâu thuaãn vôùi tính ngaén nhaát cuûa P.

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 12

Ñieàu kieän toàn taïi lôøi giaûi 

Goïi P laø moät ñöôøng ñi töø i ñeán j, giaû söû P coù chöùa moät 
maïch µ. Coù 2 tröôøng hôïp sau ñaây.

Neáu L(µ)≥0 thì coù theå caûi tieán ñöôøng ñi P baèng caùch 
boû ñi maïch µ. 
Neáu L(µ)<0 thì khoâng toàn taïi ñöôøng ñi ngaén nhaát töø
ñænh i ñeán ñænh j vì neáu quay voøng taïi µ caøng nhieàu 
voøng thì troïng löôïng ñöôøng ñi P caøng nhoû ñi, töùc laø
L(P)→ -∞. k

j
µ

i
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Thuaät toaùn Dijkstra

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 14

Thuaät toaùn Dijkstra 

Xeùt ñoà thò G=(X, E) coù troïng vôùi X={1, 2, ..., n} vaø giaû
söû caùc caïnh khoâng aâm. 

Döõ lieäu nhaäp cho thuaät toaùn laø ma traän troïng löôïng L 
(vôùi qui öôùc Lhk=+∞ neáu khoâng coù caïnh noái töø ñænh h 
ñeán ñænh k) vaø hai ñænh i, j cho tröôùc. 
Döõ lieäu xuaát laø ñöôøng ñi ngaén nhaát töø i ñeán j.
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 15

Thuaät toaùn Dijkstra

Böôùc 1. Gaùn T:=X vaø gaén caùc nhaõn:
Dodai[i]=0; Dodai[k]= +∞, ∀k∈X\{i};
Nhan[k]=-1, ∀k∈X.
Böôùc 2. Neáu j∉T thì döøng vaø giaù trò Dodai[j] chính laø ñoä
daøi ñöôøng ñi ngaén nhaát töø i ñeán j vaø Nhan[j] laø ñænh naèm 
ngay tröôùc j treân ñöôøng ñi ñoù.
Böôùc 3. Choïn ñænh v∈T sao cho Dodai[v] nhoû nhaát vaø
gaùn T := T\{v}.
Böôùc 4. Vôùi moïi ñænh k∈T vaø coù caïnh noái töø v ñeán k, 

neáu Dodai[k]>Dodai[v]+Lvk thì
Dodai[k]= Dodai[v]+Lvk vaø Nhan[k]=v

Cuoái vôùi moïi.
Trôû veà böôùc 2. 

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 16

Thuaät toaùn Dijkstra

Ghi chuù: Khi thuaät toaùn döøng, neáu Dodai[j]= +∞ thì
khoâng toàn taïi ñöôøng ñi töø i ñeán j, neáu ngöôïc laïi thì
Dodai[j] laø ñoä daøi ñöôøng ñi ngaén nhaát vaø ta laàn ngöôïc ra 
ñöôøng ñi ngaén nhaát (ñi ngöôïc töø j trôû laïi i) nhö sau:

write(j);
k:= Nhan[j];
while k<>i do
begin

write('<---', k);
k := Nhan[k];

end;
write('<---', i);
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 17

Ví duï cho thuaät toaùn Dijkstra

Ta tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát töø
ñænh 1 ñeán ñænh 5 cho ñoà thò (G) 
trong hình veõ. Quaù trình thöïc 
hieän thuaät toaùn ñöôïc moâ taû trong 
caùc baûng sau ñaây, chuùng ghi laïi 
giaù trò cuûa caùc bieán T, Dodai, 
Nhan.
Ñöôøng ñi ngaén nhaát töø 1 ñeán 5 
coù ñoä daøi laø 9 vaø ñi qua caùc ñænh 
1,4,3,5.

7

6

5

4

3

2

1

1712

5

3

2
6

1

8

3
3

9

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 18

Ví duï cho thuaät toaùn Dijkstra

65

765

7652

76532

765432

7654321T

7654321Caùc ñænh
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 19

Ví duï cho thuaät toaùn Dijkstra

+∞9

6+∞9

6+∞96

6+∞+∞46

6+∞+∞3+∞9

+∞+∞+∞+∞+∞+∞0Ñoä daøi

7654321

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 20

Ví duï cho thuaät toaùn Dijkstra

1-13144

1-1-1144

1-1-11-11

-1-1-1-1-1-1-1Nhaõn

7654321Caùc ñænh
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 21

Ví duï 2

d(z) = 75
d(u) = 50

10

zs
u

d(z) = 60
d(u) = 50

10

zs
u

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 22

Ví duï 3

CB

A

E

D

F

0

428

∞ ∞

48

7 1

2 5

2

3 9

CB
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D

F

0

328

5 11

48

7 1

2 5

2

3 9
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 23

Ví duï 3 (tieáp theo)

CB

A

E

D

F

0

327

5 8

48

7 1

2 5

2

3 9
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E

D

F

0

327

5 8

48

7 1

2 5

2

3 9

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 24

Caøi ñaët thuaät toaùn Dijkstra 

Ñoaïn chöông trình Pascal sau ñaây goàm hai thuû tuïc: 
Dijkstra (tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát) vaø Induongdi (in ra 
ñöôøng ñi ngaén nhaát). Chuùng ta duøng moät caáu truùc tích 
hôïp teân laø DOTHI bao goàm caû thoâng tin veà döõ lieäu nhaäp 
cuûa ñoà thò vaø caùc bieán caàn thieát cho quaù chaïy cuûa thuaät 
toaùn Dijkstra. Thuû tuïc Dijkstra giaû söû raèng ñoà thò G ñaõ coù
saün soá ñænh G.n vaø ma traän troïng löôïng G.L; chuùng ta qui 
öôùc moät giaù trò ñaëc bieät cho +∞ laø VOCUC=-1vaø theâm 
moät vaøi leänh kieåm tra thích hôïp trong chöông trình.
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 25

Caøi ñaët thuaät toaùn Dijkstra 

const MAXV=20;
VOCUC=-1;

type DINH = 1..MAXV;
DOTHI=record

n: byte;
L: array[DINH, DINH] of real;
T, X: set of DINH;
Dodai: array[DINH] of real;
Nhan: array[DINH] of integer;

end;

const MAXV=20;
VOCUC=-1;

type DINH = 1..MAXV;
DOTHI=record

n: byte;
L: array[DINH, DINH] of real;
T, X: set of DINH;
Dodai: array[DINH] of real;
Nhan: array[DINH] of integer;

end;

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 26

Caøi ñaët thuaät toaùn Dijkstra 

procedure InDuongDi (G: DOTHI; i, j: integer);
var k: integer;
begin

writeln('Duong ngan nhat tu ', i,' den ',j,' la:');
write(j);
k:=G.Nhan[j];
while k<>i do
begin

write('<---', k);
k := G.Nhan[k];

end;
writeln('<---', i);

end;

procedure InDuongDi (G: DOTHI; i, j: integer);
var k: integer;
begin

writeln('Duong ngan nhat tu ', i,' den ',j,' la:');
write(j);
k:=G.Nhan[j];
while k<>i do
begin

write('<---', k);
k := G.Nhan[k];

end;
writeln('<---', i);

end;
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 27

Caøi ñaët thuaät toaùn Dijkstra 

procedure Dijstra(var G: DOTHI; i, j: integer);
var min: real;

k, v: DINH;
begin

G.X := [1..G.n];
G.T := G.X;
G.Dodai[i] := 0;
for k:=1 to G.n do
begin
if k<>i then

G.Dodai[k]:=VOCUC;
G.Nhan [k] := -1;

end;
...

procedure Dijstra(var G: DOTHI; i, j: integer);
var min: real;

k, v: DINH;
begin

G.X := [1..G.n];
G.T := G.X;
G.Dodai[i] := 0;
for k:=1 to G.n do
begin
if k<>i then

G.Dodai[k]:=VOCUC;
G.Nhan [k] := -1;

end;
...

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 28

Caøi ñaët thuaät toaùn Dijkstra 

...
while j in G.T  do
begin

{-------------------------------------------}
min:=-1;
for k:=1 to G.n do
if (k in G.T) and (G.Dodai[k] <> VOCUC) then

if (min=-1) or (min>G.Dodai[k]) then
begin
min := G.Dodai[k];
v := k;

end;
{-------------------------------------------}

...

...
while j in G.T  do
begin

{-------------------------------------------}
min:=-1;
for k:=1 to G.n do
if (k in G.T) and (G.Dodai[k] <> VOCUC) then

if (min=-1) or (min>G.Dodai[k]) then
begin
min := G.Dodai[k];
v := k;

end;
{-------------------------------------------}

...
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 29

Caøi ñaët thuaät toaùn Dijkstra 

...
G.T := G.T-[v];
for k:=1 to G.n do
if (G.L[v, k] > 0) and (k in G.T) then

if (G.Dodai[k]=VOCUC) or 
(G.Dodai[k] > G.Dodai[v]+G.L[v,k]) then

begin
G.Dodai[k] := G.Dodai[v]+G.L[v,k];
G.Nhan[k] := v;

end;
end;

end;

Thuaät toaùn Floyd
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 31

Thuaät toaùn Floyd 

Thuaät toaùn Floyd ñöôïc duøng ñeå tìm ra ñöôøng ñi ngaén 
nhaát giöõa taát caû caëp ñænh baát kyø cuûa moät ñoà thò G vôùi caùc 
caïnh coù troïng löôïng döông. Döõ lieäu nhaäp cho thuaät toaùn 
laø ma traän troïng löôïng L (vôùi qui öôùc Lij=0 neáu khoâng 
coù caïnh noái töø ñænh i ñeán ñænh j). Thuaät toaùn ñöôïc thuaät 
hieän baèng 3 voøng laëp loàng nhau, khi thuaät toaùn keát thuùc 
thì Lij seõ laø ñoä daøi ñöôøng ñi ngaén nhaát töø ñænh i ñeán ñænh 
j neáu Lij>0 vaø ñöôøng ñi khoâng toàn taïi neáu Lij=0. Trong 
phaàn caøi ñaët, chuùng ta seõ boå sung theâm kyõ thuaät ñeå chæ
ra cuï theå ñöôøng ngaén nhaát.

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 32

Thuaät toaùn Floyd

Laëp i=1, 2, ..., n laøm
Laëp j=1, 2, ..., n laøm

Neáu L[j, i]>0 thì
Laëp k=1, 2, ..., n laøm

Neáu L[i, k]>0 thì
Neáu L[j, k]=0 hay L[j, i]+L[i,k]<L[j, k] thì

L[j, k] = L[j, i]+L[i,k]
Cuoái laëp k.

Cuoái laëp j.
Cuoái laëp i. 

Laëp i=1, 2, ..., n laøm
Laëp j=1, 2, ..., n laøm

Neáu L[j, i]>0 thì
Laëp k=1, 2, ..., n laøm

Neáu L[i, k]>0 thì
Neáu L[j, k]=0 hay L[j, i]+L[i,k]<L[j, k] thì

L[j, k] = L[j, i]+L[i,k]
Cuoái laëp k.

Cuoái laëp j.
Cuoái laëp i. 
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 33

Caøi ñaët thuaät toaùn Floyd

Trong caøi ñaët thuaät toaùn Floyd, ngoaøi troïng löôïng ñöôøng 
ñi noái töø ñænh i (goïi laø nuùt 1 treân ñöôøng ñi) ñeán ñænh j 
(goïi laø nuùt 2 treân ñöôøng ñi), chuùng ta boå sung theâm moät 
tröôøng teân laø sau_nut1 ñeå löu chæ soá cuûa ñænh ngay sau i 
treân ñöôøng ñi töø i ñeán j. Do ñoù moãi phaàn töû L[i, j] laø moät 
maãu tin goàm 2 tröôøng: tröôøng dodai laø troïng löôïng ñöôøng 
ñi vaø tröôøng sau_nut1. 

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 34

Caøi ñaët thuaät toaùn Floyd

Moãi khi ñöôøng ñi ñöôïc caûi tieán thì giaù trò cuûa tröôøng 
sau_nut1 cuõng thay ñoåi. Thuû tuïc Floyd nhaän vaøo moät 
tham soá ñoà thò G coù kieåu caáu truùc FLOYD_GRAPH, 
trong ñoù giaû söû caùc tröôøng: G.n ñaõ ñöôïc khôûi taïo laø soá
ñænh ñoà thò, G.L[i,j].dodai ñöôïc khôûi taïo giaù trò Lij cuûa 
ma traän troïng löôïng, G.L[i,j].sau_nut1 ñöôïc khôûi taïo giaù
trò laø j neáu coù caïnh noái i ñeán j vaø ñöôïc khôûi taïo giaù trò 0 
neáu ngöôïc laïi. 
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 35

Caøi ñaët thuaät toaùn Floyd

Thuû tuïc Induongdi duøng ñeå in ra ñöôøng ñi ngaén nhaát töø
ñænh i ñeán ñænh j. Chuù yù raèng vôùi moãi ñoà thò G thì chæ caàn 
goïi thuû tuïc Floyd moät laàn ñeå tìm ra taát caû caùc ñöôøng ñi, 
trong khi ñoù thuû tuïc Induongdi phaûi ñöôïc goïi nhieàu laàn 
ñeå in ra töøng ñöôøng ñi cuï theå.

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 36

Thuaät toaùn Bellman 

Thuaät toaùn Bellman ñöôïc duøng cho caùc ñoà thò coù troïng 
löôïng aâm. Thuaät toaùn naøy tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát töø moät 
ñænh cuûa ñoà thò ñeán moãi ñænh khaùc neáu ñoà thò khoâng coù
maïch aâm. Neáu phaùt hieän ñoà thò coù maïch aâm thì thuaät 
toaùn döøng. Döõ lieäu nhaäp cho thuaät toaùn laø ma traän troïng 
löôïng L (vôùi qui öôùc Lij=0 neáu khoâng coù caïnh noái töø ñænh 
i ñeán ñænh j).
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 37

Thuaät toaùn Bellman 

Cho tröôùc ñænh x∈X.
Böôùc 1. Khôûi taïo π(0, x)=0; π(0, i)=+∞, ∀i≠x vaø k=1.
Böôùc 2. Vôùi moãi i∈X ta ñaët
π(k, i)=min ({π(k-1, i)}∪{ π(k-1, j)+Lji/coù caïnh noái j 
ñeán i}
Böôùc 3. Neáu π(k, i)=π(k-1, i) vôùi moïi i∈X thì π(k, i) 
chính laø ñoä daøi ñöôøng ñi ngaén töø x ñeán i. Ngöôïc laïi neáu 
k<n thì taêng k:=k+1 vaø trôû laïi böôùc 2; neáu k=n thì döøng 
vì töø x ñi tôùi ñöôïc moät maïch aâm.

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 38

Caøi ñaët thuaät toaùn Bellman

Khi caøi ñaët thuaät toaùn Bellman, ma traän π ñöôïc caøi ñaët 
nhö moät maûng 2 chieàu Pi, moãi phaàn töû bao goàm hai 
tröôøng: tröôøng dodai vaø tröôøng truoc_nut2. Cuï theå
Pi[k,i].dodai laø giaù trò cuûa π(k, i) trong thuaät toaùn; vaø
Pi[k,i].truoc_nut2 laø chæ soá cuûa nuùt ñi ngay tröôùc nuùt i 
treân ñöôøng ñi ngaén nhaát töø x ñeán i. 
Vì thuaät toaùn Bellman laøm vieäc treân caû caùc soá aâm neân 
khoâng theå duøng giaù trò ñaëc bieät laø -1 cho +∞, chuùng ta seõ 
duøng giaù trò lôùn nhaát cuûa soá nguyeân 4 byte (maxlongint) 
ñeå thay cho +∞. 
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 39

Caøi ñaët thuaät toaùn Bellman

Moät soá ñieåm caàn löu yù nhö sau.
Haøm Bellman goàm 3 tham soá: bieán caáu truùc ñoà thò G, 
moät ñænh x vaø chæ soá doøng k. Döõ lieäu vaøo cho haøm laø soá
ñænh ñoà thò G.n, ma traän troïng löôïng G.L. Neáu haøm traû
veà FALSE thì töø ñænh x coù theå ñi ñeán moät maïch aâm. 
Ngïöôïc laïi neáu haøm traû veà TRUE thì döõ lieäu ra cuûa haøm 
laø moät chæ soá k vaø ma traän G.Pi; trong ñoù G.Pi[k, i] chöùa 
thoâng tin veà ñöôøng ñi ngaén nhaát töø x ñeán i neáu G.Pi[k, 
i].dodai ≠ +∞.
Haøm Induongdi cuõng nhaän vaøo 3 tham soá nhö haøm 
Bellman vaø in ra taát caû caùc ñöôøng ñi ngaén nhaát neáu coù töø
ñænh x ñeán taát caû caùc ñænh khaùc cuûa ñoà thò.

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 40

Ví Duï Cho Thuaät Toaùn Bellman 

Xem ñoà thò trong hình veõ, chuùng ta seõ tính toaùn cho 2 
tröôøng hôïp: caùc ñöôøng ñi khôûi ñaàu töø ñænh 1 vaø caùc 
ñöôøng ñi khôûi ñaàu töø ñænh 3. 

1 2

3 4

5

1

-2
2 8

5

4
-1

1

2
6
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 41

Ví Duï Cho Thuaät Toaùn Bellman 

Tröôøng hôïp ñöôøng ñi khôûi ñaàu töø ñænh 1, thuaät toaùn 
döøng vaø phaùt hieän ra töø 1 coù theå ñeán maïch aâm, thöïc ra 
tröôøng hôïp naày thì ñænh 1 naèm ngay chính treân maïch 
aâm. 

1 2

3 4

5

1

-2
2 8

5

4
-1

1

2
6

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 42

Ví Duï Cho Thuaät Toaùn Bellman 

Tröôøng hôïp ñöôøng ñi khôûi ñaàu töø ñænh 1, thuaät toaùn döøng 
vaø phaùt hieän ra töø 1 coù theå ñeán maïch aâm, thöïc ra tröôøng 
hôïp naày thì ñænh 1 naèm ngay chính treân maïch aâm. 
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 43

Ví Duï Cho Thuaät Toaùn Bellman 

Tröôøng hôïp ñöôøng ñi khôûi ñaàu töø ñænh 3, thuaät toaùn 
döøng vaø cho bieát coù ñöôøng ñi ngaén nhaát töø ñænh 3 ñeán 
moãi ñænh coøn laïi hay khoâng. Caùc soá trong ngoaëc laø caùc 
giaù trò cuûa tröôøng truoc_nut2.

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 44

Ví Duï Cho Thuaät Toaùn Bellman 

Döïa vaøo baûng treân coù theå suy ra:
ñöôøng ñi töø 3 ñeán 1 hay 2: khoâng coù;
ñöôøng ñi ngaén nhaát töø 3 ñeán 4 (ñoä daøi 2):4← 6← 5← 3;
ñöôøng ñi ngaén nhaát töø 3 ñeán 5 (ñoä daøi -1):5← 3;
ñöôøng ñi ngaén nhaát töø 3 ñeán 6 (ñoä daøi 1): 6← 5← 3.
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Ñoà thò Euler

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 46

Baøi toaùn 7 chieác caàu 

7 caây caàu treân soâng Preùgel, taïi thaønh phoá Konigsberg

A

B

C D
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 47

Baøi toaùn 7 chieác caàu

Ñaây laø moät tình huoáng coù thaät ôû Konigsberg (nöôùc Ñöùc), 
coù hai vuøng bò ngaên caùch bôûi moät doøng soâng vaø coù 2 cuø
lao (ñaûo) ôû giöõa soâng, 7 chieác caàu noái nhöõng vuøng naøy 
vôùi nhau nhö minh hoïa trong hình veõ treân. Ngöôøi daân 
trong vuøng thaùch ñoá nhau laø thöû tìm caùch xuaát phaùt töø
moät vuøng ñi daïo qua moãi chieác caàu ñuùng moät laàn vaø trôû
veà nôi xuaát phaùt. 
Naêm 1736, nhaø toaùn hoïc Euler ñaõ moâ hình baøi toaùn naøy 
baèng moät ñoà thò voâ höôùng vôùi moãi ñænh öùng vôùi moät 
vuøng, moãi caïnh öùng vôùi moät chieác caàu. 

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 48

Baøi toaùn 7 chieác caàu

Baøi toaùn ñöôïc phaùt bieåu laïi cho ñoà thò trong hình veõ beân 
döôùi, haõy tìm moät ñöôøng ñi trong ñoà thò qua taát caû caùc 
caïnh, moãi caïnh chæ moät laàn sau ñoù trôø veà ñænh xuaát phaùt. 
Vieäc giaûi baøi toaùn ñöa ñeán caùc ñònh lyù lieân quan ñeán ñoà
thò Euler.

A

B

C D
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 49

Caùc ñònh nghóa 

Daây chuyeàn Euler laø daây chuyeàn ñi qua taát caû caùc caïnh 
trong ñoà thò vaø moãi caïnh ñöôïc ñi qua ñuùng moät laàn.
Chu trình Euler laø daây chuyeàn Euler coù ñænh ñaàu truøng 
vôùi ñænh cuoái.
Ñöôøng ñi Euler (ñoà thò coù höôùng) laø ñöôøng ñi qua taát caû
caùc caïnh cuûa ñoà thò vaø moãi caïnh ñöôïc ñi qua ñuùng moät 
laàn.
Maïch Euler laø ñöôøng ñi Euler coù ñænh ñaàu truøng vôùi 
ñænh cuoái.

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 50

Caùc ñònh nghóa

Ñoà thò Euler voâ höôùng laø ñoà thò voâ höôùng coù chöùa moät 
chu trình Euler.
Ñoà thò Euler coù höôùng laø ñoà thò coù höôùng coù chöùa moät 
maïch Euler.
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 51

Ñònh lyù Euler 

Ñònh lyù 1: Cho G=(X, E) laø moät ñoà thò voâ höôùng. Khi ñoù: 
G laø ñoà thò Euler ⇔ G lieân thoâng vaø d(x) chaün ∀x∈X.
Ñònh lyù 2: Cho G=(X, E) laø moät ñoà thò voâ höôùng. Khi ñoù
G coù chöùa daây chuyeàn Euler vaø khoâng chöùa chu trình 
chu trình Euler khi vaø chæ khi G lieân thoâng coù chöùa ñuùng 
hai ñænh baäc chaün.
Ñònh lyù 3: Cho G=(X, E) laø moät ñoà thò coù höôùng. G laø ñoà
thò Euler ⇔ G lieân thoâng vaø d+(x)=d-(x) ∀x ∈ X.

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 52

Ñònh lyù Euler

Ñoà thò (G1) coù 2 ñænh baäc leû neân khoâng phaûi laø ñoà thò 
Euler. Tuy nhieân do thoûa maõn ñieàu kieän cuûa ñònh lyù 2, 
ñoà thò naày coù daây chuyeàn Euler: bcadbaedc. 

a

b c

d

e
a

b c

d

a

b c

d

e

(G1) (G2) (G3)

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


27

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 53

Ñònh lyù Euler

Ñoà thò (G2) coù daây chuyeàn Euler nhöng khoâng coù ñöôøng 
ñi Euler. 
Ñoà thò voâ höôùng (G3) coù moïi ñænh ñeàu baäc chaün neân laø
ñoà thò Euler voâ höôùng.

a

b c

d

e
a

b c

d

a

b c

d

e

(G1) (G2) (G3)

Ñoà thò Hamilton
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 55

Ñoà thò Hamilton 

Khaùi nieäm ñöôøng ñi Hamilton ñöôïc xuaát phaùt töø baøi 
toaùn: “Xuaát phaùt töø moät ñænh cuûa khoái thaäp nhò dieän ñeàu, 
haõy ñi doïc theo caùc caïnh cuûa khoái ñoù sao cho ñi qua taát 
caû caùc ñænh khaùc, moãi ñænh qua ñuùng moät laàn, sau ñoù trôû
veà ñænh xuaát phaùt”. Baøi toaùn naày ñöôïc nhaø toaùn hoïc 
Hamilton ñöa ra vaøo naêm 1859.

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 56

Ñònh nghóa 

(a) Daây chuyeàn Hamilton laø daây chuyeàn ñi qua taát caû
caùc ñænh cuûa ñoà thò vaø ñi qua moãi ñænh ñuùng moät laàn.
(b) Chu trình Hamilton laø daây chuyeàn Hamilton vaø coù
moät caïnh trong ñoà thò noái ñænh ñaàu cuûa daây chuyeàn vôùi 
ñænh cuoái cuûa noù.
(c) Ñoà thò Hamilton laø ñoà thò coù chöùa moät chu trình 
Hamilton.
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 57

Vaøi keát quaû lieân quan ñeán 
ñoà thò Hamilton

Khoâng gioáng nhö ñoà thò Euler, chuùng ta chöa coù ñieàu 
kieän caàn vaø ñuû ñeå kieåm tra xem moät ñoà thò coù laø
Hamilton hay khoâng. Caùc keát quaû coù ñöôïc hieän nay chæ
laø caùc ñieàu kieän ñuû ñeå moät ñoà thò laø ñoà thò Hamilton hay 
coù daây chuyeàn Hamilton.

Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 58

Vaøi keát quaû lieân quan ñeán 
ñoà thò Hamilton

Ñoà thò ñuû luoân laø ñoà thò Hamilton. Vôùi n leû ≥ 3 thì Kn coù
(n-1)/2 chu trình Hamilton ñoâi moät khoâng coù caïnh 
chung.
Giaû söû G laø ñoà thò löôõng phaân vôùi hai taäp ñænh X1, X2 
vaø ⏐X1⏐=⏐X2⏐=n. Neáu d(x)≥n/2 vôùi moïi ñænh x cuûa G 
thì G laø ñoà thò Hamilton.
Giaû söû G laø ñoà thò voâ höôùng ñôn goàm n ñænh vôùi n≥3. 
Neáu d(x)≥n/2 vôùi moïi ñænh x cuûa G thì G laø ñoà thò 
Hamilton.
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Lyù thuyeát Ñoà thò - Caùc baøi toaùn ñöôøng ñi - Khoa CNTT - Ñaïi hoïc KHTN 59

Vaøi keát quaû lieân quan ñeán 
ñoà thò Hamilton

Giaû söû G laø ñoà thò voâ höôùng ñôn goàm n ñænh vôùi n≥3. 
Neáu d(x)≥(n-1)/2 vôùi moïi ñænh x cuûa G thì G coù daây 
chuyeàn Hamilton.
Giaû söû G laø ñoà thò voâ höôùng ñôn goàm n ñænh vôùi n≥3. 
Neáu d(x)+d(y)≥n vôùi moïi caëp ñænh x, y khoâng keà nhau 
cuûa G thì G laø ñoà thò Hamilton.
Giaû söû G laø ñoà thò voâ höôùng ñôn goàm n ñænh vaø m caïnh. 
Neáu m≥(n2-3n+6)/2 thì G laø ñoà thò Hamilton.
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Qui taéc ñeå tìm 
daây chuyeàn Hamilton 
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