CHUONG 1. NHOM
31. Phép toan hai ngoi
1.1. Pinh nghia

Phép todn hai ngoi (goi tat 1a phép toan) trén tip hop X 1 mot anh
Xa

f: XxX — X
(x,y) — f(z,y).

Ta dung ky hiéu = fy thay cho f(z,y). Nhu vay, tng véi cac phép toan
%,0,+,., ... ta ¢6 cac ky hiéu x xy, oy, x +y, x.y, ... Khi ky hiéu
phép toan 1a . ta goi day 12 phép toan nhén va thuong viét =y thay cho
r.y ma ta goi la tich caa = va y. Con khi ky hiéu phép toan la + ta goi
day 1a phép toan cong va = + y la tong cta = va .
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1.2. Vi du

1) Phép cong va phép nhan thong thuong trén cac tap hop N, Z, Q,
R, C 1a cac phép toan; phép tri thong thuong la phép toan trén cac tap
hop Z, @, R, C nhung khong la phép toan trén N.

2) Phép cong va phép nhan ma tran la cac phép toan trén M (n,R)
g0m cac ma trn vuéng cip n véi hé so thuc.
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1.3. Pinh nghia

Cho phép toan * trén tap hogp X. Ta noi phép toan x:
(i) giao hodn, néu véi moi .y € X,z %y =y * 2
(ii) két hop, néu v6i moi z,y,2 € X, (% y) 2 = % (y * 2);

(iii) c6 phan it trung hoa trdi (tuong ang, phdi) 1a e néu e € X va
vii moi € X, ex 2 = z (tuong Gng, = * e = x). Néu e viia la phan
tir trung hoa trdi vita 1d phan t& trung hoa phai thi ta néi e 1a phan ti
trung hoa cua phép toan .

1.4. Ménh dé. Mot phép todn cé nhiéu nhdat mét phan tit trung hoa.
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1.6. Pinh nghia

Cho * la mot phép toan trén tip hop X co phan td trung hoa e va
r 1a mot phan td tuy v cda X. Ta noi = khd déi xung trdi (tuong Gng,
phdi) néu ton tai 2’ € X sao cho 'z = e (tuong (ng, z * 2’ = ¢). Khi
do 2’ dugc goi la phan nr déi xing trdi (tuong ng, phdi) cua z. Truong
hop = viia kha doi xdng trai, vita kha doi xing phdi thi ta néi = kha doi
x(ing va phan ti 2’ € X théa z %2’ = '« = e dugc goi la phan tit doi
xifing cua z.

1.7. Ménh dé. Néu phép todn = két hop thi mot phn tit ¢6 nhiéu nhdt
mot phan tit doi xitng.
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1.8. Thuit ngit va ky hiéu

1) Trudng hgp phép toan céng: Phan t trung hoa duogc goi la phdn
it khong va duge ky hiéu la 0, tinh chat kha doi xing dugc goi 1a khd
ddi, phan ti doi xing cta » dudc goi 1a phdn tir déi cia » va ky hiéu la

—J.

2) Trudng hgp phép toan nhan: Phan t& trung hoa dugc goi 1a phdn
nt don vi va dugc ky hiéu la e hay 1, tinh chat kha doéi xang dugc goi la
khé nghich, phan t& doi xang cua x dudc goi la phan tit nghich ddo cta
r va ky hiéu la =~ 1.

Tu day trd vé sau, néu khong co gi gy nham lan, ta dung phép toan
nhan dé chi mot phép toan tuy v trén tap hop dang khao sat.
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§2. Nua nhom

2.1. Pinh nghia
Cho tap hgp X v6i phép toan nhan. Ta noi (X, .) (goi tat la X) la:
(i) moOt nita nhém néu phép toan nhan két hop trén X;

(ii) mot vi nhém néu phép toan nhan két hop trén X va coé phan ti
trung hoa trén X.

Mot nita nhom duoc goi 1 giao hodn hay Abel néu phép toan tuong
tng giao hoan.
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2.2. Vi du

1) VGi phép cong thong thuong, cac tap hop N, Z, Q. R, C tré thanh
cac vi nhom giao hoan.

2) V6i phép cong thong thuong, tip hgp N* gom cac s6 nguyén duong
tré thanh mdt nia nhom giao hoan nhung khong la vi nhom.

3) Cho S la khoang dong [0, 1]< R. Ta dinh nghia phép toan trén S
nhu sau:

ato

a*pb~ Vab€s.

1% ab

Trong d6 cac phép toan trong vé phai 1a cac phép cong, nhan chia so
thuc. Khi @6 S la mét vi nhdm giao hoan.
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That vay, néu.

ab€ 10 = 17a 1 b 20~1%tab=a™hb

= 12 =a*b=0>a*pb€ 01 =5
17 ab

Vay (*) la mot phép toan hai ngoi trén S. Hon nixa,

+
Py :(a+b\* _ 17+ ab _a+b+c+abc
a c L Jc =
1% ab . athb 1t ab T bec " ac
c
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[b+c\
2 )
_ 1T be/ _ *[b+C\: .
= ak a® b*c
(b+c ) 1+ch
1+aL J
1" bec
athb bt a a’to
a*b = = “p*fa:a®o0~ = a
1t ab 17 ba 1% a.o0

Do d6 (S;*) 1a mot vi nhom giao hoan trong dé phan tir don vi 12 s6
thuc O.
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2.3. K¢ hiéu

Trong nita nhém (X,.), do phép toan nhin két hop nén véi moi
T, Yy, =
(ry)z = x(yz).

Gia tri chung ctia hai vé trong ding thic trén dugc ky hiéu la TYyz va
goi la tich cta cac phan td «, y, =z theo tha tu d6. Bang quy nap, ta dinh
nghia tich cia n phan td =, .... z,, nhu sau:
ry...rt, = r1(xT2...T,).
2.4. Pinh ly. Cho x1, ..., x, la n phan tit tuy ¥ cua nita nhom (X, .) vdi
n > 3. Khi do:
T1...Ty = (T1... T ) (Tig1.-.Tf) o (Thg1---Tn)

trong do 1 <i<j<..<k<n.
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2.5. Ky hiéu

Trong nia nhom (X, .), tich cia n» phan t&, moéi phan ti déu bang
v, dugc goi la liy thita bic n cia x va dugc ky hiéu la z”. Do Dinh ly
2.4 ta co

"z =" va (™) = 2™, Vm,n € N,

Trudng hgp nta nhom cong (X, +), tong cta n phan ti dugc goi la boi
n cua z va ky hiéu 1a nz. Khi dé cac tinh chat trén tré thanh

mx + nxr = (m + n)xr va m(nz) = (mn)z.

2.6. Dinh Iy. Trong nita nhém giao hodn, tich ciia n phan tt tiry ¥
khéng phu thudc vao thit tu ciia cdc phdan tit
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3.1. Pinh nghia

Nhom 1a mot vi nhém ma moi phan ti déu kha déi xting. Néi cach
khac, tap hop GG khac rong véi phép toan nhan duge goi la mot nhom
néu cac tinh chat sau dugc thoa:

(G1) Voimoi x,y, z € G, (zy)z = x(y=z);

(o) Ton tai e € G sao cho véi moi = € G, ex = ze = x;

(G4) V6i moi = € G, ton tai 2! € G sao cho zz7 ! = 27 lo = e,
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Néu phép toan trén G 1a phép cong thi cac tinh chat trén tré thanh:
(Gy)V6imoi z,y,z € G, (z+y)+z=x+ (y + 2);
(Gy) Tontai 0 € Gsaochoviimoiz € G, 0+ =z + 0 = x:

(G3) V6imoi z € G, ton tai —z € G sao cho z+(—xz) = (—x)+x = 0.

Truong hogp phép toan trén nhom G giao hoan thi ta néi G' 1a nhom
giao hodn hay la nhom Abel.

Nhom G dugce goi l1a nhom hitu han khi tap hop GG hitu han. Khi do
sO phan ti cia G dugc goi la cdp cda nhom . Néu nhom G khéng
httu han thi ta noi G la nhom vé han.
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3.2. Vi du

1) Tap hgp cac sO nguyén Z cung véi phép cong thong thuong la
moOt nhom giao hoan ma ta goi 1a nhém cong cac s6 nguyén. Tuong tu
ta ¢c6 nhom cong cac s6 hiu ty @, nhéom céng cac sé6 thuc R va nhom
cong cac so phic C.

2) Tap hop cac so htu ty khac khéong Q* cting v6i phép nhan théng
thuong 12 mot nhom giao hoan ma ta goi la nhém nhan cac so6 hu ty
khac khong. Tuong tu ta c6 nhom nhan cac soé thuc khac khong R* va
nhom nhéan cac s6 phic khac khong C*.
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3) Voi X ={1,2,...,n}, dat
S, ={olo: X — X la mot song anh}.

Khi do6 S,, vi phép hop néi anh xa 1a mét nhom (cé6 phan ti don vi la
anh xa dong nhat Idy va phan ti& nghich ddo cia o € S,, chinh 1a anh
Xa nguoc o !). Ta goi (5,,c) la nhém hoan vi hay nhém déi xtng bac
n. Pay la mot nhom hiu han c6 cap n! (xem §4).

4) Tap hop GL(n,R) gobm cac ma trin vudng cip n, kha nghich véi
hé so thuc cung véi phép nhin ma trdn 1a mot nhom khong giao hoan
v6i moi n > 1 (v6i phan t& don vi 1A ma trdn don vi [, va phan td
nghich dao cia A € GL(n,R) chinh 1a ma trdn nghich dio A~!). Ta
goi GL(n,R) la nhom tuyén tinh day dii bac n (hay nhém tuyén tinh
tong qudt bac n) trén R.
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3.3. Pinh ly. Cho nhom (G, .) va x.y.x:....,x, € G. Khi do:
(i) Phan tit don vi e la duy nhat.
(ii) Phan tit nghich ddo v~ cia x la duy nhdt va (z7')! = .
(iii) vy = e khi va chi khi yx = e. Hon nita khi dé y = x~".

(iv) (z1..,)" " =z, oyl Ddc biet (z")! = (™1 vdi moi n

nguyén duong.

(v) Phép todn nhan co tinh gian udc, nghia la voi moi x.y. z € G, tir
ddng thitc vy = vz hay yr = zx déu dan dén y = z.
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3.4. K¢ hiéu

Trong nhém nhéan (G, .) ta dung ky hiéu =" dé chi phan ti (z~!)"
v6i moi n nguyén duong va diat 2 = e. Nhu vay ta da dinh nghia lay thua
bac n ctia mot phan t bat ky trong mdt nhém nhan véi » nguyén. Cha
y rang, do tinh chat (iv) trong Dinh ly 3.3, cac cong thac z™.2" = ™"
va (z"™)" = 2™ (hay mz + nz = (m + n)z va m(nz) = (mn)z d6i véi
nhom cong) van con dang véi moi m, n nguyén.
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3.5. Pinh ly. Cho (G..) la mét mita nhém khdc rong. Cdc ménh dé sau
tuong duong:

(i) (G,.) la mét nhom;

(ii) Vi moi a,b € G, cdc phuong trinh ax = b va ya = b déu cd
nghiém trong G,

(iii) Trong G co phan tie don vi trdi e va voi moi © € G, ton tai
' € G sao cho x'x = e;

. - # Iy o . T w 5 s . - .
(iv) Trong G co phan tit don vi phai ¢ va véi moi © € G, ton tai
" € G sao cho zx" = €.
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64. Nhom hoan vi
4.1. Pinh nghia

Cho tap hgp X # © gom n phan td (ta c6 thé dong nhat X véi
{1.2.--- .n}). Khi do tip hop S, gom tat ca cic song anh tir X vao X
12 mot nhom véi phép hop néi anh xa. Ta goi S, 1a nhém hodn vi bac

Tk.
Nhom hoan vi S, 1a nhém hitu han ¢6 cap n!, c6 phan t trung hoa

la anh xa dong nhat Idy va phan tit nghich dao cia o € S, 1a anh xa
ngugc o~'. Nhém nady khong giao hoan néu n > 2.
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4.2. Mét so thuat ngit va ky hiéu

1) M6i phan tit o € S, dugc goi 1a mot phép hodn vi hay mot phép
thé' bac n va c6 thé dugc biéu dién bdi mot ma tran loai 2 x n :

trong d6 & dong thda nhat, cac phan t cta tap X dugc sap xép theo
mot thd tu nao do (thuong 1a 1,2.--- . n), dong thi hai gom anh cia
cac phan ti tuong ng 6 dong thd nhat qua song anh o.
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2) Phép hoan vi o € S,, dugc goi 1a mot r-chu trinh hay moét chu
trinh ¢é chiéu dai r néu ton tai cac phan t& phan biét iy, iy, ....7, € X
sao cho o(iy) = i9,-+- ,0(i,—1) = i,,0(i,) = i, va o(1) = i,Vi €
X\ {iy,i9,--- ,i,}. Khi do ta viet o = (iyis-- - i,).

Hai Chu tﬁnh T = (!l."g s !;) t'}', = (JlJE - J'..j) dl_f[‘i(: gﬂl ]fi f'l‘..":ﬂ' ﬂhﬂu
hay déc lap néu {iy, io,--- i} N {j1, Jo. -+, js} = O.

3) Mdi 2-chu trinh trong S, dugc goi la mot chuyén vi. Nhu vay moi
chuyén vi ¢6 dang (i j) véi 1 <i # j <n.
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Vi du: a) Trong nhom hoan vi S;, phép hoan vi o xac dinh bai
(1) =2,0(2) =5,0(3) =4,0(4) = 1,0(5) = 3,0(6) = 6 dugc mo ta

nhu sau:
(123456
““\ 254136

b) Trong nhém hoan vi S;, chu trinh o = (134 7) c6 chiéu dai 4 va
la phép hoan vi:

N
o =
o o
=
=] W=
ot on
o O
|

S’
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¢) Trong nhém hoan vi Sy, chuyén vi (2 5) la phép hoan vi:

(i )

d) Trong nhom hoan vi S5, cho

3 6 7
3 6 7

S |

4
!

by B LN

= =
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4.3. Nhan xet

Hai chu trinh ¢ va 7 roi nhau thi ching giao hoan lan nhau, nghia
la o7 = 70.

4.4. Pinh ly. Moi phép hodn vi bac n khdc dnh xa dong nhat déu dugc
phén tich thanh tich cdc chu trinh roi nhau ¢é chiéu dai lén hon hay
bang 2. Cdch phan tich la duy nhdt sai khdc mét sw déi chd cdc chu
trinh.

Vi du: Trong nhom hoan vi Sy ta co

12 3 6789 10 o
”_(3 - g m)_(13?80](496).

—

4
9
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4.5. Bo dé. Moi chu trinh trong S, déu duge phan tich thanh tich ciia
cdc chuyén vi.
4.6 Dinh ly. Moi phép hodn vi trong S, déu dugc phan tich thanh tich

ciia cdc chuyén vi.
Vi du: V6i o nhu trong vi du trén, ta co
o= (15)(18)(17)(13)(46)(49).

Nhin xét ring sy phan tich thanh tich cic chuyén vi clia mét chu
trinh 1a khong duy nhat. Do do sy phan tich trong Dinh Iy 4.6 12 khong

duy nhat.
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4.7. Dinh nghia

Cho o € S,. Ta néi rang {i,j} tao thanh mot nghich thé doi véi o
néu
(i = j)[o(i) = a(4)] <0.

Néu s6 cac nghich thé doi véi o 1d k thi diu cta o, ky hiéu sgn(o), 1a
ham dugc dinh nghia bai
sgn(o) = (=1)".

Néu sgn(o) = 1 thi o dugc goi la hodn vi chdn, néu sgn(o) = —1 thi o
dugc goi la hodn vi 1é.
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4.8. Nhén xet

(1) sgn(ldyx) = 1.

(ii) sgn(o) = sgn(o?).

(iii) Néu o 1a mot chuyén vi thi sgn(o) = —1.

4.9. Pinh ly. Véi moi o, 7 € S,, thi

sgn(or) = sgn(o)sgn(7).
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4.10. Dinh ly. Vdi moi hodn vi o € S, ta co
sgn(o) = (—1)"

vdi | la sé chuyén vi trong phdn tich o thanh tich cdc chuyén vi. Pgc
biét, tinh chdn 1é cia 56 cdc chuyén vi trong Pinh Iy 4.6 la duy nhat.

Vi du; Xét tinh chan 1é ctia phép hoan vi o € Sy, sau:

oo 1 345678 9 10
- \3564817102 9
4.11. Hé qua. Néu o la mét r-chu trinh thi

(i) sgn(o) = (—1)"%;

(ii) o chan < r 1é; va o 1é < r chan.

b2

(] |
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¢5. Nhom con

5.1. Pinh nghia

Mot tip con H cua nhom (G, .) dudc goi la tip con én dinh cia nhom
GG néu voi moi x,y € H.xy € H. Khi d6 phép toan nhan thu hep trén
H xac dinh mot phép toan trén H ma ta goi la phép toan cam sinh trén
H (ta phép toan trén ).

5.2. Pinh nghia

Nhém con H cia nhém G 1a mot tip con on dinh cia nhém G sao
cho cung véi phép toan cam sinh H 1a mot nhom. Ky hiéu H < G dé
chi H la mot nhém con cuaa G.
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5.3. Pinh ly. Cho H la m¢t tdp con khdc rong cia nhém (G, .). Cdc
ménh dé sau tuong duong:

(i) H < G,
(ii) Véi moi x,y € H,oy € Hva 7' € H;

(iii) Voi moi v,y € H .z 'y e H.

5.4. Vi du

1) Cac tap hop {e} va G déu la cac nhém con cta . Ta goi day la
cac nhom con tam thuong cia G.

2) TuVidu3.2tathly Z<Q <R <Cva Q' <R*<C.
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3) Goi A, 1a tip hop gom tat cd nhing hoan vi chan trong nhom
hoan vi S,,. Khi dé td Nhan xét 4.8 va cac DPinh Iy 4.9, 5.3 ta thay
A, < 8S,. Ta goi A, 1a nhom thay phién bac n.

4) Tap hop SL(n,R) gom cac ma trdn vuéng cap n vdi hé so thuc
c6 dinh thtc bang 1 1a mdét nhom con cda nhom tuyén tinh day da
GL(n.R). Ta goi SL(n.R) la nhom tuyén tinh ddc biét bac n trén R.

5.5. Pinh ly. Giao ciia mot ho khéng rong cdc nhom con ciia mét nhém
(i cing la nhom con cua G.
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5.6. Dinh nghia

Cho S la mot tip con cia nhom G. Nhom con sinh bdi S la nhom
con nhd nhét cda G chda S va duge ky hiéu la (S). Tap hgp S dugc goi
la tdp sinh cia nhom (S). Néu S hitu han: S = {z;....,2,} thi ta noi
(S) 1a nhém hitu han sinh v6i cac phan t sinh x;, ..., x, ma ta thuong
ky hiéu nhom nay la (z,, ..., z,).

5.7. Pinh ly. Cho S la m¢t tdp con cia nhom G. Khi do:
(i) Néu S = O thi (S) = {e}.
(ii) Néu S # O thi
(S) ={x1"*..x, " ne N z; € S,g; = £1}.
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5.8. Vi du
1) Taco Z = (1) va Q = (%m e N*).
2) Ta co QF = (P), trong do
P = {—=1}U {p| p nguyén té duong}.

3) Xét nhom hoan vi S,. Vi mdi phép hoan vi déu dugc phéan tich
thanh tich cac chuyén vi nén S, 1a nhém sinh béi cac chuyén vi.

5.9. Cha y

Néu H va K la hai nhom con cia nhom G thi H U K khong nhat
thiét 1a mot nhom con cta G (Xem bai tip 1.20). Ta ky hiéu H v K dé
chi nhom con sinh b6i H U K.
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66. Nhom con cyclic va nhom cyclic
6.1. Pinh nghia

Cho G 1a mét nhom. Nhom con (a) cta G sinh béi phin ti a € G
duoc goi la nhém con cyclic sinh bdi a. Néu ton tai phan td a € G sao
cho (a) = G thi ta néi G 1a mot nhém cyclic va a 1a phan i sinh cla
G.

6.2. Ménh dé. Nhém con cyclic sinh bdi a la tdp hop gom tdt cd cdic
lity thita a" véi n € Z, nghia la (a) = {a"| n € Z}.

~néu tat ca cac lay thita cia a déu khac nhau thi (@) 1a nhém
vd han, con néu ton tai nhing liy thta ctia a bang nhau thi (a) la nhém
hitu han cap n: (a) = {e,a,...,a"" '}, trong d6 n la s6 nguyén duong
nhd nhat sao cho «" = e. Ti day ta c6 dinh nghia sau:
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6.3. Pinh nghia

Cdp cia mot phan ti a trong nhom G 1a cap ctia nhom con cyclic
(a). Ta thuong ky hiéu o(a) hay |a| d€ chi cip cta phan ti a.
6.4. Hé qua. Cho (G,.) la mdt nhém va a € G. Ta co:

(i) a c6 cdp vé han khi va chi khi véi moi k € 7, néu a* = e thi
k= 0.

(ii) a ¢ cdp hitu han khi va chi khi ton tai k € 7Z* sao cho a* = e.

(iii) Néu a co cdp hitu han thi cdp cia a la soé nguyén duong n nho
nhdt sao cho a" = e. Hon nita, khi dé véi moi k € Z, a* = e khi va chi
khi k la boi sé clia n.
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6.5. Vi du
1) Nhém cong cac so nguyén Z la nhom cyclic sinh béi 1.
2) V6i moéi n nguyén duong, quan hé dong du modulo » trén Z dinh
bdi
z = y(mod n) < = — y chia hét cho n.
Pay 1a mot quan hé tuong duong trén Z véi cac 16p tuong duong la

T ={x+ knlk € Z}.
Tap thuong cia Z theo quan hé dong du modulo n dinh bdi
L, ={T|lx € Z} = {0,1,....,n — 1}.

Trén Z, ta dinh nghia phép toan cong nhu sau:

r+y=r+y.
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Kiém chimg dé dang ring dinh nghia trén dugc hoan toan xac dinh va
7., tré thanh mot nhom giao hoan. Hon nita, Z, la nhom cyclic hitu
han cap n sinh bdi 1. Ta goi Z,, la nhém céng cdc s6 nguyén modulo n.

3) Trong nhom hoan vi S, mot r-chu trinh o = (i; 75 ... i,) luon
luon co cap rvio" = Id va o' # Id véimoi 0 < | < r.

6.6. Dinh ly. Moi nhém con ciia nhém cyclic déu la nhom cyclic. Hon
nita, néu H < (a) va H # {e} thi H = (a") trong dé n la s6 nguyén
duong nho nhdt sao cho a" € H.

6.7. Hé qua. H la mdt nhém con ciia nhém céng cdc s6 nguyén Z khi
va chi khi H co dang nZ voi n € N, trong do

nZ. = {nk|k € Z}.
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7.1. Pinh ly. Cho (G,.) la mét nhom va H la mét nhém con ciia G.
Xét quan hé ~ trén GG nhu sau:

r~yerlyeH.
Khi do
(i) ~ la mét quan hé tuong duong trén G.

(ii) Lop tuwong duong chita x la T = xH, trong do G.
xH = {xhlh € H}.
Ta goi = H 1a l6p ghép trdi cta H (bdi phin td z). Tap hop thuong

cua G theo quan hé ~, ky hiéu la G/H, dugc goi 1a tdp thuong caa G
trén H va |G /H| 1a chi s6"cia nhom con H trong G, ky hiéu la [G : H].
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7.2. Chay
Hoan toan tuong tu, ta dinh nghia dugc quan hé ~' trén  nhu sau:

r~"yeay e H.

Khi do ~' cting la mét quan hé tuong duong trén & va I6p tuong duong
chta r la 7 = Hx, trong d0 Hx = {hx|h € H}. Ta goi Hux 1a ldp ghép
phdi cia H (béi phan ta z).

7.3. Dinh ly Lagrange. Cho G la mdt nhém hitu han va H la mit
nhom con cua GG. Khi do

G| = |H|[G : H].
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A K4 - - - . #
7.4. He qua. Cho GG la m¢t nhom hitu han. Khi do:
(i) Cap ciia moi nhom con cua G la mét wdc so cua cdap cua G.
X AF a9 A e s 9 A 5 A # ar 9 A a
(ii) Cap cua moi phan tu thuéc G la mét woce so cua cap cua G.

(iii) Néu G cé cdap nguyén 16 thi G la nhém cyclic va G dugc sinh
bdi mot phan tit bdt ky khdc e.

Cha y rang néu H 1a mét nhom con tiy ¥ cia G thi tip thuong G/ H
nhu da xdy dung trong Pinh Iy 7.1 khong nhat thiét 1a mot nhom.



CHUONG 1. NHOM
7.5. Pinh nghia

Mot nhom con H ciia nhém (G, .) dugc goi 1a chudn tde néu véi moi
reGvaheH z'hre H. Ky hiteu H < G dé chi H 1a mt nhom
con chuin tic cia G.

7.6. Ménh dé. Cho H la mét nhém con citia nhom (G, ). Cdc ménh dé
sau tuong dwong:

(i) H < G

(ii) Ve € G, 'Hx C H;
(iii) Ve € G, 2" "Hx = H;
(iv)Ve e G,xH = Hx;

trong dé v 'Hx = {x " 'hz|h € H}.
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7.7. Nhan xet
1) Néu G giao hoan thi moi nhém con ctia G déu chuan tic.

2) Cac nhéom con tam thuong {e} va G déu chuan tic trong G.

7.8. Vi du

. . A A - . ” a <
1) Nhom thay phién bac n (Xem Vi du 5.4) la nhém con chuan tac
cua nhom hoéan vi S, vi v6i moi hoan vi chan 7 ta ¢c6 o~ '70 cing la
hoan vi chan v6i moi hoan vi o € S,,.

2) Nhom tuyén tinh dic biét SL(n,R) (Xem Vi du 5.4) 1a nhém
con chuin tic cdia nhom tuyén tinh day dd GL(n.R) vi véi moi X €
GL(n,R)va Ae SL(n,R) ta co

det(X tAX) = (detX) (detA)(detX) = det(A) = 1,

nghiala X 'AX € SL(n,R).
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7.9. Dinh Iy. Cho G la mét nhém va H la nhém con chudn tdc cia G.
Khi do:

(i) Lop xyH chi phu thudc vao cdc lop ©H va yH ma khong phu
thuéc vao su lua chon ciia cdc phan it dai dién .y cia cdc lop do.

(ii) Tap thuong G /H cing vdi phép todn nhdn dinh badi
(rH)(yH) = xyH

la mot nhom, goi la nhom thuong cua G trén H .
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7.10. Nhén xét

1) Néu GG 1a mot nhom giao hoan thi nhom thuong G/ H ciing giao
hoan. Chiéu dao khong dansg.

2) V6i H < GG, néu tap thuong G/ H 1a mot nhom véi phép toan duge
dinh nghia nhu trén ((zH)(yH) = xyH) thi H < G. That vay, v6i moi
reGvahe Htacoaxz thaeH = (z7'H)(hH)(zH) = (z7'H)H(zH)
= (¢7'H)(zH) = 2 'xH = H nén =z 'hz € H.
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7.11. Vi du

1) Vi nhom céng cac s6 nguyén Z giao hoan nén véi moi n nguyén
duong nhom con nZ chuin tic trong Z. Ung véi nhom con H = nZ,
quan hé ~ trong Dinh ly 7.1 dinh bdi

r~Yy & x—y € n
& x — y chia hét cho n.

Nhu véy, ~ chinh 1a quan hé dong du modulo » trén Z va nhém thuong
7./nZ chinh 1a nhom cdng Z,, cac s6 nguyén modulo n trong Vi du 6.5.

2) Theo Vi du 7.8, A, <1 S,. Néu o va 7 1a hai hoan vi Ié thi o717
[d hoan vi chdn nén o~ '7 € A, tt d6 0 A, = 7A,. Diéu nay chiing to
nhém thuong S, /A, c6 ding hai phan t:

‘gn /*’4'” = '[44“-. A_H} tr(}ﬂg do I.H — Sn \ ‘4;1-
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8.1. Pinh nghia

Mot anh xa f tor nhom G vao nhom ' dugc goi la mot dong cdu
(nhém) néu f bao toan phép toan, nghia la v6i moi =,y € G,

flzy) = f(x)f(y).

Mot dong cau tt nhom G vao G dugc goi 1a moét 1w dong cdu caa G.
Mot dong cau dong thoi 1a don anh, toan anh hay song anh duoc goi
lan lugt 1a don cdu, toan cdu hay ddng cdu. Mot tu dong cau song anh
dugc goi 1a mot tu ding cau. Néu ton tai mot ding cau tir nhom G vao
nhom G’ thi ta néi G ding ciu véi G, ky hiéu G ~ @',
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8.2. Vi du

1) Anh xa dong nhat il cia nhéom G 1a mot tu ding cau, goi la rw
ddang cdu dong nhdt cua G.

2) Gia st H la mdt nhém con cua nhém . Khi dé anh xa bao ham
ig:H — G (ig(xz) = x) 1a mot don clu, goi l1a don cdu chinh tic.

3) Gia stt H 1a mét nhom con chuin tic ctia nhém G. Khi do anh
xa 7 : G — G/H dinh béi m(z) = xH 1a mot toan ciu, goi 1a toan
cdu chinh tdc.

4) Gia st G va (' 1a hai nhom tay y. Khi do anhxa f: G — @
dinh béi f(z) = ¢ (¢/ 1a phan ti trung hoa cia G’) 1a mot dong cau,
goi 1a dong cdu tam thuong.

5) Anh xa x +— cos 27z + isin 27z 1a mot dong ciau tit nhém cong
cac s0 thuc R vao nhom nhén cac so phtic khac khong C*.



CHUONG 1. NHOM

6) Anh xa = — ¢* 1a mot ddng cdu tit nhom cong cic so thuc R 1én
nhom nhin R* cic so thuc duong.

7) Anh xa = — Inz 1a mét ddng ciu tit nhém nhan Rt cac s6 thuc
duong 1én nhém cong cac so thuc R.

8) Anh xa sgn : S, — ({—1;1},.) 1a mot dong céu.
9) Anh xa det : GL(n,R) — R* la mdt toan cau.

10) Cho (G, .) 1a mdt nhém va @ € G. Anh xa ¢, : G — G dinh
bbi pu(z) = aza~ 1a mot ty dang cdu cda G. That vy, ¢, la mot dong
cau vi

Va,y € G, pa(ry) = a(zy)a™" = (axa™")(aya™") = pa()pa(y).
Mit khac, ¢, la mét song anh vi véi moi y € G, ton tai duy nhat
r=a 'ya € G sao cho y = p,(z). Ta goi ¢, la mot 1w dang cdu trong
cua nhom G.



8.3. Ménh dé. Néu [ : G — G’ la mdt dong cdu nhom thi
fle) =€ va f(z=") = (f(x))" véi moi x € G
(e va ¢’ lan luot la cdc phan tit don vi ciia cdc nhom G va GY).
8.4. Ménh dé. Tich ciia hai dong cdu nhom la mét dong cdu nhom.

Ddc biét, tich ciia hai don cdu (tuong ing: toan cdu, dang cdu) la mot
don cdu (tuong iing: toan cdu, dang cdu).

A S H ] A F ’ % A 2 at
8.5. Ménh dé. Anh xa nguoc ciia mot ddng cdu nhém la mét ddng cdu
nhom.
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8.6. Cha v

Do cac Ménh dé 8.4 va 8.5 ta thiy quan hé ding ciu ~ gidia cac
nhom la mot quan hé tuong duong, nghia 1a c6 ba tinh chat phan xa,
doi xting va bac cau.

8.7. Pinh ly. Cho dong cdu nhém f . G — G’ va H la mét nhém con
cua G, H' la mét nhém con cia G'. Khi do:

(i) f(H) la mét nhém con cia G

(ii) f~Y(H') la mét nhém con cia G. Hon nita, néu H' la nhém con
chudn tdc ciia G' thi f~'(H') la nhém con chudn tdc cia G.

Ddc biét, Imf = f(G) la nhém con ciia G' va Kerf = f1(e') la

- ~ ot ]
nhom con chudn tdc cua G.

Ta goi Imf 1a anh cta f va Kerf 1a hat nhan caa f.
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8.8. Pinh ly. Bong cdu nhém f : G — G’ la don cdu khi va chi khi
Kerf = {e}.

8.9. Pinh Iy ding cau 1. Cho déng cdu nhém f . G — G'. Khi do
anh xa [ : G/Kerf — G’ dinh boi f(xKerf) = f(x) la mét don cdu.
Ddc biét, G/Kerf ~ Imf.

8.10. Pinh ly ding ciu 2. Cho G la mét nhém va H, K la hai nhém
con ciua G, hon nita H chudn tdc trong G. Khi d6 HK < G.H <
HK.HNK <« Kva K/HNK ~ HK/H qua dang cau k(HNK) — kH,
trong do HK = {hk\h € H,k € K}.



CHUONG 1. NHOM

8.11. Pinh ly dang cau 3. Cho G la mét nhom va H la mét nhém con
chudn tdc cia G. Ta co

(i) KC la mét nhom con cia GG/ H khi va chi khi K co dang K = K/H
voi K < Gva H<K.

(ii) K la mot nhém con chuan tdc ciia G/ H khi va chi khi K ¢é dang
K=K/Hvoi K<1Gva H< K. Hon nita, khi do

(G/H)/(K/H) ~G/K
qua dang cdu tH(K/H) — zK.
8.12. Hé qua. Moi nhém cyclic vé han déu dang cdu vdi nhém cong

# A - . ’ * A" oy P A" s =
cdac so nguyén 7. Moi nhom cyclic hitu han cap n déu dang cdu voi
nhom céng 7, cdc s nguyén mod n.
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8.13. Vi du

Ti Vi du 8.2 ta thay

1) Pong ciu f : R — C* dinh béi f(z) = cos 2wz + isin 27wz co
Kerf = Z va Imf = U trong do U = {z € C*| |z| = 1}. Do do theo
Pinh Iy 8.9 R/Z ~ U.

2) bong ciu f =sgn: S, — ({—1;1},.) c6 Kerf = A, va Imf =
{£1} nén S, /A, ~ {£1}.

3) Toan cau f : GL(n,R) — R* dinh bdi f(A) = detA cb
Kerf = {A € GL(n,R)|detA =1} = SL(n,R)
nén GL(n,R)/SL(n,R) ~ R*.



