CHUONG 2. VANH VA TRUONG
1. Khai niém vé vanh
1.1. Pinh nghia

Vanh la mot tip hop R cung vdi hai phép toan cong va nhan thoa
cac tinh chat sau:

1) (R,+) la nhom Abel;

4) Phép nhan phan phoi doi véi phép cong, nghia la v6i moi

(R
(R2) (R )lanLIanhum
(
LY,z € R, taco

r(y+z2) = zy + x2;
(y + z)r = yx + zx.
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Phan t{ trung hoa cda phép cong dudc goi la phan i khéng, ky hiéu la
0; phan t d6i xting cta phan ti = € R 1a phan tit déi ctia x ky hiéu la
—x. Néu phép nhén giao hoan thi ta néi vanh R giao hodn; néu phép
nhan c6 phan t& don vi thi vanh R dudc goi la vanh c¢é don vi. Phan ti
don vi dugc ky hiéu la e hay 1.

1.2. Nhén xet

Cho R 1a vanh c6 don vi e. Phan t = € R dugc goi la kha nghich
néu = kha déi xing véi phép nhan, nghia 1a ton tai y € R sao cho
ry = yr = e. Ky hiéu

R* = {x € R| x kha nghich}.

Khi d6 R* 1a mot nhom doi véi phép nhan, goi 1a nhém cdc phan it khd
nghich cua R.
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1.3. Vidu

1) Tap hop cac s6 nguyén Z vdi phép cong va phép nhan thong
thuong la vanh giao hoan, c6 don vi, goi la vanh cdc s6 nguyén. Tm:ing
tu ta cing c6 vanh cdc so hitu ty Q, vanh cdc sé thuc R, vanh cdc sé
phiic C.

2) Trén nhom cong Z, cac sd6 nguyén modulo n, ta dinh nghia phép
toan nhian nhu sau: véi moi =, ¥ € Z,,, T y = zy. Khi do Z,, tré thanh
vanh giao hoan c6 don vi 1.

3) Tap M(n,R) cac ma trdn vudng cip n v6i hé so thuc ciing véi
phép cong va nhan ma tran thong thuong la vanh c6 don vi. Vanh nay
khong giao hoan néu n > 2.



CHUONG 2. VANH VA TRUONG

4) Cho (G, +) l1a mot nhom Abel. Tap hop End(G) cac tu dong cau
cta nhom G la vanh c6 don vi v6i phép cong dinh bai:

(f+9)(x) = f(z) +g(x),Vf, g € End(G),Vz € G,

va phép nhéan 1a phép hgp néi anh xa. Vanh nay khong giao hoan néu
Gl > 2.

5) Gia st R;. Rs.--- ., R, la cac vanh. Khi do tich Descartes

1
HR;' = {(z1,x9,--+ ,xy)|T1 € Ry,29 € Ro,--- ,x,, € R, }
i=1

ctung v6i phép cong (x;)+(y;) = (z;+y;) va phép nhéan (z;)(y;) = (xiy:),
la mot vanh, goi 1a vanh tich truc tiép cua Ry. Ry, -+ , R,,.
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1.4. Ménh dé. Cho R la mét vanh. Khi dé vdi moi x,y,z € R va
n e Z ta co

(i) x(y —2z)=xy —xzva (y — z)x = yr — zx.
(ii) Ox = x0 = 0.
(iii) (—y) = (—x)y = —(zy) va (—xz)(—y) = zy.

(iv) (nz)y = z(ny) = n(xy). Pdc biét, néu R cé don vi e thi nx =
(ne)x = x(ne).
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62. Vanh con, Ideal va vanh thuong

2.1. Pinh nghia
Cho R la mé6t vanh.

(i) Tap con A khac rong ctia R dugc goi 1a mot vanh con cia R néu
A 6n dinh d6i véi hai phép toan trong vanh R va A cing véi hai phép
toan cam sinh la mot vanh.

(ii) Vanh con [ cia R dugc goi la mot ideal trdi (tuong (ng, ideal
phdi) cia R néu v6i moi r € Rva x € I ta c6 rz € I (tuong tng,
rr € I). Tanoéi I 1a mot ideal cta R néu I vita 1a ideal trai vira 12 ideal
phai cua R.
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2.2. Pinh ly (Pic trung cua vanh con). Cho A la mét tdp con khdc
rong ciia vanh R. Cdc ménh dé sau tuong duong:

(i) A la mot vanh con cua R:

(ii) Voi moi v,yec A, x+ye A, xye A, —x € A;

(iii) Voi moi x,y € A, r —y € Ava xy € A.
2.3. Pinh ly (Péc trung caa ideal). Cho I la mét tdp con khdc rong
cia vanh R. Cdc ménh dé sau tuong duong:

(i) I la mot ideal cua R:

(ii) Voi moi v,y lvare R,e+yel, —vrel,reelvaxrel;

(iii) Voi moi x,yc lvare R.x—yel,zrelvarxel.
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2.4. Nhan xet

1) Cac tap con {0} va R deéu la cac ideal cia R, goi la cac ideal tam
thuong.

2) Néu vanh R giao hoan thi cic khai niém ideal trai, ideal phai va
ideal la trung nhau.

3) Gia st R la vanh c6 don vi va I la mot ideal trai hay phai cia .
Khi d6 I = R < I chia it nhat mot phan ti kha nghich < I chia
phan t don vi.

4) V6i I. J la hai ideal cua R, dat

[+J={z+ylzel yeJ}

I.J = {Z-'T-','y,-L'r:,- el,y €J neN}

i=1

Khi d6 I + .7 va I.J cung la cac ideal cua R. goi la tong va tich caa cac
ideal 7 va .J.
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2.5. Vi du
1) I 1a ideal cta Z khi va chi khi 7 ¢6 dang nZ véi n € Z.
2) M(n,Z) l1a vanh con cua M(n,Q) nhung khong la ideal.
3) M(n,2Z) la ideal caa M (n.Z).

Nhan Xet:

Tt Pinh nghia 2.1 ta thiy giao cia mdt ho khac rong cac vanh con
(tuong ting, ideal) cua mot vanh R cing la mot vanh con (tuong (ing,
ideal) cua vanh R.
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2.6. Pinh nghia

Cho S la mot tip con khac rong cia vanh R. Ta dinh nghia:

(i) Giao ctia tat ca cac vanh con cta R c6 cha S 1a vanh con sinh
bai S.

(ii) Giao ctia tat ca cac ideal cda R co chta S 13 ideal sinh bdi S, ky

hiéu la (5).

Tit dinh nghia ta thdy vanh con (tuong tng, ideal) cta R sinh béi tap
hop S chinh 14 vanh con (tuong tng, ideal ) nhd nhét cda R ¢6 chda S.

bic biét {0} la vanh con va cing la ideal sinh béi tip rong.
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2.7. Pinh ly. Cho S la mét tap con khdc rong ciia vanh R. Khi do
(i) Vanh con ciua R sinh bdi S la tap hop

{ Z S189 -+ Splsi € Shay —s; € S, n € N*}.

hitu han

(ii) Néu R co don vi thi ideal sinh bdi S la tdp hop

rl
(S) = {Z;zf,-.s',-y,-|:1:,~, yi € R,s; € S,n € N"}

i=1
(iii) Néu R giao hodn cé don vi thi

(S) = {Z;.zr,-,s,'|;lf,- € R, s;e S, neN}.

i=1
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2.8. Pinh nghia

Cho S la mét tip con cua vanh R va I = (S). Ta néi I duogc sinh ra
bdi S va S 1a tdp sinh cda I. Néu S hitu han thi ta néi I hitu han sinh.
Dic biét, néu S = {a} thi ta viét I = (a), goi 1a ideal chinh sinh bdi a.

2.9. Nhan xet
Néu vanh R giao hoan, c6 don vi thi ideal chinh sinh béi a la:
(a) = {xalr € R}.

Ta con ky hiéu tap hgp trén 1a Ra.
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2.10. Pinh ly. Gia siz I la mot ideal cua vanh (R, +,.). Trén nhom
thuong (R/1,+) ta dinh nghia phép todan nhdan nhu sau:

(z+1)(y+1)=2y+ 1.
Khi do (R/1,+,.) la mdt vanh, goi la vanh thuong ciia R trén ideal 1.

2.11. Nhan xét

1) Néu vanh R giao hoan thi vanh thuong R/I ciing giao hoan. Chiéu
dao lai khong dang.

2) Néu vanh R c¢6 don vi e thi vanh thuong R/ c¢6 don vi la e + 1.
Chiéu ddo lai khong dang.
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2.12. Vi du

Vanh thuong ctia vanh cac s6 nguyén Z trén ideal nZ chinh la vanh
7., cac so nguyén modulo n, trong do ngoai phép cong da hiét, ta co
phép toan nhan dinh bai

(z +nZ)(y + nZ) = xy + nZ.
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3. Pong cau
3.1. Dinh nghia

Mot anh xa f tir vanh R vao vanh R’ dugc goi 1a mot dong cdu vanh
néu f bao toan cac phép toan, nghia la v6i moi =,y € R.

fle+y) = flx)+ fly),
flxy) = f(x)f(y).

Mot dong cau ti R vao R dudc goi 1a mét rw dong cdu cia R. Mot dong
cau dong thoi 1a don anh, toan anh, song anh dugc goi lan lugt 1a don
cdu, toan cdu, ddng cau. Mot tu dong cau song anh dugc goi 1a mot 1
ddng cdu. Néu ton tai mot dang ciu ti R vao R’ thi ta néi R dang ciu
voi R, ky hieula R ~ R’
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3.2. Vi du

1) Anh xa déng nhat idp ctia vanh R 1a mot tu ding cau, goi 1a 1w
ddng cdu dong nhdt cua R.

2) Gia st A 1a mot vanh con cia vanh R. Khi d6 anh xa bao ham:
iy : A — R dinh boi is(z) = z 1a mot don cau, goi l1a don cdu chinh
tdc.

3) Gia su 7 la mot ideal cua vanh R. Khi d6 anh xa 7 : R — R/I
dinh béi 7(z) = = + I 12 mot toan cu, goi la toan cdu chinh tdc.
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4) Gia st R. R’ la hai vanh. Khi do anh xa f : R — R’ dinh bdi
f(x) = 0 (0x 1a phin ti khong cta vanh R') 1a mot dong ciu, goi la
dong cdu tam thuong.

5) Cho R la mdt vanh c6 don vi va a € R kha nghich. Khi do anh
xa f: R — R dinh béi f(z) = aza™' 1a mot ty ding ciu cta R. That
vy, dé thdy f 1a mot song anh, hon nita f 1a dong ciu vi

1

t=aza™'+ayat = f(z) + f(y),

flz+y) =alz+y)a
flzy) = a(zy)a™ = (aza™")(aya™") = f(z)f(y);
vay f la ding ciu.
’ 6) Xét anh xa f : Z¢ — Zg dinh béi f(7) = 47. Khi do f 1a dong
cau vanh vi
f@+y) =flz+y) =4r+y) =47+ 4y = f(T) + f(y),
FET) = () = 475 = 47 G+ 127§ = 1657 = (47)(47) = [(D) (D)
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3.3. Ménh dé. Néu f: R — R' la mdt dong cdu vanh thi f(0z) = Op
va f(—x) = —f(x) vdi moi x € R.

3.4. Ménh dé. Tich ciia hai dong cdu vanh la m¢t dong cdu vanh. BPdc
biét, tich ciia hai don cdu (tuong ing, toan cdu, dang cdu) vanh ciing
la don cdu (tuong ing, toan cdu, dang cdu) vanh.

3.5. Ménh dé. Anh xa nguoc ciia mét dang cdu vanh ciing la dang cdu
vanh.

3.6. Cha y

Do cic ménh dé 3.4 va 3.5 ta thdy quan hé ding ciu ~ giiia cic vanh
la mot quan hé tuong duong, nghia 1a théa ba tinh chat: phan xa, doi
x(ing va bac cau.
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3.7. Pinh Iy. Cho dong cdu vanh f : R — R’ va A la mdt vanh con
cua R, A" la mét vanh con cia R'. Khi do

(i) f(A) la mot vanh con cua R'.

(ii) f~Y(A") la mét vanh con cia R. Hon nita, néu A’ la mot ideal
ciia R' thi f~1(A) cing la ideal cia R.

Ddc biét, Imf = f(R) la vanh con cia R va Kerf = f~1(0p) la
ideal cua R. Ta goi lmf la anh cua [ va Ker [ la hat nhdn cua f.

3.8. Pinh ly. Pong cdu vanh f: R — R’ la don cdu khi va chi khi
Kerf = {Or}.
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3.9. Dinh ly ding ciu 1. Cho dong cdu vanh f : R — R'. Khi dé dnh
xa [ : R/Kerf — R' dinh boi f(x + Kerf) = f(x) la don cdu vanh.
Ddc biét, R/Kerf ~ Imf.

3.10. Dinh ly ding cau 2. Cho R la mot vanh va I la mot ideal, A la
mot vanh con cua R. Khi do [ + A la vanh con cua R; I la ideal cua
I+ A; INAlaideal ciia A va AJINA~ (I + A)/I qua dang cdu
vanh t+1NAw— x4+ 1.
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3.11. Dinh ly ding cau 3. Cho R la mot vanh va I la mét ideal ciia
R. Khi do

(i) A la mot vanh con ciia vanh thuong R /1 khi va chi khi A c6 dang
A/l vai A la mét vanh con cua R va A chita 1.

(ii) A la mét ideal ciia vanh thuongR/1 khi va chi khi A cé dang
A/l voi A la mét ideal ciua R va A chita 1. Hon nita, ta co

(R/I)/(A/I)~ R/A

qua dang cdu
(x+ 1)+ (A/I)— x+ A
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3.12. Vi du

Xét dong ciu vanh f : Zg — Zg dinh béi f(Z) = 47 (xem Vi du
3.2), ta co

Imf = 4Z¢ = 2Zg = {27T|T € Zg};

Kerf = {7 € Zsldz = 0} = {T € Zsldz = 0( mod 6)}
— {7 € Zglzr = 0( mod 3)} = 3Zs. Theo Pinh 1y ding ciu 3.9 ta
co

Z{i/gzﬁ e ZZﬁ.
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3.13. Bo dé Cho R la mot vanh giao hodn co donviva I, J la hai ideal
cia R sao cho I+J = R. Khido INJ = I.Jva R/INJ ~ (R/1)x(R/J)
qua diang cdu x+1NJw— (z+ 1,2+ J).

3.14. Dinh ly Du s0 Trung hoa. Cho R la mét vanh giao hodn cé don
viva I, I, - -, I, la cdc ideal cia R sao cho I;+1; = R vdi moi i # j.

Khi do

R/L1y-- I, ~ | [(R/I)
1=1

qua dang cdu x + LIy --- 1, — (z + I;).
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3.15. Ap dung

.ﬂr" Sy, Fa .ﬂr‘ Fa) A’J Y oy - 13' .ﬁa“. e,
1) Néu m, n la cac sO nguyén to cung nhau thi ta c6 dang cau vanh

ZIHH ™~ Z‘I” x Z.l'i'
Ti d6 ta c6 dang cAu nhom

% * *
Loy = Ly X L.

mmn —
¥

2) Néeu n = p{'py? -+ pp* 1a sy phan tich chinh tac cda n thanh cac
thita s6 nguyén to thi ta c6 ding ciu vanh

E” e ZPT[ X Zp_f-::e X oo Lo

P

Tit d6 ta c¢6 dang ciu nhom

Z: Pt Z*”l ){ Zinﬂ }‘: L Z*HL .
Hy Ha

Py
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4. Mién nguyén va trudng

4.1 Pinh nghia

(i) Cho R la mét vanh giao hoan. Phan ti = € R\ {0} dugc goi la
woce cia 0 néu ton tai y € R\ {0} sao cho zy = 0.

(ii) Mot vanh giao hoan, c6 don vi, c6 nhiéu hon mot phan ti va
khong co udc cua khong dudgc goi la mién nguyén.

(ili) Mot vanh giao hoan, c6 don vi, c6 nhiéu hon mot phan td trong
d6 moi phan ti khac 0 déu kha nghich dugc goi 1a mot truong.
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4.2. Nhan xét

1) Trong mién nguyén R, phép nhan co tinh gian udc cho cac phan
ti khac khong nghia la néu zy = zzva 2 £ 0 thi y = 2.

2) Moi truong R chi ¢o hai ideal la {0} va R.
3) (R,+,.) 1a mét truong khi va chi khi cac tinh chét sau diy dugc
thoa:
i) (R,+) la nhom Abel;
ii) R\ {0} la nhom Abel;
iii) Phép nhan phan phdi véi phép cong.
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4.3. Vi du

1) Tap cac s6 nguyén Z véi phép cong va nhan théng thuong la mién
nguyén nhung khong la truong.

2) Tap hop cac so hiu ty Q véi phép cong va nhan thong thuong la
truong. Ta goi do la truong cdc sé hitu ty Q. Tuong tu, ta co rruong cdc
56 thue R va truong cdc sé phitc C.

3) Vanh Z, cac s6 nguyén modulo n la truong khi va chi khi n = p
nguyén to (Bai tap 2.25).
4.4. Pinh Iy. (i) Moi truong déu la mién nguyén.

(ii) Moi mién nguyén hitu han déu la truong.
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4.5. Nhan xet

Gia thiét hitu han trong (ii) cta Pinh ly 4.4 khong thé bé dugc.
Ching han Z la mién nguyén vo han nhung khéng phéi la truong.

4.6. Pinh nghia

Cho R 1a mot truong va 7 1a mot tdp con khac rdng ctia R 6n dinh
doi véi hai phép toan trong R. Ta noi I 1a mot truong con cia R néu I
v6i hai phép toan cam sinh ti R ctng la mot truong.

4.7. Vi du

Truong cac s6 hiu ty Q la truong con cia truong cac so thuc R.
Tuong tu, R la truong con caa C.
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4.8. Pinh ly (Pic trung caa truéng con). Cho R la mét truong va [
la tdp con cia R c6 chita it nhat hai phan tt. Cdac ménh dé sau tuong
duong:

(i) I la moét truong con cua R:

(ii) Vi moi x, y € I, r+y € I, xy € I, —x € I va hon nita, néu
r#0thi v el

(iii) Vdi moi x, y € I, x —y € I va hon nita, néu x # 0 thi 2~ 'y € I.
u
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Xét R 1a mot truong véi phan ti don vi e. Trong nhom cong R.
phan t don vi e hodc co cip hitu han hodc co cap vo han. Gia st e ¢o
cap httu han 1a n. Khi d6 n phéi 1a s6 nguyén t6, vi néu khong thi cé
1 < m, k < n sao cho n = mk dan dén 0 = ne = (mk)e = (me)(ke),
suy ra me = 0 hodc ke = 0, mau thuan véi tinh chat cda cap n. Vay
néu e ¢6 cap hitu han thi cap do phai la s6 nguyén to. Truong hgp e co
cap vd han, ta noi R 1a trudng co ddc sé” (hodc ddc trung) 0, ky hiéu la
charR = 0. Trudng hop e ¢6 cap hitu han p, ta noi trudng R co6 ddc sé
(hoac ddc trung) p, ky hiéu la charR = p.

4.9. Vi du
1) Cac trudng so Q, R, C deéu co dic so 0;
2) VGi p nguyén to, truong Z, cac s6 nguyén modulo p c6 dic so p.

Cac dinh 1y sau néu 1én tinh chat cta dic s cta cac truong:
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4.10. Pinh ly. Cho R la mét truong. Cdc ménh dé sau tuong duong:
(i) charR = 0;
(ii) Vdi moi © € R\ {0} va n € Z, néu nx = 0 thi n = 0;

(iii) R chita mét truong con dang cdu (vanh) voi Q.

4.11. Pinh ly. Cho R la mét truong va p la mét sé nguyén té. Cdc
ménh dé sau tuong duong:

(i) charR = p;
(ii) Vi moi x € R\ {0} va n € Z, nx = 0 khi va chi khi p|n;

(iii) R chita mét triuong con ddng cdu (vanh) vdi 7,
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4.13. Dinh nghia

Cho R la mot mién nguyén va R la mot truong. Ta néi R 1a truong cdc
thuong cla mién nguyén R néu ton tai mét don cau (vanh) f: R — R
sao cho moi phén tit cia R déu c6 dang f(a)f(b)"' v6ia, b€ R, b £ 0.

4.14. Pinh ly. Cho R la mét mién nguyén. Khi do truong cdc thuong
R ciia R luén luén ton tai va duy nhdt (sai khdc mét ddang cdu).
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4.15. Nhan xet

Vidnh xa f : R — R dinh bdi f(a) = = 1a don ciu vanh nén
e

ta co thé dong nhit a € R véi 2 ¢ R. Do d6 c6 thé xem R nhu la
[

mot truong chifa mién nguyén R va moi phan ti thudc R déu c6 dang

f
g 5( ") — ab~! véia, b€ Rvab+#0. Ro ring moi trudng chda

mién nguyén R déu phai chita cac phan t ¢6 dang ab~! nhu thé nén
R 1a trudng nhé nhat chia R.
4.16. Vi du

Truong cac s6 hitu ty Q chinh la trudng cac thuong ctia mién nguyén

ZviQ = {%h}., b e Z} s {rr.f:r_l|n.,f:r = Z}.



