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Loi noi dau

Gido trinh Dai s6 dai cuong duogc viét theo chuong trinh qui dinh
ciia hoc phdn cing tén, 4 tin chi, nhdm phuc vu cho sinh vién nganh
Todn-Tin hoc. Vi thoi lugng han hep nhu thé, gido trinh chi bao gém
nhitng kién thifc rdt co bdn vé cdc cdu triic dai sé ma theo chiing toi
la cdn thiét cho moi sinh vién Todn-Tin hoc dit ho chon bdt cit hudng
nao & giai doan chuyén nganh. Cdc cdu tric dai s6 co bdn duogc trinh
bay trong gido trinh la: Nhom, Vanh, Truong, Vanh da thiic, Médun va
Pai s6. Nhitng két qud sdu hon vé Iy thuyét nhom, 1y thuyét vanh,... sé
duoc trinh bay trong mot gido trinh khdc mang tén Dai sé hién dai.

Pai s6 dai cuong la hoc phan dai s tritu tugng ddu tién trong chuong
trinh chuyén nganh ciia sinh vién Todn-Tin hoc, la hoc phdn co s& gitip
sinh vién budc ddu tiép cdn vdi nhiing ky hiéu va tinh todn hinh thiic.
Vi thé, véi muc dich phuc vu rong rdi cho moi doi tugng sinh vién, bén
canh tinh chdt ché va logic vén rdt duoc chi trong, chiing téi con dua
vao gido trinh nhiéu vi du minh hoa. Véi phuwong cdch nhu thé, chiing
10i tin rdng sinh vién sé dé tiép thu hon va doc gid sé tim thdy doi diéu
bé ich khi doc gido trinh nay.

Cudi méi chuong la hé thong bai tdp khd ddy dii va phong phi gitip
sinh vién rén luyén ky ndng tw duy nhdm tuong tdn hon vé nhitng vin
dé trong 1y thuyét. Mot sé két qud trong Iy thuyét ciing duoc dua vao
dudi dang bai tdp. Nhiing bai tdp cé ddnh ddu * la nhitng bai khd, doi
héi ban doc phdi dau tu nhiéu thoi gian va cong sic hon so vdi cdc bai
tap khdc.

Chiing t6i xin chdn thanh cdm on Bé mén Dai 56, Khoa Todn-Tin
hoc, Truong Pai hoc Khoa hoc Tu nhién, Pai hoc Quéc gia TP HCM
va Nha xudt ban Pai hoc Quéc gia TP HCM da tao diéu kién thudn loi
dé gido trinh nay sém dén tay ban doc. Ddc biét xin cam on ThS Trinh
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Thanh Péo va CN Téng Viét Phi Hiung dd gop sic bién soan phan bai
tap va da nhiét tinh soan thdo toan bé gido trinh bang BIpX. Mdc du da
c6 nhiéu cé gdng, gido trinh van c6 thé con nhiéu khiém khuyét. Chiing
t6i rdt mong nhdn duoc su phé binh, gép ¥ ciia qui djc gid. Moi ¥ kién
xin vui long giti vé Bé moén Dai s6, Khoa Todn-Tin hoc, Truong Pai
hoc Khoa hoc Ty nhién, Pai hoc Quéc gia TP HCM, 227 Nguyén Vin
Cit, Qudn 5, Tp. HCM.

TP Ho Chi Minh, thang 6 nim 2005
CAC TAC GIA
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Chuong I
NHOM

§1. Phép toan hai ngoi

1.1. Dinh nghia
Phép todn hai ngoi (goi tit 1a phép toan) trén tap hop X 1a mot anh
Xa
f: XxX — X
(z,y) — f(z,y).

Ta dung ky hiéu = fy thay cho f(z,y). Nhu vdy, Gng vé6i cac phép toan
*,0,+,.,... ta co cac ky hiu z xy, x oy, x + vy, z.y, ... Khi ky hiéu
phép toan 13 . ta goi day 1a phép toan nhan va thudng viét zy thay cho
2.y ma ta goi 1a tich cha z va y. Con khi ky hiéu phép toan 1a + ta goi
day 13 phép toan cong va = + y 1a téng clia z va .

1.2. Vi du

1) Phép cong va phép nhan thong thuong trén cac tip hop N, Z, Q,
R, C la cac phép toan; phép tri thong thuong la phép toan trén cac tap
hop Z, Q, R, C nhung khong la phép toan trén N.

2) Phép cong va phép nhan ma trdn la cdc phép toan trén M(n,R)
gom cac ma tran vuong cap n vdi hé so thuc.

1.3. Dinh nghia
Cho phép toan * trén tp hop X. Ta noéi phép toan x*:
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(i) giao hodn, néu véi moi =,y € X, x xy = y * x;
(ii) két hop, néu v6i moi x,y, 2z € X, (x % y) x 2 = 2 * (y * 2);

(ili) c6 phdn tit trung hoa trdi (tuong Gng, phdi) 1a e néu e € X va
véi moi z € X, exx = x (tuong Gng, = * e = x). Néu e viia la phan
t trung hoa trai vira 1 phan td trung hoa phai thi ta néi e 1a phdn ni
trung hoa ctia phép toan .

1.4. Ménh dé. Mot phép todn cé nhiéu nhdt mot phin tit trung hoa.

Ching minh. Gié st ¢ va ¢” 13 hai phan t& trung hoa ctia phép toan x.
Xét phan ti ¢/ = ¢”. Vi ¢’ 1a phan td trung hoa trai nén ¢’ x ¢” = ¢”. Mt
khac,vi ¢’ 13 phan td trung hoa phdi nén ¢’ x ¢’ =¢’. Suyrae =¢”’. ®

1.5. Nhén xét

Tt chting minh cia Ménh dé 1.4 ta thdy néu ¢’ 1 phan td trung hoa
trai va ¢” 1a phan t& trung hoa phai cGia phép toan  thi ¢/ = ¢”. Dic
biét, néu trong X ton tai phan t& trung hoa e thi d6 1a phan td trung
hoa trai duy nhéat dong thdi cting 13 phan ti trung hoa phai duy nhat.

1.6. Dinh nghia

Cho * 13 mot phép toan trén tap hop X c6 phan t trung hoa e va
x 12 mot phan t& tiy y cla X. Ta néi = khd doi xiing trdi (tuong Gng,
phdi) néu ton tai 2’ € X sao cho 2/« z = e (tuong Gng, = * 2’ = ). Khi
do o’ dugc goi 1a phan tit ddi xing trdi (tuong ing, phdi) cGa z. Trudng
hop = vita khd déi xng trai, vita kha doi xding phai thi ta néi = kha doi
x(ing va phan ti 2/ € X théa z 2’ = 2/ = e dugc goi 1a phdn tit doi
xifng cla z.



1.7. Ménh dé. Néu phép todn = két hgp thi mdt phan tit c6 nhiéu nhat
mot phdn it doi xitng.

Chéng minh. Gid st 2’ va 2” 1 hai phan t& doi xing cda z. Khi dé
¥xx=evarxa’ =e. Dodo

r=a"xe=2"x(xx2")= (" xx)x2" =exa" =2". |

1.8. Nhan xét

Tu ching minh cta Ménh dé 1.7 ta thay, khi phép toan = két hgp,
néu ' 1a phan t& doi xing trai cda = va 2 1a phan t& d6i xing phai
cla z thi #’ = 2”. Dic biét, néu = kha doéi xing va 2’ 13 phan td doi
x(ng cta z thi 2/ 1a phan t& doi x(ng trai duy nhat va cing 1 phan ti
doi xting phai duy nhét cia .

1.9. Thuit ngit va ky hiéu

1) Truong hgp phép toan cong: Phin td trung hoa dugc goi 1a phdn
1t khéng va duge ky hiéu 1a 0, tinh chat kha doi xing dugc goi 1a khd
déi, phan t& doi xtng cda x dugc goi 13 phdn tir ddi cta = va ky hiéu la
—XT.

2) Trudng hgp phép toan nhan: Phan td trung hoa dugc goi 1a phdn
1i don vi va dugc ky hidu 1 e hay 1, tinh chat kh3 d6i x(ng dugc goi 1a
khd nghich, phan ti d6i x(ng cta = dugc goi 1a phdn tit nghich ddo cla
x va ky hiéu 1a =~ 1.

Tu day trd vé sau, néu khong cb gi gy nham lan, ta ding phép toan
nhan dé chi mot phép toan tuy v trén tap hop dang khio sat.

§2. Ntta nhom

2.1. Dinh nghia
Cho tip hgp X véi phép toan nhan. Ta néi (X,.) (goi tit 1a X) Ia:
(i) mot nita nhém néu phép toan nhan két hop trén X;

(ii) mot vi nhém néu phép toan nhan két hgp trén X va co phan ti
trung hoa trén X.



Mot nda nhém dugc goi 13 giao hodn hay Abel néu phép toan tuong
ing giao hoan.

2.2. Vidu

1) V6i phép cong thong thudng, cac tip hop N, Z, Q, R, C trd thanh
cac vi nhéom giao hoan.

2) V6i phép cong thong thuong, tip hgp N* gom céc s6 nguyén duong
tré thanh mot nita nhém giao hoan nhung khéng 1a vi nhom.

2.3. Ky hiéu

Trong nta nhom (X,.), do phép toan nhan két hgp nén véi moi
T,y, Z.
(zy)z = x(yz).

Gia tri chung cta hai vé trong ding thic trén duge ky hiéu 13 zyz va
goi 1 tich cla cac phan tl x, v, z theo tht tu d6. Bing quy nap, ta dinh
nghia tich cta n phan td =1, ..., z,, nhu sau:

1Ty = 1(X2...27).
Ta co dinh 1y sau:

2.4. Dinh 1y. Cho xy, ..., x, la n phdn tit tiy ¥ ciia mita nhém (X, .) véi
n > 3. Khi do:

Ty Ty = (01..2) (i1 ) oo (Thg1---T)
trongdo1<i1<j)<...<k<n.

Chitng minh. Vi X 12 mot nda nhém nén dinh 1y ding véi n = 3. Xét
n > 3, gid st dinh 1y ding cho moi tich ¢c6 m phan ti véi 3 < m < n.
Khi d6 st dung gid thiét quy nap va tinh két hop ta c6

(xlxz>($z+1$j)($k+1xn) =

= (.CCl.CCZ) [($Z+1$3><$k+11’n)]
= [w1(@g. i) (Tigr.n)]

= 21(T9...T,) = T1T2...T,,. [ |
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2.5. K¢ hiéu
Trong ndia nhém (X, .), tich cia n phan t&, mdi phan t& déu bing

x, duge goi la Iy thira bac n cda x va dugce ky hiéu 1a z”. Do Dinh Iy
2.4 ta co

2"z = 2" va (2™ = 2™, Vm,n € N*.

Truong hop ntia nhém cong (X, +), tong cta n phan t& duge goi 1a boi
n cla = va ky hidu 1a nz. Khi d6 cic tinh chat trén tré thanh

mzx + nx = (m + n)x va m(nx) = (mn)z.

2.6. Pinh ly. Trong nita nhém giao hodn, tich ciia n phdn tit ticy ¥
khéng phu thudc vao thit tuw ciia cdc phan tir.

Chitng minh. Vi phép toan giao hoan nén dinh ly ding véi n = 2. Xét
n > 2. Gid st dinh ly dang v6i moi tich cGia m phan td v6i m < n. Ta
chting minh ...z, = 2,(1)...2(») v6i moi phép hodn vi o cta tap hgp
{1,2,...,n}. That vay, dit k = o(n), bang cach st dung gid thiét quy
nap va cac tinh chét giao hoan, két hgp cda phép nhén ta cé:

1y = (T1..2p1) [Tp(Tha1.-T0)]
$1...$k_1) [($k+1...$n)$k]

L1 1Tt 1L )T,

(
(
(
(

= To(1)---To(n)- |
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§3. Khai niém vé nhém

3.1. Dinh nghia

Nhém 1a mot vi nhém ma moi phan ti déu kha déi xing. Néi cach
khéc, tap hgp G khac rdng véi phép toan nhan dugc goi 1a mot nhom
néu cac tinh chat sau dugc théa:

(G1) V6i moi z,y, z € G, (xy)z = z(yz);

(G5) Ton tai e € G sao cho véi moi = € G, ex = re = x;

(G3) V6i moi z € G, ton tai x' € G sao cho 227! =2 'z =e.
Néu phép toan trén G 1a phép cong thi cac tinh chét trén tré thanh:

(G1) V6i moi z,y,z € G,(x+y)+z=x+ (y+ 2);

(Gy) Ton tai 0 € G sao chovéimoi z € G, 0+ =2 +0 = x;

(G3) Véimoiz € G, ton tai —z € G sao cho 2+(—2) = (—2)+x = 0.

Truong hgp phép toan trén nhom G giao hoan thi ta noi G 1a nhém
giao hodn hay la nhém Abel.

Nhom G dugc goi la nhém hitu han khi tap hgp G hitu han. Khi dé
s6 phan td clia G dugc goi 1a ¢dp ctia nhém G. Néu nhém G khong
httu han thi ta néi G 1a nhém vé han.

3.2. Vidu

1) Tap hop cac s6 nguyén Z cing véi phép cong thong thuong la
mot nhém giao hodn ma ta goi 1a nhém cong cac s6 nguyén. Tuong tu
ta ¢6 nhom cong cac s6 hitu ty Q, nhém cong cic sé thuc R va nhom
cdng cac s6 phic C.

2) Tap hop céac sb hitu ty khac khong Q* cung véi phép nhan thong
thudng 1a mot nhém giao hoan ma ta goi 1d nhém nhan céac s hitu ty
khac khong. Tuong tu ta c6 nhém nhan céc so thuc khac khong R* va
nhém nhan cic s6 phic khac khong C*.
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3) V6i X ={1,2,....,n}, dat
Sp = {olo: X — X 1a mot song anh}.

Khi d6 S,, véi phép hgp néi anh xa 1d mot nhém (c6 phan t& don vi 1a
anh xa dong nhat Idx va phan ti nghich ddo cta ¢ € S, chinh la 4nh
xa ngugc o '). Ta goi (S,, o) 1a nhém hoan vi hay nhém d6i xting bac
n. Pay 12 mot nhém hitu han c6 cap n! (xem §4).

4) Tap hgp GL(n,R) gom cic ma trdn vudng cap n, kha nghich vé6i
hé s6 thuc cting v6i phép nhan ma tran 13 mot nhom khong giao hoan
v6i moi n > 1 (v6i phan ti don vi 12 ma trdn don vi 7, va phan td
nghich ddo cia A € GL(n,R) chinh la ma trdn nghich dao A!). Ta
g0i GL(n,R) 1a nhém tuyén tinh ddy dii bac n (hay nhém tuyén tinh
téng qudt bac n) trén R.

3.3. Pinh 1y. Cho nhom (G, .) va x,y,x1,...,x, € G. Khi do:
(i) Phdn tit don vi e la duy nhat.
(ii) Phdn tit nghich ddo x™' ciia = la duy nhdt va (z71)™1 = x.
(iii) xy = e khi va chi khi yx = e. Hon nita khi dé vy = = ".

(iv) (z1..7,)" " = 2, Loy 7L Bdc biét (2™)™t = (271" vdi moi n
nguyén duong.

(v) Phép todn nhdn co tinh gidn udc, nghia la voi moi x,y,z € G, t
ddng thitc vy = xz hay yx = zx déu din dén y = z.

Ching minh. (i) Suy ti Ménh dé 1.4.
(ii) Suy to Ménh de 1.7.
(iii) Suy ti Nhan xét 1.8.
(iv) Chi cin nhan xét ring

(1) (™) = (212pt) (@nw, D (@py Y
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sau do s dung (iii).

(v) Tir ddng thitc zy = z2z tasuyraz ' (zy) = 2~ (z2) hay (z 7 '2)y =
(z ')z, nghia la y = 2. Tuong ty, tit ddng thic yz = zx cling din dén
y==z. |

3.4. K¢ hiéu

Trong nhém nhédn (G, .) ta ding ky hiéu =" dé chi phan t& (z1)"
vOi moi n nguyén duong va dit 2 = e. Nhu vy ta da dinh nghia lay thua
bac n clia mdt phan ti bat ky trong mot nhém nhan véi » nguyén. Cha
y rang, do tinh chat (iv) trong Dinh 1y 3.3, cic cong thic 272" = 2™
va (z™)" = 2™ (hay mz + nx = (m +n)x va m(nz) = (mn)z do6i véi
nhém cong) van con dang véi moi m, n nguyén.

3.5. Pinh Iy. Cho (G, .) la mét nita nhém khdc réng. Cdc ménh dé sau
tuong duong:

(i) (G,.) la mot nhém;

(ii) Véi moi a,b € G, cdc phuwong trinh ax = b va ya = b déu cé
nghiém trong G;

(iii) Trong G c6 phdn tit don vi trdi e va véi moi © € G, ton tai
z' € G sao cho 'z = e;

(iv) Trong G c6 phdn tit don vi phdi € va véi moi x € G, tén tai
2" € G sao cho za" = €.

Chitng minh. (i)=(i) Ta c6 z = a~'bva y = ba~! [an lugt 1a cac
nghiém cta phuong trinh az = b va ya = b.

(ii)=(iii) Do G # @ nén ton tai ag € G. Goi e la nghiém ctia phuong
trinh yay = ao. Khi d6 e 1a phan td don vi trdi. That vay, véi b 1a mot
phan t tuy y cda G, goi ¢ 1a nghiém cta phuong trinh agz = b, khi d6
apc = b nén

eb = e(apc) = (eag)c = age = b.

Vay e la phan td don vi trdi. Tinh chét sau cung trong (iii) dugc suy tu
gid thiét moi phuong trinh dang ya = e déu c6 nghiém trong G.

(iii)=-(1) Gid st trong G c6 phan t& don vi trai e va véi moi = € G,
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ton tai 2/ € G sao cho z/z = e. Ta chiing minh e 1a phan td don vi va
2’ 13 phan td& nghich dio ctia x. Theo gid thiét, véi «/ nhu trén ton tai
2" € G sao cho 2”2’ = e. Do do

rr' = e(xa) = (2"2)(x2) = 2" (2'2)2" = 2"ex’ = 2"2' = e.

Suy ra

re = z(2'z) = (za')x = ex = x.
Cac két qué trén ching t6 e la phan t& don vi va 2/ = 2~'. Do d6 (G, .)
la mot nhom.

Tuong tu ta cing co (i)=-(ii); (ii)=-(iv) va (iv)=-(i). Do d6 dinh ly
dugc chiing minh. u

84. Nhom hoan vi

4.1. Dinh nghia

Cho tiap hop X # @ gom n phan td (ta c6 thé dong nhat X véi
{1,2,--- ,n}). Khi d6 tap hgp S, gom tat cd cac song anh tit X vao X
13 mot nhém véi phép hgp nodi anh xa. Ta goi S, 1 nhém hodn vi bac
n.

Nhém hoan vi S,, 1a nhém htiu han ¢6 cap n!, ¢6 phan ti trung hoa
Ja anh xa dong nhat Idy va phan ti nghich ddo cta o € S, 1a anh xa
ngugc o~ *. Nhom nay khong giao hodn néu n > 2.

4.2. Mbt s6 thuit ngit va ky hiéu

1) Méi phan ti o € S,, dugc goi 1a mot phép hodn vi hay mot phép
thé bac n va co thé dugc biéu dién bdi mot ma tran loai 2 x n :

trong d6 & dong tht nhat, cac phan td cda tip X dugc sip xép theo
mdt thd tu ndo d6 (thuong 1a 1,2,--- ,n), dong thd hai gom anh cida
cac phan ti tuong Gng & dong tht nhat qua song anh o.
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2) Phép hoan vi ¢ € S,, dugc goi 1a mot r-chu trinh hay mét chu
trinh ¢6 chiéu dai v néu ton tai cic phan t& phan biét 4,49, ....43, € X
sao cho o(iy) = dg,--+ ,0(ip—1) = ip,0(iy) = i1 va o(i) = i,Vi €
X\ {iy,ia,--- ,4.}. Khi d6 ta viet o = (iyiy---i,).

Hai chu trinh o = (iyiy- -+ 4,.), 0’ = (j1jo - - - js) dugc goi 1a roi nhau
hay déC laAp néu {7:17 Z.27 e 7Z.1"} N {jla an e 7j3} - @

3) Mdi 2-chu trinh trong S, dugc goi 1a mot chuyén vi. Nhu vay mdi
chuyén vi ¢6 dang (i j) v6i 1 < i # j <n.

Vi du: a) Trong nhém hoan vi Sg, phép hodn vi o xdc dinh béi
o(1) = 2,0(2) = 5,0(3) = 4,0(4) = 1,0(5) = 3,0(6) = 6 dugc mb ta
nhu sau:

b) Trong nhém hoan vi S, chu trinh ¢ = (134 7) ¢6 chiéu dai 4 va

la phép hoan vi:
1234567
3247561/

¢) Trong nhém hoén vi Sg, chuyén vi (2 5) la phép hoan vi:
12345678
15342¢6728)

d) Trong nhém hoan vi S, cho

Ta co



§)=<134>;

o t=(3521);

4.3. Nhan xét

Hai chu trinh ¢ va 7 rdi nhau thi ching giao hoan 14n nhau, nghia
la o = 70.

4.4. Pinh 1§. Moi phép hodn vi bac n khdc dnh xa dong nhdt déu duoc
phén tich thanh tich cdc chu trinh roi nhau cé chiéu dai lon hon hay
bang 2. Cdch phén tich la duy nhdt sai khdc mot su doi ché cdc chu
trinh.

Chitng minh. 1) Sy t6n tai: Goi k 1 s6 cic phan t i sao cho o (i) # i.

ChOH 71 Sao cho 19 = O'(Zj) 7é il; i3 = U(ig); <. ;ij+1 = O(ij); <. GOl T
1a s6 nhé nhat sao cho o(i,) € {i1;--- ;i,_1}, khi d6 o(i,) = i; (vi néu

o(iy) =1; # i thita cd o(i,) = i; = 0(i;—1) nén o khong la song anh).

Dit oy = (3149 --,) va Xy = {iy, 49, -+ ,i,}. Khi d6, néu r = k thi
o1 = o nén o la mot chu trinh, néu r < k, ta goi i,.1 ¢ X, 1a mot phan
td théa o(i,41) # ir-11. Thuc hién tuong tu qua trinh trén cho tap hop
X, = X\ X; ta dugc chu trinh o, roi nhau véi o;. Tiép tuc thyc hién
nhu vy, cudi cing ta nhin dugc cac chu trinh oy, 09, -+ , 0, r6i nhau
ting doi mot va o = 0109 - - - 0y,

2) Sw duy nhdt: Gia st o # Idx va o duge phan tich du6i hai dang

!/ /
0 =010 0p =010y 0.
Trong d6 01,09, -- , 0, la cac chu trinh r6i nhau va o1, 03, - - -, o7 cling

1a cac chu trinh rdi nhau. Dit oy = (iydp---4,). Khido ton tai 1 < k < ¢
sao cho

0,.(11) = o(i1) = 01(i1) = 12,
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01.(12) = o (ig) = o1 (i2) = i3,

or.(iy) = o(i,) = o1(i,) = 11.

Do d6 Ullg = 0. Kh()ng mat tinh téng quat ta c6 thé gia st o} = oy. Khi
do o - = o -+ o). Tiép tuc thyc hién nhu trén, cudi cung ta dugc
p=qva Jz = 0; v6i moi 1 < i < p. Pinh ly dugc chiing minh. |

Vi du: Trong nhom hoéan vi Sj, ta c6
(12
7=\ 32

/? A . \ A A ’ \ /’ ?
4.5. Bo dé. Moi chu trinh trong S,, deu dugc phdn tich thanh tich ciia
cdc chuyén vi.

3456789 10
7914856 10>_(13785)(496)'

Ching minh. Cho o = (i1i2---4,) 1a mét chu trinh. Ta ¢6 0 =
(ilir)(ilirfl) <. (2122) |

4.6 Dinh 1. Moi phép hodn vi trong S,, déu duoc phdn tich thanh tich
ciia cdc chuyén vi.

Chitng minh. Suy tit Pinh 1y 4.4 va B6 dé 4.5. n
Vi du: V6i o nhu trong vi du trén, ta ¢

— (15)(18)(17)(13)(46)(49).

Nhan xét rang sy phan tich thanh tich cac chuyén vi cda mot chu
trinh 13 khong duy nhat. Do dé su phan tich trong Pinh 1y 4.6 1a khong
duy nhat. Tuy nhién chdng ta sé chiing minh rang tinh chin 18 cda so
cac chuyén vi trong cac phan tich 1a khong thay déi.

4.7. Dinh nghia

Cho o € S,. Ta néi rdng {i, j} tao thanh mot nghich thé’ d6i véi o
néu
(2 =)o) —o(5)] <O0.
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Néu s6 cac nghich thé d6i véi o 1a k thi dau cda o, ky hiéu sgn(o), 1a
ham dugc dinh nghia bdi

sgn(o) = (1),
Néu sgn(o) = 1 thi o dugc goi 1a hodn vi chdn, néu sgn(c) = —1 thi o
dugc goi 1a hodn vi lé.

4.8. Nhan xét
(i) sgn(ldy) = 1.
(ii) sgn(o) = sgn(o™1).
(iii) Néu o 1a mot chuyén vi thi sgn(o) = —1.
4.9. Pinh 1y. Vi moi 0,7 € S, thi
sgn(oT) = sgn(o)sgn(7).

Ching minh. Goi ky, ko va k [an lugt 13 s6 nghich thé trong o, 7 va
or. Gid st 1 < i < j < n. Hoan vi o c6 thé dugc biéu dién nhu sau:

o= (I ),
Khi do

1°. Néu 7(i) < 7(j) va o7(i) < o7(j) thi {i, j} khong 1a nghich thé
trong 7; (7(i), 7(j)) khong la nghich thé trong o va {i, j} khong la
nghich thé trong o7.

2°. Néu 7(1) < 7(j) va o7(i) > or(j) thi {i, j} khong 1a nghich thé
trong 7; (7(4), 7(5)) la nghich thé trong o va {i, j} 1a nghich thé trong

oT.

3°. Néu 7(i) > 7(j) va o7(i) < o7(j) thi {7, j} 1a nghich thé trong
7; (7(), 7(4)) 1a nghich thé trong o va {i, j} khong la nghich thé trong

oT.

4°. Néu 7(i) > 7(j) va o7(i) > o7(j) thi {i, j} 1a nghich thé trong
7; (7(7), 7(4)) khong 1a nghich thé trong o va {i, j} 1a nghich thé trong

oT.
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Két hgp 4 truong hgp trén ta duge k + k1 + ko 13 mot s6 chin nén
(=1)F = (=1)}1(=1)", nghia a

sgn(oT) = sgn(o)sgn(7). u
Tt B6 dé 4.5, Nhan xét 4.8 va Pinh 1y 4.9 ta suy ra:
4.10. Pinh ly. Vi moi hodn vi o € S, ta c6

sgn(o) = (—1)’

vdi 1 la s6" chuyén vi trong phén tich o thanh tich cdc chuyén vi. Pdc
biét, tinh chdn 18 ciia s6 cdc chuyén vi trong DPinh Iy 4.6 la duy nhat.

Vi du: Xét tinh chdn 18 cda phép hoan vi o € Sy, sau:

(12 78 910
7= (3 5 7 10 2 9)

= (136)(258109)

= (16)(13)(29)(210)(28)(25).

3456
6 4 8 1

Vi o dugc viét dudi dang tich clia 6 chuyén vi nén sgn(o) = 1 nghia la
o 1a mot hoan vi chin.

4.11. H¢ qua. Néu o la mét r-chu trinh thi
(i) sgn(o) = (=1)" 7%

(ii) o chin < r 1é; va o 1é < r chdn.

§5. Nhom con

5.1. Dinh nghia

Mot tip con H ctia nhom (G, .) dugc goi 1a tip con 6n dinh ctia nhom
G néu véi moi =,y € H,zy € H. Khi d6 phép toan nhan thu hep trén
H x4c dinh mot phép toan trén H ma ta goi 1a phép toan cam sinh trén
H (tu phép toan trén G).
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5.2. Dinh nghia

Nhém con H clia nhém G 13 mot tip con 6n dinh cia nhém G sao
cho ctiing v6i phép toan cdm sinh H 1a mot nhom. Ky hidu H < G dé
chi H 1a mot nhém con cda G.

Pinh Iy sau day cho ta diu hiéu dé nhan biét nhém con cia mot
nhom cho trudc.

5.3. Pinh 1. Cho H la mét tdp con khdc rong ciia nhém (G, .). Cdc
ménh dé sau tuong duong:

(i) H < G,
(ii) Voi moi v,y € H,zy € H va v~ ' € H;
(iii) Vi moi xz,y € H,z~ 'y € H.

Chiing minh. (i)=(ii) Truéc hét ta chiing minh phéan t& don vi ¢’ cda
nhém con H ciing chinh 13 phan t& don vi e clia G. That vay, v6i moi
x € H tacoer =2 = exr nén do tinh gidn udc ta suy ra ¢ = e.
Bay gid goi «’ 1a phan t& nghich ddo cda = trong nhém con H, ta c6
t't =e=2x"'x,do d6 7' = 2/ € H. Tinh chit zy € H dugc suy tu
tinh chit nhém con H 1a mdt tap hop con én dinh cla G.

(ii)=(iii) V6i moi z,y € H, gid thiét (i) cho ta ' € H va do d6
rlye H.

(ili)=() Vi H # @ nén ton tai a« € H va do d6 e = a 'a € H. Bay
gid v6i moi © € H,z~' = 2~ 'e € H. Cudi ciing, véi moi =,y € H, do
r'e Hnénay= (z7")"'y € H. Suy ra H < G. u

5.4. Vi du

1) Cac tap hop {e} va G déu 1a cdc nhém con clia G. Ta goi day la
cac nhém con tam thuong cia G.

2) Tt Vidu32tathly Z<Q <R < Cva Q" <R*<C.

3) Goi A, 1a tip hop gom tat cd nhiing hoan vi chin trong nhém
hoan vi S,. Khi d6 to Nhan xét 4.8 va cic Pinh Iy 4.9, 5.3 ta thay
A, < 8S,. Ta goi A, 1a nhém thay phién bac n.

21



4) Tap hop SL(n,R) gom cic ma trdn vudng cip n véi hé s6 thuc
c6 dinh thic bang 1 14 mot nhém con cda nhém tuyén tinh day da
GL(n,R). Ta goi SL(n,R) la nhém tuyén tinh ddc biét bac n trén R.

5.5. Dinh 1y. Giao ciia mét ho khong réng cdc nhém con ciia mot nhém
G ciing la nhom con cua G.

Chitng minh. Gid si {H;}ic; 1a mot ho khong réng cac nhém con
cla nhém (G,.). Dit H = (| H;. Khi d6 H # O vi e € H. Vi moi
iel

x,y € Htacoz,y € H;,Vi € I néntheoPinh 1y 5.3, 27 'y € H;, Vi € I,
nghiala 2~ 'y € H. Suy ra H < G. |

Bay gid cho S 1a mot tip hop con clia nhém G. Ta xét ho tat ci cac
nhém con clia G chia S. Ho nay khong réng vi chda G. Theo Pinh
Iy 5.5 giao ctia ho d6 1a mot nhom con clia G. Hién nhién day 1a mét
nhém con nhé nhat ctia G cha S. Ta c6 dinh nghia sau:

5.6. Dinh nghia

Cho S 1a mot tip con cia nhom G. Nhém con sinh bdi S 1a nhom
con nhé nhét cda G chia S va dugc ky hiéu 1a (S). Tap hop S dugc goi
1a tdp sinh cia nhém (S). Néu S hitu han: S = {z1,...,2,} thi ta néi
(S) 1a nhom hitu han sinh v6i cac phan t sinh 2y, ..., 2, ma ta thuong
ky hiéu nhém nay la (xy, ..., z,).

Dinh 1y sau diy mo ta cdc nhom con sinh béi mot tip hap:
5.7. Pinh 1y. Cho S la mét tdp con ciia nhém G. Khi dé:
(i) Néu S = O thi (S) = {e}.
(ii) Néu S # O thi
(S) = {x*..x,™

neN x, €8¢ = :tl}

Chitng minh. Khing dinh (i) 13 hién nhién. Ta ching minh (i). That
vay, ky hiéu vé& phdi cta ding thic trong (i) 14 H. Vi nhém con (S)
chifa tit cd cac phan t& z; cGa S nén (S) chida H. Mit khéac, do cach
dit H ta thdy néu 2,y € Hthizy € Hva z ' € H nén H 1a mot
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nhém con cta G. T day, do H chda S nén ta ¢6 H chia (S). Suy ra
H = (S). u

5.8. Vi du
) . 1
1) Taco Z = (1) va Q = (E\n e N).

2) Ta c6 Q* = (P), trong do
P = {—1} U {p| p nguyén t6 duong}.
3) Xét nhéom hoan vi S,. Vi mdi phép hoan vi déu dugc phan tich
thanh tich cic chuyén vi nén S,, 1a nhém sinh béi cac chuyén vi.
5.9. Cha y

Néu H va K 1a hai nhém con cta nhém G thi H U K khong nhat
thiét 13 mét nhom con clia G (Xem bai tap 1.20). Ta ky hiéu H v K dé
chi nhém con sinh béi H U K.

§6. Nhom con cyclic va nhom cyclic

6.1. Dinh nghia

Cho G 1a mot nhom. Nhém con (a) cia G sinh béi phan td a € G
dugc goi 14 nhdm con cyclic sinh béi a. Néu ton tai phan t& a € G sao
cho (a) = G thi ta néi G 1a mot nhém cyclic va a 1a phan tit sinh cla
G.

Tt Pinh Iy 5.7 ta suy ra ménh dé sau:

6.2. Ménh dé. Nhom con cyclic sinh béi a la tdp hop gom tdt cé cdc
lity thita o™ véi n € 7, nghia la (a) = {a"| n € Z}.

Cho (G, .) 1a mdt nhém va a € G. Xét nhom con cyclic (a). Khi d6
¢6 hai truong hgp c6 thé xay ra:

Trudng hop 1. Tat cd cac lay thia " (n € Z) déu khac nhau ting
doi mot. Trong truong hgp nay (a) la nhom vo han.
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Truong hop 2. Ton tai nhing liy thita cta a bing nhau, ching han
a* = a'(k > 1). Khi d6 a*~' = e v6i k — [ > 0. Do d6 ton tai nhiing s6
nguyén duong m sao cho a™ = e. Goi n 1a s6 nguyén duong nhd nhat
sao cho a" = e. Khi d6 cic phan ti e, q, ...,a" ' d6i mot khac nhau va
{(a) ={e,a,...,a”'}. Thatvay, v6i 0 <i<j<n—-1vi0<j—i<n
nén do tinh chat nhé nhét cda n suy ra o/~ # e, nghia 1a ¢’ # a’. Hon
nita, véi = € (a), ton tai m € Z sao cho x = a™. Chia m cho n ta tim
dugc g, 7 € Zv6i 0 <r <n—1 sao cho m = gn +r. Khi d6

r=a"=a"" = (a")" =ela" = d,

va khing dinh trén dugc chiing minh. u

Tom lai, néu tat ca cic liy thita cta a déu khéc nhau thi (a) 1a nhom
v6 han, con néu ton tai nhiing Iy thita cia @ bang nhau thi (a) 12 nhém
hitu han cap n: (a) = {e,a,...,a""'}, trong d6 n 1a sé nguyén duong
nhd nhat sao cho a” = e. Tit day ta c6 dinh nghia sau:

6.3. Dinh nghia

Cdp cia mot phan t a trong nhém G 13 cap cia nhém con cyclic
(a). Ta thudng ky hiéu o(a) hay |a| d& chi cdp ctia phan ti a.

T Dinh nghia 6.3 va theo Iy ludn trén ta c6 hé qua sau:
6.4. H¢ qua. Cho (G,.) la mét nhém va a € G. Ta cé:

(i) a c6 cdp vo han khi va chi khi véi moi k € 7, néu a* = e thi
k=0.

(ii) a ¢6 cdp hitu han khi va chi khi tén tai k € Z* sao cho a* = e.

(iii) Néu a cé cdp hitu han thi cdp ciia a la sé nguyén duong n nhd
nhdt sao cho a" = e. Hon niia, khi dé véi moi k € Z, a¥ = e khi va chi
khi k la boi s6 ciia n.

6.5. Vi du
1) Nhém cdng cac so6 nguyén Z la nhém cyclic sinh béi 1.
2) V6i mdi n nguyén duong, quan hé dong du modulo n trén Z dinh
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- z = y(mod n) < x — y chia hét cho n.
bay 1a mot quan hé tuong duong trén Z véi cac 16p tuong duong la
T ={x+knlk € Z}.
Téap thuong cla Z theo quan hé dong du modulo » dinh béi
Zn ={zlz € Z} = {0,1,...,n — 1}.
Trén 7Z,, ta dinh nghia phép toan cong nhu sau:
T+y=71y.
Kiém chiing dé dang ring dinh nghia trén dugc hoan toan xac dinh va

Z,, tré thanh mot nhém giao hoan. Hon nda, Z, 1a nhom cyclic hiu
han cap n sinh béi 1. Ta goi Z,, 1a nhém cong cdc s6 nguyén modulo n.

3) Trong nhém hoén vi S,,, mot r-chu trinh o = (iy 45 ... 4,) ludn
lubn c6 cap r vi 0" = Id va o' # Id v6i moi 0 < [ < 7.

6.6. Dinh 1y. Moi nhém con ciia nhém cyclic déu la nhém cyclic. Hon
nita, néu H < {(a) va H # {e} thi H = (a") trong dé n la sé nguyén
duong nhé nhdt sao cho a" € H.

Ching minh. Gid st H C (a). Néu H = {e} thi hién nhién H la
nhom con cyclic sinh béi e. Xét truong hop H # {e}. Khi d6 ton tai
k € 7* sao cho a* € H. Vi a* va a™* = (a¥)~! déu thudc H nén co
thé khing dinh ring ton tai [ € N* sao cho a! € H. Goi n 13 s6 nguyén
duong nhé nhét sao cho ¢” € H. Ta chiing minh H = (a"). Thit
vay, hién nhién (¢") C H. Ngugc lai, cho = a™ € H. Lay m chia
cho n ta tim dugc g, € Z sao chom = gn+r v6i 0 < r < n. Vi
a” = a™(a")"? € H nén theo dinh nghia ctia n ta phai c6 r = 0, nghia
Am =qnvaz=(a")? € (a"). Pitu ndy ching t6 H C (a"). Vay
H = (a"). |

T Pinh 1y 6.6 ta suy ra hé qua sau:

6.7. Hé qua. H la mét nhom con ciia nhém cong cdc sé nguyén 7. khi
va chi khi H cé dang nZ voi n € N, trong do

nZ = {nk|k € Z}.
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§7. Nhém con chuin tic va nhém thuong

7.1. Pinh ly. Cho (G,.) la mdt nhém va H la mot nhém con cia G.
Xét quan hé ~ trén G nhu sau:

r~yerlye .
Khi do
(i) ~ la mot quan hé tuong duong trén G.
(ii) Ldp tuong duong chita x la © = xH, trong do
xH = {xh|h € H}.
Ta goi zH 13 ldp ghép trdi cda H (bdi phan ti z). Tap hop thuong

clia G theo quan hé ~, ky hiéu la G/H, dugc goi 1a tdp thuong cia G
trén H va |G/H|1a chi s6"cda nhém con H trong G, ky hiéu 1a [G : H].

Chitng minh. (i) Tinh phdn xa: V6i moi + € G,z ~ z Vi
xlx=e€ H.

Tinh d6i xing: V6i moi z,y € G, néu x ~ y thi 27'y € H nén
y1lr=(xry) e H nghialay~ .

Tinh bic cau: V6imoi z,y,2 € G,néuz ~yvay~ zthiz 'y € H
va ylz2 € H nén z7'2 = (27wl € H,
nghia 1a = ~ z.

Viy ~ la mot quan hé tuong duong trén G.

(ii) Ta co
r~y & x lyeH
& JheHzly=nh
& Jhe Hyy = zh.
Suyraz={ye Glx ~y} ={zhlh € H} = zH. |

7.2. Chay
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Hoan toan tuong tu, ta dinh nghia dugc quan hé ~’ trén G nhu sau:
x~yeay e H.

Khi d6 ~' cling 1a mot quan hé tuong duong trén G va 16p tuong duong
chita x 1a ¥ = Hzx, trong d6 Hx = {hx|h € H}. Ta goi Hx 1a Idp ghép
phdi cta H (b6i phan ti z).

Dinh 1y sau day cho ta thong tin vé cip ctia cac nhém con clia céc

nhom hdu han.

7.3. Pinh ly Lagrange. Cho G la mdt nhém hitu han va H la mot
nhom con cia G. Khi do

G| =|H||G : H].
Ching minh. Trudc hét nhan xét rang néu xH 1a mot 16p ghép trai thi
anh xa

po: H — zH

h —— zxh

1a moét song anh. Thit vdy, ¢ la toan anh do dinh nghia ctda tap hop
zH, ¢ 1a don anh vi néu zh = zk thi h = k do tinh gidn uéc cda phép
toan nhan trong nhém G. Nhu vdy s6 phan t cda cac 16p ghép trai déu
bang nhau va bang |H|, s6 16p ghép 1a [G : H]. Do d6

G| = |H|lG : H]. m

T Dinh 1y Lagrange ta suy ra ngay hé qua sau:

7.4. H¢ qua. Cho G la mdt nhém hitu han. Khi do:
(i) Cdp ciia mdi nhém con ciia G la mét wdce sé ciia cdp ciia G.
(ii) Cdp ciia méi phan tit thuéc G la mét wéc sé ciia cdp ciia G.

(iii) Néu G c6 cdp nguyén t6 thi G la nhém cyclic va G dugc sinh
béi mot phan tit bat ky khdc e.

Cha y rdng néu H 1a mot nhém con tiy y cda G thi tap thuong G/ H
nhu da xdy dung trong Dinh Iy 7.1 khong nhat thiét 13 mot nhém. Sau
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day ching ta dé cip dén mot loai nhém con dic biét ma (ing v6i nhom
con loai d6 tip hgp thuong tré thinh mot nhom.

7.5. Dinh nghia

Mot nhém con H ctia nhém (G, .) dugc goi la chudn tdc néu véi moi
reGvaheH, v 'he e H. Ky hitu H < G d& chi H 1a mot nhém
con chuin tic cta G.

7.6. Ménh dé. Cho H la mét nhém con ciia nhém (G, .). Cdc ménh dé
sau tuong duong:

(i) H < G;
(ii) Ve € G,x 'Hx C H;
(iii) Vo € G,z 'Hx = H;
(iv)Vr € G,xH = Hx;
trong dé x 'Hx = {x 'hx|h € H}.
Ching minh. ()= (i) Hién nhién do dinh nghia.
(ii)=(iii) V6i gid thiét (i) ta c6 2~ 'Hx Cc H. Mit khac
cHr ' = () 'Hz Y cH
nén H C 7 'Hz. Ta d6 27 'Hx = H.
(iii)=(iv) Theo gia thiét (iii), z ' Hx = H nén
vH = x(z ' Hx) = Ha.
(iv)=-(i) V6i moi x € G va h € H ta c6 hx € Hx = xH nén ton tai

k € H sao cho hx = zk. Suy ra = 'hax = k € H. Piéu niy ching t6
H < G. |

7.7. Nhan xét

1) Néu G giao hoan thi moi nhém con clia G déu chudn tic.

2) Cac nhom con tam thudng {e} va G déu chuén tic trong G.
7.8. Vi dy

28



1) Nhém thay phién bac n (Xem Vi du 5.4) 1a nhém con chudn tic
ctia nhém hoan vi S,, vi v6i moi hoan vi chan 7 ta ¢6 ¢ '70 cing la
hoan vi chan véi moi hoan vi o € S,,.

2) Nhém tuyén tinh dic biét SL(n,R) (Xem Vi du 5.4) 1a nhém
con chuén tic cia nhém tuyén tinh diy dt GL(n,R) vi vdi moi X €
GL(n,R)va A€ SL(n,R) ta c6

det(X'AX) = (detX) ' (detA)(detX) = det(A) = 1,
nghia Ia X 'AX € SL(n,R).

Khi H 1a mot nhém con chudn tic ctia G thi tap thuong G/H tré
thanh mgt nhém nhu trong dinh 1y sau:

7.9. Pinh 1y. Cho G la mét nhém va H la nhém con chudn tdc cia G.
Khi do:

(i) Lop xyH chi phu thuéc vao cdc lop xH va yH ma khong phu
thudc vao su lua chon ciia cdc phdn tit dai dién x,y ciia cdc 16p dé.

(ii) Tdp thuong G/H cang véi phép todn nhdn dinh bdi
(zH)(yH) = xyH
la mot nhom, goi la nhom thuong cua G trén H .

Chiing minh. (i) Gid sd v1H = vH va y1H = yH, nghia la 2 'z, €
H va y'y; € H. Ta can ching minh xy1H = zyH, nghia 1a
(zy)~"(z131) € H. Thét vy

(2y) () =y~ o ey = [y e ey ly .
Phan ti sau cting thuoc H do z 'z va y vy déu thuoc H va H < G.

(ii) Do (i) phép toan nhan dugc dinh nghia nhu trong (ii) dugc hoan
toan xac dinh. Tinh két hgp cda phép toan nhan trén G/H dugc suy
tir tinh két hgp cda phép toan nhan trén G. Phan td don vi trong G/ H
chinh 13 16p eH = H, trong d6 e 1a phan ti don vi cda G, con phan td
nghich ddo cta 16p xH chinh [a ' H.

7.10. Nhén xét
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1) Néu G 1a mot nhém giao hoan thi nhom thuong G/H ciing giao
hoan. Chiéu ddo khong dtng.

2) V6i H < G, néu tap thuong G'/H 1a mot nhém véi phép toan duge
dinh nghia nhu trén ((xH)(yH) = zyH) thi H < G. That vdy, v6i moi
reGvaheHtacox theH = (x *H)(hH)(zH) = (z 'H)H(zH)
= (z71H)(zH) = 27 '2H = H nén z7'hx € H.

7.11. Vi du

1) Vi nhom cong cac s6 nguyén Z giao hoan nén véi moi » nguyén
duong nhém con nZ chuin tic trong Z. Ung v6i nhom con H = nZ,
quan hé ~ trong Pinh 1y 7.1 dinh béi

T~y & r—yYEnk
& g —y chia hét cho n.

Nhu vdy, ~ chinh l& quan hé dong du modulo » trén Z va nhém thuong
7Z./nZ chinh 1a nhém cdng Z, cac s6 nguyén modulo n trong Vi du 6.5.

2) Theo Vi du 7.8, A, < S,. Néu o va 7 1 hai hoan vi 1& thi o 7
1 hoan vi chdn nén o~ 17 € A, ti d6 0 A,, = T7A,.. Piéu ndy ching té
nhom thuong S, /A, c¢6 ding hai phan td:

Sn/An - {Ana A_n}a

trong d6 A, = S, \ A,.
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¢8. Pong cau

8.1. Dinh nghia

Mot anh xa f ti nhom G vao nhom G’ dugce goi la mot dong cdu
(nhém) néu f bao toan phép toan, nghia 1a vé6i moi z,y € G,

flzy) = f(x)f(y).

Mot dong cdu tir nhém G vao G dugc goi 1a mot rw dong cdu cla G.
Mot dong ciu dong thoi 1a don anh, toan anh hay song anh dugc goi
lan lugt 13 don cdu, toan cdu hay ddng cdu. Mot ty dong ciu song anh
dugc goi 12 mot ty ding ciu. Néu ton tai mot ding ciu tit nhém G vio
nhom G’ thi ta néi G dang cau véi &, ky hiéu G ~ G'.

8.2. Vi du

1) Anh xa dong nhat il cda nhém G 1a mét tu ddng cau, goi 1a rw
ddng cdu dong nhdt cta G.

2) Gid st H la mot nhom con cta nhom G. Khi d6 4nh xa bao ham
ig: H— G (ig(r) = ) 1a mot don cau, goi 1a don cdu chinh tic.

3) Gia st H 1a mot nhom con chudn tic cda nhém G. Khi d6 anh
Xa 7 : G — G/H dinh béi m(z) = xH 1a mot todn cu, goi 1A toan
cdu chinh tdc.

4) Gid st G va G’ 1a hai nhom tay y. Khi d6 énhxa f : G — &
dinh béi f(x) = € (¢’ 1a phin td trung hoa cia G’) 1a mot dong cau,
goi la dong cdu tam thuong.

5) Anh xa z — cos 27z + isin 27z 1a mot dong ciu ti nhém cong
cac so thuc R vao nhém nhén céc s6 phtc khac khong C*.

6) Anh xa 7 — ¢ 13 mot ding ciu td nhém cong cac s6 thuc R 1én
nhém nhan Rt cac so thuc duong.

7) Anh xa 2 — Inz 12 mot ding ciu tit nhom nhan R* cac s6 thuc
duong 1én nhém cong cac so thuc R.

8) Anh xa sgn : S, — ({—1;1},.) 12 mot dong cau.
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9) Anh xa det : GL(n,R) — R* 1a mdt toan ciu.

10) Cho (G,.) 1a mdt nhém va « € G. Anh xa ¢, : G — G dinh
béi ¢u(z) = aza~" 13 mot ty ddng cdu clia G. That vay, ¢, 12 mot dong
cau vi

Va,y € G, pa(zy) = a(zy)a ' = (aza ) (aya ") = a(x)@a(y).

Mit khac, ¢, 1a mot song anh vi véi mdi vy € G, ton tai duy nhat
r =a lya € G sao cho y = ¢,(z). Ta goi p, 1a mot tu ddng cdu trong
ctia nhém G.

Tt Pinh nghia 8.1 ta suy ra cac tinh chat cd ban ctia dong cdu nhém
nhu sau:

8.3. Ménh dé. Néu f: G — G’ la mdt ddng cdu nhom thi
fle)=¢€va f(z7) = (f(x))"! vdi moi v € G

(e va €' lan luot la cdc phdn tit don vi ciia cdc nhom G va G').

Chiing minh. Ti ding thic ee = e ta c6 f(e)f(e) = f(e) va tinh

gidn udc cta phép nhin trong nhém G’ cho ta f(e) = €. Mjt khéc,

v6i moi z € G, tit ding thic 7'z = e ta suy ra f(z~')f(z) = € nén

fla) = (f(z))"

8.4. Ménh dé. Tich ciia hai dong cdu nhém la mot dong cdu nhom.

Pdc biét, tich ciia hai don cdu (tuong iing: toan cdu, ddng cdu) la mot

don cdu (tuong vng: toan cdu, ddng cdu).

Chitng minh. Gid st f : G — G'vag: G — G" la cac dong

cdu nhom. Xét anh xa tich g.f, ta ¢6 v6i moi z,y € G, (g.f)(zy) =

9(f(xy)) = g(f(2)f(y)) = 9(f(x))g(f(y)) = (g9o/)(x)(gof)(y) nén go f

van con la dong cau nhom. |

8.5. Ménh dé. Anh xa nguoc ciia mét déng cdu nhom la mét déing cdu
nhom.

Ching minh. Gid st f : G — G’ 1a mjt ddng cdu nhém. Vi ! :
G' — G ciing 1a song anh nén ta chi cin ching minh f~! [a dong
cau. That vay, véi moi ',y € G, ton tai =,y € G sao cho 2’ = f(x) va
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)nén fH(2'y') = fTH(f(2) f(y) = fH(f(ay) = (f71f)(zy)
=2y = f (2 f 1(y). Vay f! la dong cau va do d6 1a ding cdu. m

Do ciac Ménh dé 8.4 va 8.5 ta thdy quan hé ding ciu ~ gidta cac
nhém 13 mot quan hé tuong duong, nghia 13 c6 ba tinh chit phan xa,
doi x(ng va bac cau.

8.7. Pinh 1. Cho déng cdu nhém f : G — G’ va H la mdt nhém con
cia G, H' la mot nhom con cia G'. Khi do:

(i) f(H) la mdt nhém con cia G'.

(ii) f~Y(H") la m¢t nhém con ciia G. Hon nita, néu H' la nhém con
chudn tddc ciia G' thi f~Y(H') la nhém con chudn tdc ciia G.

Dbdc biét, Imf = f(G) la nhém con cia G' va Kerf = f~1(¢') la
nhém con chudn tdc ciia G.

Ta goi Imf 1a dnh cha f va Kerf 1a hat nhan cia f.

Ching minh. (i) Vie € H nén ¢ = f(e) € f(H). V6i moi /.,y €
f(H), ton tai z,y € H sao cho 2/ = f(x),y = f(y) nén (2) 1y =
f@) ' f(y) = fla=") f(y) = f(a™"y) € f(H) doa~'y € H. Theo Dinh
Iy 5.3, F(H) < G,

(i) Vi f(e) =€ € H' nén e € f~1(H'). V6i moi z,y € f~Y(H') ta
o f(x) € H'va f(y) € H' nén f(z ly) = (f(x)) 'f(y) € I, nghia
A 2~y € f~Y(H"). Ditu nay ching t6 f~'(H') < G. Bay gio gia su
H' < G'. Khi d6 v6i moi € G va h € f~'(H') ta ¢c6 f(h) € H'
nén f(z~'hx) = (f(x))"'f(h)f(x) € H' do H' chuin tic. Tit do
x thx € f1(H'). Ly ludn trén ching t6 f1(H') < G.

Cudi cing nhn xét ring G < G va {¢'} < G’ nén theo két qud trén

ta c6 khing dinh sau ctiing cta dinh Iy. n

Theo 1y thuyét anh xa, hién nhién mot déng cidu nhém
f:G — G 1a toan ciu khi va chi khi Imf = G’. Dinh Iy sau day
cho ta mét dau hiéu rat don gidn dé nhan biét mot dong cau co 1a don
cau hay khong.
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8.8. Pinh Iy. Pdng cdu nhom f : G — G’ la don cdu khi va chi khi
Kerf = {e}.

Ching minh. Chiéu thuin 13 hién nhién vi Kerf < G va Kerf chia
khong qua mot phin ti do f 1a don anh. Ddo lai, gid si Kerf = {e}. Khi
dd v6i moi 2,y € G théa f(x) = f(y) ta cd f(a7ly) = (f(2))" f(y) =
e/ nén x7'y € Kerf, suy ra 2~ 'y = e, nghia 1a z = y. Vay f don anh.
|

8.9. Pinh ly ding cau 1. Cho dong cdu nhém f : G — G'. Khi dé
dnh xa f : G/Kerf — G’ dinh bdi f(xKerf) = f(x) la mét don cdu.
Bdc biét, G/Kerf ~ Imf.

Ching minh. bit H = Kerf. Vi H < G nén ta lap dugc
nhom thuong G /H. Xét tuong tng f : G/H — G’ dinh béi f(xH) =
f(z) ta c6 v6i moi x,y € G-

f(zH) = f(yH)

Chiéu (<) ching té f 1a mot anh xa, chiéu (=) ching té f 1a mot
don anh. Bay gig ta kiém ching f 1a mot dong cau. That vay, véi moi
x,y € G:

f((zH)(yH)) = f(eyH) = f(zy) = f(2)f(y) = f(zH)f(yH).

Vay f 1a don cdu. Khing dinh sau cung trong Pinh Iy dugc suy tu ly
thuyét vé anh xa. ]

8.10. Dinh Iy ding ciu 2. Cho G la mot nhém va H, K 1a hai nhém
con cia G, hon nita H chudn tdc trong G. Khi dé6 HK < G,H <
HK,HNK < Kva K/HNK ~ HK/H qua ddng cdu k(HNK) — kH,
trong d6 HK = {hklh € H,k € K}.

Ching minh. 1) HK < G: Hién nhién ¢ = ee € HK. Gid st
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hiky, hoks 1a hai phan t& cta HK. Khi d6
(hik) N (hoks) = ki thy Y hoky = [k~ (hy ™t ho) ke [k1 ko).

Cha y rdng hy 'he € H nén k;~'(hy 'hy)k; € H do H <1 G, hon nita
]431_1]{32 c Kdo K < @. Do do (h1k1)71<h2]€2) € HK. Suy ra HK < (.

2)HHK:ViHC HKva H<Gnén H< HK.
3) Xét anh xa f : K — HK/H dinh béi f(k) = kH. Hién nhién f

1A mot dong cidu nhém, hon nia f con 1a toan cdu vi v6i moi hkH €
HEK/H ta c6 hkH = (hH)(kH) = H(kH) = kH = f(k). Mit khac
Kerf = {ke K|f(k)=H}

— (ke K|kH = H)

= {ke Klke H}

= HNK.
Do d6 H N K <1 K va theo Pinh 1y 8.9 ta ¢6 ding ciu

K/HNK ~ HK/H,

trong d6 k(H N K) — kH. |

8.11. Dinh ly ding cau 3. Cho G la mét nhém va H la mot nhém con
chudn tdc cia G. Ta co

(i) IC la mét nhom con cia G/ H khi va chi khi IC ¢6 dang K = K/H
voi K <G va H<K.

(ii) K la mét nhém con chudn tdc ciia G/ H khi va chi khi K ¢6 dang
K=K/Hvéi K< Gva H< K. Hon nita, khi dé

(G/H)/(K/H) ~G/K
qua ding cdu vH(K/H) — zK.

Chiing minh. Xét toan ciu chinh tic 7 : ¢ — G/H. V6i K < G/H,
dit K = 7 (K) thi H < K < G va n(K) = K. Do d6 khing dinh (i)
dugc chiing minh. Mit khic, néu K < G/H thi K < G nén ta c6 khing
dinh dau trong (ii). Hon nita, khi d6 xét tuong tng f : G/H — G/K
dinh béi f(zH) = xK ta thiy ngay f 1a mot anh xa vi néu 2 H = yH
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thi 27y € H, tit 46 2~ 'y € K, nghia 13 K = yK. Hién nhién f la
toan anh. Ngoaira do f((zH)(yH)) = f(eyH) = 2yK = (zK)(yK) =
f(zH)f(yH) nén f 1a dong cau. Cudi cing ta co

Kerf = {«H e G/H|f(zH) = K}
= {2H € G/H|zK = K}
= {¢H € G/H|r € K}
— K/H

nén theo Pinh 1y 8.9 (G/H)/(K/H) ~ G/K trong d6

(¢H)(KH) — K. n

8.12. Hé qua. Moi nhém cyclic vé han déu ddng cdu vdi nhém cong
cdc s6 nguyén 7. Moi nhém cyclic hitu han cdp n déu ddng cdu vdi
nhém cong 7, cdc s6 nguyén mod n.

Chitng minh. Gid st G 1a nhom cyclic sinh bdi z. Xétanh xa f : Z —
G dinh béi f(m) = 2. DE thdy f 1a mot dong ciu ti nhom cong cac
s6 nguyén Z vao G. Khi d6 Kerf 1a mét nhém con ctia Z nén Kerf c6
dang Kerf = nZ v6i n € N (H¢ qua 6.7).

Néu n = 0 thi Kerf = {0} nén f 1 don ciu va do d6 cling la ding
cau. Trong truong hgp ndy G vo han va G ~ Z.

Néu n > 0 thi theo Dinh 1y 8.9 Z/nZ ~ G. Vi nhém thuong Z/nZ
chinh 1a nhom Z,, (Xem Vi du 7.11) nén trong truong hgp nay G hiu
han cdp nva G ~ Z,,. ]
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8.13. Vi du
Tt Vi du 8.2 ta thay

1) bong cau f : R — C* dinh béi f(x) = cos2rx + isin27rx cb
Kerf =7 va Imf = U trong d6 U = {z € C*| |z| = 1}. Do d6 theo
Pinh Iy 8.9 R/Z ~ U.

2) Pong cau f =sgn: S, — ({~1;1},.) c6 Kerf = A, va Imf =
{£1} nén S,/A, ~ {*+1}.

3) Toan cau f : GL(n,R) — R* dinh béi f(A) = detA cb
Kerf = {A € GL(n,R)|detA = 1} = SL(n,R)

nén GL(n,R)/SL(n,R) ~ R*.
Bai tap

Bai 1.1 Trong cac truong hgp sau hiy xét xem ciu tric (G, *) c6 1a
ntta nhom, vi nhom hay nhom khong, va xét tinh giao hoan cda ching.
Trong truong hop (G, *) 1a nhém, hiy mo ta tit cd cic phan t c6 cap
httu han cda nhom nay.

2) G =Q\ {6}, 2%y = 90zy + 540z + 540y + 3234.
b) G =R\ {1}, 2 xy = z™¥.

) G=R,z*xy= 2"+ y", trong d6 n 1a mot s6 nguyén duong 1é
cho truéc.

d) G=R,z*xy= (Y7 + y)", trong d6 n 1a mot so nguyén duong
1é cho trudc.

e) G=R" xxy=In(e”"+e¥—1).

fy G =R xR (z,y) * (2,t) = (x + yz, yt).

g) G =R xR* (z,y) * (2,t) = (xz — yt, xt + y2).

h) G=R?\ {(0,0)}, (z,y) * (2,t) = (vz — yt, xt + yz).
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Bai 1.2 a) Ching minh ring mdt nta nhom khac rdng, hitu han 1a
nhém khi va chi khi phép toan tuong Ging c6 tinh gidn udc. Chi ra ring
dieu kién hitu han khong thé bé dugc.

b) Ching minh rdng moi tip con khac rdng, hitu han, kin déi véi
phép toan tuong Ging trong mot nhém déu 13 cidc nhém con cla nhém
do.

Bai 1.3 Cho (X, .) 1d mét nda nhom khic rong. Véi mdi a € X ta dit
aX = {az|x € X};

Xa = {xa|lx € X}.

Chtng minh cac khing dinh sau 13 tuong duong:
a) (X,.) 1a nhom;
b) V6i moi a € X, aX = Xa = X.
Bai 1.4 Cho nhom (G,.) va a € G. Trén G ta dinh nghia phép toan

+ nhu sau: Vr,y € G,z *y = zay. Chimg minh ring (G, *) cing la
nhom.

Bai 1.5 Cho G 13 mt nhom trong d6 c6 duy nhat mot phan t& a co
cap 2. Chiing minh ring véi moi = € G, azx = za.

Bai 1.6 Cho G 13 mdt nhém ma moi phan ti khac e déu co cap 2.
Ching minh G giao hoan.

Bai 1.7 Cho nhom (G,.). Trén G ta dinh nghia mot quan hé ~ nhu
sau:
Ve,ye G,z ~y< Ja e G,z =alya.

Chiing minh ring
a) ~ la quan hé tuong duong trén G;
b) ~ 1a quan hé thi tu trén G khi va chi khi G giao hoan.
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Bai 1.8 Cho nhém (G,.). Gid si ton tai ba s6 nguyén 4 lién tiép sao
cho véi moi z,y € G, (xy)’ = 2'y’. Ching minh ring G giao hoan.

Bai 1.9 Ching minh ring néu (G, .) 1a mot nhém giao hoan c6 ding
n phan ti khac nhau 1a 1, 7o, ..., x, thi (z129...2,)> = e.

Bai 1.10 Chiing minh ring trong nhém hoan vi S, néu mét hoan vi
c6 cap 18 thi d6 phai 12 mot hoan vi chdn. Xét chiéu ddo.

Bai 1.11 Trong nhom hoan vi Sy, xét cac phép hoan vi

0_12345678910.
1" \2357618410 9)’
oo =(1347)(25)(1243).

a) Viet o, va o, du6i dang tich cac chu trinh rdi nhau va duéi dang
tich cac chuyén vi. Suy ra tinh chdn, 1& va cip cla chidng.

1 2

b) Viet o109; 03 305 303 2. 0209; 0103 dudi dang tich cac chu trinh roi
nhau. Xét tinh chan, 1é va cap cta ching.

¢) Tim o € S, théa o00;% = o3.

Bai 1.12 Cho o va 7 1a hai hoan vi r6i nhau trong S,. Ching minh
rang (o7)F = okrk Vk € N,

Bai 1.13 Cho mot vi du chiing t6 ring ldy thita cia mét chu trinh khong
nhat thiét 1a mot chu trinh.

Bai 1.14 * Xét nhom hoéan vi S, va o 1a mot k-chu trinh. Ching minh
rang v6i [ € N, o' 1a k-chu trinh khi va chi khi (k,1) = 1.

Bai 1.15 Ching minh cac khing dinh sau:

a) H = {(;y i > | z;y € Q} 1a mt nhom con ctia nhém (M (2, Q), +).
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b) H = {(;y i) \x;yeQ;x2+y2>O}lam(f)tnh()mconcﬁa

nhom (GL(2,Q),.).

AQU,={2€Clz"=1} v6ineN; U={zeC| Ik e N zF=1}
vaT = {z € C| |2| = 1} 1a cac nhém con cia nhém (C*,.).

Bai 1.16 a) Ching minh ring H 13 mot nhém con ctia nhém (Z, +)
khi va chi khi H ¢6 dang nZ véi n € N.

b) Cho m,n € N. Chting minh ring

mZNnZ = [m,n|Z va mZ+nZ = (m,n)Z.

Bai 1.17 Cho (G, .) 1a mdt nhém va H 1a mét nhém con cta G. Chiing
minh ring véi z € G cac khing dinh sau 13 tuong duong:

a) xH 13 nhém con cta G;
b) Hzx 1a nhom con cua G;

c)xz € H.

Bai 1.18 Cho (G, .) 1a mdt nhém va H 1a mét nhém con cta G. Chiing
minh ring véi mdi z € G, tip hop z ' Hz cling 1a nhém con cda G (Ta
goi day 1a cac nhom con lién hop véi H).

40



Bai 1.19 Cho nhém (G, .) va a € G. Ta dinh nghia
1) Tém héa tir cta a trong G 1a tap hop

C(a) = {r € Glar = za}.

2) Tam cda G 1a tip hop
C(G) =A{z € G|lzy = yx,Vy € G}.

Chiing minh ring:
a) C(G) < C(a) <G;

= () C®)

beG

¢) G giao hoan < C(G) = G.

d) Moi nhém con ctia C(G) déu la nhém con chuin tic cta G.

e) Tim tim clia nhom tuyén tinh tong quat GL(n,R).
Bai 1.20 Cho H, K la cac nhém con cla nhém G. Chiing minh ring
H U K 1a nhém con ctia G khi va chi khi H ¢ K hay K C H.
Bai 1.21 Cho nhém (G, .). V6i A, B C G, ta dit

AB = {abla € A,b € B};
Al ={aa € A}

Chiing minh ring véi A4, B,C C G:

a) (AB)C = A(BC);

b) (A1) =4

¢) (AB) ! = B-141.

d) Véi A # O cac khing dinh sau tuong duong:
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i) A 1a nhém con cta G;
ii) AA=Ava A~ = A;
iii) A~'A = A.

e) Néu A, B 1a cic nhém con ctda G thi AB 1a nhém con clia G
khi va chi khi AB = BA; hon nita khi d6 AB = AV B, trong do
AV B=(AUB).

Bai 1.22 Cho (G, .) la mdt nhom Abel va 7 la mot nhém con ctia G.
V6i moi n € N ta dat
H,={r e G| 2" € H}.
Chiing minh ring véi m,n € N ta c6
a) H, 1a nhém con cta G, va H, chita H.

b) H,,NH, = H,, trong d6 d = (m,n). Suy ra diéu kién dé H,NH, =
H.

Bai 1.23 Cho (G, .) 1a mdt nhom Abel va H 1a mot nhém con cta G.
bat
K={re G| IneN 2" € H}.
Ching minh ring
a) K 1a nhém con chuin tic cda G, va K chta H.

b) trong nhém thuong G/ K khong c6 phin t& nao c6 cap hitu han
16n hon 1.

Bai 1.24 Cho nhém (G,.) va H, K 1a hai nhém con cia G. Chiing
minh rang néu H va K ¢6 chi s6 hitu han trong G thi nhém con HNK
cting ¢6 chi s6 hitu han trong G.

Bai 1.25 * Cho nhém (G, .) hitu han va H, K 1a hai nhém con cta G.
Ching minh ring |HK||H N K| = |H||K]|.
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Bai 1.26 Chiing minh ring trong nhém hoéan vi S,, moi k-chu trinh
déu cb cap k va cap cta tich cic chu trinh rdi nhau bang boi chung nhé
nhat cda cac cip cda cic chu trinh nay.
Bai 1.27 a) Hay mo ta tit c cac phan td co cap 20 trong So.

b) Chtng minh ring trong Sy khong ton tai phan td ndo c6 cip 18.

Bai 1.28 * Gid st G 12 mot nhom con Abel c6 cap 1111 trong Sgs.
Chting minh ring ton tai i € {1,2,...,999} sao cho o(i) = i,Vo € G.

Bai 1.29 Tim hai phan ti o, b cdia mot nhém G sao cho a, b déu c6 cap
hitu han nhung ab lai ¢6 cdp vo han.
Bai 1.30 Cho nhém (G, .) va a,b € G. Chiing minh ring

a) Cap ctia ab bing cip cda ba.

b) Cap clia a~* bang cip cta a.

¢) Gid st ab = ba va a co cap r, b c6 cap s, trong db r, s nguyén to
cung nhau; khi do6 ab co6 cap rs.

d) Gid st ab = ba va a c6 cap 7, b cb cap s, trong d6 (a) N (b) = {e};
khi d6 ab c6 cap [r, s].

Bai 1.31 Ching minh ring néu G 1a mot nhém c6 hon mot phan t va
chi ¢6 hai nhom con 1a {e} va G thi G phdi 1a nhém cyclic cdp nguyén
to.

Bai 1.32 Chting minh ring diéu kién can va dt d€ nhém G chi c6 hiu
han nhéom con la G hitu han.
Bai 1.33 Chiing minh:

a) Moi nhom cyclic déu giao hoan.

b) Moi nhém con cia mot nhém cyclic ciing cyclic.

¢) Anh dong c&u cdia mot nhém cyclic ctng cyclic.
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Bai 1.34 Cho nhém cyclic G = (z) hitu han cdp n. Chtng minh ring
VOl k.l € Z ta ¢

a) Cap clia =¥ bang n/d, trong d6 d = (n, k).
b) (z*) = (21) khi va chi khi (n, k) = (n, 0).

¢) G = («*) khi va chi khi (n,k) = 1. Tt d6 suy ra s6 cac phan t
sinh cta G.

d) Hay mo ta tit cd cic nhém con cta G.
Bai 1.35 Cho hai nhém G; va Gs, trong d6 mdi nhém c6 it nhat hai

phan t&. Chéing minh rdng nhém G, x G, cyclic khi va chi khi G; va
G5 13 cac nhom cyclic hitu han ¢6 cap nguyén t§ cing nhau.

Bai 1.36 Chi ra ring quan hé “chudn tic” trén tap hgp cic nhém con
khong c6 tinh bic cau.
Bai 1.37 Cho (G, .) la mot nhom va H 1a mot nhom con cta G. Chudn
héa tiz cia H trong G 1a tip con cta G dinh béi:
Ng(H)={x € G| zH = Hx}.

Ching minh ring

a) Ng(H) 1a nhém con cta G.
b) H 1a nhém con chuén tic cta Ng(H).
¢) H 1a nhém con chudn tic ctia G khi va chi khi Ng(H) = G.

d) N¢(H) 1a nhém con 16n nhat ctia G nhan H 1am nhém con chudn
tic.
Bai 1.38 Cho H, K 1a hai nhém con ctia nhéom (G,.). Chiing minh
rang:

a) Néu H chuén tic trong G thi HK la nhom con cta G.

b) Néu H, K déu chuin tic trong G thi HK 1a nhom con chuin tic
cta G.
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Bai 1.39 Cho H, K la hai nhém con chuin tic ctia nhém (G,.) théa
H N K = {e}. Chiing minh ring xy = yz v6i moi v € H, y € K.

Bai 1.40 Cho nhom (G,.) va S C G théa z 'Sz C (S) v6i mei z € G.
Chiing minh (S) chudn tic trong G.

Bai 1.41 Cho G la mdt nhém hitu han va H 1a mdt nhém con cia G
c6 chi s6 [G : H] = 2. Chting minh H 1d mdt nhém con chuén tic cta
G. Hay téng quat hoa két qua trén.

Bai 1.42 a) Cho nhom G véi tdim la C(G). Chimng minh rang nhom
thuong G/C(G) cyclic khi va chi khi G giao hoan.
b) Dung két qua ciu a) d€ chiing minh ring moi nhém hiu han cip

p? véi p nguyén to déu giao hoan.

Bai 1.43 Cho nhom (G, .). Ta goi hodn it ctia hai phan t = va y trong
G la phan t [x,y] = 2~ 'y~'zy. Nhém con cda G sinh bdi tat ci cac
hoan td ctia cac phan ti trong G dugc goi 1 nhém hodn it ctia G va
dugc ky hidu Ia [G, G]. Chiing minh ring:

a) [G, G] 1a nhém con chudn tic cta G.

b) V6i H 1a nhém con chuin tic clia G, nhém thuong G /H giao
hodn khi va chi khi [G,G] c H. Suy ra nhém thuong G/[G,G] giao
hoan.

Bai 1.44 Xét nhom hoan vi S,. Chiing minh rang tip hgp
K ={1d,(12)(34), (13)(24), (14)(23) }

12 nhém con chuin tic clia G (Ta goi K 1a nhém Klein).

Bai 1.45 Chiing minh ring:
a) Nhém hoan vi S,, dugc sinh béi cac chuyén vi.

b) Nhém thay phién A, 12 nhém con chudn tic cta S, va dugc sinh
béi cac 3-chu trinh.
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¢) Néu H 1a mdt nhém con chuin tic cta A, va H c6 chda it nhat
mot 3-chu trinh thi H = A,,.

Bai 1.46 Cho (G,.) 1a mdt nhom giao hodn. Chiing minh rdng anh xa
f 2 — zF véi k 1a mdt s6 nguyén cho trudc, 1a mot dong cadu nhom.
Hay xac dinh Kerf.

Bai 1.47 Cho (G, .) 1a mot nhém. Chdng minh ring 4nh xa z +— 27!
12 mét ty ddng cdu clia nhom G khi va chi khi G giao hoan.
Bai 1.48 Xét dong cdu nhém cong f : Z — Z. Ching minh ring

a) Imf c6 dang nZ v6i n € N;

b) Kerf = {0} hodc Kerf = Z;

¢) Tim tat ca cac tu dong ciu cda nhém cong Z.

Bai 1.49 Xét dong cdu nhém cong f: Q — Z.
a) Chiing minh ring vé6i n € N¥, f(1) = nf(1/n).
b) Suy ra f(1) = 0 va f phdi la dong ciu tim thuong.

Bai 1.50 Hay mo ta tit ca cac tu dong ciu f : Zio — Z1o.

Bai 1.51 Cho G la mot nhém va [ : G — G la mdt anh xa xac dinh
béi f(a) = a~!,Ya € G. Chtng minh ring G abel khi va chi khi f la
mdt dong cau.
Bai 1.52 Chiing minh ring

a) Moi nhém cyclic hitu han cap n déu ddng cau véi nhom (Z,,, +).

b) Moi nhém cyclic vé han déu ding cdu v6i nhém (Z, +).
Bai 1.53 Chiing minh riing ton tai duy nhit (sai khic mot ding ciu)
mdt nhém hiu han cip 8 sinh béi hai phan ti «, b thod hé thic

4

at=e, ba=alh, ="
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Nhom nay dugc goi 1a nhém Quaternion.

Hudng dédn: Chiing minh sy ton tai cia Nhom bang cach xét nhém

con cta nhém GL(2,C) sinh bdi hai ma trdn a = ( _(1) (1)> va
0 1
(V1)

Bai 1.54 Chéing minh ring moi nhém con ctia nhém quaternion déu
g <
chuan tac.

Bai 1.55 Chiing minh ring véi méi s6 nguyén duong n ton tai duy nhat
(sai khac mot ddng ciu) mot nhom hiu han cAp 2n sinh bdi hai phin
tl a, b thod hé thic

a>=e, b'=e, ab=0b"a.
Nhém nay dugc goi 1a nhém nhi dién D,,.

Huéng din: Ching minh su ton tai cGa Nhém bing cich xét nhom

con cla nhom GL(2,C) sinh béi hai ma trdn a = ( (1) (1) ) va b=

( g <_(1) ), trong d6 ¢ 1a mot cin nguyén thiay bac n cta 1.

Bai 1.56 Ching minh ring trong nhém nhi dién D,, v6i n > 3 nhom
con (b) chuin tic nhung nhém con (a) thi khong.

Bai 1.57 a) Cho G 1a mot nhém hiiu han ¢6 cip |G| < 5. Chting minh
G giao hoan.

b) Cho G 1a mot nhém hiiu han ¢é cip 6. Ching minh rang néu
G giao hoan thi G 1a nhém cyclic ding cau véi Zg; néu G khong giao
hoan thi G ddng cdu v6i nhém nhi dién Ds.
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Bai 1.58 Chiing minh ring:
a) GL(n,R)/SL(n,R) ~ R*.

b) Nhém thuong R/Z ddng cau véi nhom nhan 7' gom cac s6 phiic
c6 modun bang 1.

Bai 1.59 Cho nhém cyclic G = () hitu han cp n.

a) Véi f : G — G’ 1a mot dong cdu nhém, dit y = f(z). Ching
minh y” = e, nghia 13, y ¢6 cip 1a mot udc so cta n.

b) Chiing minh rdng tuong tng f — f(z) 1a mot song anh gita tap
cac dong cdu nhom tir G vao G’ va tip cac phan ti y cda G’ ¢6 cap 1a
udc s6 cta n.

Bai 1.60 Chiing minh ring véi dong ciu f : G — G ti mdt nhom
httu han G vao mot nhom G’, ta co:

a) Cap clia x € G chia hét cho cap cta f(z).

b) Cap ctia G chia hét cho cip cta Imf.

Bai 1.61 Ching minh ring nhém G’ 1a dnh dong ciu clda mjt nhom
cyclic httu han G khi va chi khi G’ 1a nhém cyclic hitu han c6 cap chia
hét cho cap G.

Bai 1.62 Ky hiéu C* 1d nhém nhan cic s6 phtc khac 0. Ching minh
rang néu H 1a nhéom con c6 chi s6 hitu han trong C* thi H = C*.

Bai 1.63 Cho Gy, G- 1a hai nhom véi cic phan ti don vi lan lugt 1a
e1,e9. Xét tich tryc tiép G = G x Go va cic tap con H, = G x {es}
va Hy = {e;} x G5. Chiing minh ring

a) Cac phép chiéu p; : G — G, dinh béi p; (w1, 22) = x; 12 cic toan
cau nhém va Kerp; = Ho; Kerpy, = Hy. Suy ra H; 1a nhom con chuin
tic clia G (j = 1,2).
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b) Cac phép nhing i; : G; — G dinh béi i1(z1) = (21,e2) va
iy © Gy — G dinh béi iy(x3) = (e1,22) 1 cac don cidu nhém va
Imi1 = Hl,ImZQ = HQ.

C) G/H1 ~ H2 va G/HQ ~ Hl.
d) G = H1H2 va H1 N HQ = {(61,62)}.

M6 rong két qua trén cho tich truc ti€p Gy x Go X ... X G,,.

Bai 1.64 Cho nhém (G, .).

a) Chdng minh ring tip hop tit ci cic tu ddng ciu cda G clng
v6i phép toan tich cac anh xa 13 mot nhom. Ta ky hiéu nhom nay [a
Aut(G).

b) V6i mbi g € G, anh xa ¢, : x — grg ' 1a mft ty ding ciu cta G.
Ta goi day 1a cac tw ddng cdu trong cta G.

c) Goi Int(G) 1a tap tat ci cac tu ddng ciu trong cta G. Ching minh
ring Int(G) 1a mot nhém con chudn tic clia Aut(G).

d) Ching minh G/C(G) ~ Int(G), trong d6 C(G) 1a tdm cia G.

Bai 1.65 Cho f 1 mot ding cdu ti nhom (G, .) dén nhom (G, ).

a) Chting minh ring tuong ting H — f(H) la mdt song anh giita tip
hgp cac nhom con cta G va caa G'.

b) Chitng minh ring tuong tng H — f(H) 12 mjt song anh giita tip
hop cac nhém con chuin tic cda G va cda G'.

¢) Gid st H 1a mdt nhém con chuan tic clia G. Ching minh ring
tuong tng H — f(z)f(H) la mot ding cdu tit nhém thuong G/H
dén nhom thuong G’/ f(H).

Bai 1.66 Xét 4nh xa f : Z — Z dinh béi f(z) = nz, trong d6 n € N*
cho trudc. Chiing minh ring:

a) f1a mot dong cdu nhém cong. Tim Imf va Kerf.
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b) f 12 mot ddng cAu nhém cong tix Z dén nZ. T d6, hay mo t3 tat
ca cac nhom con ctia nhom nZ.

c) V6i m € N, Z/mZ ~ nZ/mnZ.
Bai 1.67 Cho (G,.) 1a mot nhém hitu han cip n. Chiing minh ring
anh xa x — f,, trong d6 f, thudc nhom hoan vi S(G) cta G dinh béi
fx(y) = 2y v6i moi y € G, 1a mot don ciu tif nhém G vao nhom S(G).

Tt d6 suy ra rdng moi nhém hdu han déu 1 nhéom con (sai khac mot
\2 /\/ pd pd pd .
dang cau) cta cic nhom hoan vi.

Bai 1.68 Cho G, G’ Ian lugt 13 hai nhém cyclic hitu han cap m va n véi
cac phan td sinh lan lugt 13 = va y. Xét tuong Gng f : G — G’ dinh
béi f(a*) = y* v6i moi k € N, trong d6 I € N* cho trudc.

a) Chting minh rang f 1d mot dong ciu nhém khi va chi khi m! chia
hét cho n.

b) f 1a mot ddng cAu nhém khi va chi khi m = n va (m,1) = 1.

¢) Ap dung tim tat ca cac dong ciu ti nhém cyclic cap 8 dén nhom
cyclic cap 12 va ti nhém cyclic cdp 12 dén nhém cyclic cap 8.

d) Ap dung tim tat ca cic tu ding ciu clia nhém cyclic cip 8.
Bai 1.69 a) Cho nhom (G, .) va Gy, Gs, ..., Gy, 1a cac nhém con chuin
tic clia G thod cac dieu kién sau:
G = GlGQGn va GZ N (Gl---Gi—lGi+1---Gn> = {6},V1 <1 <n.
Chiing minh ring

i) Moi phan ti = € G dugc viét duy nhat dusi dang =z = z129...7,,
trong d6 z; € G;,V1 <i <n.

ii) G d3ng ciu v6i nhém tich truc tiép Gy x Gy X ... X Gy,
Ta néi G 1a mot ndi tich truc tiép cta cac nhom con G;,1 < i < n.

b) Chiing minh ring néu nhém (G, .) ding cau véi tich truc tiép cla
nhitng nhém con H;,1 < i < n thi trong G sé ton tai cac nhém con
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G; ddng ciu véi H; sao cho G la ndi tich truc tiép clia cic nhém con

Bai 1.70 Chidng minh ring moi nhém hdu han cip p? véi p nguyén to
hogc ddng ciu v6i nhém Z,. hoic ding cdu véi nhém Z, x Z,.
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Chuong 11
VANH VA TRUGNG

§1. Khai niém vé vanh

1.1. Pinh nghia

Vanh 1a mot tp hdp R cling vé6i hai phép toan cong va nhan thda
cac tinh chat sau:

Ry) (R,+) la nhém Abel;
Rs) (R,.) 1a nla nhém;

(
(
(R3) Phép nhan phan phoi déi véi phép cong, nghia 1a véi moi
x,y,2 € R, ta co

x(y+ 2) = zy + x2;

(y + 2)x = yx + 2.
Phan ti trung hoa ctia phép cong dugc goi 1a phdn ni khéng, ky hidu 1a
0: phan t& d6i x(ng cda phan t& = € R 1a phdn nit déi cta x ky hidu 1a
—z. Néu phép nhéan giao hoan thi ta néi vanh R giao hodn; néu phép
nhan c¢é phan t& don vi thi vanh R dugc goi 1a vanh cé don vi. Phan ti
don vi dugc ky hiéu la e hay 1.
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1.2. Nhan xét

Cho R 1a vanh c6 don vi e. Phan td « € R dugc goi 1a khd nghich
néu x kh3 doi xtng véi phép nhan, nghia [ ton tai y € R sao cho
xy = yr = e. Ky hiéu

R* = {« € R| « kha nghich}.
Khi d6 R* 1a mjt nhom doi v6i phép nhan, goi [a nhdm cdc phdn it khd
nghich cta R.
1.3. Vi du

1) Tap hop cac s6 nguyén Z véi phép cong va phép nhan thong
thuong 1a vanh giao hoan, c6 don vi, goi 1a vanh cdc s6 nguyén. Tuong
tu ta cing c6 vanh cdc sé hitu ty Q, vanh cdc sé thuc R, vanh cdc s6
phiic C.

2) Trén nhém cong Z,, cac s6 nguyén modulo n, ta dinh nghia phép
todn nhan nhu sau: véi moi =, ¥y € Z,,, T ¥ = zy. Khi d6 Z, tré thanh
vanh giao hoan c6 don vi 1.

3) Tap M(n,R) cic ma trdn vudng cip n véi hé s6 thyc cing véi
phép cong va nhan ma tran théng thuong la vanh c6 don vi. Vanh nay
khong giao hoan néu n > 2.

4) Cho (G, +) 1a mot nhom Abel. Tap hgp End(G) cac ty dong cau
ctia nhém G 1a vanh c¢6 don vi véi phép cong dinh béi:

(f +9)(x) = f(z) + g(2),Vf, g € End(G),Vx € G,

va phép nhan 1a phép hgp ndi 4nh xa. Vanh ndy khong giao hoan néu
G| > 2.

5) Gid s&t Ry, Rs,---, R, 1a cac vanh. Khi do tich Descartes
HR@ = {(xl,xg,--- ,xn)|x1 - R1,$2 - RQ,"' , Ty € Rn}
=1
cung v6i phép cong (x;)+(y:) = (z;+y;) va phép nhén (z;)(y:) = (zi:),

1a mot vanh, goi 1a vanh tich tric tiép cla Ry, Rs, - -+ , R,. Hién nhién
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néu moi vanh R; déu giao hoan (tuong ting, c6 don vi) thi vanh tich
truc tiép cling giao hoan (tuong tng, c6 don vi).

Tt Dinh nghia 1.1 ta ¢c6 ménh dé sau :

1.4. Ménh dé. Cho R la mét vanh. Khi dé vdi moi x,y,z € R va
n € Z ta co

(i) x(y — 2) =xy —xzva (y — 2)x = yxr — 2.
(ii) Oz = 20 = 0.

(iii) x(—y) = (—2)y = —(zy) va (—z)(—y) = zy.

(iv) (nx)y = z(ny) = n(zy). Pdc biét, néu R c¢é don vi e thi nx =
(ne)x = x(ne).
Ching minh. (i) Do tinh phan phéi cda phép nhan déi véi phép cong
ta co

ry=z[y—2)+z]=2(y—2) + 2z

Suy ra z(y — z) = xy — xz. Ping thic con lai duge chiing minh tuong
.

ii) Do (i) ta ¢6 0z = (y — y)x = yxr — yxr = 0. Tuong ty 20 = 0.

(
(iii) Tu (i) va (ii) ta c6 z(—y) = (0 — y) = 20 — xy = —xy. Tuong
(—2)y = —(zy). Hon nta, (—z)(—y) = —(—zy) = 2.

(iv) Ta chting minh (nz)y = n(zy). Véi n = 0, ddng thic hién nhién
ding. Xét n > 0, ta co

tu

(nx)y=(r+x+---+z)y=ay+azy+---+xy =n(xy).
V6in < 0,dait m=—n >0, tacd
(n2)y = [m(—2)ly = m[(—z)y] = m(—zy) = (—m)(zy) = n(zy).
Vay (nz)y = n(xy) véi moi n € Z. Tuong tu z(ny) = n(xy).

Néu R ¢6 don vi thi na = n(ex) = (ne)r. Tuong ty,
nx = x(ne). u

§2. Vanh con, Ideal va vanh thuong
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2.1. Dinh nghia
Cho R la mot vanh.

(i) Tap con A khac rdng ctia R dugc goi 1d mot vanh con cla R néu
A 6n dinh déi v6i hai phép toan trong vanh R va A clng véi hai phép
todn cam sinh 1a mot vanh.

(ii) Vanh con I cta R dugc goi la mot ideal trdi (tuong Gng, ideal
phdi) cla R néu véi moi r € Rva = € I ta c6 rz € I (tuong Gng,
xzr € I). Tandi I 1a mot ideal ctia R néu I via 13 ideal trai vita 1a ideal
phai cta R.

2.2. Pinh Iy (Pic trung cda vanh con). Cho A la mét tdp con khdc
réng ciia vanh R. Cdc ménh dé sau tuong duong:

(i) A la mét vanh con cua R;

(ii) Voimoi x,y € A, x +y e A, xy € A, —x € A;

(iii) Voi moi x,y € A, v —y € Ava xy € A.

Chiing minh. (i) = (ii). Vi A la mot vanh con ctia R nén A én dinh
d6i véi phép cong va phép nhan, nghia 1a =z +y € A, va 2y € A. Mit
khéc, do (A4, +) 1a mot nhém con cla (R, +) nén —z € A.

(17) = (vit). V6i moi z,y € A, ta cd z,(—y) € Anénz —y =
v+ (—y) € A

(43i) = (i). T gid thi€t (ii7), theo Dinh Iy 5.3, Chuong 1. (A4, +) la
nhém con cta (R, +). Mt khéic, cdc phép todn cam sinh ctng c6 tinh
chat két hgp va phan phéi nén A 1a mot vanh, nghia 13 A 13 mot vanh
con cla R. n

2.3. Dinh ly (Pic trung cua ideal). Cho I la mot tdp con khdc rdng
ctia vanh R. Cdc ménh dé sau tuwong duong:

(i) I la mot ideal cia R;
(ii) Véimoi z,y € Ivar c Ryx+yecl, —ve€l,rvclvaaxrcl,

(iii) Voimoi z,y € Ivar e R, x —ye l,zr e [ varx € I.
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Chitng minh. Dua vao Pinh ly 2.2 va Pinh nghia 2.1. |
2.4. Nhan xét

1) Cac tap con {0} vd R déu la cic ideal ctia R, goi la cac ideal tdm
thuong.

2) Néu vanh R giao hoan thi cic khéi niém ideal trai, ideal phai va
ideal 1a trung nhau.

3) Gia st R 1a vanh c6 don vi va I 1a mot ideal trdi hay phai cta R.
Khi d6 I = R < I chia it nhit mdt phan t& khad nghich < I chia
phan ti don vi.

4) V6i I, J 1a hai ideal cda R, dit

I+ J={x+ylrel, yeJ};

1J = {Zxéyé‘l'l el,yeJ ne N*}
i=1

Khi d6 I + J va I.J ctng 1a cac ideal cta R, goi 1a téng va tich cla cac
ideal I va J.

2.5. Vi du
1) I 1a ideal cta Z khi va chi khi I c6 dang nZ véi n € Z.
2) M(n,7Z) la vanh con ctia M(n, Q) nhung khong 1a ideal.
3) M(n,27) la ideal cta M (n,Z).

T Dinh nghia 2.1 ta thiy giao ctia mot ho khac rdng cac vanh con
(tuong tng, ideal) cia mot vanh R ctng la mot vanh con (tuong ng,
ideal) ctia vanh R.

Gid st S 1a mdt tip con cda vanh R. Khi d6 S chia trong it nhat
mot vanh con (tuong Gng, ideal) cta R, ching han S C R. Giao cta tat
ca cac vanh con (tuong tng, ideal) ctia R c6 cha S 1a mot vanh con
(tuong tng, ideal) cia R c6 chia S. Ta c6 dinh nghia sau:

2.6. Dinh nghia
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Cho S 13 mot tip con khac rong cta vanh R. Ta dinh nghia:

(i) Giao cuda tit ca cac vanh con cda R c6 chta S 1a vanh con sinh
boi S.

(ii) Giao ctia tat ca cac ideal ctia R c6 chia S 1 ideal sinh béi S, ky
hiéu 1a (S).

Tt dinh nghia ta thdy vanh con (tuong tng, ideal) cta R sinh béi tap
hgp S chinh 1a vanh con (tuong tGing, ideal ) nhé nhat cda R ¢6 chda S.
Dic biét {0} 1a vanh con va ciing la ideal sinh béi tip rong. Ménh dé
sau day mo ta vanh con va ideal sinh béi cac tip hgp khic rong.

2.7. Pinh 1§. Cho S la mot tdp con khdc rong ciia vanh R. Khi dé
(i) Vanh con ciia R sinh boi S la tdp hop
{ Z $1S2 - Sp|s; € S hay — s; € S, nEN*}.

hitu han

(ii) Néu R c6 don vi thi ideal sinh béi S la tdp hop

<S> = {szszyz|xu yi € R,s;, € S,n € N*}.

i=1
(iii) Néu R giao hodn cé don vi thi

(S) = {szsz\xz €ER, s, €8 ne N*}.

1=1
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Chitng minh. Ta chiing minh (44). Cac phan con lai hoan toan tuong
tu va ching t6i danh cho doc gid. Dit

n
I = {szszyzlxz, v € R,s; € S,n e N*} :

=1

ta ¢6 S C I vi moi phan ti s € S déu dugc viét dudi dang s = ese € 1.
Hon nita, do cach dit I, theo Dinh 1y 2.3 ta c¢6 ngay I 1a ideal cda R.
Mit khéac, moi ideal chtia S déu chia tit ci cic phan ti c6 dang

n
Z%SL% (zi, yi € R,s; €.5)

=1
nén phai chia 7. Piéu nay cho thay I 13 ideal nhd nhét cda R c6 chia
S, nghia la I = (5). |
2.8. Dinh nghia

Cho S 1a mot tip con cla vanh R va I = (S). Ta néi I duogc sinh ra
béi S va S 1a tdp sinh cia I. Néu S hitu han thi ta néi I hitu han sinh.
Dic biét, néu S = {a} thi ta viét I = (a), goi 1a ideal chinh sinh béi a.

2.9. Nhin xét
Néu vanh R giao hoan, c6 don vi thi ideal chinh sinh béi « la:
{a) = {xa|x € R}.
Ta con ky hiéu tap hop trén la Ra.

Xét vanh (R, +,.) va I la mét ideal tiy ¥ cta R. Vi phép cong giao
hoan nén nhém con (I, +) chuin tic trong (R, +) va ta c6 thé lap dugc
nhém thuong (R/I,+). Pinh I sau diy cho thiy ta c6 thé trang bi cho
(R, +) mot phép toan nhan dé né trd thanh mot vanh.

2.10. Dinh Iy. Gid sit I la mot ideal cia vanh (R,+,.). Trén nhém
thuong (R/1,+) ta dinh nghia phép todn nhdn nhu sau:

(x+1(y+1)=2y+1.
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Khi dé (R/I,+,.) la mdt vanh, goi la vanh thuong cia R trén ideal I.

Chiing minh. Trudc hét ta chiing minh phép toan nhan dugc xac dinh.
Thatviy, gidsGx + 1 =2'+Ivay+I =y + I, nghialax—2' €1
vay—y €I, hayx=2a2"+avay=1y +bvéiabe I nao do. Khi do

xy = (2’ +a)(y +0) = 2"y + 2'b+ ay’ + ab.

Cha y ring 2'b, ay’ va ab déu thudc I vi I 1a ideal cia vanh R. Do d6
xy—a'y € I hay xy+ I = 2’y + 1. Nhu vay phép nhén trén R/I dugc
xac dinh. Do phép nhan trén R c6 tinh két hgp va phan phoi déi véi
phép cong nén dé thdy phép nhan trén R/I dugc dinh nghia nhu trén
cing c6 tinh chat két hgp va phan phdi doi véi phép cong. Diéu nay
chiing t6 (R/I,+,.) 1a mjt vanh. |

2.11. Nhén xét

1) Néu vanh R giao hoan thi vanh thuong R/I ciing giao hoan. Chiéu
ddo lai khong dang.

2) Néu vanh R c6 don vi e thi vanh thuong R/I c6 don vi la e + 1.
Chiéu ddo lai khong ding.

2.12. Vi du

Vanh thuong ctia vanh cic s6 nguyén Z trén ideal nZ chinh la vanh
Z,, cac s6 nguyén modulo n, trong dé ngoadi phép cong da biét, ta co
phép toan nhan dinh béi

(x +nZ)(y +nZ) = xy + nZ.

bay chinh la vanh ma ta da xét trong vi du 1.3.
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¢3. Pong cau

3.1. Dinh nghia

Mot anh xa f tit vanh R vao vanh R’ dugc goi 1a mot dong cdu vanh
néu f bdo toan cac phép toan, nghia 1a vé6i moi z,y € R,

flx+y) = flz)+ f(y),
flzy) = f(z)f(y).

Mot dong cau tir R vao R dudc goi 1a mot i dong cdu cia R. Mot dong
cau dong thoi 1a don anh, todn anh, song anh dugc goi Ian lugt & don
cdu, toan cdu, ddng cdu. Mot ty dong ciu song anh dugc goi 1 mot 1w
ddng cdu. Néu ton tai mot ding ciu tit R vao R’ thi ta néi R ddng cau
v6i R, ky hicula R~ R,

3.2. Vidu

1) Anh xa dong nhat idy cta vanh R 1a mot ty ding ciu, goi 1a rr
ddng cdu déng nhdt cta R.

2) Gid st A 1a mot vanh con cta vanh R. Khi d6 anh xa bao ham:
iq: A — R dinh béi iy(x) = z 1a mot don ciu, goi 1a don cdu chinh
tdc.

3) Gia st 7 la mot ideal cia vanh R. Khi d6 anh xa 7 : R — R/I

dinh béi 7(x) = = + I 1a mot toan ciu, goi 1a toan cdu chinh tdc.

4) Gid st R, R’ 1a hai vanh. Khi d6 4nh xa f : R — R’ dinh bdi
f(z) = O (0 1a phan t& khong cia vanh R’) 1a mot dong ciu, goi la
dong cdu tam thuong.

5) Cho R la mot vanh ¢6 don vi va @ € R kha nghich. Khi d6 anh
xa f: R — R dinh béi f(z) = aza ! 1a mot ty ding cdu clia R. That
vy, dé thdy f 13 mot song anh, hon nita f 1a dong cau vi

flx+y)=alx+ y)a_1 =ara '+ aya! = f(x) + f(y),
f(zy) = a(zy)a™ = (axa™)(aya™) = f(2) f(y);

vy f 1a ding cau.
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6) Xét anh xa f : Zg — Z dinh béi f(T) — 47. Khi d6 f Ia dong
cau vanh vi
f@+y)=flrt+y) =4ty =47 +4y = f(T) + f(7),
f@y)=f@y) =42y =42y +1227 = 16T 5 = (47)(4y) = f(Z)f ().

Tt Pinh nghia 3.1, Iy ludn tuong ty nhu déi véi dong cdu nhom ta
thdy dong ciu vanh c6 cic tinh chat sau:

3.3. Ménh dé. Néu f : R — R’ la mét dong cdu vanh thi f(0g) = Op
va f(—x) = —f(x) vdi moi x € R.

3.4. Ménh dé. Tich ciia hai dong cdu vanh la mét dong cdu vanh. Bdc
biét, tich ciia hai don cdu (twong ung, toan cdu, ddng cdu) vanh ciing
la don cdu (tuong iing, toan cdu, ddng cdu) vanh.

3.5. Ménh dé. Anh xa nguoc ciia mot ddng cdu vanh ciing la ddng cdu
vanh.

3.6. Chd §

Do cac ménh dé 3.4 va 3.5 ta thiy quan hé ddng ciu ~ gifa cac vanh
13 mot quan hé tuong duong, nghia 13 thda ba tinh chat: phén xa, doi
x(ing va bac cau.
3.7. Pinh 1y. Cho dong cdu vanh f : R — R' va A la mét vanh con
cia R, A" la mét vanh con cia R'. Khi do

(i) f(A) la mdt vanh con ciia R'.

(ii) f~YA") la mot vanh con ciia R. Hon nita, néu A’ la mét ideal
cia R thi f~1(A') ciing la ideal ciia R.
bdc bi¢t, Imf = f(R) la vanh con ciia R' va Kerf = f 1 (0p) la

ideal cia R. Ta goi Imf la dnh cua f va Kerf la hat nhdn cua f.

Ching minh. (i) Vi (4,+) < (R, +) nén theo Pinh ly 8.7, Chuong I,
f(A) 1a nhém con cta nhém cong R'. Mt khic, véi moi ',y € f(A),
ton tai z,y € A sao cho f(z) = 2/, f(y) = v nén 2’y = f(2)f(y) =
f(zy) € f(A). Ditu nay chiing t6 f(A) 1a vanh con ctia R’

(i) Vi (A',+) < (R',+) nén theo Pinh Iy 8.7, Chuong I, f1(A')
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la nhom con ctia nhém cong R. Mit khac, véi moi =,y € f~1(A),
F(x), f(y) € A" nén f(zy) = f(2)f(y) € A', nghia la 2y € £ ().
Diéu nay ching t6 f~'(A’) 1a vanh con ctia R. Gia si A’ 1a mot ideal
cia R. Khi d6 theo chiing minh trén f~!'(A’) 1a vanh con cta R;
hon nita v6i moi r € Rva x € f~1(A') taco f(rz) = f(r)f(z) € A
(do f(x) € A’ va A’ 1a ideal ctia R'), nghia l1a rz € f1(A); tuong tu
xr € f~1(A"). Diéu nady ching t6 f~'(A’) 1a ideal cta R.

Cu6i ctiing, nhan xét rdng R 1a vanh con cta R va {0y} la ideal cda
R’ nén theo két qua trén ta c6 khing dinh sau cung trong dinh ly. m

Theo ly thuyét 4nh xa, hién nhién mot dong cdu vanh f: R — R
1a toan ciu khi va chi khi Imf = R’. Mit khac, do moi dong ciu vanh
deéu thoa tinh chét cia dong cdu nhom cdng nén ti Pinh 1y 8.8, Chuong
I, ta c6 dinh ly sau:

3.8. Pinh ly. Péng cdu vanh f: R — R' la don cdu khi va chi khi
Kerf = {Or}.
Tuong tu nhu trong 1y thuyét nhém ta cing c6 cic dinh Iy ding ciu

vanh nhu sau:

3.9. Dinh Iy dang cdu 1. Cho déng cdu vanh f : R — R'. Khi d6 dnh
xa f: R/Kerf — R’ dinh béi f(x + Kerf) = f(x) la don cdu vanh.
Bdc biét, R/Kerf ~ Imf.

Chitng minh. Theo Dinh 1y 3.7 Kerf la ideal cia R nén ta lap dugc
vanh thuong R/Kerf. Theo Pinh 1y 8.9, Chuong I, f 1a don cdu nhom
cong. Ta chi can kiém ching f bao toan phép nhan. That vay, dit
I = kerf, khi d6 v6i moi z,y € R, ta co

fla+D(y+1) = flay+1) = f(zy) = f(2)f(y) = Fla+ D) fly+1)
biéu nay ching té f 1a don ciu vanh. ]
3.10. Pinh Iy ding cdu 2. Cho R la mét vanh va I la mét ideal, A la
mét vanh con ciia R. Khi dé I + A la vanh con cia R; I la ideal ciia

I+ A; INAladideal ciia A va A/INA ~ (I + A)/I qua ddng cdu
vanhx+1NAw—z+ 1.

Ching minh. D6i véi phép cong, 7 va A déu 1a cac nhém con cia nhom
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R nén theo Pinh 1y 8.10, Chuong I, I + A 1a nhém con cta nhom R.
Mit khac, v6i moi z, 2’ € I va a,a’ € A ta co

(x4+a)(2' +d)=(za"+2d +az’) +ad € [+ A

nén 7 + A 1a vanh con cda R. Khing dinh 7 laideal cla T+ AvaInA
1a ideal cia A dugdc suy ra tir gid thiét 7 13 mot ideal cta R. Theo Dinh
Iy 8.10, Chuong I, ta da biét, anh xa f : A/INA — (I + A)/I dinh
bdi f(x+INA) =+ I 1 ding cdu nhém cong. Mit khéc, f ciing
bao toan phép toan nhan vi véi moi z,y € A, ta ¢o

flz+InA)(y+INA) = flzy+INA)

= zy+1
= (z+1)(y+1)
= flz+INAf(y+InNA).
Pieu nay chimg té f la ddng cdu vanh. |

3.11. Pinh ly ding ciu 3. Cho R la mot vanh va I la mét ideal ciia
R. Khi do

(i) A la mét vanh con ciia vanh thuong R/I khi va chi khi A c6 dang
A/I vdi A la mét vanh con cia R va A chita I.

(ii) A la mot ideal ciia vanh thuongR/I khi va chi khi A c¢é dang
A/I vdi A la mét ideal cia R va A chita 1. Hon nita, ta cé

(R/1)/(A/I) =~ R/A

qua ddng cdu
(x+ 1)+ (A/I) — x + A.

Ching minh. Vi moi vanh con cda vanh R déu 13 nhém con ctia nhom
cong R nén theo Pinh Iy 8.11, Chuong I, moi vanh con cta A cta R/
déu c6 dang A/I v6i A 1a nhém con clia nhom cong R va A chia I. Mit
khéc, dé kiém chiing riing A la vanh (tuong Gng, ideal) cda R/ khi va
chi khi A 1a vanh con (tuong tng, ideal) cda R. Nhu vy, khi A = A/ 1a
ideal cia vanh thuong R/I, ta 1ap dugc cac vanh thuong (R/I)/(A/I)
va R/A. Theo Dinh ly 8.11, Chuong I, énh xa tu (R/I)/(A/I) vao R/A
dugc xac dinh béi (z + 1)+ (A/I) — z + A la ddng cdu nhom cong.
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Mit khéc, 1y ludn tuong tu nhu trong ching minh cta cic Dinh 1y 3.9
va 3.10 ta thiy anh xa trén cting bao toan phép nhan va do dé ciing la
ddng cdu vanh. ]

3.12. Vi du

Xét dong ciu vanh f : Zg — Zg dinh béi f(Z) = 47 (xem Vi du
3.2), ta co

Imf = 476 = 276 = {2f|f € Zﬁ},

Kerf = {T € Z¢ldx = 0} = {T € Zgl4z = 0( mod 6)}
= {T € Zglz = 0( mod 3)} = 3Z¢. Theo Pinh Iy ding cdu 3.9 ta
co

ZG/3Z6 ~ QZG

3.13. B4 dé Cho R la mot vanh giao hodn cé don viva I, J la hai ideal
cia R sao cho I+J = R.Khidé INJ =IJva R/INJ ~ (R/I)x(R/J)
qua ding cdu v+ 1N Jw— (z+ I,z + J).

Chiing minh. Hién nhiéntacé IJ c ITvalJ C JnénIJC INJ.
Miat khac, viI+J =Rnéncoae€ I, be Jsao choa+b=ec. Dodd
voi z € INJ bat ky ta c6 x = ax + bx € IJ vi ax va bx déu thujc 1.J.
Diéu ndy ching t6 TNJ = IJ. Xétanh xa f: R — (R/I) x (R/J)
dinh béi f(z) = (z + I,z + J). D& dang kiém ching ring f la dong
cau vanh va kerf = I NJ = I.J. Hon nifa, f 1a toan anh, that vay, xét
(y+1,2+J) € (R/I)x (R/J) bat ky. Theo nhu trén, ta c6 e =a +b
voiaecl, be JPater=az+by. Khidoa+1=az+by+1=by+1=
b+D(y+1)=(a+b+1)(y+1)=(e+I)(y+1I)=y+I. Tuong ty,
t+1=z+J Dodo f(x) = (y+1,z+J). Vay f la toan anh. Ap dung
Pinh Iy 3.9 ta dugc ddng ciu f: R/INJ — (R/I) x (R/J) dinh béi

fle+1J)— (x+ 1, x4+ J). u
Bé6 dé 3.13 dugc md rong thanh dinh Iy sau:

3.14. Pinh Iy Du s6 Trung hoa. Cho R la mot vanh giao hodn cé don
viva Iy, I, -+ | I, la cdc ideal ciia R sao cho I;+1; = R vdi moi i # j.
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Khi do

qua ding cdu v+ Ly I, — (z + I;).

Ching minh. B4 dé 3.13 1a truong hgp n = 2 cta dinh 1y. Ta ching
minh dinh 1§ biang qui nap theo n. P§t J =1I,---I,. Taco I + J = R.
Théat vay, v6i j > 2 taco I + I; = R nén ton tai a; € I; va b; € I; sao
cho a; 4+ b; = e. Do d6

e=(as+bg)--(an+b,) =a+by-- by,

trong d6 a 13 tong cta cac hang t& c6 chta it nhat mot a; lam nhan ti
nén a € I;. Mat khac by ---b, € Jnéneec I1 +Jvadodo I, +J = R.
Ap dung B6 dé 3.13 cho vanh R véi cac ideal 7; va J ta c6 ding ciu
R/I\J ~ (R/I}) x (R/J). Gia thiét quy nap cho ta ddng cau

R/J=R/ly---1, ~ ﬁ(R/Ii).

1=2

Két hop cac ding ciu trén ta dugc ding ciu
R/LILy---1,~ | [(R/).

3.15. Ap dung

Xét vanh cac s6 nguyén Z. Moi ideal cta Z déu c6 dang nZ vdéi
n € N. Hon ntta mZ + nZ = (m,n)Z va mZ N nZ = [m,n]Z. Do do
mZ+nZ = Z khi va chi khi m, n nguyén t6 cing nhau va khi dé ta cé
mZ N nZ = (mn)Z. Ap dung Pinh Iy 3.14 ta suy ra:

A/ N P A/ A A/ N N z \2 A/ N
1) Néeu m, n la cac s6 nguyén to cung nhau thi ta c6 dang cau vanh
Liypn, 22 Loy, X Loy,

65



Tit d6 ta ¢6 ding cAu nhém
ZE =T X T
2) N/é’u n=pipy’ - ppt la} sy phan tich chinh tic clia n thanh cac
thtta s6 nguyén to thi ta c6 dang cau vanh

Zn ~ Zp;n X Zpgz Xoeee Zka.

Tit d6 ta ¢6 ding cAu nhom

Z* 2Z*(Y XZ*Q X "‘Z*a..
n pll p22 pkk

Cap cta nhém Z* chinh la s6 cac phan ti kha nghich trong Z, va bing
¢(n) véi ¢ 1a ham Euler (p(n) ciing 1a s6 cic so nguyén duong k < n
thda & nguyén td cung nhau véi n). Cac két qud trén cho thdy ham
¢-Euler c6 cac tinh chét sau:

a) p(mn) = o(m)e(n) véi mei m, n nguyén to cting nhau;
b) ¢(n) = (b ) () -+ (py") néun = pi'py* - pit

Cha y rang v6i p nguyén t6 ta co ¢(p®) = p*~'(p — 1) (Bai tap 2.34),
nén nhd cac tinh chét trén ta c6 thé tim dugc biéu thic cda p(n).

4. Mién nguyén va trudng

4.1 Dinh nghia

(i) Cho R 1a mét vanh giao hoan. Phin ti = € R\ {0} dugc goi la
udc ciia 0 néu ton tai y € R\ {0} sao cho zy = 0.

(ii) Mot vanh giao hoan, c6 don vi, c6 nhiéu hon mdt phan td va
khong c6 u6c cta khong dugc goi 1a mién nguyén.

(iii) Mot vanh giao hoan, c6 don vi, ¢c6 nhiéu hon mot phan t trong
d6 moi phan t khac 0 déu khd nghich dugc goi 1a mot truong.

4.2. Nhan xét
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1) Trong mién nguyén R, phép nhan c6 tinh gidn udc cho cic phan
tr khac khong nghia 1a néu zy = 2z va z # 0 thi y = 2.

That vay, tt xy = zztasuyraxz(y—z) = axy—xz =0t dd y—z = 0,
nghia la y = z (do 2 # 0 va R khong c6 udc ctia khong).

2) Moi truong R chi ¢6 hai ideal 1a {0} va R.

3) (R, +,.) 1a mot truong khi va chi khi cac tinh chat sau day dugc
thoa:

i) (R,+) la nhém Abel;

ii) R\ {0} 1a nhom Abel;

iii) Phép nhan phan phdi véi phép cong.
4.3. Vi du

1) Tap cac s6 nguyén Z véi phép cong va nhan thong thuong 1a mién
nguyén nhung khong la truong.

2) Tap hop cac s6 hitu ty Q véi phép cong va nhan thong thuong 13
truong. Ta goi d6 1a truong cdc sé hitu ty Q. Tuong tu, ta co truong cdc
5O thuc R va truong cdc sé phitc C.

3) Vanh Z,, cac s6 nguyén modulo n 1 truong khi va chi khi n = p
nguyén t6 (Bai tip 2.25).

4.4. Dinh 1y. (i) Moi truong déu la mién nguyén.
(ii) Moi mién nguyén hitu han déu la truong.

Chéng minh. (i) Ta chi cin chiing minh ring moi trudng R déu khong
cO u6c ctia khong. That vy, gid st 2y = 0 va = # 0. Khi d6 = kha
nghichnéntontaiz ' € Rsaochoz 'z =e.Dodoy =ey = 2 lzy =
=10 = 0. Piéu ndy ching té R khong c6 udc cta khong va do do R 1a
mién nguyén.

(i) Gid st R 1a mot mién nguyén hitu han. Cho a € R\ {0} bat ky.
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Ta chitng minh a kha nghich. Thit vy, xét anh xa

fo BAA{0} — R\A{0}

r H—— ax

Vi trong mién nguyén R phép nhan c6 tinh gidn udc nén ta thiy ngay
f 1a don anh. Theo gid thiét R\ {0} héiu han nén f phdi Ia song anh.
Suy ra ton tai b € R\ {0} sao cho f(b) = e, nghia la ab = e. Diéu nay
chiing t6 a kha nghich, va do d6 R la truong. n

4.5. Nhan xét

Gia thiét hitu han trong (i) cia Pinh 1y 4.4 khong thé bd dugc.
Chéng han Z 1a mién nguyén vé han nhung khong phai 1 truong.

4.6. Dinh nghia

Cho R 13 mot trudng va 7 12 mot tap con khéc rdng ctda R 6n dinh
do6i v6i hai phép toan trong R. Ta néi I 1a mot truomg con cla R néu I
véi hai phép todn cadm sinh tor R ctng 1a mot truong.

4.7. Vi du

Trudng cac s6 htiu ty Q 13 trudng con cda trudng cac s6 thuc R.
Tuong tyu, R 1a trudng con cta C.

Tu Pinh nghia 4.6 ta suy ra ngay cac tinh chéit dic trung cda cac
truong con nhu sau:

4.8. Pinh ly (Pic trung cha truéng con). Cho R la mét truong va I
la tdp con ciia R cé chita it nhdt hai phan tit. Cdc ménh dé sau tuong
duong:

(i) I la mot truong con cua R;

(ii) Véi moi x, y € I, x +y € I, xzy € I, —x € I va hon nita, néu
r#0thi o' el

(iii) Vi moi x, y € I, x —y € I va hon nita, néu x # 0 thi 'y € 1.
[

Xét R 1a mot trudng véi phan ti don vi e. Trong nhém cong R,
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phan ti don vi e hodc c6 cip hitu han hodc c6 cip vo han. Gid st e ¢b
cap htiu han 13 n. Khi d6 n phai 1a s6 nguyén t6, vi néu khong thi c6
1 <m, k <n sao cho n =mk din dén 0 = ne = (mk)e = (me)(ke),
suy ra me = 0 hodc ke = 0, mau thuin véi tinh chéat ctia cip n. Vay
néu e ¢d cap hitu han thi cip dé phdi 13 s6 nguyén to. Truong hgp e co
cap vo han, ta néi R 13 trudng c6 ddc s6 (hoic ddc trung) 0, ky hidu 1a
charR = 0. Truong hop e c6 cap hitu han p, ta néi truong R c6 ddic sé
(hodc ddc trung) p, ky hiéu la charR = p.

4.9. Vi du
1) Céac truong s6 Q, R, C déu co dic s6 0;
2) Vi p nguyén t6, trudng Z, cac s6 nguyén modulo p c6 dic s6 p.
Céc dinh Iy sau néu lén tinh chit cla dic s6 cia cac trudng:

4.10. Pinh I§. Cho R la mét truong. Cdc ménh dé sau tuong duong:
(i) charR = 0;
(ii) Véi moi x € R\ {0} va n € Z, néu nx =0 thi n = 0;
(iii) R chita mot truong con ddng cdu (vanh) vdi Q.

Ching minh. (i) = (44) Gid si charR = 0. Xétz € R\ {0} van € Z
théa nx = 0. Khi d6 0 = nz = (ne)z va z # 0 nén ne = 0. Suy ra
n =0 (do charR = 0).

(44) = (ii1) V6i gid thiét (i), xét &nh xa f : Q — R dinh béi
f(mn™') = (me)(ne)~". Ta thdy f dugc xac dinh va la don 4nh vi
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Hon nita, f bao toan cac phép toan vi

fon™ +m' ()™ = f((mn +m'n)(nn')~")
= [(mn' +m'n)e](nne)™
= [(me)(n'e) + (m'e)(ne)](ne) " (n'e) ™!
= (me)(ne)™ + (m'e)(n'e)™
= flmn™") + f(m/(n) ™)

va tuong tu

F((mn= ") (m/ (n)71) = f(mn") f(m(n) 7).

Vay f 1a don cdu vanh. Suy ra I'mf 13 truong con clia R ding cdu véi

Q.
(#71) = (i) Vi charQ = 0 nén trudng con ctia R ding cau véi Q ciing
c6 dic so khong. Do d6 R cling c6 dic s6 khong. ]

4.11. Pinh ly. Cho R la mét truong va p la mot s6 nguyén t6. Cdc
ménh dé sau twong duong:

(i) charR = p;
(ii) Voi moi x € R\ {0} va n € Z, nx = 0 khi va chi khi p|n;
(iii) R chita mot truong con ddng cdu (vanh) vdi Ly

Chitng minh. (i) = (i¢) Gid st charR = p. Xét z € R\ {0} van € Z
théa nz = 0. Khi d6 0 = nz = (ne)x va z # 0 nén ne = 0. T day do
charR = p = |e| nén p|n. Pdo lai, néu p|n thi nz = (ne)z = 0z = 0.

(43) = (i74) V6i gid thiét (ii), xét anh xa
f:Z— R

dinh béi f(n) = ne. D& thiy f 1a dong ciu vanh va Kerf = pZ. Do do,
theo Pinh 1y 3.9 ta co

Ly =17/pZ ~ Imf

Cha y ring Z, 1a trudng do p nguyén to (Bai tip 2.25), nén R chta
truong con Imf ddng ciu véi Z,.
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(iii) = (i) Vi charZ, = p nén trudng con cla R ding ciu vdi Z,
ctiing ¢6 dic trung p. Do d6 charR = p. u

4.12. Nhan xét

Cho R 1a mét truong c6 dic s6 p nguyén t6. Khi d6 anh xa o :
R — R dinh béi p(z) = 2P 1a mot ty don ciu cda R. That vay, véi
moi x, y € R ta co

o(ry) = (zy)’ = 2"y’ = o(x)p(y),

hon nita
plr+y) = (z+y)
p—1
— 2P+ Z C}fxp”"yk + P
k=1
— lEp + yp
= o(z) + ¢(y)

P! e e " A e .
do CF = —— 13 boi s6 cla nguyén to) v6i moi
1 < k < p—1. Piéu nay ching té ¢ la dong cau. Mit khic do Kerp = 0
nén ¢ la don ciu. |

Xét R 1a mot mién nguyén. Khi d6 phép nhan trong R c6 tinh gidn
udc cho cac phan td khac khong. Tuy nhién dieu d6 chua da dé khing
dinh moi phan ti khac khong déu kha nghich trong R. Ta sé xay dung
truong R nhd nhat c¢6 chda R, trong d6 moi phan td khic khong cla
R déu kha nghich trong R. Ta goi R 1a trudng cac thuong cia mién
nguyén R.

4.13. Pinh nghia

Cho R 1a mdt mién nguyén va R 1a mot trudng. Ta néi R 13 truong cdc
thuong clia mién nguyén R néu ton tai mét don ciu (vanh) f: R — R
sao cho moi phan t cia R déu c6 dang f(a)f(b)~! véia, b€ R, b # 0.

4.14. Dinh I9. Cho R la mét mién nguyén. Khi dé truong cdc thuong
R ciia R luén lubn ton tai va duy nhdt (sai khdc mot ddng cdu).
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Ching minh. Si t6n tgi. Dit D = R\ {0}. Trén R x D xét quan hé
(a, b) ~ (¢, d) < ad = be. Khi d6, hién nhién ~ c6 tinh chat phan
xa va d6i xiing. Ta chting minh ~ bic ciu. Gid st (a, b) ~ (c, d) va
(¢, d) ~ (u, v). Khi d6 ad = bc va cv = du nén

d(av) = (bc)v = b(cv) = b(du) = d(bu).

Vi d # 0 nén av = bu, nghia 1a (a, b) ~ (u, v). Vdy ~ bic cau va do
d6 ~ 1a quan hé tuong duong trén R x D. Dit R = (i% x D)/ ~ la tap
thuong ca R x D trén quan hé ~ . Cac phan t cda R 1a cac 16p tuong

duong (a, b) ma ta ky hiéu la %. Trén R ta dinh nghia hai phép toan

cong va nhan nhu sau:

@, c_gdtbe 5 ac_ac

b d  bd bd bd
Ta chitng minh cac phép toan trén dugc xac dinh. Thit viy, gia st % =
C v S = % Rhi d6 a = ab vh ed = d nén
v d — d N N

(ad + be)t/d = ab'dd + cd'bb’ = a’bdd' + Jdbb' = (a'd’ + v'c')bd, hay
d b /d/ b/ /
(ad + be, bd) ~ (a'd + V¢, Vd'), nghia 1a & bti c_¢ bf;, ¢ Mit

khac, (ac)(t'd) = (ab)(cd') = (d'b)(dd) = (') (bd) nén (ac, bd) ~

!
(d'd, Vd'), nghia la % = %. Vay cac phép toan cong va nhan trén R

dugc xac dinh. Dé thdy ring (R, +) la nhom Abel, trong d6 phan td

khong 1a L phan t doi ctia % 1a —Ta. Hon nda, (R\ {0},.) 1a nhém
(&

. s 2y A ? . N 2 . A ? 0
giao hoan v6i phan tu don vi la ¢ trong d6 moi phan ta = = % + —
(& e

A 2z A ~ A ? . ? 71 b
déu c6 a = ae — b0 # 0 nén x c6 phan tud nghich dao 2= = —.
a
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Ngoai ra, bang cach tht tryc tiép ta thdy phép nhan phan phéi doi véi
phép cong. Do d6 R 1a truong. Xét anh xa f : R — R dinh bdi

fla) = ? Hién nhién f 1a don cdu vanh. Véi o = % € Rtuy y ta c6
(&

_ 4 _ae G O0N-1 -1 B o 13 feen .
=g =3 e(e) f(a)f(b)~t. Do d6 R chinh 13 truong cic

thuongctia mién nguyén R.

Suw duy nhdt. Gid si ngoai R nhu da xay dung & trén, R con c¢6 truong
cac thuong S véi don cdu vanh g : R — S sao cho moi phan ti trong
S déu dugc viet dudi dang g(a)g(b)~! v6i a, b € R, a # 0. Xét 4nh xa
¢ : R — S dinh béi

p(f(a)f(0)) = g(a)g(b)* vdimoia, be R, b#0.
Ta thdy ¢ dugc xac dinh va 1a don anh vi f(a)f(b)™" = f(c)f(d)™"
& f(@)f(d) = F0)F(c) © flad) = f(be)  ad = b & glad) = g(bo)
& g(a)g(b)™! = g(c)g(d)~!. Hién nhién ¢ 1a toan anh. Viy ¢ 1a song
anh. Ta con phdi chiing minh ¢ 13 dong ciu, nghia 1a bdo toan cic phép
toan. That vay, gid st z = f(a)f(b™1) va y = f(c)f(d)~?, khi d6
r4+y = fla)f™h) + fle)f(d)~
= [f(a)f(d) + fB) f ()] f(O) f(d)
= flad+ bc)f(bd) *
zy = f@)f(®)" f(e)f(d)~!
= f(ac)f(bd)™

olx+1y) = glad+ be)g(bd)™
= [g(a)g(d )+g( )g(c)lg(d) " g(d)~"

= g(a)g(b) ™" + g(c)g(d)™" = () + (y);
p(xy) = glac)g(bd)™

= g(a)g(c)g(b) 'g(d)™!

= 9(a)g(0)'g(c)g(d)™" = p(z)e(y).
Vay ¢ 1a dong cau vanh. Suy ra o 1a ddng ciu vanh va R ~ S. Piéu ndy
chimg té sy duy nhat (sai khac mot ding ciu) clia truong cac thuong
clia R.
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4.15. Nhin xét

Vi anh xa f : R — R dinh bi f(a) = — 1a don ciu vanh nén

ta c¢6 thé dong nhit a € R véi % ¢ R. Do d6 c6 thé xem R nhu 1a
e

mdt trudng chda mién nguyén R va moi phan td thuoc R déu c6 dang
a (b

)_1 =ab™! véia, b € Rva b +# 0. R6 rang moi truong chta
e e

|18 <l

ién nguyén R déu phai chia cac phan ti ¢ dang ab~! nhu thé nén
R 13 truong nhd nhat chia R.

4.16. Vi du
Trudng cac so hiu ty Q chinh 13 trudng cic thuong clia mién nguyén

Zvi Q= {%\a, be Z} — {ab~Ya,b e Z)}.
Bai tap
Bai 2.1 Kiém ching cac ciu trac dai s6 sau c6 1a vanh; mién nguyén

hay truong khong:

a) P(X) véi X la tip hop khic rdng, va hai phép toan tuong tng la
Avan (6day AAB= (A\ B)U(B\ A)).

b) Q v6i hai phép toan 2Ty =z +y—1vaxly =z +y — zy.
c) RT v6i hai phép toan 2Ty = zy va v Ly = 2™,

d) R véi hai phép toan 2Ty = /2" + ¢y va z Ly = zy (n 1a mot s6
nguyén duong 1é) .

e) R v6i hai phép todn 2Ty = (y/z + ¢/y)" vai z Ly = zy (n la mot
s6 nguyén duong 18).

f) Z(v/2) = {a + b\v/2| a,b € Z véi hai phép toan 1a phép cong va
nhin thong thuong nhu trong R.
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g8) Q(v2) = {a + bv/2| a,b € Q} véi hai phép toan Ia phép cong va
nhan thong thuong nhu trong R.

h) K = {( 4% 2 ) | a,b € @} v6i hai phép toan la phép cong va

phép nhan ma trdn thong thuong.
i) Tap hop A gom tat ci cic ma trn (tuong Gng, ma tran chéo; ma
tran tam giac trén; ma tran tam giac dudi; ma trdn tam giac trén ngat;

ma trin tam gidc dudi ngit) vudng cip n > 2 véi hai phép toan 1a phép
cdng va phép nhin ma tran thong thuong.

i) F = {( 6612 2) | a,b € Q} v6i hai phép toan la phép cdng va
phép nhian ma tran thong thuong.

k) C = R? v6i hai phép toan dinh béi (z,y) + (2,t) = (z + 2,y + 1)
va (z,y)(z,1) = (zz — yt, xt + yz).

Bai 2.2 Gid st vanh R c6 duy nhit mot phan ti don vi trdi. Ching
minh R c6 don vi.

Bai 2.3 Giai cac phuong trinh

a) 217 + 24 = 101 trong Zqp3.

b) 68(f + ﬂ) = 10—2 tI'Ol'lg Z492.

¢) 78T — 13 = 35 trong Zgee.

Bai 2.4 Tim tit ci cac s6 nguyén n théa diéu kién trong mdi truong
hop sau:

a) 27n — 18 chia hét cho 133.
b) 92n + 18 chia hét cho 100.
¢) 95n — 15 chia hét cho 335.
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Bai 2.5 Cho R 1a mdt vanh c6 tinh chat sau:
z? = 2 v6i moi = € R.
(Ta goi R 1a vanh Bool). Chting minh rang
a) r = —x v6i moi x € R.
b) R la vanh giao hoan.
¢) Néu R 1a vanh khong co uéc cta 0 va R ¢d nhiéu hon mot phan
t thi R 1a mién nguyén.

Bai 2.6 * Cho R 1a mdt vanh c6 tinh chét sau:
23 =z v6i moi = € R.

Chiing minh ring R 13 mot vanh giao hoan.

Bai 2.7 Cho R la mot vanh tuy y.

a) Voi a € R, tép hop C(a) = {z € R|ax = za} dugc goi 1a tam hod
tit ciia a. Ching minh rdng C(a) la mét vanh con ctia R c6 chia a.

b) Tap hgp C(R) = {z € R|ax = wa,Va € R} dugc goi la tam cla
R. Chiing minh rang C(R) 1a mot vanh con giao hoan cta R.

¢) Tim tdm cda vanh M (n, R).

Bai 2.8 Cho R 1a mot vanh c6 don vi e va z,y € R. Chiing minh ring

néu u = e + xy kha nghich thi e 4 yx ciing kha nghich va (e +yz)™! =

e —yulx.

Bai 2.9 Cho R 1a mét vanh c¢6 don vi e. Chténg minh ring véi I 12 mot

ideal cia R ta c6 I = R khi va chi khi I chtia don vi e. Két qia trén con

dang cho céc ideal trai, ideal phai hay cac vanh con cia R hay khong?

Bai 2.10 Cho R 1a mot vanh tay ¢, 7 va J 1a hai ideal ctia R. Dit
I+J={z+ylxel, yeJ}.

Chiing minh ring I + J 1a mot ideal cta R. Néu R 1a vanh cic s

nguyén va I = mZ; J =nZ thi I + J c6 dang thé nao?

76



Bai 2.11 Cho R 1a mot vanh tay ¥, I va J 1a hai ideal cia R. Dit

IJ—{inyﬂnGN, x; €1, yieJ}.

i=1

Chiing minh rang 7.J 13 mot ideal cGa R. Néu R 13 vanh cic s6 nguyén
va I = mZ; J =nZ thi IJ c6 dang thé nao?

Bai 2.12 Cho R 1a mot vanh tiy ¥ va n 1a mot s6 nguyén cho trudc.
Chiing minh ring tip hgp
I ={z € R| nz =0}

1a mot ideal cta R.

Bai 2.13 Cho R 1a mot vanh tiy y va @ € R. Chtng minh ring tip hgp
aR ={ax| x € R}
13 mot ideal phdi ctia R, va tap hop
Ra = {xa| x € R}
12 mot ideal trai cGa R. Suy ra néu R giao hoan thi aR = Ra 13 ideal
clia R; hon nifa, néu gia thiét théem R c6 don vi thi day chinh 13 ideal
chinh sinh béi a.
Bai 2.14 Cho R 1a mot vanh c¢6 don vi vd ¢ € R. Chiing minh ring
a) a kha nghich phai khi va chi khi «R = R.
b) a kha nghich trai khi va chi khi Ra = R.
¢) a khéd nghich khi va chi khi «R = Ra = R.
Bai 2.15 a) Cho R 1a mot vanh giao hoan va a € R. Chiing minh ring
tap hop con
Ann(a) = {z € R|ax = 0}
1a mot ideal cta R.

b) Tim Ann(4) trong vanh Zss.
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Bai 2.16 Cho R la mot vanh tiy ¥ . Mot phan t& = € R dugc goi 1a liy
linh néu ton tai mot s6 n nguyén duong sao cho z" = 0.

a) Chiing minh rang néu R c6 don vi 1a e va x lay linh thi e + x khd
nghich.

b) Gia st R giao hoan, c6 don vi va u € R kha nghich. Chiing minh
rang néu z ldy linh thi v + z kha nghich.

¢) Gid st R giao hodn. Chiing minh ring tip hop N(R) gom tat ci
cac phan td ldy linh cla R 1a mot ideal cda R va trong vanh thuong
R/N(R) khong c6 phan ti liy linh ndo khac khong (Ta goi N(R) la
nil-cdan ctia R).

Bai 2.17 Xét R 1a mot vanh tuy ¥ va Z 13 vanh cac s6 nguyén. Trén
tich Descartes R x Z ta dinh nghia cac phép toan nhu sau:

(x,m)—l—(y,n) - (x—l—y,m—l—n);
(x,m)(y,n) = (zy + my + nz, mn).

a) Chting minh rang R x Z 1a mot vanh c6 don vi.
b) Chimg minh rdng anh xa f : z — (z,0) 1a mot don cau.

( Do cac két qua trén ngudi ta néi ring bao gig ciing c6 thé nhing
mot vanh tuy y vao mdt vanh c6 don vi).

Bai 2.18 a) Chtng minh rang moi vanh c¢6 don vi va c6 dang p phan
t v6i p nguyén t6, déu ding cau véi vanh Z,.

b) Khing dinh “Moi vanh c6 don vi va c6 ding m phan td véi m
nguyén duong déu ding ciu véi Z,, ” c6 ding hay khong?

Bai 2.19 Cho f 1a mot tu dong ciu cia vanh R. Chtng minh ring tip
hop
I'={z € R|f(z) ==}

la mot vanh con cta R.
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Bai 2.20 Cho R, S la hai vanh. Xét tich Descartes 7' = R x S va cac
tdp con R = R x {0} va S = {0} x S. Trén T ta dinh nghia cac phép
toan nhu sau:

(x,y) + (2,t) = (x + 2,y + t);

(@, 9)(2,1) = (x2,41).
Chiing minh ring

a) T la mot vanh.

b) R va S lan lugt 14 cac ideal ctia T d3ng ciu véi R va S.

¢) Rva S la cic ideal ctia T théa RN S = {(0,0)} va R+ S =T.

d) Gia st R, S 1a cac vanh ¢6 don vi. Hay tim cac don vi cia T, R
va S.

Bai 2.21 Cho R 13 mot vanh va a € R. Ching minh rang:

a) Tap hgp E gom tat ca cac tu dong cau cdia nhom cong Abel R véi
cac phép toan dinh bdi: V6i moi f,g € E,

(f +9)(x) = f(z) +g(x) va (fg)(z) = f(g(x)), VreR

la mdt vanh.

b) Anh xa h, : z — ax 1a mot ty dong cau ctia nhém cong Abel R.

¢) Anh xa h : b — hy 13 mot dong ciu vanh ti R dén E.

d) Tim Kerh. Chtng té h 13 don ciu néu R c6 don vi.
Bai 2.22 Cho R la mét mién nguyén va n 1 cip (trong nhoém (R, +))
ctia phan t don vi e. Chiing minh ring

a) n 1a mot s6 nguyén to.

b) Moi phan td khac khong cda R déu co cap n.

¢) V6i mdi s6 nguyén m cho truéc, tip hop

mR = {mz| z € R}
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1a mot ideal ctia R théa

RimP R néu m 1a bdi so cda n;
mR ~ < A s s A
{0} néu m khong 1a boi s6 cta n.

Bai 2.23 Trong truong cac s6 phtc C xét

Q(V2)={a+ V2| a,bcQ} va Q)= {a+biabeQ}.

a) Chiing minh rang Q(v/2) va Q(i) la cac trudng con ctia C.
b) Chting minh ring Q(v/2) va Q(¢) khong ding cau.
¢) Tim tat ci cac trudng con ctia Q(v/2); ctia Q(3).

d)* Chtng minh ring tip hop A = {a + bv/2 + cV/4| a,b,c € Q} 1a

mot truong con cda C.

Bai 2.24 Chiing minh ring

a) K = {( _ab 2 ) cabe Q} 1a mot truong ding ciu véi Q(i).

b) F = { ( 262 2 > ca,be Q} 1 mot trudng ding cdu véi Q(v/2).

Bai 2.25 Cho n 13 mét s6 nguyén duong. Chiing minh ring cac khing
dinh sau tuong duong:

a) Z,, 1a mdt mién nguyén;

b) Z, la mot truong;

¢) n 1a mot s6 nguyén to.
Bai 2.26 Cho R 1a mot vanh giao hoan c6 don vi; I 1a mot ideal cta R
va I khac R. Ta noi
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i) T 13 ideal t6i dai ctia R néu chi c6 hai ideal chta 7 1a T va R.

ii) I 14 ideal nguyén t6' cta R néu tinh chat sau dugc théa: Vi moi
r,y € R,néuxzyeIthizelhayyel.

Chiing minh ring

a) R/I 1a mién nguyén khi va chi khi I 13 ideal nguyén to.

b) R/I 1a truong khi va chi khi I 1a ideal t6i dai.
Bai 2.27 Cho R 1a mot vanh giao hoan c¢6 don vi va R c6 hon mot phan
t&t. Chdng minh ring cic khing dinh sau tuong duong:

a) R la mot truong;

b) R chi c6 hai ideal 1a {0} va R.

¢) Moi d?)ng cau vanh ti R vao mot vanh bat ky hoic 1a dong cdu 0
hodc 1a don céu.
Bai 2.28 Cho truong F véi phan t& don vi 1a 1.

a) Chtng minh rang véi x € F, ta c6 22 = 1 khi va chi khi z = +1.

b) Gid st F c6 dang p phan t&1a zy,..., 2, ; va 7, = 0. Chiing minh
rang 21..Tp-1 = —1va Vo € F* o=l =1,

¢) St dung két qua b) dé ching minh ring véi moi s6 nguyén to
duong p ta c6 (Pinh ly Wilson)

(p—1)!=—-1(mod p) va kP =k (modp), Vk€Z.

Bai 2.29 Cho F' 1a mjt trudng véi phan ti don vi e. Xét tap hop
A = {ne| n € Z}.
Ching minh ring:
a) A 1a mot vanh con cta F; héi A c6 1a mién nguyén khong?
max {7 G
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¢) Néu e c6 cip p hitu han thi A 13 mot trudng.

Bai 2.30 Chiing minh ring truong cac s6 hiu ti Q khong c6 truong
con nao khac ngoai Q.

Bai 2.31 Chiing minh ring moi trudng déu c6 trudng con bé nhat (theo
quan hé bao ham) ding cAu hoic véi trudng s6 hitu ti hoic véi trudng
Z, v6i p nguyén to.

Bai 2.32 Cho F' la mot trudng va A la mot vanh con cda F.

a) Chiing minh rang néu A c6 nhiéu hon mjt phan t& va A c6 don
vi thi phan t& don vi clia A tring véi phan t& don vi cta F, va lac dé
A 13 mot mién nguyén.

b) Gid st A 1a mdt mién nguyén. Ching minh ring tap hgp
P={ab'a,be A, b+#0}
1a mot trudng con cha F va P 1a trudng cac thuong cia A.
¢) Ching minh rdng P 1 trudng con bé nhit trong cac trudng con

ctia F c6 chita A.

Bai 2.33 Cho p 1 mot s6 nguyén t6. Ching minh ring tap hgp tat cd
cac s6 hitu ti c6 dang m/n, trong d6 m,n 1a cac s6 nguyén va n nguyén
t6 cling nhau véi p, 13 mot mién nguyén. Tim trudng cic thuong cda
mién nguyén nay.
Bai 2.34 Xét ham p-Euler.

a) Chiing minh rang ¢(p®) = p*~'(p — 1) v6i moi p nguyén to.

b) Xac dinh ¢(n) v6i n € N*,

Bai 2.35 Tim tat ca cac tu dong ciu cda cic trudng sau:
a) Trudng cac s6 hiu ti Q.
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b) Truong Q(v/2).
c¢) Truong Q(7).
d) Trudng cac so thuc R.

e) Truong cac so phic C sao cho cac tu dong ciu do thu hep trén R
1 4nh xa dong nhat.
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Chuong III
VANH DA THUC

§1. Vanh da thitc mot an

1.1. Dinh nghia

Gid st R 1a mot vanh giao hoan va c6 don vi 1. Goi A 1 tap hop tat
ca cac day

(CL(), A1y .oy Qg ),

trong d6 cac a; € R,Vi € N va bang 0 tit cd trit mdt s6 htiu han. Nhu
vay A 12 mot bo phén cda ldy thia Descartes RY.

Ta dinh nghia phép cdng va nhan trong A nhu sau:

Gid st f = (ag,ai, ..., an,...) va g = (o, by, ..., by, ...) 12 cac phan tk
tiy ¥ cia A. Khi do

f +g = (CL() + by, a1 + by, ..., a, + by, ),
fg - (607017"'76717"')7

trong do
=Y abj, k=012, ..

i+j=k

Dé dang kiém tra lai ring A cing véi hai phép toan d6 1ap nén mot
vanh giao hoéan, c¢6 don vi la (1,0,0, ...), phin t& khong ctia vanh nay 1a
(0,0,0,...). Ta s& ky hiéu phan t& don vi cta A 1a 1 va phan t& khong
cia A la 0.
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bit = = (0,1,0,0,...). D& thiy ring

22 = (0,0,1,0,...);

2 = (0,0,0,1,0,...);

2" = (0,0,...,0,1,0,...).
N’

n phan ti 0

Ta quy uéc z° = (1,0,0,...) va mdi phan t a € R c6 thé dong nhat véi
day (a,0,0,...) nhg don ciu vanh

R — A
a — (a,0,0,...).
Nhu vay
ax" = (0,0,...,0,a,0,...),Ya € R.
——
n phan ti 0
Do do

f = (ag,a1,...,a,,0,0,...) = ag + a1z + ... + a,z",
va thudng dugc viét 13
f(x) = apz™ + ... 4+ a1x + ap.
Cach biéu thi nhu vay 13 duy nhat déi véi mdi phan t& f € A. Néi cach
khac,
a4+ ...+ a1x+ag = byx" + ...+ bix + by
khi va chi khi

an:bn,...,alzbl, a():b().

Vanh A néi trén dugc goi 1a vanh da thitc clia an z (hodc bién z) véi
cac hé so trong R, va dugc ky hiéu 1a R[z]. M6i phan ti cda R[z] dugc
goi 1a mot da thitc ciia dn x trén R. Da thtc dang az” (a € R) duge
goi 1a mot don thiic.

Gia su

f(x) =apx" + ...+ a1z + ag

85



v6i a,, # 0. Khi do ta n6i da thic f(x) c6 bdc la n va ky hiéu degf =n
hay degf(x) = n. Phan td a; dugc goi 1a hé s6 thit i cda f(z), phan tk
a,, dugc goi 1a hé 56 cao nhdt, con phan ti a, dudc goi 1a hé s6 tu do.
Bic cda da thic 0 duge quy ude la —oo.

Dé dang thay rang:
i) deg(f(z) + g(x)) < max{degf(z), degg(z)}
i) deg(f(x)g(x)) < degf(x) + degg(x)

v6i f(x) va g(z) 1a hai da thic bat ky trén R.

1.2. Pinh Iy. Néu D la mét mién nguyén thi D|x] ciing la mdt mién
nguyén.

Chiing minh. Gia s f(x),g(z) € D[z] 1a cac da thdc khic 0 c6 bac
tuong ang la m va n:

f(x) = apz™+ ...+ a1x + ag, ap 7 0;
g(x) = bya" + ...+ bix+ by, b, #0.
Theo dinh nghia phép toan trén da thdc ta co
f(@2)g(x) = amb,x™™™ + ... + (agby + a1by)x + agby.

Vi D 1A mién nguyén va a,,b, # 0 nén a,b, # 0, do do6

f(z)g(z) # 0. u
Cing tt ching minh trén ta suy ra
deg(f(z)g(z)) = degf(z) + degg(x).

Tuy nhién ding thic trén khéng con ding nda khi R khong phai 1a
mién nguyén. Ching han, 2z + 1 va 3z + 1 1a cac da thtc bac nhat
trong Zg[z] nhung tich clia ching lai 1a mot da thic bic nhat.

1.3. Dinh 1y (Phép chia Euclide). Gid sit K la mdt truong va
f(x),9(x) € Klz],g9(x) # 0. Khi dé tén tai duy nhdt cdc da thiic
q(z),r(x) € K[z]| sao cho

f(x) = g(x)q(z) +r(x), vdi degr(z) < degg().
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Cac da thic ¢(x) va r(z) duge goi tuong Gng la thuong va du trong
phép chia f(z) cho g(z).

Chitng minh. i) Su duy nhdtr. Gia st

f(x) = g(x)q(x) +r(z) = g(z)d (x) +'(x)

vii degr(z) < degg(x) va degr'(x) < degg(z). Khi d6 ta c6

g9(@)lg(x) — ' (z)] = r'(z) —r(=).
Néu q(z) # ¢/(z) thi

deg[r'(x) — r(z)] = degg(x) + deglg(x) — ¢'(x)] = degg(x).

Ditu ndy mau thuidn véi gid thiét degr(z) < degg(x) va
degr’(x) < degg(x). Do d6 ¢(x) = ¢'(x). Vivay r(z) = r'(z).

ii) Sy ton tai. Ta ching minh sy ton tai ctia ¢(z) va r(z) bang phuong
phap quy nap theo bac cda f(z). Gia st

f(x) = ap2" + ...+ a1z + ag, a, # 0;
g(x) = bpax™+ ...+ bx + by, by #O0.

Néun = 0,m = 0 thi dit r(x) = 0,¢(z) = aghy ', con néun = 0,m > 0
thi dit ¢(x) = 0,7(z) = f(x). Gid s dinh 1y dugc ching minh cho
moi da thic f c6 bic < n v6i n > 0. Néu m > n thi ta chon ¢(z) =
0,7(z) = f(z). Neum < n thi dit

fx) = f(x) = (anby )" ""g(x).
Khi d6 f(z) 1a da thic c6 bac < n. Theo gia thiét quy nap, ton tai cac
da thdc g(z) va r(x) sao cho
f(x) =q(x)g(x) +r(x), degr(z) <m.

Do do

f(a) = (anb, 2" +q(x)g(x) + r(2).
bit ¢(z) = a,b; 2" + (), ta c6 cac da thdc thuong va du can tim
trong phép chia f(z) cho g(z). |

1.4. Vi du
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Trong thyc hanh, dé thyc hién phép chia da thic f(x) cho da thic
g(z) ta sdp dit nhu viéc chia s6 nguyén. Ching han trong Z,[x], dé
tim thuong va du trong phép chia da thtc

flz)=—12° -T2 +32 -5

cho
g(x) = =22* + 22 — 1,
ta viét
a3 —Tax?+32 -5 | 222422 —1
123+ 122 — 62
6x +4
— 82249z -5
—Qx?+8x—14
1z —1
Vay

—12* -T2 +32-5= (=22 + 20— 1)(6x +4) + 1o — 1.

1.5. Dinh nghia

Cho cac da thic f(z), g(z) € K[z],  diy K 1a mot trudng va g(z) #
0. Néu ton tai g(z) € K[z] sao cho f(z) = q(z)g(x) thi ta néi f(x)
chia hét cho g(z) (hay g(x) la wéc cha f(x)) trong K[z]. Mot da thic
d(x) € K[z] 1a u6c cta hai da thic f(z) va g(z) dugc goi 1a udc chung
clia f(x) va g(x). Néu d(x) la udc chung cta f(z) va g(x), dong thoi
d(x) chia hét cho moi w6c chung khac cda f(z) va g(z) thi d(z) dugc
80i 1a wéc chung 16n nhdt cla f(x) va g(x), viét tit 1a UCLN, ky hiéu la
d(z) = (f(z), g(x)). D& ddm bao tinh duy nhét cda UCLN, ta quy u6c
rang hé so cao nhat cda UCLN bao gi¢ ciing ldy bang 1.

1.6. Thuit chia Euclide

Pé tim UCLN cta hai da thtic f(z), g(x) € K[z] ta ding thuat chia
Euclide bing cach thuc hién mot s6 hitu han phép chia lién tiép nhu
sau:
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f(@) = g(x)q(z) +r(x), degr(z) < degg(z)

g(z) = r(z)q(z) + ri(x), degri(z) < degr(z)
e a(®) = i1 (2)an(z) + 74(2), degri(v) < degri_1()
Tr-1(7) = 1%(2) qr11 ()

Da thiic du cudi ciing khéac 0 trong day phép chia néi trén chinh 1a 7(z)
va
rr(z)

UCLN = —— L .
hé s0 cao nhat cua ri(x)

Tu thuit toan Euclide ta thdy rang néu d(x) = (f(z), g(x)) thi ta cd
thé tim dugc hai da thic u(x), v(z) € K[z] sao cho

f(@)u(z) + g(z)o(r) = d(z).

1.7. Vi du
Trong R[z| cho cac da thdc
f(z) = 42 — 22° — 1627 + 52+ 9

va
g(x) = 22° — 2® — 5x + 4.

Tim d(x) = (f(z), g(x)) va tim cic da thic u(x),v(z) € R[z]| sao cho
f@)u(z) + g(z)v(x) = d(z).

Gidi. D& tim UCLN cda f(x) va g(x), ta thuc hién diy cic phép chia
lien tiép

Ag* — 223 — 1622 + 52 +9 | 22° — 22 — b + 4
Azt — 223 — 1022 + 8z 2x
— 622 —3x+9

f(z) = g(x)q(z) +r(x),r(r) = =62 — 3z + 9,q(z) = 2.
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Nhan g(z) véi 3 roi chia cho 7(z):

623 — 322 — 152 + 12 | =622 — 3z + 9
623 + 322 — 9z —z+1
— 622 — 62 + 12
—622—-3z+ 9
—3r+3

3g9(x) =r(x)q(z) + r1i(x),q(x) = —x + 1,r(x) = =3x + 3.

Lay r(x) chia cho ry(x) ta c6

—622—3x+9| -3z +3
—622 + 62 2x + 3
-9z +9
— 9z +9
0

r(z) = 2z + 3)ri(x).
Do d6 ta ¢6 71 (x) = —3z + 3 1a du cudi cing khac 0. Theo quy udc, ta
sé lay
d(x) = (f(@).9(x)) = 7 — 1.

Theo qua trinh trén ta c6
r(z) = 3g(x) —r(z)qa(z)

= 3¢9(x) — qi(z)(f(z) — g()
= B+q@)q(@)g(z) — q(x

==
=&
B =

Suy ra

—x+1 202 —2xr—3

() = =5 f (@) +

1.8. Pa thic bat kha quy trén mién nguyén

Néu D 1a mién nguyén thi D[] ciing 1a mién nguyén (Dinh Iy 1.2).
ba thic f(z) € D[x] khac khong, khong kha nghich goi 1 bat khd quy
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trong D[x] (hay con goi 1a bat khd quy trén D) néu n6 khong co6 udc
thyc sy trong Dlxz], tc 1a néu f(x) = g(x)h(x) (9(z), h(x) € D[z]) thi
g(x) hay h(z) phai Ia phan ti kha nghich cda D.

Néi rieng, néu K 1a mot trudng thi cac phan ti kha nghich trong
K[z] chinh Ia cac phin t& khic khong cda K. Da thic f(r) € K[z],
khac khong, khong kha nghich 1a bat kha quy trén K khi va chi khi néu
f(z) = g(z)h(z), (g(x), h(z) € K|x]) thi g(z) hay h(x) ld phan t& khac
khong cia K. S6 cac da thic bat kha quy trén mot trudng 13 vo han.
Cu thé ta ¢6 dinh 1y sau:

1.9 Pinh ly. C6 vé 56 da thitc vdi hé s6 cao nhdt la 1 bét khd quy trén
truong K.

Ching minh. Néu K 1a trudng vo han thi cac da thic dang x—a.a € K
1a cac da thtc véi hé s6 cao nhat [a 1 bat khd quy trén K. Co vo so da
thic nhu vay.

Trong truong hop K 13 truong hitu han, gid st chi c6 n da thdc bat
khad quy pi(x), p2(x), ..., pa(x) v6i hé s6 cao nhat la 1. Da thic

f(z) = p1(z)pa(2)..pn(x) + 1

c6 it nhat mot u6c bat kha quy (véi hé s6 cao nhat 1a 1) vi degf(x) > n.
U6c d6 phdi khac pi(z), pa(2), ..., pn(z) vi néu khong né sé 1a udc cha

f(x) —pi1(x)p2(x)...pn(z) = 1,
diéu nay vo 1y. Vay K[xz] phdi c6 vo han da thic bat khd quy véi hé s
cao nhat 1a 1. n

§2. Nghiém caa da thiic

2.1. Dinh nghia
Gid st c € R va
f(z) =apz" + ... + a1x + ap € Rx].

Phan td f(c) = a,c® + ... + ajc + ay dugc goi 1a gid tri cha f(x) tai c.
Néu f(c) = 0 thi ¢ dugc goi 1a nghi¢m cta f(z). Tim nghiém cta f(z)
trong R 1a gidi phuong trinh dai s6 a,z" + ... + a1z + ag = 0 trong R.
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2.2. Dinh Iy Bezout. Phdn tit c ciia truong K la nghiém ciia da thitc
f(x) € K|x] khi va chi khi f(x) chia hét cho x — c.

Ching minh. Chia f(x) cho z — ¢ ta dugc

f(@) = q(z)(z = ¢) +r(z)
voi degr(z) < deg(x — ¢) = 1. Vay r(z) 1a mot phan td& cda K. Thay
x = c ta dugc

f(c) =q(c).0+r(c) =r(c).
Vay ta co

f(z) = q(z)(z —c) + f(o).
Do d6 du cda phép chia f(x) cho 2 —cla f(c). Néi riéng, f(z) chia hét
cho = — ¢ khi va chi khi f(c) = 0. u
2.3. So do Horner

Cho f(x) = a2 + ... + a1z + a9 € K[z] va ¢ € K. Ta ding s¢ do
Horner du6i day dé tim ¢(x) = b,_12" ' + ... + bz + by va r = f(c)
trong thuét chia Euclide f(z) = (z — ¢)q(x) + 7.

Ay Ap—1 . al on)
C bn_lzan bn_2= b(): r =
Ap_1 + Cbn_l ay + Cb1 ag + Cbo

2.4. Vidu
a) Trong Q[z] cho
f(r) =32° +42* — 22 4+ 5202 — 2+ 6

va ¢ =4 € Q. Ta cb s6 do Horner nhu sau:

314 (-2 5 | -1 6
413116| 62 | 253 | 1011 | 4050

Vay
f(x) = (v —4)q(z) +r

92



Wil

q(z) = 3% + 162° + 622% + 2532 + 1011 va r = f(4) = 4050.

b) Trong Z;[z] cho f(x) =22° — 2®> + 32> —2vac= -3 € Z;. Ta
c6 sd d6 Horner nhu sau:

-1
3

0 |-2
-3/ 0

—3

DO pO|
— I
= ol

Vay f(z) = (2 + 3)q(x) v6i g(2) = 22" +2° + 32> + 2 — 3,7 = 0. Da
thitc f(x) chia hét cho z + 3 nén ¢ = —3 1a mjt nghiém cda f(x).

2.5. Pinh Iy. Cho da thicc f(x) trén truong K, degf(x) =n > 0. Khi
dé f(x) c6é nhiéu nhdt n nghiém trén K.

Chiing minh. Ta chiing minh biang phuong phap quy nap theo n. Néu
n = 0 thi f(x) Ia da thic hing khac khong nén f(z) v6 nghiém trén
K.

Xét n > 1. Gia st dinh ly ding cho cic da thic g(z) € K[z] v6i 0 <
degg(z) < n. Néu f(x) vd nghiém trén K thi dinh Iy dang cho f(z).
Néu f(x) c6 nghiém ¢ € K thi ton tai g(z) € K[z],degg(z) =n —1
sao cho f(x) = (z — c)g(x). Theo gid thiét quy nap, g(x) c6 khong qua
n—1 nghiém trén K, do d6 f(z) khong c6 qua n nghiém trén K. Pinh
Iy dugc chiing minh. |

2.6. Hé qud. Néu hai da thitc trén truong K cé cung bdc n va ldy
nhitng gid tri bang nhau tai n + 1 phdn tit khdc nhau ciia K thi chiing
bang nhau.

Chitng minh. Gid st f(z), g(z) € K|x] c6 cing bic n va bing nhau tai
n + 1 phan ti khic nhau cda K. Khi d6 da thic h(z) = f(z) — g(z) cb
bac khong vugt qua n va cb it nhat n + 1 nghiém. Nhu vay h(z) 1a da
thtc khong, va do d6 f(x) = g(z). |

2.7. Nhan xét

Thuc ra Hé qud 2.6 vin con ding cho céac da thidc trén mién nguyén
R. Néu R khong phdi 1a mién nguyén thi hé qud trén khong ding.
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2.8. Dinh nghia
Cho da thic f(x) trén truong K.

a) Néu f(z) = ap € K, dit f'(x) = 0. Néu f(z) = Y arz" véi
k=0

n > 1, dit f'(z) = Zkakxkfl. Ta goi f'(x) 1a dao ham cla f(x).
k=1

b) Bt fV(z) = f(z), fV(2) = f(2), fO2) = (fV()), ..,
B () = (f*D(z)),Vk € N*. Tanéi f(z) 1a dao ham cdp m cla
f(z),Vm € N.

2.9. Khai trién Taylor

Cho da thiic f(z) trén truong K va degf(x) = n. Khi d6 véi moéi
¢ € K da thtc f(z) c6 thé khai trién duy nhat dusi dang

That vay, thuc hién phép chia f(z) cho x — ¢ ta ¢

f(x) = (x = ¢)g(x) + co,

trong d6 ¢y € K va g(x) € K[z] (degg(z) = n — 1) xac dinh duy nhat
theo Dinh Iy 1.3. Lai ti€p tuc thuyc hién phép chia g(z) cho z — ¢ ta ¢6
duy nhit ¢; € K va g,(z) € K[z] sao cho

9(x) = (x = )gr(x) +c1, deggi(x) =n —2.
Khi d6 ta co
f(z) = (x = ¢)’q1(x) + c1(z — ¢) + co.
Lip lai qua trinh trén, cudi cling ta dugc
f@)=cyix—c)"+cpa(z—c)" 1+ +c(z—c) + .
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Nhd so do Horner ta dé dang thu dugc cac hé s6 co, ..., ¢, nhu bang sau:

Ay, ap—1 | -.. | A1 Qo
C ap * Ce * Co
C ap * ]
c Qn Cn—1
C||Cyhp = Qp

2.10. Vi du

Trong vanh Q[z], d& phén tich da thtc f(z) = 2* — 2° + 1 theo cic
ldy thita ctia = — 3 ta lap so do Horner

1|-1l 0|01
3/1 ]2 | 6 | 18 |55
3/ 1] 5 |21 [[81]
31| 8 |[45]
311 |[11]

3

f(x) = (z —3)* + 11(x — 3)* + 45(x — 3)* + 81(x — 3) + 55.

2.11. Nhén xét

Trong truong hop K 1a truong c6 dic so 0 thi cdc hé s6 ¢, trong khai
trién Taylor c6 thé tinh theo cic dao ham ctia da thtc f(z) nhu sau:

(k)
L]
nghia la
L)
f) =3 Doy
k=0 '



2.12. Dinh nghia

Gid st & 1a mot s6 tu nhién khac khong, R 13 mién nguyén. Phan td
c € R dugc goi 1a nghi¢m béi k cha da thic f(z) € R[x] néu f(x) chia
hét cho (z — ¢)* nhung khong chia hét cho (z — ¢)*!, nghia la f(z) c6
thé phan tich thanh

vli g(x) € R[z] va g(c) # 0.
2.13. Nhén xét

i) Néu f(z) = Z cr(z — ¢)¥ 12 khai trién Taylor ctia da thtc f(z) thi
k=0

c 1a nghiém boi m khi va chi khi ¢, # 0 va ¢; =0, Vi < m.

ii) Noi riéng, néu f(z) € K[z] v6i charK = 0 thi ¢ € K 1a nghiém
boi m clia f(z) khi va chi khi f™(c) #0va f9(c) = 0,Vi < m.
2.14. Vi du

Trong Z[x], cho f(z) = 22* —32® + 20 —3vd ¢ = -2 € Z;. Dé

ki€m tra xem ¢ c6 1a nghiém clia f(z) hay khong, néu c6 thi 1a nghiém
bdi bao nhiéu, ta sé dung s6 do Horner mot s6 [an lién tiép nhu sau:

2/ -3]/0]2]-3
—3lzl0l0|2]|[0
2123|710
313|113
Cén ct vao s¢ do Horner ta thiy ¢ = —2 la mét nghiém kép cda f(x).

2.15. Pinh nghia (Phén tir dai s6 va phan t{ siéu viét)

Gid st R 1a vanh con chia don vi clia mién nguyén D. Phan td
a € D dugc goi 1a dai s6' trén R néu « 1a nghiém ctia mot da thic khac
khong véi hé s6 trong R. Néu o € D khong dai s6 trén R thi a dugc
goi 1a phan td siéu viét.
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Mot phan tii dai s6 (siéu viét) trén trudng s6 hitu ty Q goi tit 1a phan
ti dai sO (siéu viét).

Véi mbi o € D, k§ hiéu Rla] = {f(a)|f(x) € Rlz]}. D& dang thay
ring R[a] la vanh con clia vanh D. D€ do d¢ léch clia vanh R[a] so v6i
vanh R[zr] ta xét toan ciu vanh

v: Rlz] — R[]
f@) — fla).

Theo Dinh Iy 3.9, chuong 11, ta c6 R[z]/Kerp ~ R[a]. Trong trudng hgp
o 1a phan ti siéu viét trén R thi f(«) = 0 khi va chi khi f(z) la da thdc
khong, tic 1a Kerp = {0}. Khi d6 R[a] ~ R|x].

2.16. Cong thirc Viete
Cho da thic f(x) € K|z,

f(z) = ayz™ + ...+ a1z + ag, a, # 0.

Gia st f(x) c6 n nghiém (k€ ca s6 boi) 1a o, as, ..., a,, € K. Khi dé ta
co

f(x) =an(x — a1)(x — ag)...(x — ).
Khai trién vé phai va so sanh cac hé s6 cda cac ldy thia giong nhau ta
sé dugc cong thic sau goi 1a cong rhiic Viete, ching biéu thi cac hé so
cta da thic theo cac nghiém cta no:

an—1

- = —(n+as+ ..+, = —;ai;

Ap-—2 . .
— Qg5
Qn,

o .
T2 = (=1)F Z QG Qoo O,

A, . .
1<i1<19<... <1, <n

ao

— = (=1)"as...ay.
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Ta thay rang cac vé phai clia cong thic Viete khong thay ddi néu ta thuc
hién phép hoan vi bat ky trén cic nghiém a4, s, ..., a,,. D6 13 nhiing
da thdc d6i xing. Trong §7 ta sé khao sat cic da thic nay.

2.17. Vi du
a) Néu z; va =, 1a cac nghiém ciia mét phuong trinh bac hai
ar’ +br+c=0,a#0

thi ta ¢o

C
T+ T9 = ——, 1Ty = —.
a a

b) Néu 1, 25 va z3 13 cdc nghiém cda mot phuong trinh bic ba
ar® +bx? +cxr+d=0,a#0

thi ta co

Q| o

x1+x2+a:3 = —

12 + To3 + Ir3xry = .

Qo

19y — —

83. Da thic ndi suy Lagrange

3.1. Bai toan

Cho z1, z9, ..., Ty, €1, Ca, ..., ¢y 12 cac phan t cla trudng K, trong
do x; # x;,¥i # j. Tim tat cd cac da thic f(z) € K[z] sao cho
f(.TZ) = Ci,Vi.
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() = pi() _ (z — ;) i <n
i() o) Jl.;[i(a:z-—a:j)’ 1<i<n,

fo(w) = exthi(w) + catha(@) + oo + cathn() = Y cithi(w).

=1
Khi d6 ta c6 két qud sau:

3.2. Ménh dé. Vdi gid thiét va ky hiéu nhu trén, da thicc f(z) € K|x]
théa man diéu kién f(x;) = ¢;,i = 1,2, ...,n khi va chi khi f(z) ¢ dang

f(@) = folz) + M@ﬂ@ (1)
vdi g(x) la da thicc nao dé cia K|z
Ching minh. Gid st f(z) = fo(z) + g(x)p(z) v6i g(x) € K|x]. Puong
nhién f(z) € K[z]. Ta c6

1, néui=j,

%@”:&f:{o néui # j

I1<u,75<n

nén fy(x;) = ¢;, hon nta p(z;) =0,Vi =1,2,...,n, do do
f(x) = folz;) + g(x)p(x;) = ¢, Vi=1,2,...,n

Ngugc lai, gid st f(z) € K[z] thda man diéu kién
flz;) =c¢,Vi=1,2,...,n
bat
hzx) = f(z) — folz) € K[z].
Ta co fo(z;) = ¢; do d6

h(z;) =0,¥i=1,2,...n.
Nhu vay h(z) chia hét cho 2 — 2;(1 < i < n) Do d6 h(x) chia hét cho
¢(x), nghia 1a ton tai g(z) € K[z] sao cho h(z) = (x)g( ). Tu do

f(@) = folz) + hz) = folz) + @(x)g(x). u
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3.3. Nhan xét

Trong (1), 1dy g(z) 1a da thic khong thi ta ¢6 f(z) = fo(z) cing la
da thdc thda diéu kién f(z;) = ¢;, hon nita degf(z) < n — 1.

3.4. Vi du

Tim tit cd cic da thic f(z) € R[z] sao cho f(—4) = 2,
f(=1)=3,f(5) =—6va f(7)=9.

Giai. bat

p(z) = (z+4)(z+1)(xz—-5)(z-7),
pi(z) = (z+1)(z—5)(z—7),
pa(x) = (z+4)(z—5)(x—7),
e3(z) = (x+4)(x+1)(z—7),
pa(z) = (z+4)(z+1)(z—5).

Suy ra
p1(—4) = =297, pa(—1) = 144, p3(5) = —108, 4(7) = 176.

1 1 1 1

bat ¢, = ~597 P Py = T4 %2 Py = 08P vy = 176

Khi d6 tat ca cac da thic can tim c6 dang

f(@) = 2 () + 3iha(x) = Gups () + Ia(x) + g(x) (), g(x) € Rlz].

P4.

§4. Pa thitc trén trudng sé thuc va phirc

4.1. Pinh 1y co ban cta Pai s6. Moi da thiic f(x) bdc n > 1 trén
truong s phitc déu cé n nghiém phiic (k& cd sé boi).

Dinh 1y ndy c6 nhiéu tng dung trong rat nhiéu linh viyc khic nhau
ctia todn hoc. C6 nhiéu cach chiing minh céa Pinh 1y ndy, tuy nhién
cac chiing minh déu kha phc tap, va lai cac chiing minh da biét déu
mang dic thu topd, hinh hoc hodc giadi tich. Do do, ching toéi khong
trinh bay phép chiing minh cta Dinh 1y & day.
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4.2. Hé qua. Cdc da thitc bat khd quy ciia vanh Clz), C la truong sé
phiic, la cdc da thitc bdc nhdt.

Chitng minh. Hién nhién cic da thic bac nhat 1a cic da thic bat kha
quy. Gia st f(x) la mot da thic ctia C[z] c6 bac 16n hon 1. Theo Pinh
Iy 4.1, f(x) c6 nghiém phtic ¢ € C. Viy f(z) chia hét cho 2 — ¢, do d6
f(z) khong bat kha quy. |

4.3. Ménh dé. Néu mot s6 phitc o la nghiém ciia da thite f(x) véi hé
50 thuc thi sé phiic lién hop @ ciing la mor nghiém cia f(zx).

Chitng minh. Gid st
f(z) = apa™ + an_12" L+ 4 agx + ag

12 mot da thdc véi hé so thuc va o 1a mot nghiém phic cta f(z). Khi
do

a, "+ a, 10"+ .+ aja+ag=0.
LAy lién hop hai vé cda ding thic trén ta duge

a, @'+ a, @+ .+ a@+ag=0.
Diéu nay ching té s6 phic lién hgp @ ciing 1a nghiém cda f(z). ™
4.4. Pinh Iy (Cac da thic bat kha quy trong R[z]). Cdc da thiic bdt

khd quy trong R(x] la cdc da thifc bdc nhdt va cdc da thiic bdc hai
ax® + bx + c vdi biét s6’ A = b> — dac < 0.

Ching minh. D& dang thiy ring cac da thic bac nhat va da thic bac
hai vdi biét s6 A < 0 1a cic da thdc bat kha quy trén R. Ta chting minh
chiéu ngugc lai. Gid st f(z) 1a da thic bat khd quy trén R va o 1a mot
nghiém phtc. Néu o € R thi f(x) chia hét cho x — «, do f(x) bat khd
quy nén
f(x) =k(x —a), keR",
vy f(x) 1a da thdc bic nhit. Néu a € C\ R thi @ ciing la nghiém cda
f(z), do d6 f(z) chia hét cho
2

p(z)=(r—a)(r—a)=2"— (a+a)r+ aa.

p(z) 12 mot tam thdc bac hai véi hé so thuc va c6 biét s6 A < 0. Do
f(z) bat khd quy nén f(z) = kp(z),k € R*. Vay f(z) la tam théc bac
hai vé6i biét s6 A < 0. ]
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§5. Pa thic trén truong sé hiu ty

5.1. Nghiém hitu ty ctia mot da thic véi hé so hitu ty
1°. Cho
f(z) = apa™ + ap 12"+ a1 4 ag, an # 0
12 mot da thic véi hé s6 hitu ty. Khi d6 f(x) c6 thé dugc viet dudi dang
f(@) =b " (bpa" + by 2™ b+ by) = b g(z),

trong d6 b 1d miu s6 chung cda cac phan s6 a;(i = 1,2,....,n) va b; la
nhiing s6 nguyén. Tap nghiém cta f(z) bing tip nghiém cia g(z).
Vay viéc tim nghiém ctia mét da thic véi hé s6 hiu ty co thé dua vé
viéc tim nghiém cda mot da thic véi hé s6 nguyén. Lai thdy, néu o [a
nghiém cta da thic g(z) thi

b + b, 10"+ b+ by = 0.
Nhan hai vé véi b~ ta cd
(b @)™ + b1 (D)™t 4 L 4 b2 () 4 bt = 0.
Do d6 3 = b,o la nghiém cta da thic
h(z) = 2" + bp_12™ ' 4 .+ b2+ by

vGi hé s6 nguyén va hé s6 cao nhat bing 1. P tim cic nghiém cda
g(z) ta chi viéc tim cac nghiém cta h(x). Nhu vy bai todn tim nghiém
ctia da thiic véi hé so hitu ty dugc dua vé bai toan tim nghiém da thic
v6i hé s6 nguyén ma hé s6 cao nhat bing 1.

2°. PE dé dang tim nghiém hitu ty cta cac da thic véi hé s6 nguyén
ta chd ¥ dén mot s tinh chat sau day:

a) Gia st f(z) = apa™ + ap_12" 1 + ... + a1x + ag,n > 1 1a mot da
thdc véi hé s6 nguyén va o = ]—9, (p,q) = 1 1a nghiém hitu ty cda f(x).
q
Khi do p 1a u6c cta ag con ¢ 1a uée cda a,.
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b) Moi nghiém hitu ty cta da thic véi hé s6 nguyén
g(x) =a" + ana 2™ 14 .+ ax +ag,n > 1

déu 1a s6 nguyén va Ia udc cla ap. Néu o la nghiém nguyén cda g(z)
thi 1 — o la udc cha g(1), con 1+ « la ude cta g(—1).

Chéng minh. a) Néu o =

n n—1
f(x) =a, (]—9) +a, 1 (]—9) + ...+ (]—9) +ag = 0.
q q q

Do do

,(p,q) = 1 1a nghiém hitu ty cda f(z) thi

S

anp” + an_1p" tqg+ ...+ arpg” Tt 4 apg™ = 0,

suy ra p la udc cta apq” va q 1a uéc cda a,p”. Do (p,q) = 1 nén suy ra
p 1a ubc cta a¢ con ¢ 1a udc cta a,.

b) Néu a = 2, (p,q) = 1 1a nghiém hiu t) cta ¢(z) thi theo a) p 1a
q

udc ctia ag con ¢ 1a ude cta 1, do d6 a nguyén va la udc cha a.

Néu « la mot nghiém nguyén cta g(x) thi g(z) = (z — a)q(z), v6i
q(z) € Z[z]. Do do

g(1)=(1—a)g(l) va g(=1)=—(1+a)g(-1).
Nhu thé 1 — o 1a u6c ctia g(1), con 1+ o 1a uée cha g(—1). |
Bay gid ta sé st dung cic tinh chat trén trong vi du sau:
5.2. Vi du
Tim nghiém hiu ty cta da thic
f(z) = 2° — 82" +202° — 202 + 19z — 12.

Vi tong cac hé s6 cta f(z) bing 0 nén 1 1a mot nghiém cda f(z). Chia
f(x) cho x — 1 ta dugc da thic thuong la

g(r) = 2* — 72 + 1327 — 7o + 12.
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Dé thdy ring g(a) > 0,Va < 0, do d6 g(z) khong c6 nghiém am. Cac
nghiém hitu ty ctia g(z) déu nguyén va phdi 1a cac udc duong cta 12.
Ta [an lugt xét cac udc duong cta 12 1a 2,3,4,6,12 ta c6 g(1) = 12,
g(—1) = 40,

g(-1) 40 g(=1) 40 g(-1) 40
142 37 1+6 77 1+12 13

khong phdi 1a cac s6 nguyén nén cac s 2,6, 12 khong phai 1a nghiém
clia g(z) (theo tinh chét 2b). Véi o = 3 va o = 4 thi

g(1) g(=1)
l—a 1+«

nguyén nén ching c6 thé 1a nghiém cta g(z). Ta lai st dung so do
Horner dé kiém tra xem 3 va 4 c6 phai la nghiém ctia ¢(x) hay khong.

7113 | =712
3|1 -4 11-4] 0
4111 0] 1] O

Viy ta c6 cac nghiém nguyén cta g(z) 1a 3 va 4. Do d6 cac nghiém hiu
ty cta f(x) 1a 1, 3 va 4.

5.3. Pa thitc bat kha quy cta vanh Q|z]

Trong §4 ta dd mo ta dugc tat cd cac da thdc bat kha quy trén trudng
s6 thuc va phtc. Trong vanh Q[z] cac da thic trén trudng hitu ty thi van
dé phic tap hon nhiéu. Du6i day ta sé trinh bay tiéu chuin Eisenstein
12 mot dieu kién dG d€ nhan biét mot da thic 13 bat kha quy trén Q.
Pé chuin bi chiing minh tiéu chuin 4y, ta cAn mot vai khai niém va b
de sau:

5.4. Dinh nghia

Mot da thic véi hé s6 nguyén dudc goi 1a da thitc nguyén bdn néu
u6c chung 16n nhat cda cac hé so 1a 1.
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5.5. Nhan xét

i) Néu f(x) € Z[z], ky hiéu @ 1a uéc chung 16n nhét ctia cic hé s6
thi f(x) = af*(x), véi f*(x) la mot da thic nguyén ban.

i) Néu f(z) € Q[z] thi f(z) dugc viét dudi dang

trong d6 (a,b) = 1 va f*(z) l1a mét da thic nguyén ban.

5.6. B6 dé. Tich ciia hai da thitc nguyén bdn lai la mot da thiic nguyén
bdn.
Chitng minh. Cho hai da thdc nguyén ban

f(@) = anx™ + ap 12" + ...+ ayx + ao,

g(x) = bpa" +by_12" '+ . 4 bz + by.
Goi p 1a s6 nguyén t6 tiy ¥, ta ching minh ring p khong thé 13 uéc cla
tat cd cdc hé s6 cla f(z)g(x). Vi f(z) va g(z) 1a cac da thic nguyén
ban nén ton tai it nhat mot hé so cda f(z) va g(x) khong chia hét cho

p. Gid st ag, ..., a,_1, b, ..., bs_1 chia hét cho p nhung a, va b, khong
chia hét cho p. Ta xét hé sb c,,, cla da thic f(z)g(z):

Crys = E aibja

i+j=r+s

ta thiy rang tat cd cac so6 hang cla c,.,, trit a,b; déu chia hét cho p.
Do d6 ¢, khong chia hét cho p. Vay f(z)g(z) 1a da thiic nguyén ban.
[ |

5.7. Bo dé. Néu f(z) la da thitc véi hé s6 nguyén cé béc lén hon 0 va
f(x) khong bdt khd quy trong Q[x] thi f(x) phdn tich dugc thanh tich
nhiing da thikc bdc lon hon 0 vdi hé s6 nguyén.

Chitng minh. Gi st f(z) 1a da thdc trong Z[x] khong bat khd quy trén
Q . Khi d6 f(z) c6 thé phan tich thanh

f(x) = p(x)p(z),
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trong d6 0 < degy(x),degi(x) < degf(x),p(x),v(z) € Q[x]. Theo
Nhan xét 5.5, ¢(z) va ¥ (z) c6 thé viét thanh

o) = To(@), w(x)Zh(a),

trong d6 g(z), h(z) 1a cac da thdc nguyén ban, con (a,b) = (¢, d) = 1.
Khi d6

ac

f(2) = 1og(a)h().

ac , A X
= — sao cho (p,q) = 1. Dat cac h¢ so

Goi p, ¢ la céc s6 nguyén ma = =
q bd

ctia da thdc tich g(z)h(z) 14 ¢;, khi d6 cac hé so cta f(z) 1a % va la

cac s6 nguyén. Do (p,q) = 1 nén ¢; chia hét cho ¢q. Ma cac hé so cla
da thic nguyén bdn g(z)h(x) nguyén t0 cing nhau nén ¢ = +1, vi vay

f(x) = £pg(z)h(z).

Vi 0 < degp(x), degyy(x) < n, suy ra g(x) va h(x) la nhiing da thac co
bac 16n hon 0. |

5.8. Tiéu chuin Eisenstein
Gia su
f(z) = apz" 4+ ap_12" P+ ..+ ax+ag (n > 1)
1a da thic v6i hé sd nguyén va gid st ton tai s6 nguyén to p sao cho:

i) hé sd cao nhat a, khong chia hét cho p, tit ci cac hé so con lai
déu chia hét cho p;

ii) hé so tu do a¢ khong chia hét cho p?.
Khi d6 f(z) 1a mot da thic bat khd quy trong Qlx].

Chitng minh. Gid st f(z) khong bat khd quy, khi d6 theo B dé 5.7,
f(x) co thé phan tich dugc thanh tich clia hai da thic véi hé s6 nguyén
va ¢6 bac 16n hon 0:

f(z) = (bya" +b_12” 14 b +bo)(csx® +co12* T+ e+ ),
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trong d6 0 < r,s < n. Theo gid thiét, ay = bycy chia hét cho p ma p
nguyén té nén b, hay ¢y chia hét cho p. Gid st by chia hét cho p. Thé
thi ¢, khong chia hét cho p vi ay khong chia hét cho p?. Vi a, = b,c,
khong chia hét cho p nén b, khong chia hét cho p. Gid st by, ..., bp_1
chia hét cho p va b, khong chia hét cho p, 1 < k < r. Ta ¢

ap = bpco + by _1c1+ ...,

ma ay, by_1, ... déu chia hét cho p, suy ra byc, phai chia hét cho p. Vi p
nguyén td va ¢, khong chia hét cho p nén b;, phdi chia hét cho p, mau
thuin véi gid thiét vé by. |

5.9. Vi du

Dung tiéu chuin Eisenstein dé ching minh cac da thic sau day bat
kha quy trong Qlz].

a) zt — 8x% + 1222 — 62 + 2;
b) z* — 23 + 22 + 1.

Gidi. a) Xét tiéu chuin Eisenstein véi p = 2, ta thdy ring hé s6 cao
nhat khong chia hét cho 2, tit cd cac hé s6 con lai chia hét cho 2, hé
so tu do khong chia hét cho 22. Viy da thtc da cho bat kha quy trong
Qlz].

b) Pé da thic di cho nhu vy ta khong ap dung dugc tiéu chuin
Eisenstein nén ta phan tich da thic theo lay thta cia = — 1, ta c6

et =P 4224+ 1=(x— 1) +3(z -1 +3@x—1)*+3(x—1)+3.
Pa thitc y* + 3y° + 3y + 3y + 3 1a bat khd quy vi théa man tiéu chuin
Eisenstein vdi p = 3. Do d6 da thic da cho bat khd quy trong Q|z].

2

6. Vanh da thiic nhiéu an

6.1. Dinh nghia

Cho R la vanh giao hoan c6 don vi, trong §1 ta da xdy dung dugc
vanh R[z] cing 1a mdt vanh giao hoan c6 don vi. Tt vanh R[z| ta lai

107



xdy dung dugc vanh (R[z])[y] 1a vanh da thiic mot &n y doc lap véi x.
Cac phén td ctia (R[z])[y] dugc viét mot cach duy nhat dudi dang

ijyj, b; € Rlz],n € N.

J=0

M&i phan ti b; € R[z] lai c6 thé dugc viet dudi dang

m
bj = Zaijxi, ai; € R,m & N.
i=0

Do d6 mdi phan ti cda (R[x])[y] déu c6 dang

n m
ZZaijx’yj, a;j € R,m,n € N.

j=0 i=0

DPuong nhién, (R|[x])[y] cling la mdt vanh giao hoan c6 don vi, ta goi nd
1a vanh da thiic hai dn x,y trén R va ky hiéu 1a R[z, y].

Vanh da thitc n én 1, s, ..., T, dugc dinh nghia bang quy nap nhu
Sau.
Rlz1, 29, ...;xy] = (R[x1, Tay ..y Ty 1]) [0].

No6i cach khic, R[zi,xs,...,2,) 12 vanh da thic mot &n z, véi cac
hé s6 dugc lay trong vanh R[zy, s, ..., 2z, 1]. Mi phan td ctia vanh
Rlxy, 29, ..., x,] dugc goi 1a mdt da thitc n dn xy, xo, ..., x,, V6i cic hé s6
trong R, va ky hiéu 1a f(z1,...,z,), g(1,...,x,), ... hodc ngin gon la
f. g, ... Theo dinh nghia, méi phan t& cda R[zy,...,z,] déu c6 dang

flxy, ., zy) = Z i, ... T (1)

(01,eeyin)

.....

hé s6 khac khong. Nhu thudng 18, ta vin goi ching 13 cic hé s6 cla
da thtc, con cac a;,_;, x}'...xlr goi la cac s6 hang (hay hang 1f) ctia da
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thic. T Pinh nghia suy ra rang cac da thic n 4n bing khong khi va
chi khi cac hé s6 ctia né bing khong. Do do mdi da thic n an déu dugc
viét mot cach duy nhat du6i dang (1).

6.2. Bac
Cho da thac f € Rz, ..., x,] duéi dang (1).

i) Bac clia f d6i v6i z; 1a s6 ma cao nhét cda z; trong cac hang tu
clia f v6i hé sd khac khong va dugc ky hiéu 1a deg, f.

.o A P A ~ z A ) ) N e s
ii) Bac cda hang td v6i hé so khac khong a;, ; zi'...z%r 1a tong cac

e ~ . . 2, A
s6 mid iy + ... + i, cla cac an.

cyln

iii) Bac cta da thic f 1a s6 16n nhat trong cac bac cla cac hang t{
khac khong ctia no, ky hiéu 1a degf. Qui uéc degd = —oo.

iv) Néu moi hang ti cta f déu c6 bac & thi f dugc goi 1a mét da
thitc ddng cdp bac k hay mét dang bac k. Néi riéng, mot dang bac nhat
duogc goi 1a mot dang tuyén tinh, mot dang bac hai dugc goi la mét dang
toan phuong, mot dang bac ba goi 1a mot dang ldp phuong.

6.3. Thit tu tir dién

Trén liy thita Descartes N (n > 1) v6i N 13 tip cac so tu nhién, ta
dinh nghia mot quan hé hai ng6i nhu sau:

(CLl, ag, ..., (ln) Z (bl, bg, ceey bn)
khi va chi khi
(ala az, ..., an) = (bla b27 ceey bn)
hoic ton tai mot chi s i,1 < i < n, sao cho
a; = bl, e Qi = b;_1 va a; > b;.
Dé dang kiém tra thiy rdng quan hé hai ngéi trén 13 mot quan hé
tht tu toan phan trén N7, ta goi né 1a quan hé thd tu tu dién. Bay gio

cho da thic f € Rz, ...,,] ¢d dang (1). Ta néi hang td axlz . i
cao hon hang td ba)'z2*...zJ» néu

(’L'1, ’L'Q, ceey 'Ln) > <j17j27 7]”)
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(11,02, ey i) F (J15 25 s Jn)-
Luc nay ta cting ky hiéu
(il,ig, ,Zn) > (jl,jg, ;]n)

Vi quan hé thi tu to dién 13 quan hé tht tu toan phan nén ta c6 thé
sap xép cac hang td cha f theo thi tu tit thip dén cao. Ta goi cach sip
xép nhu vay 1a sdp xép theo thi tu tu dién.

6.4. Dinh 1y. Gid si f(xy,...,z,) va g(xy,...,x,) la hai da thic

khdc khong ciia vanh R|zy,...,m,] c6 cdc hang tit cao nhdt lan lugt
la axixd..xl va br'x .. .wln. Néu ab # 0 thi hang tit cao nhdt cia da
thitc tich f(x1,...,20)9(21, ..., x,) la

11471, ia+jo intin
abxy txy TR

Chitng minh. Ta c6 nhan xét sau:

Neu (ai, ..., an), (b1, ..., by), (c1, ..., ¢), (d1, ..., d,,) € N" thda min diéu
kién
(al,...,an) > (bl,...,bn), va (Cl, ...,Cn) > (dl, ,dn)
thi
(CL1 +cC1y .y + Cn) > (bl +dy,....b, + dn)

That vay, vi
(CLl, ey an) > (bl, ey bn)
nén ton tai mot chi s6 4,1 < i < n, sao cho

a1 =by,...,a;_1 = bj_1 va a; > b;.
Do do
a1 +c1=b+cq,...,0i1+¢ci_1=bi_1+ci_1vaa;+c¢ >b +c
v6i moi (cy, ..., ¢,) € N, Do d6
(a1 + 1y ooyt +¢5) > (b1 + 1y ooy by + ).
Tuong ty ta co
(by + 1y ooy by +¢5) > (b1 + dy, ..., by, + dy).
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Suy ra

(a1 +Cq,...ap + Cn) > (bl +dy,....b, + dn)

Bay gid ta cha ¥ rang moi hang td cla da thic

flxy, .., xn)g(1, ..y )

déu c6 dang

kn+lp

n Y

k14l koo
TR N

cdx T

trong do

(11,09, ey i) > (K1, ko, ooy k)

<j17j27 7]71) 2 (lla l27 ceey ln)

Ap dung nhan xét § trén ta co

(11 4 J1, 02 + Jo, ey in + Jn) = (k1 + 1, ko + 1oy ooy Ky + 1).

Tir day ta suy ra khing dinh trong Dinh Iy.
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§7. Pa thic déi xing

7.1. Dinh nghia

Gid st R la mot vanh giao hoén c6 don vi va f(z1, z9, ..., ,) 1a mot
da thdc trong vanh R[xy,zo, ..., z,]. Ta néi f(xy, s, ..., z,) 1a mot da
thitc déi ximg n an néu

f(x,ma,..,00) = f(To(1), To(2), -0 To(n))

v6i moi hodn vi o € S,,. Trong d0 f(z,(1), Zs(2)s s To(n)) dUgC suy ra ti
f(z1, s, ...,x,) bing cich thay x; béi To(i),t = 1,2,...,n.

7.2. Ménh dé. Tdp hop tdt ci cdc da thitc doi xing ciia vanh Rz, Ta, ..., Ty
lap thanh mdt vanh con ciia vanh R[xq, xa, ..., Ty].

Ching minh. Gid st f(zy, 29, ...,2,) Va g(x1, 72, ..., 7,) 12 hai da thic
d6i xtng n an 1, To, ..., ,. Khi d6 v6i moi hoan vi o € S, ta c6

f(xlax% :xn) = f(xa(l)axo(Q)a "'7x0(n))

va
91,72, ., 2n) = G(To(1)s To(2)s - To(n))-
Do do
f(x1, 22, m0) — (21, 22, .0, 1) =
= f(To(1), To(2)s s Ta(n)) = 9(Ta(1)s Ta(2)s > To(n))
va

flx1, 29, oy xn) g1, Tay ooy ) =

= f(To1), To2)s -+ o)) 9 (Ta(1): To(2), - Ta(n))-
Vi vdy, theo Pinh Iy 2.2, chuong II, ta c6 diéu phai chimg minh. |
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7.3. Pa thitc d6i xiing co ban

Trong 1y thuyét cac da thic d6i xGng n 4n x4, 7o, ..., ¥, cac da thic
sau day dong vai tro quan trong:

0p = T1+Xo+ ... +Ty;

09 = T1X9+ 123+ ... + 1Ty + ToT3 + ... + Tp_1Tp;

03 = 1093 + ... + T1X2Ty + T2T3T4 + ... + Tp—2Tp_1Tp;
On — ajlaj2...ajn.

Ta chtng té rang cac da thic o4, 09, ..., 0, 1a cac da thic do6i x(ng. That
vdy, ta goi z 1a &n méi va xét da thic

f()=(z=m21)(z—2,) = 2" — 012"+ ... + (=1)"0,.

Dé théy f(z) khong thay ddi vdi moi hoan vi ctia cac &n, do d6 oy, 09, ..., 0y,
cting vay. Nhu vay, oy, 09, ..., 0, 13 da thitc d6i xdng n an. Ta goi ching
1a céc da thicc doi xitng co bdn.

7.4. Dinh 1y co ban vé da thic doi xing. Moi da thiic ddi xing
f(xy, 29, ..., ) trong vanh R[zy, s, ...,x,] déu cé thé biéu dién mot
cdch duy nhdt dudi dang mot da thiic cia cdc da thiic déi xiing co bdn
Vvdi cdc hé sé trong R.

Chiing minh. Ta hay sip xép cic hang ti cta da thtc doi xing
f(x1, ..., z,) theo thi ty tir dién. Gid st hang tt cao nhat ctia n6 la

axtxy?. T (1)

Vi f(x1,...,2,) 1a da thic d6i xing nén f(xi,...,x,) phdi chia cic s6
hang suy tit (1) bing cach hoan vi tily ¥ cac an trong s6 do c6 hang ti

(65D oy a9 (O
Ary Ty ..T," = AT Ty ...T

Qnp
n *

Puong nhién (aq, as, ..., ;) > (a9, aq, ..., ap) do d6 ag > as. Lap ludn
tuong tu, ta c6 ap > a3, ... Nhu vy ay > an > ... > «,. Xét da thic

a1 —0p

aoy o2 o, . (2)

Ta biét hang t cao nhit cta oy, 09, ..., 0, [an lugt 13 21, 2129, ..., 1.2
87

nén hang tr cao nhat cda (2) 1a az{'25>...2% (xem Dinh 1y 6.4). Lap

n
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hiéu

1 —Qg Qa—Q3

f(x1, 29, ...y xy) — aoy O

thi hang t (2) bi mat di vd ta nhin dugc mot da thdc doi xing
fi(z1, ..., z,) bao gdm cac hang t& thip hon ax{"zy>...2%".

n

02

Gid st byzP12..2P 1a hang ti cao nhét cda fi(zy, ..., x,). Lai lap
hiéu
folxy, ooy zpn) = fi(xg, oy xy) — b101ﬂ1_520§2_ﬁ3...05"
la da thic d6i xtng bao gom cac hang ti thap hon byzM12?. 20, Quéa
trinh nay khong thé kéo dai ra vo tin dugc vi chi ¢6 hitu han phin t
(61,69, ...,6,) € N théa ditu kién oy > 6; > 65 > ... > §,.

Viy sau mdt s6 hitu han budc ta sé co
fr(z1, .y xy) — bpoy 2oy B o = 0.

Tt ddng thic trén ta c6

a1—Q2 Qo—AQ3 «

..O-n " —

f(a:l,xz,...,a:n) = a0 09

—byo gl G o Tk o,

Nhu vy ta da viét dugc da thdc déi xng f(x1, ..., x,) thinh mot da
thic trén R cta oy, ..., 0p.

Bay gid ta ching minh sy biéu dién nhu vay 1a duy nhat, bing
phuong phap quy nap theo s6 4n n cla da thdc. Pinh Iy hién nhién
dang khi n = 1. Gia st dinh 1y da dugc ching minh cho cic da thic
bac n — 1, ta ching minh dinh Iy ddng cho cic da thdc n an. Gid st
hi,hs € R[x1, ..., z,] sao cho

f(.fL'l, >$n> = hl(Ul, ...,Un) = h2<0'1, ...,O'n).
Ta can chtng minh h, = he. Gid s& nguoc lai hy # ho. Vi
(hl — hg)(O’l, ceey O'n) = hl(O'l, ceey O'n) — hg(O’l, ceey O'n) =0

nén ton tai da thic ¢ € R[zy,...,z,] 1a da thic khic khong bic thip
nhét sao cho ¢(oy, ...,0,) = 0. Ta viét » nhu da thtc &n ,, véi cac hé
t 1dy trong vanh R[zy, ..., 2, 1]

O(T1, X2, oy Tp) = @o(T1, ooy 1) + ©1(T15 ooy Tpe1) Ty + -
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o op(my, o )2k (%)
Ta nhan thay rang oy(zy, ..., 7,_1) # 0 vi néu trai lai thi

o(r1, 29, .oy ty) = p1(x1, e, Tp1) Ty + - + @r(T1, -0y xn_l)xi
k—l)

Tp(p1(z1, oo 1) + oo + Qr(21, ooy Tp1) T,

= x(21, ..., Tp)

v6i (xy, ..., z,) la da thic thuge R[zy, ..., x,]. Khi d6

o(01, ..y 0n) = op(01, ..., 0,) = 0,
suy ra ¥(o1, ...,0,) = 0, ma 1) c6 bac bé hon bac clia ¢ nén ta c6 dieu

mau thuan.

Thay z; béi o; trong ding thic (%) ta co

o(01,09, ey 0p) = @001, ooy Op1) + ©1(015 ooey Op1) O + ..

ot op(on, .y op1)or, ()

Trong (**) cho z,, = 0 va cha y rang khi d6 o,, = 0, ta c6

QO()(O'l, 09, ...,O'nfl) = gD(O'l, g9, ..., O’n) = 0.

Mét khac tu gOo(LUl, ...,[En_l) 75 0 ta Suy ra @0(0‘1,0’2, ...,O'n_l) 7& 0 (dO
gid thiét quy nap). Pieu mau thudn nay két thic phép ching minh dinh
Iy. |
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7.5. Phuong phap biéu dién da thic d6i xing qua cac da thic déi
xitng co ban

Tw phép chiing minh cda Pinh 1y co ban vé da thic déi xdng ta suy
ra thuat toan biéu dién mét da thic déi xdng qua cac da thic d6i xing
c6 ban nhu sau:

Gia st da cho da thdc déi xtng n an
f(x1,...,z,) € Rlxy, ..., 1)
v4i hang td cao nhat (theo tht tu tir dién) 1a

« [e% «
ax]'xy? . rpr(on > e > > ay).

Ta tién hanh nhu sau:

Budc 1. Chon hé thoéng s6 mi, mdi hé thong gom n s6 ty nhién
théa man cac dieu kién: tong cac s6 clia hé thong déu bing bac cda da
thic, ttc 1a bang aq + as + ... + o} cac s6 trong mdi hé thong, so ding
sau bé hon hoic bang s6 diing trudc no, hé thong sau bé hon hé thong
trudc theo thi tu tir dién.

Budc 2. V6i moi hé thong s6 mi (5, fo, ..., 3,) lap tich cac da thic
doi xing co ban

aialﬁl_ﬂQ...agi‘f_ﬁ”ag",
trong d6 hé so a; dugc xac dinh sau. Liy tong cac tich néi trén
Z a7 g gl (3)

i

Bugc 3. Bing phuong phap hé so bat dinh, so sanh hé s6 cda
f(x1,...,z,) va he s6 clia (3) dé tinh cac hé s8 a; chua biét cta (3).
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7.6. Vi du
Biéu dién da thic d6i xting sau day qua cac da thdc déi xidng co ban:
f(z1, 20, 23) = Tia523 + TiT023 + TiT0XS + Ty 25T+

2 3 9 3 9 3 3 3
+rirsxs + v1a505 + 2] + 5 + a5 € Zxy, 9, T3]

Gidi. Trudc hét ta nhan thdy ring da thdc f(z, 29, x3) 13 tong hai
da thtc thuin nhat

f(x1, 22, 23) = (21, 22, 73) + (21, T2, X3),

trong d6 o(z1, 72, x3) gom cic hang t c6 bac bang 6, con 1 (z1, zo, T3)
la cac hang td con lai cha f(xq, 29, 73).

Ta sé 4p dung thuit toan trén dé biéu dién cac da thic ¢ va ¢ qua
cac da thic doi xtng co ban.

a) Biéu dién ¢ qua cac da thic d6i xtng co ban.
e H¢ thong s6 mii: (3,2,1), (2,2,2).
o (11,79, 13) = 010903 + ao3.
e Chozy =29=1,23 = =2 thi
o(1, 29, 23) = —12,01 = 0,09 = —=5,03 = —2.
Do d6 —12 = 4a. Vdy a = —3. Suy ra

2
p(1, 2, 23) = 010203 — 303.

b) Biéu dién ¢ qua cac da thic d6i xdng co ban.
e Hé thong s6 mii: (3,0,0), (2,1,0), (1,1,1).
® ¢(561, 9, .I'g) = 0':1)) “+ aoc109 + b0'3.

e Bing cach gan cho x1, 9, x5 nhitng gié tri thich hgp ta sé thu dugc
a=—3,b=23. Do do ta co

W(xy, 9, x3) = o3 — 30109 + 303.
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Nhu vay

3 2
f(z1, 9, 23) = 0y — 305 — 30109 + 010203 + 303.

7.7. Ung dung da thitc d6i xting vao dai s6 so cap

Nhiéu bai toan trong dai s6 so cdp ma gia thiét cda bai toan ¢ tinh
d6i xting, ching han gidi hé phuong trinh déi xtng nhiéu 4n s6, ching
minh hing ding thic, bat ding thic,... c6 thé gidi dugc bing cich phan
tich cic da thdc xuat hién trong bai todn qua cac da thic doi xdng co
ban. Khi do bai toan c6 thé trd nén dé dang hon. P& minh hoa, ta xét
vi du:

7.8. Vi du
Tim nghiém nguyén cta hé phuong trinh
Tr1+xo+ T3 = 6

T3+ 5 + a3 36
19Ty = 6

Gidi. Theo Vi du 7.6, ta ¢0 3} + 23 + x5 = 0} — 30109 + 303, G day
01,09, 03 12 cac da thic doi xing co ban cla vanh Z[zy, x5, x3). Hé
phuong trinh trg thanh

o1 = 6 o1 = 6
03 — 30109+ 303 = 36 , suyra { oo = 11
O3 — 6 O3 — 6

Nhu vay @1, 29, z3 phai 1a nghiém cuda da thdc bac ba
f(@) = 2® — 012’ + o9 — 03 = 2° — 627+ 112 —6 = (x—1) (2> — 5z +6).

Dé thiy cac nghiém nguyén ctia f(z) 1a 1,2,3. Do d6 cac nghiém
nguyén cta hé phuong trinh da cho la (1,2, 3), (1,3, 2), (2,1,3), (2,3, 1),
(3,1,2), (3,2,1).

§8. Két thirc, biét thirc
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Trong su6t muc nay ta gid thiét K 1 truong co dic so 0.
8.1. Dinh nghia
Cho
f(z) = apz" + a1z" '+ ... + ap_12 + an(ag #0)

N

va
g(w) = box® + by P4 .+ by_yx + bs(by # 0) (1)

la cac da thac thugc K[z]. Gia st f(z) c6 n nghiém ay, as, ..., a, va
g(x) c6 s nghiém 3y, Bs, ..., B, trong K. Phan ti

R(f,g9) = agby [ [ [ (e — 8)) (2)

i=1 j=1

clia trudng K dugc goi 1 két thitc cha da thitc f(z) va g(x).
8.2. Nhan xét

i) Tt (2) ta nhin thiy ring cic da thdc f(z) va g(x) c6 nghiém
chung trong K khi va chi khi R(f,g) = 0.

i) Vi ¢(z) c6 s nghiém trong K 14 5y, s, ..., B nén g(x) c6 thé phan
tich thanh tich cda cac nhan td tuyén tinh

o(@) =[x =)

do do

S

g(ai) = by [J(ai = B;), 1 <i < m.

J=1

Nhu véy két thic R(f,g) c6 thé dugc viet dusi dang

R(f,9) = a Hg(ai)- (3)
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Tuong tu, cling co

R(g. 1) =[] 7(5), (4)
iii) R blas H H = (=1)"R(f, 9). (5)

T (3), (4) hay (5) ching ta déu nhan thiy két thic R(f,g) khong co
tinh chét doi xding d6i véi f(z) va g(x).

iv) Dinh nghia két thic ctia hai da thic f(z) va g(
(2) bat lgi & chd phai biét tat cd cac nghiém cta f(x)
dudi day ta sé tim cach tinh két thic cda f(z) va g(z
hé s6 cta chang.

x) béi cong thic
va g(x). Vivay,
) thong qua céc

8.3. Pinh ly. Cho cdc da thicc f(x) va g(x) nhu (1). Khi dé két thitc
R(f,g) bing dinh thitc cdp n + s sau day:

apg ai ... Qp )
apg ap ... Ap > s dbng
. aog a1 ... Qp )
D= by by ... by )
by by ... by L, dong
by by ... by )
(Cac chd trong trong dinh thic déu bing 0).
Chitng minh. Goi
041,042,...,Ozn,ﬁl,ﬁg,...,ﬁs (6)

[an lugt 1a n nghiém cta f(z) va s nghiém cta g(z) trong K. DE ching
minh dinh 1y, ta sé tinh tich @by DM bang hai cach, trong d6 M 1a
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dinh thic Vandermonde cip n + s xac dinh nhu sau

n-+s—1 n—+s—1 n+s—1 n+s—1
I B o L oy
n—+s— n—+s—2 n+s— n—+s—2
! ... O o Sooan
M=| : SN
51 S ﬁs (0%} ce (7%
1 1 1 1

M= 116G=) 1116 —a) [] (@ —ay. (7)
1<i<j<s j=1i=1 1<i<j<n
Theo (5) ta c6
agbs DM = DR(g, f) [T (8: = 8) T] (e — ). (8)
1<i<j<s 1<i<j<n

Mit khéc, ta sé tinh DM nhu 13 dinh thdc ctaa tich hai ma trin. Thuc
hién phép nhan hai ma trdn ma cac dong va cac cot cta no [an lugt
chinh 13 cac dong va cot ctia hai dinh thic D va M, cha § rang f(a;) =
0,9(8;) =0v6i1l<i<n,1<j<s. Ta thu dugc

B fB) o BB 0
TG BB 0
BIB) . BSB) 0 . 0
0 . 0 " lglan) oo A (o)
0 . 0 A" 2g(ar) ... ol 2g(an)
6 . 0 alg.(al) . ang.(an)
0 o0 gla)) . glan)

Ap dung khai trién Laplace, r6i sau d6 trong mdi dinh thic thu dugc
dua cic nhan ti chung cia mdi cit ra ngoii ta thu dugc hai dinh thic
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Vandermonde cap s va cap n. Do d6

aészM—aobz;Hf@ JJEE @) g(ai) T (@i = ay).

1<i<j<s i=1 1<i<i<n

St dung cong thic (3) va (4) ta nhan dugc
apby DM = R(f,9)R(g. ) [ (8 - @) IT(i—ap). (9

1<i<j<s 1<i<j<n

Bing cach xem (6) nhu 1a mot hé gom n + s bién doc 1ap, khi d6 tu (8)
va (9) tasuyra D = R(f,q). |

8.4. Vi du

Cho cac da thic trong Clz]: f(z) = 2 — 322 + 1,
g(z) = 2° + 32 — 2. Cac da thdc f(z) va g(x) c6 nghiém chung trén C
hay khong?

1 -3 0 1 0 0
0 1 -3 0 1 0
. . 0O 0 1 -3 0 1 A .
Giai. Ta co R(f,9) = L 0 3 9 o ol="3%0 Viy da thic
0 1 0 3 -2 0
0 0 1 0 3 -2

f(x) va g(z) khong c6 nghiém chung.
8.5. Pinh nghia
Cho da thic f(x) € K|z].
f(z) = apz" + a12" '+ ... + ap_12 + an(ag #0)

va goi f'(x) la dao ham clia f(x). Biéu thic

n(n )

D= (=1)"= ay'R(f, [
duogc goi la biét thiic cha da thic f.
T Pinh Iy 8.3 ta ¢6 ngay két qua sau:
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8.6. Ménh dé. Pa thiic f(x) € Kl[x] c6 nghiém bdi khi va chi khi
R(f, ') =0, titc la D = 0.

8.7. Vi du

Chtng té ring da thic f(z) = 2% — 22 — 22 + 1 khong c6 nghiém
boi trong C.

Gidi. Ta c6 f'(x) = 32% — 22 — 2. Do do

1 -1 2 1 0
0 1 -1 2 1
R(f.f)=]3 =2 =2 0 0|=—49#0.
0 3 -2 -2 0
0 0 3 -2 —2

Vay da thic f(z) khong c6 nghiém boi.

Bai tap
Bai 3.1 Chtng minh ring da thic 2? + 14 € Zs[z] c6 bon nghiém
phéan biét trong Zis.

Bai 3.2 Xic dinh cac s6 thuc a, b, ¢ sao cho da thic f(z) = 22+ az® +
bz + ¢ chia hét cho x + 2 va chia cho 22 — 1 thi du z.
Bai 3.3 Cho f € R[z] va m,n € N".

a) Chiing minh rang néu (z — 1)|f(z") thi (2" — 1)[f(z").

b) Ching minh ring néu a € R* théa (z — a)™|f(2") thi
(2" —a™)™| f(z").

¢) Gid st (> + x + 1)|f(x) va ¢6 g, h € R[z] théa f(x) = g(2?) +
rh(2?). Ching minh ring (z — 1)|g(z) va (z — 1)|h(z).

Bai 3.4 Cho F la mot truong va K 1a mot trudng con cta F. Ching
minh ring véi f,g € K[z], f 1a udc cha g trong K[x] khi va chi khi f
la uéc cha g trong F[z].
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Bai 3.5 Chiing minh ring trong vanh C[z], f(x)|g(x) khi va chi khi
moi nghiém cta f(z) déu la nghiém cda g(z) va v moi nghiém boi cap
k cla f(x) déu la nghiém bdi cap [ v6i | > k cla g(z).

Bai 3.6 Trong cac trudng hgp sau hay ching minh f|g trong Q|z].
a) f(x)=2(x+1)2x+ 1) va g(x) = (z + 1)* — 2> — 2z — 1.
b) f(z) =22 —x+1vag(z) = (z — 1)""2 4 221,

o) f(x) =22+ 2 +1va gla) = a3k  g3mFL 4 p3nt2,
trong d6 k,m,n 1a cac s6 nguyén duong.

Bai 3.7 Tim diéu kién ctia k&, m,n € N dé f|g trong Q[z] cho mdi trudng
hop sau:

=2 42" + 1.
=(xz+1)"+a2"+1.
=(z—1)"+2"+ 1.

3k __ x3m+1 + x3n+2'

Bai 3.8 * V6i mbi so nguyén duong k, dit fi.(z) = 2¥ — 1 1a da thic
v6i hé s6 hitu ti. Chiing minh rang véi moi m,n € N*

a) fon|f, khi va chi khi m|n.
b) (fmafn) = fd vOi d = (man>

Bai 3.9 Cho F' la truong Q hay truong Z; va f,g € Flx]. Tim h =
(f,9); k=1[f,g] va u,v € F[z] théa h = uf + vg trong cac truong hgp
sau:

a) f(z) =4a* — 223 — 162 + 5w + 9 va g(x) = 22° — 2? — bz + 4.
b) f(z) =2+ 3t + 23 + 2 + 3x + 1 va g(z) = 2% + 223 + = + 2.
) f(x) =4a* — 823 + 92* — br + 1 va g(z) = 4a* + 27 + 3z + 1.
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Bai 3.10 Trong cac trudng hgp sau hdy tim khai trién Taylor cla da
thic f € R[z] tai 2p. Xét xem z, 1a nghiém boi cip mdy cta f va tim
cac dao ham f()(z() véi 1 < i < 6.

a) f(z) = 2° — 22* — 523 + 1522 — 162 + 12 va xy = 2.
b)
)

f(z) = 2° — 5x* + 42 + 42% + 3z + 9 va zy = 3.
o) f(x) = 2% — 62° + 132* — 1523 + 1822 — 202 + 8 va xy = 2.
d) f(z) =825 —122° + 62* + 7% — 1222 + 62 — 1 va zg = 1/2.

Bai 3.11 Trong cic truong hgp sau hay tim tit cd cac da thdc f thda
dieu kién da cho:

a) f € Rz] thoa f(2) =4; f(3) =6; f(4) =8
b) f € Zs[x] théa f(2) = 1; f(=1) =3; f(3) =2
¢) [ € Zam[z] théa f(2) = 30; f(5) =21; f(3)=—13.

Bai 3.12 Cho F 1a mgt truong va a,b € F; a # 0. Chiing minh ring
f(z) € F[x] bat khd qui khi va chi khi f(ax + b) bat khd qui.

Bai 3.13 * Cho ay, ..., a, 1a cdc s6 nguyén phan biét. Chiing minh ring
cac da thic sau bat kha qui trén Q.

a) f(z)=(r—ay)...(x —a,) — 1.

b) g(z) = (x — a1)*...(x — a,)* + 1.
Bai 3.14 Trong cac truong hgp sau hay phan tich f thanh tich cac da
thac bat kha qui trén Q, trén R va trén C:
a) f(z) =2° +22* — 223 — 152 — 18.
= 25 + 224 — 723 — 142% — 18z — 36.

f(x)
f(z) = 2° — 221 — 423 + 42% — bz + 6.
f(z) = 1625 — 362° — 84x* + 992% + 20122 + 452 — 25.
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e) f(x) =92° — 3025 + 492* — 2823 — 42 + 167 + 4.
f) f(z) = —42% — 2325 — 632* — 852% — 572% — 8z — 16.

Bai 3.15 Chiing minh ring cac da thic sau bat kha qui trén Q.
a) ot — 823 + 122% — 62 + 3.
b) z* — 23 + 22 + 1.
¢) 2?1 + ...+ x + 1 véi p 1a s0 nguyén t6 duong.
d) 523 + 622 + 5z + 25.
e) 7x3 + 622 + 11z + 11.
f) 23 — 3n?z 4+ n3 v6i n nguyén duong.
g) 3z* + 5a® — 4a + 1.
h) z* — 923 + 6z — 1.

i) 2% 4 823 + 22 + 22 + 5.

Bai 3.16 Giai cac phuong trinh bic 3 sau trong C:
a) 423 — 3622 4+ 84z — 20 = 0.

3+ 18z + 15 = 0.

)
b) 23—z —6=0.
c)x

d) 23 + 322 — 62 +4 = 0.

Bai 3.17 Ching minh ring néu z;, z», 3 la cac nghiém phic cia
phuong trinh 2 + px + ¢ = 0 thi

(29 — 1) (25 — 22)% (11 — 3)* = —4p® — 27¢°.
Bai 3.18 Gidi cac phuong trinh bic 4 sau trong C:

a) vt =3P + 22+ 42 -6 =0.
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b) % —42® + 322+ 22 — 1 =0.
c) zt + 223 + 822+ 22 + 7 =0.
d) z* + 62° + 622 — 8 = 0.

Bai 3.19 * Cho f(x) la mot da thic véi hé sé nguyén c6 f(0) va f(1)
déu 18. Chiing minh ring f(x) khong c6 nghiém nguyén.

Bai 3.20 Chiing minh ring da thic z* + pz? + ¢ bat khd qui trén Q khi
va chi khi cic s6 p? — 4¢; 2,/q — p khong la binh phuong cta cac s6
hiu ti.

Bai 3.21 Biéu thi cic da thdc déi xtng sau diy qua cac da thic déi
xtng cd ban:

a) 712 + 9% + x3° — 3w 12975,

b) x12x9 + 11297 + T123% + T22T3 + ToT3”.

C) 1% + ot + w3t — 201219 — 205°% 157 — 2257142

d) 219292 + 21%29° + 11°13% + 11223° + 1°23% + 19°23°.

e) (x1 + xo)(x1 + 23) (29 + 3).

f) (2x1 — 29 — 23) (229 — 21 — x3) (223 — 11 — 9).

8) (2172 + w374) (2173 + Tox4) (2174 + T273).

h) (z1 4+ 29 — 23 — x4)(x1 — o + 13 — 4) (21 — T — T3 + X4).
Bai 3.22 a) Tinh tong binh phuong cic nghiém ctia phuong trinh

23+ 22 —3=0.
b) Tinh
3313332 + xlxg?’ + xg?’xg + :1:2:1:33 + :1:33331 + x3x13
trong do z;, x9, z3 12 cac nghiém cta phuong trinh
23— —4dr+1=0.
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¢) Gia st x1, 22, z3 1a cic nghiém cta phuong trinh
z3 + pr +q = 0.
Tinh

I i) I3 I9 I3 T
—+ =+ =+ =+ =+ —
o) r3 I Ty Ty X3

Bai 3.23 Cho phuong trinh

3 4 a2 + agx + az = 0.

Biéu thi cic da thtc d6i xtng sau ddy qua cac hé s6 ctia phuong trinh
do.
a) (I12 — $2$3)($22 — 333331)(£U32 — :leg).

b) ($12 + T120 + $22)($22 + Tox3 + $32)(l’32 + x311 + $12)-

Bai 3.24 Dung da thic d6i xing, gidi cac hé phuong trinh sau:

(2 + y + 2z = 2
a)<x2+y2+z2:14
1 1 1 5
e e
L T Y z 6
([ x+y+z = =2
b) { 224+ y2+22 = =8
L ryz = 2
(22 + o+ 22 =7
2+ oy + 2= 27
991111
-+ -+ - = =
L T Y z 9
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Chuong IV
MODUN VA PAI SO

§1. Khai niém vé modun

Khai niém vé modun 13 sy tdng quat hoa cta khong gian vectd trén
mot truong. Trong chuong ndy chdang toi chi xét truong hop vanh hé
ti R 1a giao hodn. Néu vanh hé t& R khong giao hoan thi ta can phan
biét moédun phai, modun trai trén R. D6 1a mot trong nhiing cha y kha
tinh t&. Poc gid quan tim nhiéu hon vé 1y thuyét modun c6 thé tham
khdo trong sach [1].

1.1. Dinh nghia

Cho R 1a vanh giao hoan c6 don vi, don vi cda R ky hiéu 1a 1. Mot
mddun trén vanh R 1a mot nhom Abel X (viét theo 16i cong) ciing véi
mot anh xa

RxX — X

(r,z) — 1,

(anh xa nay thuong dugc goi la phép nhin véi vo huéng trong R) sao
cho céc tién dé sau day can dugc théa mén:

M1) Vo € X, 1z = x,
(M2) Vr,s € R,Vz € X, (rs)r = r(sx),
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(M3) Vr € R,Vz,y € X,r(z +y) = rx +ry,
(M4) Vr;s € R,Vr € X, (r+ s)r = rx + sx.

Phép nhéan véi vo huéng trong R ciing con dudc goi la phép nhin
ngoai tt R vao X. Vanh R dugc goi la vanh hé nr hay vanh cdc vo
hudng. Cac moédun trén R ciing dugc goi la cac R-mdédun. Hon nia,
khi vanh hé t& R da xac dinh, d€ don gidn, ta sé goi cic R-mddun la
cac modun.

1.2. Cac vi du
a) R0 rang mdi khong gian vecto trén truong F déu 1a cac F-modun.

b) Cho X 14 vanh bat ky c6 don vi 1 vd R 1a mot vanh con giao hoan
clia X chida 1. Anh xa

RxX — X

(r,x) — rx

(& day rz 13 tich cda cac phan td  va z trong vanh X ) thda man cac
dieu kién (M1)-(M4). Do d6 moi vanh X véi don vi 1 déu 1a modun trén
bat ky vanh con giao hodn nao dé cda né chta 1. Néi riéng, moi vanh
giao hoan véi don vi déu c6 thé xem 1a modun trén chinh né. Nhu vy
cac nghién cu vé modun cho ching ta biét tinh chéit cta vanh giao
hoan c6 don vi.

¢) Mot nhom cong Abel A c6 thé xem 1a modun trén vanh s6 nguyén
Z, trong d6 tich cda n € Z véi a € A 1a boi nguyén n clia a, ma ta vin
ky hiéu 1a na nhu thong thuong.

d) Nhém cong chi gom mot phan ti 0 1a mot médun trén vanh bat
ky, dugc goi 1a médun khéng va ky hiéu la 0.

f) Tap hgp X = RS tiat cd cac anh xa f : S — R ti mot tap hop
S vao vanh giao hoan c6 don vi R lap thanh nhém nhu véi phép cong
dinh nghia béi
(f+9)(s) = f(s) +g(s)
Vv6i f,g tuy ¥ thudc X va s tuy y thugc S . Phép nhan véi vo huéng
trong R xac dinh bdi



v6i f tiy v thudc X va s tiy § thudc S, thda man cac diéu kién (M1)-
(M4) . Do d6 X 1a R-modun .

1.3. Vai tinh chat don gian cia modun
Cho X la R - mdédun
Tinh chdt 1. Yoz € X,Vr € R, 0z =0, r0 = 0.

Thét vay, 0z = (0 + 0)z = 0z + Oz va r0 = (0 + 0) = r0 + 0. Do
do 0z =0 va r0 = 0.

Tinh chdt 2. Nr € R.Vx € X, (—r)z =r(—x) = —rz.

That vay, (—r)z +rz = (—r+r)x = Ox = 0 va r(—z) + rz =
r(—rx+x)=r0=0,do d6 (—r)z = —rzxvar(—x) = —rz.
Tinh chdt 3. Vx,y € X,Vr,s € R, (r —s)z =rx —sxvar(x —y) =
re—ry.

That vay, (r — s)z = (r + (=s))z = re + (=s)z = ro + (—sz) =
re — sx. Tuong ty, r(x —y) = rz — ry.

1.4. Modun con

Cho X 1a mot modun bat ky trén R. Tap con khong rdng A clda X
dugc goi 1a médun con cia X néu A 1a mot nhém con cda nhém cong
X va A khép kin doi véi phép nhan véi vo huéng, tic 1a rz € A véi
moi r € R, v6i moi x € A. Ching ta dé dang thiy ring:

1) Moi nhém con A ctia nhém Abel cong X déu 1a Z-méodun con cia
A.

2) Moi khong gian vecto con A cta khong gian vects X trén truong
F déu 1a cac F-mddun con cta X.

3) Xét mddun X = RS trong Vi du 1.2f. Goi A 1a tip con cdia X gom
tat cd cic dnh xa f : S — R sao cho f(s) = 0 v6i tat ci trit mot s6
hitu han nhting phan tid s € S. Khi d6, A 14 mét R-mddun con cda X .

1.5. Pinh Iy. Mdi tdp hop con khéng réng A ciia mét médun X trén
R la mét médun con cia X néu va chi néu véi moi x,y € A va véi moi
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reRtacor+ye Avare e A

Chitng minh. Piéu kién can 1a hién nhién. Ta chi con phai ching minh
dieu kién di. Muén vay ta chi can ching minh ring —z € A véi moi
z € A. Nhung diéu nay hién nhién vi

—z=(—-1)x € A. u

1.6. Pinh 1. Giao ciia ho khdc réng cdc médun con tiry ¥ ciia modun
X lai la médun con cia X.

Chitng minh. Cho {4;|i € I} 1a mot ho khéac réng cac moédun con cta
X trén R va gia st
A=A

i€l

Xét cac phan t z, y tuy ¥ thudc A va r tuy y thudc R. V6i mdi chi so
ity v thudc I ta déu cb =,y € A;, do A C A;. Ma A; 13 R-mddun con
nénsuyraz+ye€ A;varre A;. Doddo z+y e Avarx e A. Vay A
la R-moddun con cta X. n

1.7. Médun con sinh béi mét tap hgp

Cho X 1a mot modun va S 1a mot tip con nao d6 cia X. Xét ho 7T
tat cd cac modun con cia X chita S. Duong nhién 7 # O vi X € 7.
Theo Dinh Iy 1.6, giao cta ho 7 1a moédun con cia X chta S. Ta goi
modun con do6 la médun con sinh bdi tdp S va ky hiéuné 1a (S). Tap S
dugc goi 1a tap sinh (hay hé sinh) cda modun (S). D& dang thiy ring
(S) 1a mdédun con nhé nhét (theo quan hé bao ham) cia modun X chia
S. Chang ta s¢ mo td mot cach tudng minh modun con sinh bdi tip
S + (. Trudc hét ching ta cing ¢6 khai niém t6 hgp tuyén tinh tuong
ty nhu trong khong gian vecto. Phan td = cda mot médun X trén R
dugc goi 14 mét t6 hgp tuyén tinh cda cac phan td trong tap con S cda
X néu ton tai httu han cac phan t& =1, zo, ...z, € SVa Ty, 79, ....Th € R
sao cho

r=nriry+1roxe+ ...+ 1,1,

Khi d6 ta ciing goi don gidn x 12 76 hop tuyén tinh cta S. D& dang thay
ring téng cda hai t6 hgp tuyén tinh cda 9, tich clia mot hé t& thuoc R
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v6i mot t6 hop tuyén tinh ctia S ciing 13 mot t6 hop tuyén tinh cta S.
Nhu vay tip hgp A cic t6 hop tuyén tinh cda S 1a mot médun con cia
X. Rérang S ¢ A vi mdi phan t& = € S ciing 1a mot t6 hgp tuyén tinh
clia S. Hon nifa, néu B 1 mdt mddun con nao dé cta X chta S thi B
chita A. Vay A = (S). Ta da chiing minh dugc dinh Iy sau:

1.8. Dinh 1y. Mdodun con sinh bdi tdp S C X ld médun con gém tdt cd
cdc to hop tuyén tinh ciia S.

1.9. Tong ctia cic mddun con
Cho {A;|i € I} 1a ho khic rong cic modun con cdia mddun X. Ta
goi modun con sinh bdi tp U A; 1a mddun con tong cdia ho cic moédun
iel

con {A;]i € I'} va ky hiéula ) " A;. Nhu vy

i€l

> A ={(JA).

1€l i€l

Theo Dinh 1y 1.8 ta thiy ring cac phan td cda Z A; 1a cac t6 hgp tuyén
el
tinh cta U A;. Néi rieng, néu A va B 1a cac modun con clia modun
icl
X thi mddun con tong A + B gom tat ca cac phan t& » € X c6 dang
r=a+bvbiac AbeB.
1.10. Médun thuong

Cho X 1a mét R-mddun va A 1a modun con ctia X. Khi d6 (A, +)
13 nhém con chuén tic cda nhéom (X, +). Do d6 ta c6 nhom thuong
X/A hoan toan dugc xac dinh nhu trong chuong 1. Do X giao hoan
nén X/A cing la nhém cong giao hoan. P& bién X /A thanh R-mddun
ta xac dinh phép nhéan véi vo huéng trong R nhu sau:
Rx X/A — X/A
(re+A) — r(x+ A)=rz+ A.
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Dé dang thdy ring tuong ting néi trén 1a anh xa, néi cach khéac, né xac
dinh phép nhan véi vo hudng trong R. That vy, nfuz + A =2'+ A
thi 2’ =2+ a véia € A. Do do

r@+A)y=ra’+A=r(zx+a)+ A=re+ra+A=rz+ A

Co thé kifm tra mot cach don gidn phép nhan véi vé huéng duge xac
dinh nhu trén thda man cac tién de (M1)-(M4). Do d6 nhém thuong
X/A trd thanh R-médun. Ta goi do 1a médun thuong cla médun X
theo modun con A cia X.
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2. Pong cAu médun

2.1. Dinh nghia
Cho X va Y 1a cic R-mddun. Anh xa f: X — Y dugc goi la dong

cdu R-moédun néu
fle+y) = f(@)+ fy),
flrz) = rf(z)

v6i moi =,y € X va véi moi r € R. Cac dong cdu R-mddun doi khi
cting dugc goi 1a cac anh xa R-tuyén rinh va d€ don gidn ta cing sé goi
la cac dong cdu khi vanh R da dugc chi ro.

Nhan xét. Anhxa f: X — Y la dong cdu R-modun khi va chi khi
flre+sy) =rf(x)+sf(y),Vz,y € X, Vr,s € R.

2.2. Céc vi du vé dong cau

a) Anh xa nhing i : A — X ti médun con A cda X vdo X xac
dinh bdi i(z) = x, Vo € A 1a mot dong ciu. That vy, véi moi =,y € A
vamoir,s € R taco

i(re + sy) =rx + sy = ri(z) + si(y).

Néi riéng, anh xa dong nhat trén mot médun X tuy y 1& mot dong ciu,
dugc goi 1a dong cdu dong nhdt trén X va thuong duge ky hiéu 1a 1y.

b) Cho A la mot mdédun con ctia X, vda X/A 1a moédun thuong cta
modun X theo A. Anh xa chiéu p : X — X/A xac dinh béi p(z) =
r+ A,Vx € X cling 1a dong ciu, goi 1a phép chiéu ty nhién ctia mddun
X 1én modun thuong X/A.

¢) Anh xa 0 : X — Y bién tit ca cic phan td cda X thanh phan
ti 0 cda Y 13 dong cdu modun véi moi moédun X, Y. Ta goi né 1a dong
cdu khong.

d) Pong cdu Z-mddun chinh 13 dong ciu clia cac nhém Abel.

e) Néu R 1a mot truong thi R-dong cdu modun chinh 1a 4nh xa tuyén
tinh ctia cac khong gian vecto.
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2.3. Tinh chit cta dong ciu

a) Vi dong cdu modun f : X — Y 1a dong cdu clia nhém f :
(X,+) — (Y, +) nén f c6 cac tinh chat cia dong cidu nhém Abel. Noi
riéng, ta c6 f(0) =0va f(—z) = —f(x),Vzr € X.

b) Pong cau R-modun f : X — Y chuyén modun con cdia X thanh

modun con ctia Y va nghich anh qua f ctia mdt modun con cta Y lai
12 modun con cda X. Nghia 13,

i) Néu A 1a médun con cta X thi f(A) la modun con cda Y.
ii) Néu B la médun con cda Y thi f~'(B) 1a moédun con clia X.

That vay, néu A 1a mddun con cla X va z,y la cac phan ti tiy ¥
clia A, r 1a phan t tiy ¥ cla R thi x4+ y va rz ciing 1a cac phan t cda
A. Do do

fx)+fly) = flz+y)e f(A),
rf(z) = f(rz) € f(A).

Vi vdy f(A) la modun con cta Y.

Néu B 1a modun con ctia Y thi véi moi z, y thu
y thudc R, theo dinh nghia nghich anh, ta c6 f(z),
suy ra

f- ( )vartuy
) va

oc
fly) varf(z) €

flz+y) = flx)+fly)eB

flrz) = rf(z) € B
Do d6 z +y varz € f~1(B). Vay f~1(B) la mdédun con cta X.

Trudng hgp riéng, khi chon A = X ta ¢6 Imf = f(X) la médun con
clia Y va khi chon B = 0 thi Kerf = f~(0) 1a médun con cta X.

¢) Tich ctia hai dong cdu R-mdédun 13 mot dong cdu R-modun.

That vy, cho f : X — Y va¢:Y — Z la cac dong ciu R-mddun.
Khi d6 ¢f 1a dong ciu tit nhém Abel X vao Z, do d6

9f(z+y) = gf(x) + 9f(y),Vz,y € X.
Bay gio v6i = tuy y thudc X va r tay ¥ thudc R ta co

g9f(rx) = glf (re)] = glrf ()] = rg[f(x)] = rgf(z).
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Suy ra ¢f 1a dong cdu R-modun.
2.4. Pinh nghia don ciu, toan ciu, ding ciu
Cho dong cdu R-mddun f: X — Y.

i) Néu f dong thoi [d mot don anh thi f dudc goi 1a mot don cdu
modun.

ii) Néu f dong thoi 1a mot toan anh thi f dugc goi 1a mot roan cdu
modun.

iii) Néu f dong thoi 1a mot song anh thi f dugc goi 1a mot ddng cdu
maodun.

Néu c6 ddng cau modun f : X — Y thi ta néi médun X ding cau
v6i médun Y va ky hiéu 13 X ~ Y. Quan hé ddng ciu gita cac médun
la quan hé tuong duong.

2.5. Pinh 1y. Cho dong cédu f : X — Y.
i) Pong cdu f la don cdu khi va chi khi Kerf = 0.

ii) Pong cdu f la toan cdu khi va chi khi Cokerf = 0, trong do
Cokerf la ky hiéu cia modun thuong Y /Imf va dugc goi la doi hat
nhdn cia modun Y.

Chitng minh. i) Néu f 1a don ciu thi f 1a dong cau, do d6 f(0) = 0,
hay 0 € Kerf = f1(0). Vi f 1a don anh nén f1(0) c6 khong qua mot
phan td. Suy ra Kerf = 0.

Néu Kerf = 0 va z,y 1a hai phin td tiy § cta X ma f(z) = f(y)
thi f(z —y) = f(z) — f(ly) =0nén z —y € Kerf, do d6 x —y = 0,
hay z = y. Vay f la don cau.

ii) Néu f 1a mot toan ciu thi f 1a toan anh, do d6 Imf = f(X) =Y.
Suy ra Cokerf =Y /Imf = 0.

Néu Cokerf = 0 thi f(X) =Y. Do d6 f 1a toan ciu.

2.6. Pinh 1y vé dong cdu moédun. PG véi moi dong cdu modun
f : X — Y, tén tai duy nhdt ddng cdu médun
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f: X/Kerf — Imf lam cho biéu dé sau ddy giao hodn:

X / Y
Vi
X/Kerf

nghia la f = fp, trong dé p : X — X/Kerf la phép chiéu chinh tdc.

Chitng minh. Vi f : X — Y ciing 1a dong ciu cda cic nhém cong
Abel nén theo Pinh Iy déng ciu nhém, ton tai duy nhat ding ciu nhém

IE X/Kerf — Imf
r+ Kerf — f(x)

théa man dieu kién f = fp. Ta chi con phai chting minh f ciing la
dong cau modun. That vy,

f(r(z+Kerf)) = f(rz + Kerf) = f(rz) = rf(z) = rf(z + Kerf)
v6i moi r € R va v6i moi z € X. Do d6 f 1a dong cau modun.

Chi §. Trong ly thuyét vé modun déi khi ngudi ta con goi X/Ker f
1 d6i anh cGa f va ky hiéu 1a Coimf. Nhu viy, theo Pinh 1y 2.6 thi
Coim f ~ Imf v6i moi dong cdu f. T Dinh 1y 2.6 ta suy ra hé qué sau
day:
2.7. H¢ qua. DOi vdi moi dong cdu modun [ : X — Y, ton tai va
duy nhdt don cdu [ : X/Kerf — Y sao cho [ = fp.

Chitng minh.  That vay, ta phan tich f = if’, trong do
1 X — Imf xac dinh béi f'(z) = f(x ) Vo € X, con i : Imf—>X
13 don cdu nhang. Theo Pinh Iy 2.6 ton tai va _duy nhat dang cau
£ X/Kerf = X/Kerf' — Imf 520 cho f/ = fp Dit f = if’ thi
f=if =if'p= fp. Vay f la don cdu duy nhat can tim.

2.8. Pinh nghia day khap
Day cac mddun va cac dong cdu modun

f’ll fn

— Xy — X, — Xy — -
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dugc goi 1a mot day khdp néu anh ctia dong ciu vao bang hat nhan cia
dong ciu ra tai moi modun khac véi hai dau (néu c6) cda day, tic la
Imf,_1 = Kerf, v6i moi n.

Mot day khép bat ky dang

0-—x Ly 4z o

trong d6 modun dau tién va modun cudi cung trong diy déu 13 cac
mddun khong, dugc goi 1a day khdp ngdn. Dé dang thiy ring, day

0— X -y 2. 7_.90

1a day khép ngin khi va chi khi cac dieu kién sau diy dugc thda man:
i) f1a mot don cu,
ii) Imf = Kerg,
iii) ¢ 12 mot toan cau.
Ching ta xét cac vi du sau day vé day khép ngan.

a) Cho A 1a modun con cta moédun X. Khi do day

0— A X -2 X/A—0,

trong d6 7 13 phép nhing con p 1a phép chiéu ty nhién, tao thanh day
khép ngin.

b) Cho f: X — Y la don cdu ma khong 13 toan cdu. Khi dé ta co
day
0— X 5V 2 ¥Y/Imf — 0,

trong d6 p 1a phép chiéu ty nhién, 1a diy khép ngan. Tuong tu, néu f
1a toan cdu nhung khong phai 1a don ciu thi ta ciing c6 day khdp ngan:

0 —Kerf =X Ly o

trong d6 7 1a phép nhing. Cac diy khép ngin ndy doi khi dugc goi la
ddy khop ciia déng cdu f.
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2.9. Pinh nghia day khdp ché ra

Day khép cac dong cau

AL, % ¢

dugc goi 1a day khdp ché ra tai mdédun B néu dnh cda dong ciu vao
Imf 13 hang ti tryc tiép cia B, tdc 1a ton tai médun con B’ cta B sao
cho B =1Imf+ B’ vaImfN B = 0. Ta st dung ky hiéu B = Imf & B’
khi Im f 13 mot hang td truc tiép ctia B. Luc d6 ta ciing néi B’ 1a hang
t& tryc tiép cla B. Tong quat, néu B; va B, 1a hai mdédun con tiy y
cta B théa man

B=B;+By, va BiNBy=0
thi ta noi B; va B, 1a cac hang td truc ti€p clia B va ky hidu B = B;® Bs.

Trong phan con lai cdia muc nay ta sé chi ra cic diéu kién can va dd
/\? ~ Z, \; N Z, A/ \A A/ /\9 \/\
dé day khép ngan la ché ra. Trudc hét ta cin dén bo dé sau:

2.10. B4 dé. Cho cdc dong cdu f: X — Y va g:Y — Z sao cho
gf la ddng cdu. Khi dé ta cé sy phan tich Y = Imf @ Kerg.

Chéng minh. Gid s y 1a phan t& tiy y cla Y. Ta c6 sy phan tich
y=flaf) 9] +y— fllgf) " a(w)),
trong d6, hién nhién f[(gf)"'g(y)] € Imf, con

9y = fllaH) " 9W)) = 9l) — gf(gf) " 9(y) = g(y) — g(y) =0,
nén y — f(9f) 'g(y)] € Kerg. Vivay Y = Imf + Keryg.

Bay gid néu y 1a phan td tiy ¥ cda Imf N Kerg thi do y € Imf nén
y = f(x) v6i £ nao do thudc X, ma y € Kerg nén g(y) = gf(x) = 0.
Do gid thiet ¢f 1a ddng cdu suy ra z = 0. Viy y = f(0) = 0. Do dd
Imf NKerg = 0. Tit cac khing dinh trén ta c6 Y = Imf @ Kerg. MW

2.11. Pinh ly. Péi véi méi day khdp ngdn

0—AL B L c—o,
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ba ménh dé sau ddy la tuong dwong:
i) Day khép ngdn dé ché ra;
ii) Pong cdu f cé nghich ddo trdi;
iii) Pong cdu g cé nghich ddo phdi.

Ching minh. Néu dong ciu f c6 nghich ddo trai, tdc 1a ton tai dong
cau f': B— Asaocho f'f = 14. Do f'f la ddng ciu nén theo Bo dé
2.10. Suy ra B = Imf @ Kerf’. Do d6 day khép ché ra. Lip ludn hoan
toan tuong tu ta cing thiy néu dong ciu g c6 nghich ddo phai thi day
khdp 1a ché ra. Nhu vay tu (i) suy ra (i) va t (iii) suy ra (i).

Bay gio gid st day khép da cho ché ra. Dit D = Imf = Kerg. Theo
dinh nghia, ton tai modun con E cda B sao cho B=D @ E. Vi f la
don ciu nén nd xac dinh ding ciu

i1: A — D=Imf
a — f(a).

V6i mdi © € B, ton tai duy nhat cac phan t& v € D,v € E sao cho
2 =u+v. Ta dé dang kiém tra ring tuong tng

f'+ B — A
v — fl(x) =i (u)
12 mot dong cau va ' 1a mot nghich ddo trai cta f. Vay (i) suy ra (ii).

Vi ¢ 1a toan cdu va D = Kerg, D N E = 0 nén suy ra dong ciau thu
hep
j=glp: £ —C

1a ding ciu. Do d6 tuong Gng

g.: C — B
v — @) =)

1a dong cdu va 1 nghich ddo phai ctia g. Vay (i) suy ra (iii). |
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2.12. Hé qua. Néu day khdp

A-L.B 2 ¢

ché ra tai B thi ta co
B ~1Imf & Img.

Ching minh. Tu tinh chat khép va ché ra tai B ta lap dugc day khép
ngan ché ra sau day:

0 — Imf = B L Tmg — 0,

trong d6 ¢ 1a phép nhing va ¢/(z) = g(z),Vz € B. Vii la don ciu, ¢’ 1a
toan cau va Kerg’ = Kerg = Imf = Imi nén day 13 khép. Lai c6 Imf 1a
hang ti tryc ti€p cla B nén day 1 ché ra. Do d6 B = Imf @ B’, trong
d6 B’ ~ Img. Vay B ~ Imf & Img. u
2.13. Pinh nghia médun cac dong cau

Cho A va B la cac modun tuy y trén vanh R. Ta ky hiéu Hompg(A, B)
(hay don gian hon, Hom(A, B) khi vanh R da dugc chi r6) 1a tip hop
tat cd cac dong ciu ctia mddun A vao mddun B. V6i f, ¢ 1a cac dong

cau tuy y thuoc Hom(A, B) va r tiy ¥ thudc R, ta dinh nghia cic 4nh
Xa f+gvarftu Avao B xac dinh nhu sau:

(f+9)(x) = f(z)+g(x),Vz € A,
(rf)(x) = r(f(x)),Vx € A.

Dé dang kiém tra thiy ring f + ¢ ciing la dong ciu tit A vao B. Phép
cong nay bién Hom(A, B) thanh nhém Abel. Bay gio, véi moi z,y € A
vas € Rtaco

(rf)(@+y) =r(f(x)+ f(y) =r(f(x) +r(f(Y) = (rf)z)+ (@ f)y)

N

va

(rf)(sz) = rlf(sz)] = r[sf(x)] = (rs)f(x)
= (sr)f(x) = s(rf(z)) = s(rf)(x)
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(do tinh giao hoan ctia R). Vay rf 1a dong cau tir A vao B. Kiém tra
dé dang thiy ring Hom(A, B) cing véi phép cong va phép nhan véi vo
huéng xac dinh nhu trén thda man cic tién de (M1)-(M4). Do d6 ta goi
Hom(A, B) 1a modun cac dong ciu ctia médun A vao mddun B. Phan
tr khong ctia Hom(A, B) 1a dong ciu 0 bién moi phan td ctia A thanh
phan t 0 clda B. Bay gio cho f: A’ — A vd g : B — B’. Ta dinh
nghia anh xa

Hom(f,g): Hom(A,B) — Hom(A',B')
p — gpf.

R6 rang Hom(f, ¢) 1a mdt dong cdu cia modun Hom(A, B) vao mddun
Hom(A', B').

2.14. Pinh ly. Néu M la mét médun tiny ¥ trén R va

AL B2 00

la mot day khop nhitng modun trén R thi day

0 — Hom(C, M) - Hom(B, M) - Hom(A, M)

(vdi f* = Hom(f,i), g* = Hom(g,1i), trong dé i : M — M la tu
dong cdu dong nhdt ciia médun M) ciing la khép.

Chiing minh. 1°. Khép tai Hom(C, M):

Gia stt ¢ € Hom(C, M) ma g*(p) = 0. Ta c6 g*(p) = ig = pg = 0,
vi g 1a toan 4nh nén tt g = 0 suy ra ¢ = 0. Vdy ¢* 1a don ciu, nghia
la day khép tai Hom/(C, M).

2°. Khép tai Hom(B, M):
V6i ¢ tuy ¥ thugc Hom(B, M) ta c6
F9°(e) = f(eg) = pgf = 0 = 0.
Do d6 Img* C Kerf*.

bao lai, véi ¢ € Kerf*, tic 1a ¢ € Hom(B, M) ma f*(¢) = 0, hay
of =0, suy ra ¢(y) = 0,¥y € Imf. Ta phan tich ¢ nhu biéu do sau:
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Do tinh chat khép cda day

AL.pL.c—0
suy ra B/Kerg ~ C hay B/Imf ~ C. Ta dong nhit B/Imf véi
C thi p dong nhat v6i ¢ va 3 1a dong ciu td C vao M. Nhu viy,

7" (@) = Bg = Bp = ¢. Do d6 ¢ € Img*. Vay Kerf* C Img*. Tong két
lai ta c6 Kerf* = Img*, hay day khép tai Hom(B, M).

Pinh 1y dugc ching minh. |
Bing cach lap luin tuong tu ta chiing minh dugc dinh Iy sau day:

2.15. Pinh ly. Néu M la mét médun tiny ¥ trén R va

0— A1, B 2 (¢

la mot day khop nhitng modun trén R thi day

0 — Hom(M, A) LN Hom(M, B) 25 Hom(M, C)

(vdi f. = Hom(i, f), g« = Hom(i,q), trong dé i - M — M la tu
dong cdu dong nhdt ciia médun M) ciing la khop.

Nhén xét. T Dinh Iy 2.14 va 2.15 ching ta thy rdng ca hai loai
dong cadu Hom déu khong chuyén mot day khép ngdn thanh day khép
ngin ma chi bdo ddm tinh khdp bén trai. D do do léch cia tinh khép
bén phai ta xy dung mot loai ham td ma goi 1a ham t& mé rong. Do
12 mot trong bon tru cot cda Pai s6 dong diéu.

§3. Modun tu do

3.1. Dinh nghia
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i) Tap con S cla R-mddun X dudc goi 1a déc ldp tuyén tinh néu
phan t& 0 clia X chi c6 mot cach biéu thi tuyén tinh duy nhét qua cc
phan t& cda S, d6 1a t6 hgp tuyén tinh ma tit cd cac hé t& déu bing 0.

Tap con S cda R-mddun X khong doc lap tuyén tinh thi dugc goi
1d phu thudc tuyén tinh. Nhu thé, tip con S cda X 1a phu thudc tuyén
tinh khi va chi khi ton tai cac phan td =i, xo, ..., 2, thudc S va cac hé
ti khong dong thoi bang khong rq, 7o, ..., 7, thudc R sao cho

rixy + roxes + ...+ rpx, = 0.

ii) Mot hé sinh doc lap tuyén tinh cia mot moédun X dugc goi 1a co
sé cia X.

iii) Modun X c6 cd s6 dugc goi 1a médun tuw do.
Két qué sau day tuong tu nhu két qud trong khong gian vecto.

3.2. Pinh 1. Tdp con S = {x;}icr ciia médun X la co s ciia modun
X khi va chi khi mbi phan tit v thuéc X chi cé6 mot cdch biéu thi tuyén
tinh duy nhdt qua S.

Chiing minh. Diéu ki¢n can. Gia st S = {x;}ic; C X 1a mot co sG cha

X. Vi S 1a mot tip sinh nén moi phan t& cda X déu 1a t6 hop tuyén

tinh cta cac phan t cta S. Néu = = Z rir; VA T = Z .z, trong do
el el

chi c6 mot s6 hitu han cic hé ti r;, 7, khac khong, 1a cac biéu thi tuyén
tinh cta phan td = € X qua S, thi

0= Zrixi — Zr’ixi = Z(n —ri)T;.

el el el

Suy ra r; —r’; = 0 v6i moi i € I do S doc lap tuyén tinh. Nhu vy moi
phan td clia = déu chi c6 mot cach biéu thi tuyén tinh duy nhat qua S.

Piéu kién di. Néu S 1a mot tdp con clda X ma moi phan td cla X
deu chi c6 mét cach biéu thi tuyén tinh qua S thi suy ra S 12 mot tap
sinh va phan t& 0 clia X ciing chi c6 mot cach biéu thi tuyén tinh duy
nhat qua S, tdc 1a S 13 mot tap sinh doc lap tuyén tinh, do d6 S [ mot
cO s6 ctia X. |
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3.3. Modun ty do sinh béi mét tap hgp
Cho S 13 mot tap hop khac @ tiy y. Goi F(S) 1a tap hop cac tong

hinh thac Z ass, trong d6 a; € R va a, # 0 chi v6i mot s6 hitu han

seS

s € S. Tap hgp F(S) tré thanh R-modun véi cic phép toan xac dinh

nhu sau:
Z ass + Z bys = Z(as + by)s,

s€sS ses s€s
a ( E ass> = E (aas)s,
seS seS

trong d6 a, a,, b, 1a cac phan t cda R. Ta dong nhat S vé6i tip con cda
F(S) gom cac phan ti c6 dang 1.s. D& diang kiém tra ring F(S) 1 mot
R-médun ty do véi co s6 S. F(S) dugce goi 1a médun tu do sinh bdi tap
S.
Dinh 1y sau day xac dinh tinh chat dic trung cda co sé modun.

3.4. Pinh Iy. Tdp con S khdc réng ciia médun X la co sé ciia S khi
va chi khi voi moi médun Y, méiz; dnh xa f : S — Y déu cé thé¢ mé
réng toi mot dong cdu duy nhdt f : X — Y.

Chitng minh. Néu S = {z;},c; 1a cd 56 cia modun ty do X thi mbi phan

th z € X déu biéu dién dugc mot cach duy nhat dusi dang = = Z i
el

Do d6 mbi anh xa f: S — Y ¢6 thé mé rong t6i dong cdu duy nhat

~

f: X — Y xac dinh béi
fl@)=fO rm)=> rif(z).
el el
Déo lai, néu S 1a tap con ctia modun X c6 tinh chat moéi dnh xa
f:8 — Y déu co thé md rong téi dong ciu duy nhat f: X — Y,
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ta can ching minh S 13 co sé ctia X. That vy, goi F(S) la médun ty
do sinh béi tap hgp S. Xét anh xa nhing

jg: S — F(S)

s —— 1l.s.

Theo gid thiét, jg c6 thé md rong téi dong cau duy nhat
j X — F(S). Dé chiing té ring X cb cd sé ta chi can chiing
minh j 1a ding cdu. Pit S’ = jg(S) thi ta c6 song anh jg: S — S
S’ 1a co sG ctia F(S), j 1a mé rong cha js nén j la toan anh.

Xét g : " — S la anh xa ngugc cta js. Vi S" 1a co sG caa F(S)
nén ¢ c6 thé mé rong téi dong cdu duy nhét g : F(S) — X. Khi dé
tich cac dong ciu §j : X — X thuc hién sy dong nhat trén tap S, do
d6 n6 1a mé rong cda phép nhing i : S — X. Ma 1x 1a mot mé rong
cia phép nhing i nén tit tinh duy nhéit ctia mé rong ta ¢ §j = 1x. Vi
1x 1a don ciu suy ra j ciing 1a don cau. Vay j la ddng cau. ]

Cubi cing, dé két thdc muc nay ta dua ra mot két qud ma thuong
dugc goi 1a “tinh dd nhiéu cta cac modun ty do”, dugc s& dung trong
dai s6 dong diéu.

3.5. Pinh 1. M5i médun X déu ding cdu véi mddun thuong ciia mot
modun ty do nao do.

Chiing minh. Xét modun ty do F(X) sinh béi tip X. Khi d6 anh
xa dong nhit 1y : X — X ¢6 thé mé rong duy nhat téi dong ciu
¢ : F(X) — X. Vi ¢ 1a toan ciu nén theo Dinh 1y dong cdu modun
ta c6 X ~ F(X)/Kery. Nhu vdy X ding cdu véi modun thuong clia
modun tu do sinh bdi tip X. n

d

64. Dai so0

Trong muc ndy ching tdi gi6i thiéu sa lugc vé dai s6 trén mot trudng.
Khai niém dai s6 & day dugc hiéu 13 dai s6 két hgp, tic 1 phép nhan
c6 tinh chat két hgp, cac dai s6 ma phép nhan khong co tinh chat két
hop sé khong dugc dé cip dén.
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4.1. Dinh nghia

Mot dai s6 trén truong K 1a mot tip hgp A khic rdng ciing véi ba
phép toan:

- Phép cong:

AxA — A
(z,y) — z+y.

- Phép nhén:
AxA — A
(z,y) — zy.

- Phép nhan vé6i vd huéng trong K

KxA — A
(k,z) — kx

sao cho cac phép toan nay phai thda man ba tién dé sau day:
(A1) Tap A cung véi cac phép toan cdng va nhan lap thanh mot vanh.

(A2) Tap A cung v6i phép cong va phép nhan véi vo huéng lap thanh
mot khong gian vecto trén truong K.

(A3) Phép nhan ctia vanh A va phép nhan véi vo hudng ciia moédun
A théa man diéu kién
Vk € K,Vx,y € A k(xy) = (kx)y = x(ky).

S6 chiéu ctia khong gian vectd A trén K dugc goi 13 s6 chiéu cia dai s6
A va van ky hiéu 1a dimg A, hay don gidn 1a dim A khi khong sg nham
lan.

4.2. Vi du

a) Goi K|[z] 1 vanh da thtc clia mot an z trén truong K. Ta dinh
nghia phép nhan véi vé6 huéng nhu sau:

K x K|z] . K[z]
(k,a0 + a1z + ... + apa™) — kag + kayx + ... + kayx".
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K|[x] v6i phép cong da thic va phép nhan vé6i vo huéng xac dinh nhu
trén lap thanh mot khong gian vects trén K. Hon nita tién dé (A3)
dugc thda man. Vi vay K x| la mot dai so, ta goi 1a dai s6 cda da thdc
trén K cda an z.

b) Tap hgp M (n, K) cac ma trin vudng cip n véi cac phan td trén
K 1ap nén mot dai so véi cac phép toan thong thuong trén ma tran:
phép cOong ma trdn, phép nhan ma trdn, phép nhan mot vo huéng vaéi
mot ma tran. Ta goi M (n, K) la dai s6 ma tran.

c) Xét khong gian vectd thuc bon chiéu H = R & Ri © Rj & Rk véi
cd s6 {1,4,4,k}. Phép todn nhan trén H dugc dinh nghia thong qua
cac phan td sinh nhu sau:

2= =k =-1, ij=—ji=Fk
jk = —kj =1, ki = —ik = j.

Kiém tra thdy ring H ciing vdi phép cong vectd va phép nhan xic dinh
nhu trén la mdt vanh, phép nhan trén H va phép nhan v6i vd hudng
trong R thda man tién dé (A3). Do d6 H lap thanh mot dai s6 trén
truong so thuc R, dugc goi 1a dai s6 Quaternion.

4.3. Pai so con

Tap con khac rdng B cla dai s6 A trén truong K dugc goi 13 dai s6
con clia A néu B viia 1a mot vanh con céia vanh A vita 1a mét khong
gian vectd con clia khong gian vecto A. Nhu vay tip con khac réng B
clia A 13 dai s6 con khi va chi khi né théa man cac diéu kién sau day:

i) Ve,y € Byay € Bvax +y € B,
ii) Vo € B,Vk € K, kx € B.

Cho S 13 tip con clia A. Giao cta tit ca cac dai so con cta A chta S
cting 13 dai s6 con cta A chda S, va 1a dai s6 con nhd nhét (theo quan
hé bao ham) cta A chda S, ta goi né 1a dai sé con sinh béi tdp S.

4.4. Ideal va dai so thuong

Tap con I cida dai s6 A dugc goi [a mot ideal cta dai s6 A néu I via
la ideal ctia vanh A via 1a khong gian vecto con ctia khong gian vecto
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A. Khi d6 A/I 1a vanh thuong cla A vé6i cac phép toan
(x+D)+@w+1) = (x+y)+1,
(z+Dy+1) = (zy)+1
vGi moi x,y € A.

Ta ciing c6 A/I la khong gian thuong ctia khong gian vecto A theo
khong gian con I v6i phép cong xac dinh nhu trén, con phép nhan véi
v0 hudéng nhu sau:

k(x+1)= (kx)+ I,Vx € A, Vk € K.
Vi phép nhén trén A/I va phép nhédn vé6i vo huéng trong K dugc dinh
nghia qua cac phan td dai dién nén ching théa man tién dé (A3) béi A
théa man tién dé &y. Vay A/I cing lap thanh dai s6 va dugc goi la dai
so thuong cta dai s6 A theo dai s con 1.

4.5. Pong ciu

i) Cho anh xa f : A — A’ tit dai s6 A vao dai s6 A’ trén truong
K. Néu f vita 13 dong ciu vanh vita 1a dong ciu ciia cac K-khong gian
vecto thi f dugc goi 1a dong cdu dai so.

ii) Pong ciu f : A — A’ tir dai s6 A vao dai s6 A’ dugc goi la
don cdu (tuong Gng, toan cdu, ddng cdu) néu nd dong thoi 1a don anh
(tuong Gng, toan anh, song anh).

Tw Pinh 1y 8.9, chuong 1 va Pinh 1y 2.6, ta dé dang suy ra dinh Iy
sau day:

4.6. Pinh 1y dong cau dai s6. Poi vdi moi dong cdu dai s6' f : A —
A, tén tai duy nhdt ddng cdu dai s6" f : A/Kerf — Imf sao cho biéu
do sau ddy giao hodn

A/Kerf

trong doé p la phép chiéu chinh tdc
p(z) =z + Kerf,Vx € A.
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Bai tap
Bai 4.1 Cho I 1a mot idealcta vanh giao hoan ¢6 don vi R va x 1a mot
phan td tiy ¥ ca R-mddun X. Ching minh ring
Iz ={rx|r € I}
1a modun con cha X.
Bai 4.2 Cho R la mién nguyén va X 13 R-modun. Phan td = € X dugc
goi 1a phan t xodn néu ton tai r € R\ {0} sao cho rz = 0. it 7(X) la

tap hgp tat cd cic phan td xodn clda X. Néu 7(X) = 0 thi X dugc goi
12 modun khong xodn, néu 7(X) = X thi X dugc goi la modun xodn.

Chiing minh ring:
a) 7(X) 1a médun con cta X.

b) Moi mddun con clia modun xoan trén R déu 14 médun xodn trén
R.

¢) Moi modun con cia modun khong xodn trén R ciing 13 méodun
khong xoan trén R.

d) Modun thuong X /7(X) c6 phai la médun khong xoin hay khong?
e) Z-mddun Q/Z cb phai la modun xodn khong ?
Bai 4.3 Cho R 1a mién nguyén va X 1d R-mddun. Phan t& = € X goi
1a chia dugc néu véi moi A € R\ {0}, ton tai phan t& y € X sao cho

x = \y. Dit §(X) 1a tip hgp tat cd cac phan ti chia dugc ctia X. Néu
§(X) = X thi X dugc goi 1a modun chia dugc. Ching minh ring:

a) §(X) 1a moédun con cta X.
b) Modun thuong cia modun chia duge 1a modun chia dugc.
)

¢) Cac Z-modun Q va Q/Z déu 1 cac modun chia dugc.

Bai 4.4 Cho f,g € Homg(X,Y). Goi
A={zeX|f(z) =g(x)}.
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Ching minh rang A 12 médun con cda X.

Bai 4.5 Modun X dugc goi 1a médun don néu X chi c¢6 hai médun con
laoOva X. Choanhxa f: X — Y v6i X la modun don. Ching minh
rang:

a) Imf la médun con don cta Y.

b) Néu Imf # 0 thi f 1a mot don ciu.

Bai 4.6 Chtng minh ring:
a) Homz(Z,G) ~ G.
b) Homyz(Z,7Z) ~ Z.
c) Homz(G,Z) = 0.
Trong d6 G 1a mot Z-modun hiu han bat ky.
Bai 4.7 Chtng minh ring néu p va ¢ 1a cic sd nguyén td cling nhau

thi
Homyg(Z,,Z,) = 0.

Bai 4.8 Cho A va B 1a cic moédun con ctia médun X. Ching minh
rang:
(A+ B)/A~ B/(AN B).

Bai 4.9 Cho modun X va cac moédun con M, N ma N C M. Ching
minh rang:
(X/N)/(M/N) ~ X/M.

Bai 4.10 Cho f : X — X 1a tu dong ciu clia mdédun X théa min
dieu kien f2 = f. Chang minh ring

X =Imf & Kerf.
Bai 4.11 Cho biéu d6 cac dong ciu
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|7
X

trong d6 hf = 0, dong 1a khép. Hay chiing minh ring ton tai va duy
nhat dong cdu k : C — X sao cho h = kg.

Bai 4.12 Cho biéu d6 cac dong ciu

}h
0— A1 B-LC,

trong dé dong 1 khép va gh = 0. Hay chiing minh ring ton tai va duy
nhat dong cdu k : X — A sao cho fk = h.

Bai 4.13 Cho day khép 0 A B C 0, trong d6 A va C
1 ca&c modun hiu han sinh. Chtng minh rdng B ciing 13 modun hiu
han sinh.

Bai 4.14 Cho X 13 modun va X;, X, 1a cdc mddun con clia X ma
X1 4+ Xo, X1 N X, 13 cdc modun con hitu han sinh. Ching minh ring
X1, X, cing la cac moédun con hiu han sinh.

Bai 4.15 Modun X dugc goi 1a médun néa don néu méi modun con
clia X déu 1a hang td truc tiép. Ching minh rang:

a) Moi khong gian vecto trén truong K déu 1a médun nia don trén
K.

b) Moi modun con ctia mddun nda don 14 modun nda don.

¢) M6i modun con khéc 0 ctia mot modun don déu chia mot modun
con don.
Bai 4.16 Cho X 1a mt mddun trén vanh R. Chiing minh ring cac
dieu kién sau day tuong duong:

a) Moi mddun con cda modun X déu hiu han sinh.
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b) Néu X3, Xo,...1a cac modun con clia X sao cho X; C X, C ...
thi ton tai mot chi s6 n sao cho X, = X,,41 = ...

c) Moi tip con S # @ cic mddun con clia X déu chita mét phan
t to1 dai (ttc 1a chita mot moédun con X, sao cho moi Y thudc S ma
XoCYsuyra Xg=Y).

Bai 4.17 Cho biéu do

trong d6 dong va cot 1a khép. Ching minh ring /o 1a don ciu khi va
chi khi /3 1 don cau.

Bai 4.18 Cho biéu do

trong d6 dong va cot 1a khdp. Ching minh ring 3« toan ciu khi va
chi khi o/ 13 toan ciu.

Bai 4.19 Ching minh ring modun con A ctia mddun X 13 hang t{ truc
tiép néu modun thuong X /A 1a ty do.

Bai 4.20 Cho X, Y la cac modun trén vanh chinh, hon nta Y 1a modun
tu do. Chtng minh rang X ~ Kerf @ Imf vdi moi dong cdu f : X —
Y.
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Bai 4.21 Chiing minh ring moi mddun tu do trén mién nguyén déu 1a
modun khong xoan.
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