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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Ma traän

• Ñònh nghóa.
• Caùc daïng ñaëc bieät cuûa ma traän.
• Caùc pheùp toaùn veà ma traän.
• Caùc pheùp bieán ñoåi sô caáp.
• Ma traän baäc thang.
• Haïng cuûa moät ma traän.
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Ñònh nghóa
Ñònh nghóa
Moät ma traän loaïi m× n treân R laø moät baûng chöõ nhaät goàm m
doøng, n coät vôùi mn heä soá trong R coù daïng

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


Vieát taét: A = (aij)m×n hay A = (aij), trong ñoù aij ∈ R.
aij laø heä soá ôû doøng i, coät j cuûa ma traän A (heä soá naøy coøn ñöôïc
kyù hieäu laø Aij).
Kyù hieäu Mm×n(R) laø taäp hôïp taát caû nhöõng ma traän loaïi m× n
treân R.
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Ñònh nghóa
Ví duï

A =
(
1 2 3
0 1 2

)
∈ M2×3(R); B =

1 2
0 1
2 3

 ∈ M3×2(R).

Ñònh nghóa
Ma traän coù caùc heä soá baèng 0, ñöôïc goïi laø ma traän khoâng, kyù
hieäu 0m×n (hay 0).

Ví duï

03×4 =

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
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Caùc daïng ñaëc bieät cuûa ma traän

Ñònh nghóa
Ma traän vuoâng caáp n laø moät ma traän loaïi n× n, (soá doøng baèng
soá coät). Kyù hieäu Mn(R) laø taäp hôïp caùc ma traän vuoâng caáp n.

Ví duï

A ∈ M3(R) =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

, 03×3 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Caùc daïng ñaëc bieät cuûa ma traän
Ñònh nghóa
Neáu A = (aij) ∈ Mn(R) thì ñöôøng chöùa caùc phaàn töû
a11, a22, ..., ann ñöôïc goïi laø ñöôøng cheùo chính hay ñöôøng cheùo
cuûa A.

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


Ví duï

A =

1 2 3
4 5 6
7 8 9
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2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Caùc daïng ñaëc bieät cuûa ma traän

Ñònh nghóa
Moät ma traän cheùo caáp n laø moät ma traän vuoâng caáp n maø taát caû
caùc heä soá naèm ngoaøi ñöôøng cheùo chính ñeàu baèng 0. Neáu A laø
moät ma traän cheùo caáp n, ta kyù hieäu A = diag(a11, a22, ..., ann).

Ví duï

A = diag(1, 5, 9) =

1 0 0
0 5 0
0 0 9
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2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Caùc daïng ñaëc bieät cuûa ma traän

Ñònh nghóa
Ma traän ñôn vò caáp n, kyù hieäu In hay I, laø ma traän cheùo caáp n
maø taát caû caùc heä soá naèm treân ñöôøng cheùo chính ñeàu baèng 1.

Ví duï

I3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Caùc daïng ñaëc bieät cuûa ma traän

Ñònh nghóa
Ma traän tam giaùc treân (töông öùng ma traän tam giaùc döôùi) laø
moät ma traän vuoâng maø taát caû caùc heä soá naèm phía döôùi (töông
öùng phía treân) ñöôøng cheùo chính ñeàu baèng 0.

Nhaän xeùt
Ma traän vuoâng A laø ma traän ñöôøng cheùo khi vaø chæ khi A vöøa
laø ma traän tam giaùc treân vöøa laø ma traän tam giaùc döôùi.

Ví duï

A =

1 2 3
0 5 6
0 0 9

, B =

1 0 0
4 5 0
7 8 9
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Caùc pheùp toaùn veà ma traän

Ñònh nghóa (so saùnh hai ma traän)
Cho hai ma traän cuøng loaïi A = (aij)m×n vaø B = (bij)m×n. Ta
noùi A baèng B, kyù hieäu A = B, neáu aij = bij,∀i ∈ 1,m, j ∈ 1,n.

Ví duï
Tìm x, y, z, t ñeå(

x+ 1 t
2x− 1 z

)
=

(
3y− 4 t+ z
y− 1 2z+ 2

)
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Caùc pheùp toaùn veà ma traän

Ñònh nghóa (pheùp laáy chuyeån vò)
Cho A = (aij) laø moät ma traän loaïi m× n. Ta goïi ma traän
chuyeån vò cuûa A, kyù hieäu AT, laø ma traän loaïi n×m, coù ñöôïc töø
A baèng caùch xeáp caùc doøng cuûa A thaønh caùc coät töông öùng,

nghóa laø neáu A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 thì

AT =


a11 a21 . . . am1
a12 a22 . . . am2
. . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . amn

.
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3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Caùc pheùp toaùn veà ma traän

Ñònh nghóa
Neáu AT = A thì ta noùi A laø ma traän ñoái xöùng. Neáu AT = −A thì
noùi A laø ma traän phaûn xöùng.

Tính chaát
Cho A,B ∈ Mm×n(R). Khi ñoù

• (AT)T = A;
• AT = BT ⇔ A = B.
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Caùc pheùp toaùn veà ma traän

Ví duï

Vôùi A =

 1 −1 4 5
6 −8 0 1
0 4 −3 6

 ta coù AT =


1 6 0

−1 −8 4
4 0 −3
5 1 6


B =

 1 2 −2
2 4 5

−2 5 6

 laø ma traän ñoái xöùng.
C =

 0 −2 1
2 0 −3

−1 3 0

 laø ma traän phaûn xöùng.
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Caùc pheùp toaùn veà ma traän
Ñònh nghóa (Pheùp nhaân voâ höôùng vôùi ma traän)
Cho ma traän A = (aij) vaø soá thöïc α ∈ R. Ta ñònh nghóa αA laø
ma traän coù töø A baèng caùch nhaân taát caû caùc heä soá cuûa A vôùi α,
nghóa laø

αA = (αaij)

Ma traän (−1)A ñöôïc kyù hieäu laø −A, ñöôïc goïi laø ma traän ñoái
cuûa A.

Ví duï
Cho A =

(
3 4 1
0 1 −3

)
, ta coù 2A =

(
6 8 2
0 2 −6

)
,

−A =
(
−3 −4 −1
0 −1 3

)
.
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phöông trình ma
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Caùc pheùp toaùn veà ma traän

Ñònh nghóa (Pheùp coäng ma traän)
Cho A,B ∈ Mm×n(R). Khi ñoù toång cuûa A vaø B, kyù hieäu A+ B,
laø ma traän ñöôïc xaùc ñònh bôûi:

A+ B = (aij + bij)m×n.

Kyù hieäu A− B := A+ (−B) vaø goïi laø hieäu cuûa A vaø B.

Ví duï
Cho A =

(
3 4 1
0 1 −3

)
, B =

(
2 3 0
1 2 −3

)
Tính A+ B vaø A− B.
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Chöông 1: MA
TRAÄN VAØ
ÑÒNH THÖÙC
1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû
nghòch vaø ma traän
nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi
phöông trình ma
traän.
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Caùc pheùp toaùn veà ma traän

Tính chaát
Vôùi A,B,C ∈ Mm×n(R) vaø α, β ∈ R, ta coù

i. A+ B = B+ A;
ii. (A+ B) + C = A+ (B+ C);
iii. 0m×n + A = A+ 0m×n = A;
iv. A+ (−A) = (−A) + A = 0m×n;
v. (A+ B)T = AT + BT;
vi. α(A+ B) = αA+ αB;
vii. (α + β)A = αA+ βA;
viii. (−α)A = α(−A) = −(αA).
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Caùc pheùp toaùn veà ma traän

Ñònh nghóa (pheùp nhaân ma traän)
Cho hai ma traän A = (aij) loaïi m× n vaø B = (bij) loaïi n× p.
Ta ñònh nghóa tích cuûa hai ma traän A vaø B, kyù hieäu laø AB, laø
ma traän ñònh bôûi:

• AB coù loaïi m× p.
• AB coù heä soá ôû doøng i, coät j ñöôïc tính bôûi coâng thöùc

(AB)ij =
n∑
k=1
aikbkj = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj.
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Caùc pheùp toaùn veà ma traän

Ví duï

Vôùi A =
(
1 2 −1
3 1 2

)
, B =

 1 3
2 1
3 −1

, tìm tích AB =?
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Caùc pheùp toaùn veà ma traän
Tính chaát
Vôùi A ∈ Mm×n(R), B,B1,B2 ∈ Mn×p(R), C ∈ Mp×q(R),
D1,D2 ∈ Mq×n(R), ta coù

• ImA = A vaø AIn = A. Ñaëc bieät, vôùi A ∈ Mn(R), ta coù

InA = AIn = A.

• 0p×mA = 0p×n vaø A0n×q = 0m×q. Ñaëc bieät, vôùi
A = Mn(R), ta coù

0n×nA = A0n×n = 0n×n.

• (AB)T = BTAT.
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Caùc pheùp toaùn veà ma traän

• Pheùp nhaân ma traän coù tính chaát keát hôïp, nghóa laø

(AB)C = A(BC).

• Pheùp nhaân ma traän coù tính chaát phaân phoái ñoái vôùi pheùp
coäng , nghóa laø

A(B1 + B2) = AB1 + AB2;

(D1 + D2)A = D1A+ D2A.

Chuù yù
Pheùp nhaân ma traän khoâng coù tính giao hoaùn.
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Caùc pheùp toaùn veà ma traän

Ñònh nghóa (luõy thöøa ma traän vuoâng)
Cho A ∈ Mn(R). Ta goïi luõy thöøa baäc k cuûa A laø moät ma traän
thuoäc Mn(R), kyù hieäu Ak, ñöôïc xaùc ñònh nhö sau:

A0 = In;A1 = A;A2 = AA; . . . ;Ak = Ak−1A.

Nhö vaäy Ak = A · · ·A︸ ︷︷ ︸
k laàn

.
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Caùc pheùp toaùn veà ma traän

Ví duï
Cho A =

(
1 3
0 1

)
. Tính A2, A3,..., töø ñoù suy ra A200.

A2 = AA =
(
1 3
0 1

) (
1 3
0 1

)
=

(
1 6
0 1

)
A3 = A2A =

(
1 6
0 1

) (
1 3
0 1

)
=

(
1 9
0 1

)
Suy ra A200 =

(
1 200× 3
0 1

)
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Caùc pheùp bieán ñoåi sô caáp
Ñònh nghóa
Cho A = (aij)m×n. Ta goïi pheùp bieán ñoåi sô caáp treân doøng, vieát
taét laø pheùp BÑSCTD treân A, laø moät trong ba loaïi bieán ñoåi sau:

• Loaïi 1: Hoaùn vò hai doøng i vaø j (i 6= j). Kyù hieäu: di ↔ dj.
• Loaïi 2: Nhaân doøng i vôùi moät soá α 6= 0. Kyù hieäu: di := αdi.
• Loaïi 3: Coäng vaøo moät doøng i vôùi β laàn doøng j (j 6= i). Kyù
hieäu: di := di + βdj.

Vôùi ϕ laø moät pheùp bieán ñoåi sô caáp, kyù hieäu ϕ(A) laø ma traän coù
töø A qua ϕ.

Ví duï(
1 −2
2 3

)
d1↔d2−−−−→

(
2 3
1 −2

)
d2:=2d2−−−−→

(
2 3
2 −4

)
Nguyeãn Anh Thi Baøi giaûng moân hoïc Toaùn cao caáp C2CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Baøi giaûng moân
hoïc Toaùn cao
caáp C2

Nguyeãn Anh
Thi

Noäi dung

Chöông 1: MA
TRAÄN VAØ
ÑÒNH THÖÙC
1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû
nghòch vaø ma traän
nghòch ñaûo
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Nhaän xeùt

1. A
di↔dj−−−→ A′ ⇒ A′

di↔dj−−−→ A

2. A di:=αdi−−−−→ A′ ⇒ A′
di:= 1

α
di−−−−→ A

3. A
di:=di+βdj−−−−−−→ A′ ⇒ A′

di:=di−βdj−−−−−−→ A

Ñònh nghóa
Cho A,B ∈ Mm×n(R). Ta noùi A töông ñöông doøng vôùi B, kyù
hieäu A ∼ B, neáu B coù ñöôïc töø A qua höõu haïn pheùp bieán ñoåi sô
caáp treân doøng naøo ñoù. Vaäy A ∼ B⇔ ∃ϕ1, ..., ϕk laø caùc pheùp
BÑSCTD sao cho

A ϕ1−→ A1
ϕ2−→ A2 · · ·

ϕk−→ Ak = B
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Ma traän baäc thang

Ñònh nghóa
Cho A ∈ Mm×n(R). Heä soá khaùc 0 ñaàu tieân keå töø beân traùi cuûa
moãi doøng ñöôïc goïi laø phaàn töû cô sôû cuûa doøng ñoù. Ta noùi A laø
ma traän baäc thang neáu A thoûa hai tính chaát sau:
1. Caùc doøng khaùc 0 luoân luoân ôû treân caùc doøng baèng 0 cuûa A.
2. Treân hai doøng khaùc 0 cuûa A, phaàn töû cô sôû cuûa doøng döôùi
bao giôø cuõng ôû beân phaûi coät chöùa phaàn töû cô sôû cuûa doøng
treân.
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Ma traän baäc thang

Nhö vaäy ma traän baäc thang seõ coù daïng
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Ma traän baäc thang

Ví duï

A =


1 2 5 4 2
0 0 3 1 7
0 0 0 0 4
0 0 0 0 0

, B =


2 3 2 1
0 0 4 2
0 1 0 3
0 0 0 0


A laø ma traän baäc thang, B khoâng laø ma traän baäc thang.
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Ma traän baäc thang

Ñònh nghóa (Ma traän baäc thang ruùt goïn)
Ma traän A ñöôïc goïi laø ma traän baäc thang ruùt goïn neáu caùc tính
chaát sau ñöôïc thoaû
1. A coù daïng baäc thang.
2. Caùc phaàn töû cô sôû ñeàu baèng 1.
3. Treân coät coù chöùa phaàn töû cô sôû, caùc heä soá ngoaøi phaàn töû cô
sôû ñeàu baèng 0.
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Ví duï

C =


1 0 0 0 4
0 1 0 0 −7
0 0 1 1 2
0 0 0 0 0

, D =


1 3 0 2 7
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0


C laø ma traän baäc thang ruùt goïn, D khoâng laø ma traän baäc thang
ruùt goïn.

Nhaän xeùt
Moät ma traän A thì coù nhieàu daïng baäc thang, tuy nhieân caùc
daïng baäc thang cuûa A ñeàu coù chung soá doøng khaùc 0.
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Ma traän baäc thang
Ñònh nghóa
Neáu A töông ñöông doøng vôùi moät ma traän baäc thang ruùt goïn B
thì B ñöôïc goïi laø daïng baäc thang ruùt goïn cuûa A. Daïng baäc
thang ruùt goïn cuûa moät ma traän A laø duy nhaát vaø ñöôïc kyù hieäu
RA.

Ví duï

Cho A =

 1 2 3 −2
−2 −5 1 −4
3 6 9 −6

, tìm RA?
RA =

 1 0 17 −18
0 1 −7 8
0 0 0 0
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Haïng cuûa ma traän

Ñònh nghóa
Cho A ∈ Mm×n(R), soá doøng khaùc 0 cuûa moät daïng baäc thang
cuûa A laø haïng cuûa A, kyù hieäu r(A).

Ví duï
Tìm haïng cuûa ma traän  1 2 1

2 1 2
1 2 1
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3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Ñònh thöùc

• Ñònh nghóa
• Khai trieån ñònh thöùc theo doøng vaø coät
• Caùc tính chaát cuûa ñònh thöùc
• Ñònh thöùc vaø caùc pheùp bieán ñoåi sô caáp
• Ñònh lyù Laplace
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Ñònh thöùc

Ñònh nghóa
Cho A = (aij)n×n ∈ Mn(R). Ñònh thöùc cuûa A, ñöôïc kyù hieäu laø
det A hay |A|, laø moät soá thöïc ñöôïc xaùc ñònh baèng quy naïp theo
n nhö sau:
• Neáu n = 1, A = (a), thì |A| = a.

• Neáu n = 2, A =
(
a11 a12
a21 a22

)
, thì |A| = a11a22 − a12a21.
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Ñònh thöùc

• Neáu n > 2, A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

, thì
|A| doøng 1===== a11(−1)1+1|A(1|1)|+ a12(−1)1+2|A(1|2)|+
· · ·+ a1n(−1)1+n|A(1|n)|, trong ñoù A(i|j) laø ma traän coù
ñöôïc töø A baèng caùch xoùa ñi doøng i vaø coät j cuûa A.
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Ví duï
Cho A =

(
1 −3
4 −2

)
. Khi ñoù |A| = 1.(−2)− (−3).4 = 10

Ví duï

Cho A =

 1 3 6
1 4 10
1 5 15

 |A| =

1(−1)1+1
∣∣∣∣ 4 10
5 15

∣∣∣∣ + 3(−1)1+2
∣∣∣∣ 1 10
1 15

∣∣∣∣ + 6(−1)1+3
∣∣∣∣ 1 4
1 5

∣∣∣∣
= 10− 15+ 6 = 1
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Quy taéc Sarrus
Trong tröôøng hôïp n = 3, thì ta coù ma traän

A =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


AÙp duïng ñònh nghóa treân ta coù theå tính ñöôïc ñònh thöùc cuûa A

|A| = a11(−1)1+1
∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ + a12(−1)1+2
∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣ +

a13(−1)1+3
∣∣∣∣ a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣
= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a11a23a32 −
a12a21a33
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Töø ñaây ta ñöa ra quy taéc Sarrus, ñöa vaøo sô ñoà nhö sau

Theo ñoù ñònh thöùc baèng toång caùc tích soá cuûa töøng boä 3 soá treân
caùc ñöôøng lieàn neùt tröø ñi toång caùc tích soá cuûa töøng boä 3 soá treân
caùc ñöôøng khoâng lieàn neùt. Hoaëc
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∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a33
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =
• ∗ ◦
◦ • ∗
∗ ◦ •

−
∗ ◦ •
◦ • ∗
• ∗ ◦

Ñònh thöùc cuûa ma traän A ñöôïc tính baèng toång caùc tích soá cuûa
töøng boä 3 soá töông öùng vôùi cuøng moät kyù hieäu trong hình maøu
ñoû tröø ñi toång caùc tích soá cuûa töøng boä 3 soá töông öùng vôùi cuøng
moät kyù hieäu trong hình maøu xanh.

Ví duï

Tính ñònh thöùc |A| =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 2 1
3 1 5

∣∣∣∣∣∣ =

1.2.5+ 2.1.3+ 3.4.1− 3.2.3− 1.1.1− 2.4.5 = −31
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2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Khai trieån ñònh thöùc theo doøng vaø
coät

Ñònh nghóa
Cho A = (aij)n×n laø moät ma traän vuoâng caáp n vôùi heä soá trong
R. Vôùi moãi i, j, ta goïi cij = (−1)i+jdetA(i|j) laø phaàn buø ñaïi soá
cuûa heä soá aij, trong ñoù A(i|j) laø ma traän vuoâng caáp (n− 1) coù
ñöôïc töø A baèng caùch xoùa doøng i, coät j.

Ñònh lyù
Cho A = (aij)n×n ∈ Mn(R). Vôùi moãi i, j , goïi cij laø phaàn buø ñaïi
soá cuûa heä soá aij. Ta coù
• Coâng thöùc khai trieån |A| theo doøng i: |A| =

∑n
k=1 aikcik.

• Coâng thöùc khai trieån |A| theo coät j: |A| =
∑n
k=1 akjckj.
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Chuù yù
Trong vieäc tính ñònh thöùc cuûa ma traän ta neân choïn doøng hay
coät coù nhieàu soá 0 ñeå tính.

Ví duï

Tính ñònh thöùc cuûa ma traän

 1 1 1
2 3 1
3 4 0

.
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3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
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Moät soá tính chaát cuûa ñònh thöùc
Tính chaát
Cho A,B ∈ Mn(R). Khi ñoù:

i. |AT| = |A|.
ii. |AB| = |A||B|.
iii. Neáu ma traän A coù moät doøng hay moät coät baèng 0 thì |A| = 0.
iv. Neáu A laø moät ma traän tam giaùc thì |A| baèng tích caùc phaàn
töû treân ñöôøng cheùo cuûa A.

v. Neáu doøng i cuûa A laø toång cuûa hai doøng (b1b2 . . . bn) vaø
(c1c2 . . . cn). Khi ñoù |A| = |B|+ |C|, trong ñoù B,C laàn löôït
laø caùc ma traän coù töø A baèng caùch thay doøng i baèng
(b1b2 . . . bn) vaø (c1c2 . . . cn).
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Ñònh thöùc vaø caùc pheùp bieán ñoåi sô
caáp

Ñònh lyù
Cho A,A′ ∈ Mn(R). Khi ñoù

1 Neáu A
di↔dj−−−→
i6=j

A′, thì |A′| = −|A|;

2 Neáu A di:=αdi−−−−→ A′ thì |A′| = α|A|;

3 Neáu A
di:=di+βdj−−−−−−→
i6=j

A′ thì |A′| = |A|.
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Ví duï∣∣∣∣∣∣
1 3 7
2 6 −8
5 −12 4

∣∣∣∣∣∣ doøng 2
===== 2

∣∣∣∣∣∣
1 3 7
1 3 −4
5 −12 4

∣∣∣∣∣∣
coät 2

==== 2.3

∣∣∣∣∣∣
1 1 7
1 1 −4
5 −4 4

∣∣∣∣∣∣
d2:=d2−d1======== 6

∣∣∣∣∣∣
1 1 7
0 0 −11
5 −4 4

∣∣∣∣∣∣
doøng 2

===== 6(−11)(−1)2+3
∣∣∣∣ 1 1
5 −4

∣∣∣∣ = −594.

Chuù yù
Vì |AT| = |A| neân trong quaù trình tính ñònh thöùc ta coù theå söû
duïng caùc pheùp bieán ñoåi sô caáp treân coät.
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Ñònh lyù Laplace
• Kyù hieäu Ai1,i2,...,ik;j1,j2,...,jk laø ma traän chæ laáy caùc doøng
i1, i2, . . . , ik vaø caùc coät j1, j2, . . . , jk cuûa A.

• Kyù hieäu Ai1,i2,...,ik;j1,j2,...,jk laø ma traän coù ñöôïc baèng caùch boû
ñi caùc doøng i1, i2, . . . , ik vaø caùc coät j1, j2, . . . , jk cuûa A.

Ñònh lyù (Laplace)
Cho A laø ma traän vuoâng caáp n. Choïn caùc doøng
i1 < i2 < · · · < ik, ta coù:

|A| =
∑

i1<i2<···<ik

(−1)(i1+i2+···+ik)+(j1+j2+···+jk)×

|Ai1,i2,...,ik;j1,j2,...,jk | × |Ai1,i2,...,ik;j1,j2,...,jk |
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Ma traän khaû nghòch vaø ma traän
nghòch ñaûo

• Ñònh nghóa
• Nhaän dieän ma traän khaû nghòch
• Phöông phaùp tìm ma traän nghòch ñaûo
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Ñònh nghóa

Ñònh nghóa
Cho A ∈ Mn(R). Ta noùi A khaû nghòch neáu toàn taïi ma traän B
sao cho AB = BA = In. Neáu B thoûa ñieàu kieän treân ñöôïc goïi laø
ma traän nghòch ñaûo cuûa A.

Nhaän xeùt
Ma traän nghòch ñaûo cuûa moät ma traän khaû nghòch laø duy nhaát.
Ta kyù hieäu ma traän nghòch ñaûo cuûa A laø A−1.

Ví duï
Cho A =

(
3 5
1 2

)
. Khi ñoù A−1 =

(
2 −5

−1 3

)
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1. Ma traän.
2. Ñònh thöùc.
3. Ma traän khaû nghòch vaø ma traän nghòch ñaûo
4. ÖÙng duïng: Giaûi phöông trình ma traän.

Tính chaát
Cho A,B ∈ Mn(R). Giaû söû A khaû nghòch vaø coù ma traän nghòch
ñaûo laø A−1. Khi ñoù
• A−1 khaû nghòch vaø (A−1)−1 = A.
• AT khaû nghòch vaø (AT)−1 = (A−1)T.
• ∀α ∈ R\{0}, αA khaû nghòch vaø (αA)−1 = 1

αA
−1.

• Neáu A vaø B khaû nghòch thì AB khaû nghòch, hôn nöõa
(AB)−1 = B−1A−1.
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Nhaän dieän ma traän khaû nghòch

Ñònh lyù
Cho A ∈ Mn(R). Khi ñoù caùc khaúng ñònh sau laø töông ñöông:
i. A khaû nghòch.
ii. |A| 6= 0.
iii. r(A) = n.
iv. Toàn taïi caùc pheùp BÑSCTD ϕ1, ..., ϕk bieán ma traän A thaønh
ma traän ñôn vò In. A

ϕ1−→ A1 → . . .
ϕk−→ Ak = In. Hôn nöõa,

khi ñoù qua chính caùc pheùp BÑSCTD ϕ1, ϕ2, . . . , ϕk, ma
traän ñôn vò In seõ bieán thaønh ma traän nghòch ñaûo A−1:
In

ϕ1−→ B1 → . . .
ϕk−→ Bk = A−1.
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Phöông phaùp tìm ma traän nghòch
ñaûo

Phöông phaùp 1
Laäp (A|In) vaø duøng caùc pheùp BÑSCTD ñöa A veà daïng baäc thang
ruùt goïn: (A|In)

ϕ1−→ (A1|B1) → . . .
ϕp−→ (Ap|Bp) . . .

Trong quaù trình bieán ñoåi coù theå xaûy ra hai tröôøng hôïp:
• Tröôøng hôïp 1: Trong daõy bieán ñoåi treân, toàn taïi p sao cho
ma traän Ap coù ít nhaát moät doøng hay moät coät baèng 0. Khi
ñoù A khoâng khaû nghòch.

• Tröôøng hôïp 2: Moïi ma traän Ai trong daõy bieán ñoåi treân ñeàu
khoâng coù doøng hay coät baèng 0. Khi ñoù ma traän cuoái cuøng
trong daõy treân coù daïng (In|B). Ta coù A khaû nghòch vaø
A−1 = B.
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Phöông phaùp tìm ma traän nghòch
ñaûo

Phöông phaùp 2
Cho A = (aij) ∈ Mn(R). Ñaët C = (cij) vôùi cij = (−1)i+j|A(i|j)| laø
phaàn buø ñaïi soá cuûa aij. Ta goïi ma traän chuyeån vò CT cuûa C laø
ma traän phuï hôïp cuûa A, kyù hieäu laø adj(A). Khi ñoù ma traän
nghòch ñaûo cuûa ma traän A ñöôïc xaùc ñònh bôûi

A−1 =
1
|A|adj(A)

Ví duï

Tìm ma traän nghòch ñaûo cuûa A =

 1 1 1
2 3 1
3 4 0
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c31 = (−1)3+1
∣∣∣∣ 1 1
3 1

∣∣∣∣ = −2; c32 = (−1)3+2
∣∣∣∣ 1 1
2 1

∣∣∣∣ = 1

|A| = 3c31 + 4c32 = 3.(−2) + 4.1 = −2 6= 0.
Vaäy ma traän A khaû nghòch.
Töông töï nhö treân ta coù theå tính ñöôïc c11 = −4; c12 = 3; c13 =
−1; c21 = 4; c22 = −3; c23 = −1; c33 = 1. Töø ñoù ta coù ma traän

C =

 −4 3 −1
4 −3 −1

−2 1 1

 vaø adj(A) =

 −4 4 −2
3 −3 1

−1 −1 1

. Suy
ra A−1 = 1

|A|adj(A) = 1
−2

 −4 4 −2
3 −3 1

−1 −1 1
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Heä quaû
Ma traän A =

(
a b
c d

)
khaû nghòch khi vaø chæ khi ad− bc 6= 0.

Khi ñoù
A−1 =

1
ad− bc

(
d −b

−c a

)

Ví duï
Cho A =

(
2 4
3 5

)
. Suy ra A−1 = 1

−2

(
5 −4

−3 2

)
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Giaûi phöông trình ma traän

Ñònh lyù
Cho caùc ma traän A,A′ ∈ Mn(R) khaû nghòch vaø B ∈ Mn×p(R),
C ∈ Mm×n(R), D ∈ Mn(R). Khi ñoù
• AX = B⇔ X = A−1B;
• XA = C⇔ X = CA−1;
• AXA′ = D⇔ X = A−1DA′−1.
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Giaûi phöông trình ma traän

Ví duï
Cho hai ma traän

A =


1 2 3 −2
2 −1 −2 −3
3 2 −1 −5
2 −3 1 −3

 ;B =


1 −1 0 0
0 1 −1 0
0 0 1 −1
0 0 0 1


a. Chöùng toû A khaû nghòch vaø tìm A−1.
b. Tìm ma traän X thoûa AXA = AB.
c. Tìm ma traän X thoûa A2XA2 = ABA2.
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Heä quaû
Cho caùc ma traän A ∈ Mn(R) khaû nghòch vaø B ∈ Mn×p(R),
C ∈ Mm×n(R). Ta coù
• Neáu AB = 0 thì B = 0.
• Neáu CA = 0 thì C = 0.
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