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Khaùi nieäm chung

1. Moät heä phöông trình tuyeán tính treân R goàm m phöông
trình, n aån soá laø moät heä coù daïng

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1;
a21x1 + a22x1 + · · ·+ a2nxn = b2;
..................................................
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm,

(∗)

trong ñoù
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Ñònh nghóa
• aij laø caùc heä soá;
• bi ∈ R laø caùc heä soá töï do;
• x1, x2, ..., xn laø caùc aån soá nhaän giaù trò trong R;

Neáu caùc heä soá bi = 0 thì ta noùi heä phöông trình tuyeán tính treân
laø heä phöông trình tuyeán tính thuaàn nhaát treân R.
2. Ma traän

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


ñöôïc goïi laø ma traän heä soá cuûa heä (∗).
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Ma traän B =


b1
b2
...
bm

 ñöôïc goïi laø coät caùc heä soá töï do cuûa heä (∗).

Ma traän X =


x1
x2
...
xn

 ñöôïc goïi laø coät caùc aån cuûa heä (∗).
Khi ñoù heä (∗) ñöôïc vieát döôùi daïng AX = B. Ñaët

Ã = (A|B) =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm


ñöôïc goïi laø ma traän boå sung (hay ma traän môû roäng) cuûa heä (∗).
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Ví duï
x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 7;
x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4 = 6;
3x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = 7;
4x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 18.

(∗)

Ma traän heä soá cuûa heä (∗) laø


1 2 3 4
1 2 2 3
3 2 2 1
4 3 2 1

, coät heä soá töï do

laø


7
6
7
18

, coät aån cuûa heä laø

x1
x2
x3
x4
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Nghieäm cuûa heä phöông trình
tuyeán tính

Ñònh nghóa
Ta noùi u = (α1, α2, . . . , αn) laø nghieäm cuûa heä phöông trình (∗)
neáu ta thay theá x1 := α1, x2 = α2, · · · , xn := αn thì taát caû caùc
phöông trình trong (∗) ñeàu thoûa.

Ñònh nghóa
Hai heä phöông trình laø töông ñöông nhau neáu chuùng coù cuøng
taäp nghieäm.
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Nghieäm cuûa heä phöông trình
tuyeán tính

Nhaän xeùt
Khi giaûi moät heä phöông trình tuyeán tính, caùc pheùp bieán ñoåi
sau ñaây cho ta caùc heä töông ñöông:

• Hoaùn ñoåi hai phöông trình cho nhau.
• Nhaân hai veá cuûa moät phöông trình cho moät soá khaùc 0.
• Coäng vaøo moät phöông trình moät boäi cuûa phöông trình
khaùc.

Ñònh lyù
Neáu hai heä phöông trình tuyeán tính coù ma traän môû roäng töông
ñöông doøng vôùi nhau thì hai heä phöông trình ñoù töông ñöông
nhau.
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Nghieäm cuûa heä phöông trình
tuyeán tính

Nhaän xeùt
Heä phöông trình tuyeán tính thuaàn nhaát

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0
...............................................
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

luoân coù moät nghieäm u = (0, 0, . . . , 0).
Nghieäm naøy ñöôïc goïi laø nghieäm taàm thöôøng.
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Nghieäm cuûa heä phöông trình
tuyeán tính

Ñònh lyù
Nghieäm cuûa heä phöông trình tuyeán tính chæ coù 3 tröôøng hôïp
sau:

• Voâ nghieäm;
• Duy nhaát moät nghieäm;
• Voâ soá nghieäm.
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Giaûi heä phöông trình tuyeán tính

• Phöông phaùp Gauss
• Phöông phaùp Gauss-Jordan
• Quy taéc Cramer
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Phöông phaùp Gauss

Böôùc 1. Laäp ma traän môû roäng Ã = (A|B).
Böôùc 2. Ñöa ma traän Ã veà daïng baäc thang R.
Böôùc 3. Tuøy theo tröôøng hôïp daïng baäc thang R maø ta keát luaän
nghieäm. Cuï theå :

• Tröôøng hôïp 1. Ma traän R coù 1 doøng laø(
0 0 . . . 0 6= 0

)
Keát luaän heä phöông trình voâ nghieäm.
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Phöông phaùp Gauss

• Tröôøng hôïp 2. Ma traän R coù daïng

c11 c12 . . . c1n α1
0 c22 . . . c2n α2

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . cnn αn
0 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0


Khi ñoù heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát. Vieäc tính
nghieäm ñöôïc thöïc hieän töø döôùi leân treân.
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Phöông phaùp Gauss

• Tröôøng hôïp 3. Khaùc 2 tröôøng hôïp treân, khi ñoù heä coù voâ soá
nghieäm, vaø

• AÅn töông öùng vôùi caùc coät khoâng chöùa phaàn töû cô sôû cuûa
doøng naøo seõ laø aån töï do (laáy giaù trò tuøy yù).

• AÅn töông öùng vôùi coät coù phaàn töû cô sôû seõ ñöôïc tính töø döôùi
leân treân vaø theo caùc aån töï do.
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Phöông phaùp Gauss

Ví duï
Giaûi heä phöông trình sau:

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 7;
x2 + 2x1 + 2x3 + 3x4 = 6;
3x1 + 2x2 + 2x4 + x3 = 7;
4x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 18.

Ma traän môû roäng Ã = (A|B) =


1 2 3 4 7
2 1 2 3 6
3 2 1 2 7
4 3 2 1 18
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Phöông phaùp Gauss

Daïng baäc thang R cuûa ma traän môû roäng Ã laø
1 2 3 4 7
0 1 4 5 6
0 0 1 1 2
0 0 0 2 −6



Suy ra nghieäm cuûa heä laø


x1 = 2;
x2 = 1;
x3 = 5;
x4 = −3.
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Khaùi nieäm chung
Nghieäm cuûa heä phöông trình tuyeán tính
Giaûi heä phöông trình tuyeán tính
Ñònh lyù Kronecker-Capelli

Phöông phaùp Gauss

Ví duï
Giaûi heä phöông trình sau

x1 + 2x2 − 3x3 + 5x4 = 1;
x1 + 3x2 − 13x3 + 22x4 = −1;
3x1 + 5x2 + x3 − 2x4 = 5;
2x1 + 3x2 + 4x3 − 7x4 = 4.

Ta coù ma traän môû roäng

Ã = (A|B) =


1 2 −3 5 1
1 3 −13 22 −1
3 5 1 −2 5
2 3 4 −7 4
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Phöông phaùp Gauss

Daïng baäc thang R cuûa ma traän môû roäng:
1 2 −3 5 1
0 1 −10 17 −2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



Heä coù nghieäm:


x3 = t ∈ R
x4 = s ∈ R
x2 = −2+ 10t− 17s
x1 = 5− 17t+ 29s
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Ñònh lyù Kronecker-Capelli

Phöông phaùp Gauss
Giaûi heä phöông trình sau

x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 = 2;
3x1 + 3x2 − 5x3 + x4 = −3;

−2x1 + x2 + 2x3 − 3x4 = 5;
3x1 + 3x3 − 10x4 = 8.

Ma traän môû roäng


1 −2 3 −4 2
3 3 −5 1 −3

−2 1 2 −3 5
3 0 3 −10 8

. Daïng baäc

thang R cuûa ma traän môû roäng:


1 −2 3 −4 2
0 −3 8 −11 9
0 0 10 −20 18
0 0 0 0 2

.
Heä phöông trình ñaõ cho voâ nghieäm.
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Giaûi heä phöông trình tuyeán tính
Ñònh lyù Kronecker-Capelli

Phöông phaùp Gauss-Jordan

Böôùc 1. Laäp ma traän môû roäng Ã = (A|B).
Böôùc 2. Ñöa ma traän Ã veà daïng baäc thang ruùt goïn RA.
Böôùc 3. Tuøy theo tröôøng hôïp daïng baäc thang ruùt goïn RA maø ta
keát luaän nghieäm. Cuï theå :

• Tröôøng hôïp 1.Ma traän RA coù moät doøng(
0 0 . . . 0 6= 0

)
. Keát luaän heä phöông trình voâ

nghieäm.
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Chöông 2: HEÄ PHÖÔNG TRÌNH TUYEÁN TÍNH
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Nghieäm cuûa heä phöông trình tuyeán tính
Giaûi heä phöông trình tuyeán tính
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Phöông phaùp Gauss-Jordan
• Tröôøng hôïp 2.Ma traän RA coù daïng

1 0 . . . 0 α1
0 1 . . . 0 α2

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 αn
0 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0


Khi ñoù heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát laø

x1 = α1, x2 = α2, ..., xn = αn
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Phöông phaùp Gauss-Jordan

• Tröôøng hôïp 3. Khaùc hai tröôøng hôïp treân, khi ñoù heä coù voâ
soá nghieäm, vaø

• AÅn töông öùng vôùi caùc coät khoâng coù phaàn töû cô sôû cuûa doøng
naøo seõ laø aån töï do (laáy giaù trò tuøy yù).

• AÅn töông öùng vôùi coät coù phaàn töû cô sôû 1 seõ ñöôïc tính theo
caùc aån töï do.

Soá aån töï do ñöôïc goïi laø baäc töï do cuûa heä phöông trình.
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Noäi dung
Chöông 2: HEÄ PHÖÔNG TRÌNH TUYEÁN TÍNH

Khaùi nieäm chung
Nghieäm cuûa heä phöông trình tuyeán tính
Giaûi heä phöông trình tuyeán tính
Ñònh lyù Kronecker-Capelli

Quy taéc Cramer
Ñònh lyù
Cho heä phöông trình tuyeán tính AX = B (∗) goàm n aån vaø n
phöông trình. Ñaët ∆ = detA;∆i = detAi, i ∈ 1,n trong ñoù Ai laø
ma traän coù ñöôïc töø A baèng caùch thay coät i baèng coät B. Khi ñoù
i. Neáu ∆ 6= 0 thì heä (∗) coù moät nghieäm duy nhaát laø:

xi =
∆i
∆

, i ∈ 1,n

ii. Neáu ∆ = 0 vaø ∆i 6= 0 vôùi moät i naøo ñoù thì heä (∗) voâ
nghieäm.

iii. Neáu ∆ = 0 vaø ∆i = 0,∀i ∈ 1,n thì heä voâ nghieäm hoaëc voâ
soá nghieäm.

Nguyeãn Anh Thi Baøi giaûng moân hoïc Toaùn cao caáp C2CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Baøi giaûng moân
hoïc Toaùn cao
caáp C2

Nguyeãn Anh
Thi

Noäi dung

Chöông 2: HEÄ
PHÖÔNG
TRÌNH
TUYEÁN TÍNH
Khaùi nieäm chung
Nghieäm cuûa heä
phöông trình tuyeán
tính
Giaûi heä phöông trình
tuyeán tính
Ñònh lyù
Kronecker-Capelli

Noäi dung
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Nghieäm cuûa heä phöông trình tuyeán tính
Giaûi heä phöông trình tuyeán tính
Ñònh lyù Kronecker-Capelli

Quy taéc Cramer

Giaûi heä phöông trình
x − y − 2z = −3;
2x − y + z = 1;
x + y + z = 4.

(1)

Ta coù ∆ = |A| =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 −2
2 −1 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = −7;

∆1 = |A1| =

∣∣∣∣∣∣
−3 −1 −2
1 −1 1
4 1 1

∣∣∣∣∣∣ = −7;
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Khaùi nieäm chung
Nghieäm cuûa heä phöông trình tuyeán tính
Giaûi heä phöông trình tuyeán tính
Ñònh lyù Kronecker-Capelli

Quy taéc Cramer

∆2 = |A2| =

∣∣∣∣∣∣
1 −3 −2
2 1 1
1 4 1

∣∣∣∣∣∣ = −14;

∆3 = |A3| =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 −3
2 −1 1
1 1 4

∣∣∣∣∣∣ = −7;

Vì ∆ 6= 0, neân heä coù nghieäm duy nhaát x = ∆1
∆ = 1;

y = ∆2
∆ = 2; z = ∆3

∆ = 1.
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Nghieäm cuûa heä phöông trình tuyeán tính
Giaûi heä phöông trình tuyeán tính
Ñònh lyù Kronecker-Capelli

Quy taéc Cramer

Giaûi heä phöông trình


x + y − 2z = 4;
2x + 3y + 3z = 3;
5x + 7y + 4z = 5.

Ta coù ∆ = |A| =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
2 3 3
5 7 4

∣∣∣∣∣∣ = 0;

∆1 = |A1| =

∣∣∣∣∣∣
4 1 −2
3 3 3
5 7 4

∣∣∣∣∣∣ = −45.

Vaäy heä voâ nghieäm.
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Quy taéc Cramer

Giaûi heä phöông trình


x + y − 2z = 4;
2x + 3y + 3z = 3;
5x + 7y + 4z = 10.

∆ = |A| =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
2 3 3
5 7 4

∣∣∣∣∣∣ = 0; ∆1 = |A1| =

∣∣∣∣∣∣
4 1 −2
3 3 3
10 7 4

∣∣∣∣∣∣ = 0;

∆2 = |A2| =

∣∣∣∣∣∣
1 4 −2
2 3 3
5 10 4

∣∣∣∣∣∣ = 0;

∆3 = |A3| =

∣∣∣∣∣∣
1 1 4
2 3 3
5 7 10

∣∣∣∣∣∣ = 0. Vì ∆ = ∆1 = ∆2 = ∆3 = 0

neân khoâng keát luaän ñöôïc nghieäm cuûa heä. Do ñoù ta phaûi duøng
Gauss hoaëc Gauss-Jordan ñeå giaûi.
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Khaùi nieäm chung
Nghieäm cuûa heä phöông trình tuyeán tính
Giaûi heä phöông trình tuyeán tính
Ñònh lyù Kronecker-Capelli

Quy taéc Cramer
Giaûi vaø bieän luaän heä phöông trình sau theo tham soá m ∈ R:

x1 + 2x2 + 2x3 = 0;
−2x1 + (m− 2)x2 + (m− 5)x3 = 2;
mx1 + x2 + (m+ 1)x3 = −2.

∆ = |A| =

∣∣∣∣∣∣
1 2 2

−2 m− 2 m− 5
m 1 m+ 1

∣∣∣∣∣∣ = (m− 1)(m− 3);

∆1 = |A1| =

∣∣∣∣∣∣
0 2 2
2 m− 2 m− 5

−2 1 m+ 1

∣∣∣∣∣∣ = −4m+ 12;

∆2 = |A2| =

∣∣∣∣∣∣
1 0 2

−2 2 m− 5
m 2 m+ 1

∣∣∣∣∣∣ = 0;
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Quy taéc Cramer

∆3 = |A3| =

∣∣∣∣∣∣
1 2 0

−2 m− 2 2
m 1 −2

∣∣∣∣∣∣ = 2m− 6;

• ∆ 6= 0⇔
{
m 6= 1
m 6= 3. Khi ñoù heä coù nghieäm duy nhaát laø

(x1, x2, x3) = ( −4m−1 , 0,
2
m−1)

• ∆ = 0⇔
[
m = 1
m = 3

• m=1, ∆1 = 8 6= 0 neân heä voâ nghieäm.
• m = 3, ∆ = ∆1 = ∆2 = ∆3 = 0. Khi ñoù heä phöông trình

laø

 1 2 2 0
−2 1 −2 2
3 1 4 −2


Nghieäm cuûa heä laø (x1, x2, x3) = (3t− 2, t, 1− 5

2 t) vôùi t töï do.
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Quy taéc Cramer
Giaûi vaø bieän luaän heä phöông trình sau theo tham soá m ∈ R:

(m− 7)x + 12y − 6z = m;
−10x + (m+ 19)y − 10z = 2m;
−12x + 24y + (m− 13)z = 0.

∆ =

∣∣∣∣∣∣
m− 7 12 −6
−10 m+ 9 −10
−12 24 m− 13

∣∣∣∣∣∣ = (m− 1)2(m+ 1)

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
m 12 −6
2m m+ 9 −10
0 24 m− 13

∣∣∣∣∣∣ = m(m− 1)(m− 17)

∆2 =

∣∣∣∣∣∣
m− 7 m −6
−10 2m −10
−12 0 m− 13

∣∣∣∣∣∣ = 2m(m− 1)(m− 14)
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∆3 =

∣∣∣∣∣∣
m− 7 12 m
−10 m+ 9 2m
−12 24 0

∣∣∣∣∣∣ = 36m(m− 1)

Bieän luaän
• Neáu ∆ 6= 0⇔ m 6= 1,−1. Khi ñoù heä coù nghieäm duy nhaát

laø


x = ∆1

∆ = m(m2−18m+17)
(m−1)(m2−1) = m(m−17)

m2−1 ;

y = ∆2
∆ = m(m2−15m+14)

(m−1)(m2−1) = m(m−14)
m2−1 ;

z = ∆3
∆ = −36m(m−1)

(m−1)(m2−1) = −36m
m2−1 .

• Neáu ∆ = 0⇔
[
m = −1
m = 1

• m = −1, ∆1 = −36 6= 0, heä voâ nghieäm.
• m = 1, ∆1 = ∆2 = ∆3 = 0. Ta coù heä −6x + 12y − 6z = 1;

−10x + 20y − 10z = 2;
−12x + 24y − 12z = 0.

Heä voâ nghieäm.
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Chöông 2: HEÄ PHÖÔNG TRÌNH TUYEÁN TÍNH
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Ñònh lyù Kronecker-Capelli

Ñònh lyù (Kronecker-Capelli)
Neáu Ã = (A|B) laø ma traän môû roäng cuûa heä goàm n aån daïng
AX = B thì r(Ã) = r(A) hoaëc r(Ã) = r(A) + 1. Hôn nöõa,

• neáu r(Ã) = r(A) + 1 thì heä voâ nghieäm;
• neáu r(Ã) = r(A) = n thì heä coù nghieäm duy nhaát;
• neáu r(Ã) = r(A) < n thì heä coù voâ soá nghieäm vôùi baäc töï do
laø n− r(A).
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Ñònh lyù Kronecker-Capelli
Giaûi vaø bieän luaän heä phöông trình tuyeán tính sau theo tham soá
m. 

3x1 + 5x2 + 3x3 − 4x4 = 1;
2x1 + 3x2 + x3 + x4 = 0;
5x1 + 9x2 + 6x3 − 15x4 = 2;
13x1 + 22x2 + 13x3 − 22x4 = 2m.

Ta coù ma traän môû roäng

Ã = (A|B) =


3 5 3 −4 1
2 3 1 1 0
5 9 6 −15 2
13 22 13 −22 2m
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Ñònh lyù Kronecker-Capelli

Daïng baäc thang R cuûa ma traän môû roäng
1 2 2 −5 1
0 −1 −3 11 −2
0 0 −1 −1 −1
0 0 0 0 2m− 4


Bieän luaän

• Vôùi 2m− 4 6= 0⇔ m 6= 2. Khi ñoù heä voâ nghieäm.
• Vôùi m = 2, heä töông ñöông vôùi heä sau :

x1 + 2x2 + 2x3 − 5x4 = 1
− x2 − 3x3 + 11x4 = −2

− x3 − x4 = −1
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Ñònh lyù Kronecker-Capelli

Choïn x4 = t ta tính ñöôïc
x3 = 1− x4 = 1− t;
x2 = 2− 3x3 + 11x4 = −1+ 14t;
x1 = 1− 2x2 − 2x3 + 5x4 = 1− 21t

Vaäy khi m = 2, heä ñaõ cho coù voâ soá nghieäm vôùi moät aån töï do

(x1, x2, x3, x4) = (1− 21t,−1+ 14t, 1− t, t)

vôùi t ∈ R tuøy yù.
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Ñònh lyù Kronecker-Capelli
Ví duï
Giaûi vaø bieän luaän heä phöông trình tuyeán tính sau theo tham soá
m. 

x1 + x2 − x3 + 2x4 = 1;
x1 + 2x2 − 3x3 + 4x4 = 2;
x1 − x2 + 4x3 − x4 = m;
4x1 + 3x2 − x3 + mx4 = m2 − 6m+ 4.

Ta coù ma traän môû roäng

Ã = (A|B) =


1 1 −1 2 1
1 2 −3 4 2
1 −1 4 −1 m
4 3 −1 m m2 − 6m+ 4
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Ñònh lyù Kronecker-Capelli

Daïng baäc thang cuûa ma traän môû roäng
1 1 −1 2 1
0 1 −2 2 1
0 0 1 1 m+ 1
0 0 0 m− 7 m2 − 7m


Bieän luaän

• Vôùi m− 7 6= 0⇔ m 6= 7, heä coù nghieäm
x4 = m ;
x3 = m+ 1− x4 = 1;
x2 = 1+ 2x3 − 2x4 = 3− 2m;
x1 = 1− x2 + x3 − 2x4 = −1.

Nguyeãn Anh Thi Baøi giaûng moân hoïc Toaùn cao caáp C2CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Baøi giaûng moân
hoïc Toaùn cao
caáp C2

Nguyeãn Anh
Thi

Noäi dung

Chöông 2: HEÄ
PHÖÔNG
TRÌNH
TUYEÁN TÍNH
Khaùi nieäm chung
Nghieäm cuûa heä
phöông trình tuyeán
tính
Giaûi heä phöông trình
tuyeán tính
Ñònh lyù
Kronecker-Capelli

Noäi dung
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Ñònh lyù Kronecker-Capelli
Vaäy khi m 6= 7 heä ñaõ cho coù duy nhaát moät nghieäm laø:
(x1, x2, x3, x4) = (−1, 3− 2m, 1,m).

• Vôùi m = 7, heä töông ñöông vôùi heä sau:
x1 + x2 − x3 + 2x4 = 1;

x2 − 2x3 + 2x4 = 1;
x3 + x4 = 8.

Choïn x4 = t ta tính ñöôïc
x3 = 8− x4 = 8− t;
x2 = 1+ 2x3 − 2x4 = 17− 4t;
x1 = 1− x2 + x3 − 2x4 = −8+ t.

Vaäy khi m = 7 heä ñaõ cho coù voâ soá nghieäm vôùi moät aån töï do

(x1, x2, x3, x4) = (−8+ t, 17− 4t, 8− t, t)
vôùi t ∈ R tuøy yù.

Nguyeãn Anh Thi Baøi giaûng moân hoïc Toaùn cao caáp C2CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

	Noäi dung
	Chöông 2: HEÄ PHÖÔNG TRÌNH TUYEÁN TÍNH
	Khaùi nieäm chung
	Nghieäm cuûa heä phöông trình tuyeán tính
	Giaûi heä phöông trình tuyeán tính
	Ñònh lyù Kronecker-Capelli


