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Chöông 3

KHOÂNG GIAN VECTOR
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Ñònh nghóa
Cho V laø moät taäp hôïp khaùc ∅. Ta noùi V laø moät khoâng gian vector
treân R neáu trong V
i) toàn taïi moät pheùp toaùn "coäng vector", töùc laø moät aùnh xaï

V× V → V
(u, v) 7→ u+ v

ii) toàn taïi moät pheùp "nhaân voâ höôùng vôùi vector", töùc laø moät aùnh
xaï

R× V → V
(α, u) 7→ αu

thoûa caùc tính chaát sau: vôùi moïi u, v,w ∈ V vaø α, β ∈ R
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Ñònh nghóa

1. u+ v = v+ u;
2. (u+ v) + w = u+ (v+ w);
3. ∃0 ∈ V, u+ 0 = 0+ u = u;
4. ∃(−u) ∈ V, (−u) + u = u+ (−u) = 0;
5. (αβ)u = α(βu);
6. (α + β)u = αu+ βu;
7. α(u+ v) = αu+ βv;
8. 1.u = u.
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Khi ñoù ta goïi :
I moãi phaàn töû u ∈ V laø moät vector.
I moãi soá α ∈ R laø moät voâ höôùng.
I vector 0 laø vector khoâng.
I vector (−u) laø vector ñoái cuûa u.
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Ví duï
Xeùt V = Rn = {u = (x1, x2, ..., xn)|xi ∈ R, i ∈ 1,n} vôùi pheùp coäng
vector vaø pheùp nhaân voâ höôùng xaùc ñònh bôûi:

u+ v = (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn),

αu = (αx1, αx2, ..., αxn)

vôùi u = (x1, x2, ..., xn), v = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn, α ∈ R. Khi ñoù Rn
laø khoâng gian vector treân R vôùi vector khoâng laø 0 = (0, 0, ..., 0) vaø
vector ñoái cuûa vector u laø −u = (−x1,−x2, ...,−xn).
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Ví duï
Taäp hôïp Mm×n vôùi pheùp coäng ma traän vaø nhaân ma traän vôùi moät
soá thöïc thoâng thöôøng laø moät khoâng gian vector treân R. Trong ñoù,

I Vector khoâng laø ma traän khoâng.
I Vector ñoái cuûa A laø ma traän −A.

Ví duï
Taäp hôïp
R[x] = {p(x) = anxn + · · ·+ a1x+ a0|n ∈ N, ai ∈ R, i ∈ 1,n} goàm
caùc ña thöùc theo x vôùi caùc heä soá trong R laø moät khoâng gian vector
treân R vôùi pheùp coäng vector laø pheùp coäng ña thöùc thoâng thöôøng
vaø pheùp nhaân voâ höôùng vôùi vector laø pheùp nhaân thoâng thöôøng
moät soá vôùi ña thöùc.
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Ví duï
Cho V = {(x1, x2, x3) ∈ R3|2x1 + 3x2 + x3 = 0}. Khi ñoù V laø moät
khoâng gian vector treân R.

Ví duï
Cho W = {(x1, x2, x3) ∈ R3|x1 + x2 − 2x3 = 1}. Khi ñoù W khoâng laø
khoâng gian vector, vì

u = (1, 2, 1) ∈ W, v = (2, 3, 2) ∈ W

nhöng u+ v = (3, 5, 3) 6= W
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Meänh ñeà
Cho V laø moät khoâng gian vector treân R. Khi ñoù vôùi moïi u ∈ V vaø
α ∈ R, ta coù
i) αu = 0⇔ (α = 0 hay u = 0);
ii) (−1)u = −u.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


2.1 Toå hôïp tuyeán tính
2.2 Ñoäc laäp vaø phuï thuoäc tuyeán tính
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2.1 Toå hôïp tuyeán tính

Ñònh nghóa
Cho u1, u2, . . . , uk ∈ V. Moät toå hôïp tuyeán tính cuûa u1, u2, . . . , uk laø
moät vector coù daïng

u = α1u1 + α2u2 + · · ·+ αkuk

vôùi αi ∈ R(i ∈ 1, k).
Khi ñoù, ñaúng thöùc treân ñöôïc goïi laø daïng bieåu dieãn cuûa u theo caùc
vector u1, u2, . . . , um.
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Tính chaát
I u laø toå hôïp tuyeán tính cuûa u1, u2, . . . , uk khi vaø chæ khi
phöông trình α1u1 + α2u2 + · · ·+ αkuk = u coù nghieäm
(α1, α2, . . . , αk) ∈ Rk

I Toång cuûa hai toå hôïp tuyeán tính, tích cuûa moät soá vôùi moät toå
hôïp tuyeán tính cuõng laø caùc toå hôïp tuyeán tính (cuûa
u1, u2, . . . , uk). Thaät vaäy,

k∑
i=1

α1ui +
k∑
i=1

β1ui =
k∑
i=1

(αi + βi)ui;

α(
k∑
i=1

αiui) =
k∑
i=1

(ααi)ui.
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I Vector 0 luoân luoân laø toå hôïp tuyeán tính cuûa u1, u2, . . . , uk vì
0 = 0u1 + 0u2 + · · ·+ 0uk

I Moïi toå hôïp tuyeán tính cuûa u1, u2, . . . , uj (j ∈ 1, k) ñeàu laø toå
hôïp tuyeán tính cuûa u1, u2, . . . , uj, uj+1, . . . , uk vì
α1u1 + · · ·+ αjuj = α1u1 + · · ·+ αjuj + 0uj+1 + · · ·+ 0uk.

I Moïi toå hôïp tuyeán tính cuûa u1, u2, . . . , uk−1, uk ñeàu laø toå hôïp
tuyeán tính cuûa u1, u2, . . . , uk−1 khi vaø chæ khi uk laø moät toå hôïp
tuyeán tính cuûa u1, u2, . . . , uk−1.
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Heä quaû
Cho u1, u2, . . . , uk laø k vector trong Rn vôùi uj = (u1j, u2j, . . . , unj),
j ∈ 1, k,

u1 = (u11, u21, . . . , un1);
u2 = (u12, u22, . . . , un2);
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
uk = (u1k, u2k, . . . , unk).

Khi ñoù vector u = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Rn laø toå hôïp tuyeán tính cuûa
u1, u2, . . . , uk khi vaø chæ khi heä pt UX = B coù nghieäm X,

U =


u11 u12 . . . u1k
u21 u22 . . . u2k
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
un1 un2 . . . unk

 ;B =


b1
b2
. . .
bn

; X =


α1
α2
. . .
αk

.
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2.2 Ñoäc laäp vaø phuï thuoäc tuyeán tính

Ñònh nghóa

1. Cho u1, u2, . . . , uk ∈ V. Xeùt phöông trình

α1u1 + α2u2 + · · ·+ αkuk = 0 (1)

Ta noùi
I u1, u2, . . . , uk ñoäc laäp tuyeán tính khi vaø chæ khi vôùi moïi

α1, α2, . . . , αk ∈ R ta coù
α1u1 + α2u2 + · · ·+ αkuk = 0⇔ α1 = α2 = · · · = αk = 0

I u1, u2, . . . , uk phuï thuoäc tuyeán tính khi vaø chæ khi toàn taïi
α1, α2, . . . , αk ∈ R khoâng ñoàng thôøi baèng 0 sao cho
α1u1 + α2u2 + · · ·+ αkuk = 0
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2. Taäp con S ⊆ V ñöôïc goïi laø ñoäc laäp tuyeán tính neáu moïi taäp con
höõu haïn {u1, u2, . . . , uk} ⊆ S (k ∈ N) tuøy yù) ñeàu ñoäc laäp tuyeán
tính. Neáu S khoâng ñoäc laäp tuyeán tính, ta noùi S phuï thuoäc tuyeán
tính.

Ví duï
Trong khoâng gian R3 cho caùc vector
u1 = (1, 2,−3); u2 = (2, 5,−1); u3 = (1, 1,−8).

I u1, u2 ñoäc laäp tuyeán tính.
I u1, u2, u3 phuï thuoäc tuyeán tính.
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Nhaän xeùt
Caùc vector u1, u2, . . . , uk phuï thuoäc tuyeán tính khi vaø chæ khi toàn
taïi vector ui, sao cho ui ñöôïc bieåu dieãn döôùi daïng toå hôïp tuyeán
tính cuûa caùc vector coøn laïi.

Meänh ñeà
Cho V laø moät khoâng gian vector treân R vaø S = {u1, u2, . . . , um} laø
taäp hôïp caùc vector thuoäc V. Khi ñoù

I Neáu S phuï thuoäc tuyeán tính thì moïi taäp chöùa S ñeàu phuï
thuoäc tuyeán tính

I Neáu S ñoäc laäp tuyeán tính thì moïi taäp con cuûa S ñeàu ñoäc laäp
tuyeán tính.
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Heä quaû
Cho u1, u2, . . . , uk laø k vector trong Rn. Goïi A laø ma traän coù ñöôïc
baèng caùch xeáp u1, u2, . . . , uk thaønh caùc doøng. Khi ñoù u1, u2, . . . , uk
ñoäc laäp tuyeán tính khi vaø chæ khi A coù haïng laø r(A) = k.
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Thuaät toaùn kieåm tra tính ñoäc laäp tuyeán tính cuûa caùc
vector trong Rn

Böôùc 1: Laäp ma traän A baèng caùch xeáp u1, u2, . . . , um thaønh caùc
doøng.
Böôùc 2: Xaùc ñònh haïng r(A) cuûa A.

I Neáu r(A) = m thì u1, u2, . . . , um ñoäc laäp tuyeán tính.
I Neáu r(A) < m thì u1, u2, . . . , um phuï thuoäc tuyeán tính.

Tröôøng hôïp m = n, ta coù A laø ma traän vuoâng. Khi ñoù coù theå thay
böôùc 2, thaønh böôùc 2‘ sau ñaây:
Böôùc 2`: Tính ñònh thöùc detA.

I Neáu detA 6= 0 thì u1, u2, . . . , um ñoäc laäp tuyeán tính.
I Neáu detA = 0 thì u1, u2, . . . , um phuï thuoäc tuyeán tính.
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Ví duï
Trong khoâng gian R5 cho caùc vector u1 = (1, 2,−3, 5, 1);
u2 = (1, 3,−13, 22,−1); u3 = (3, 5, 1,−2, 5); u4 = (2, 3, 4,−7, 4).
Haõy xeùt xem u1, u2, u3, u4 ñoäc laäp tuyeán tính hay phuï thuoäc tuyeán
tính.

Ví duï
Trong khoâng gian R3 cho caùc vector u1 = (2m+ 1,−m,m+ 1);
u2 = (m− 2,m− 1,m− 2); u3 = (2m− 1,m− 1, 2m− 1). Tìm
ñieàu kieän ñeå u1, u2, u3 ñoäc laäp tuyeán tính.
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3. Cô sôû vaø soá chieàu cuûa khoâng gian vector

3.1 Taäp sinh
3.2 Cô sôû vaø soá chieàu
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3.1 Taäp sinh

Ñònh nghóa
Cho V laø khoâng gian vector vaø S ⊂ V. S ñöôïc goïi laø taäp sinh cuûa V
neáu moïi vector u cuûa V ñeàu laø toå hôïp tuyeán tính cuûa S. Khi ñoù, ta
noùi S sinh ra V hoaëc V ñöôïc sinh ra bôûi S, kyù hieäu V = 〈S〉

Ví duï
Trong khoâng gian R3, cho
S = {u1 = (1, 1, 1), u2 = (1, 2, 1), u3 = (2, 3, 1)} Hoûi S coù laø taäp
sinh cuûa R3 hay khoâng?
Vôùi u = (x, y, z) ∈ R3, ta coù 1 1 2 x
1 2 3 y
1 1 1 z

 →

 1 1 2 x
0 1 1 −x+ y
0 0 −1 −x+ z

. Heä coù nghieäm,
suy ra u laø toå hôïp tuyeán tính cuûa u1, u2, u3
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Ví duï
Trong khoâng gian R3, cho

S = {u1 = (1, 1,−1); u2 = (2, 3, 1); u3 = (3, 4, 0)}.

Hoûi S coù laø taäp sinh cuûa R3 hay khoâng?
Vôùi u = (x, y, z) ∈ R3, ta coù 1 2 3 x

1 3 4 y
−1 1 0 z

 →

 1 2 3 x
0 1 1 −x+ y
0 0 0 4x− 3y+ z

 Vôùi
u0 = (1, 1, 1) thì heä treân voâ nghieäm. Vaäy u0 khoâng laø toå hôïp tuyeán
tính cuûa u1, u2, u3. Suy ra S khoâng laø taäp sinh cuûa R3.
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3.2 Cô sôû vaø soá chieàu

Ñònh nghóa
Cho V laø khoâng gian vector vaø B laø con cuûa V. B ñöôïc goïi laø moät
cô sôû cuûa V neáu B laø moät taäp sinh vaø B ñoäc laäp tuyeán tính.

Ví duï
Trong khoâng gian R3, cho

B = {u1 = (1, 1, 1); u2 = (1, 2, 1); u3 = (2, 3, 1)}.

Kieåm tra B laø côû sôû cuûa R3.
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Ví duï
Trong khoâng gian R3, cho

B = {u1 = (1, 1,−2); u2 = (2, 3, 3); u3 = (5, 7, 4)}.

Kieåm tra B laø côû sôû cuûa R3.

Ví duï
Trong khoâng gian R4, cho B = {u1 = (1, 1, 1, 1), u2 =
(2, 3,−1, 0), u3 = (−1,−1, 1, 1), u4 = (1, 2, 1,−1)}. Kieåm tra B laø
cô sôû cuûa R4.
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Boå ñeà
Giaû söû V sinh bôûi m vector V = 〈u1, u2, . . . , um〉. Khi ñoù moïi taäp
hôïp con ñoäc laäp tuyeán tính cuûa V coù khoâng quaù m phaàn töû.

Heä quaû
Neáu V coù moät cô sôû B höõu haïn goàm m vector B = {u1, u2, . . . , um}
thì moïi cô sôû khaùc cuûa V cuõng höõu haïn vaø coù ñuùng m vector. Khi
ñoù ta noùi khoâng gian vector V höõu haïn chieàu treân R; m ñöôïc goïi
laø soá chieàu (dimension) cuûa V treân R vaø kyù hieäu dimR V, hay
dimV. Trong tröôøng hôïp ngöôïc laïi, ta noùi khoâng gian vector V voâ
haïn chieàu treân R, kyù hieäu dimR V = ∞, hay dimV = ∞.
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Ví duï
Trong khoâng gian Rn, xeùt B0 = {e1, e2, . . . , en}, trong ñoù

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0),
e2 = (0, 1, 0, . . . , 0),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
en = (0, 0, 0, . . . , 1).

Vôùi u = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn. Ta coù

u = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen

Do ñoù B0 laø taäp sinh cuûa Rn. Maët khaùc B0 ñoäc laäp tuyeán tính neân
B0 laø cô sôû cuûa Rn. B0 ñöôïc goïi laø cô sôû chính taéc cuûa Rn. Nhö
vaäy

dimRn = n
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Ví duï
Khoâng gian vector Mm×n(R) coù cô sôû

B0 = {Eij|, i ∈ 1,m, j ∈ 1,n}

trong ñoù Eij laø ma traän loaïi m× n chæ coù moät heä soá khaùc 0 duy
nhaát laø heä soá 1 ôû doøng i coät j. Ta goïi B0 = {Eij|, i ∈ 1,m, j ∈ 1,n}
laø cô sôû chính taéc cuûa Mm×n(R).

Ví duï
Khoâng gian Rn[x] goàm caùc ña thöùc theo x baäc khoâng quaù n vôùi heä
soá trong R, laø khoâng gian vector höõu haïn chieàu treân R coù
dimRn[x] = n+ 1 vôùi cô sôû B0 = {1, x, . . . , xn}. Ta goïi
B0 = {1, x, . . . , xn} laø cô sôû chính taéc cuûa Rn[x].

Ví duï
Khoâng gian R[x] goàm taát caû caùc ña thöùc theo x vôùi heä soá trong R,
laø khoâng gian vector voâ haïn chieàu treân R vôùi cô sôû
B′0 = {1, x, x2, . . . } laø cô sôû chính taéc cuûa R[x].
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Heä quaû
Cho V laø moät khoâng gian vector höõu haïn chieàu vôùi dimV = n. Ta
coù
i) Moïi taäp con cuûa V coù nhieàu hôn n vector ñeàu phuï thuoäc tuyeán
tính.

ii) Moïi taäp con cuûa V coù ít hôn n vector khoâng laø taäp sinh cuûa V.

Boå ñeà
Cho S laø moät taäp con ñoäc laäp tuyeán tính cuûa V vaø u ∈ V laø moät
vector sao cho u /∈ 〈S〉. Khi ñoù taäp hôïp S1 = S ∪ {u} ñoäc laäp
tuyeán tính.

Ñònh lyù
Cho V laø moät khoâng gian vector höõu haïn chieàu vôùi dimV = n. Khi
ñoù
i) Moïi taäp con ñoäc laäp tuyeán tính goàm n vector cuûa V ñeàu laø cô
sôû cuûa V.

ii) Moïi taäp sinh goàm n vector ñeàu laø cô sôû cuûa V
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Ví duï
Kieåm tra taäp hôïp naøo sau ñaây laø cô sôû cuûa khoâng gian vector R3 ?

a) B1 = {u1 = (2, 3, 4), u2 = (4, 5, 6)}
b) B2 = {u1 = (1, 2, 3), u2 = (2, 3, 4), u3 = (3, 4, 5), u4 = (4, 5, 6)}
c) B3 = {u1 = (1,−2, 1), u2 = (1, 3, 2), u3 = (−2, 1,−2)}
d) B4 = {u1 = (2,−1, 0), u2 = (1, 2, 3), u3 = (5, 0, 3)}
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Ví duï
Trong khoâng gian R3, cho
S = {u1 = (1,m− 2,−2), u2 = (m− 1, 3, 3), u3 = (m,m+ 2, 2)}.
Tìm ñieàu kieän cuûa m ñeå S laø cô sôû cuûa R3

Do soá phaàn töû cuûa S baèng 3 neân S laø cô sôû cuûa R3 khi S ñoäc laäp
tuyeán tính.

Laäp A =

 u1
u2
u3

 =

 1 m− 2 −2
m− 1 3 3
m m+ 2 2

. Ta coù
detA = m−m2. Suy ra S ñoäc laäp tuyeán tính khi detA 6= 0. Vaäy S
laø cô sôû cuûa R3 khi m 6= 0 vaø m 6= 1.
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4. Khoâng gian vector con

4.1 Ñònh nghóa
4.2 Khoâng gian sinh bôûi taäp hôïp
4.3 Khoâng gian doøng cuûa ma traän
4.4 Khoâng gian toång
4.5 Khoâng gian nghieäm

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


4.1 Ñònh nghóa

Ñònh nghóa
Cho W laø moät taäp con khaùc ∅ cuûa V. Ta noùi W laø moät khoâng gian
vector con (goïi taét laø khoâng gian con ) cuûa V, kyù hieäu W ≤ V, neáu
W vôùi pheùp coäng vector vaø pheùp nhaân voâ höôùng vôùi vector ñöôïc
haïn cheá töø V, cuõng laø moät khoâng gian vector treân R.

Ví duï

1) W = {0} vaø V laø caùc khoâng gian vector con cuûa V. Ta goïi ñaây
laø caùc khoâng gian con taàm thöôøng cuûa V.

2) Trong khoâng gian R3, ñöôøng thaúng (D) ñi qua goác toïa ñoä 0 laø
moät khoâng gian con cuûa R3.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Ñònh lyù
Cho W laø moät taäp con cuûa V. Khi ñoù caùc meänh ñeà sau töông
ñöông:

1. W ≤ V.
2. W 6= ∅ vaø vôùi moïi u, v ∈ W; α ∈ R, ta coù u+ v ∈ W vaø

αu ∈ W.
3. W 6= ∅ vaø vôùi moïi u, v ∈ W;α ∈ R, ta coù αu+ v ∈ W.

Hôn nöõa, coù theå thay ñieàu kieän W 6= ∅ ôû treân baèng ñieàu kieän
0 ∈ W.
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Ví duï
Cho W = {(x1, x2, x3) ∈ R3|2x1 + x2 − x3 = 0}. Hoûi W coù laø khoâng
gian con cuûa R3 hay khoâng?
Ta coù W ⊂ R3 , vaø 0 ∈ W. Vôùi u = (u1, u2, u3) vaø v = (v1, v2, v3),
ta chöùng minh αu+ v ∈ W.
Ta coù
αu+v = α(u1, u2, u3)+(v1+v2+v3) = (αu1+v1, αu2+v2, αu3+v3).

2(αu1+v1)+αu2+v2−αu3−v3 = α(2u1+u2−u3)+(2v1+v2−v3) = 0
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Ñònh lyù
Giao cuûa moät hoï tuøy yù caùc khoâng gian con cuûa V cuõng laø moät
khoâng gian con cuûa V.
Cho {Wi}i∈I laø moät hoï nhöõng khoâng gian con cuûa V. Ñaët

W = ∩i∈IWi = {u ∈ Wi,∀i ∈ I}

Ta chöùng minh W laø moät khoâng gian con cuûa V. Tröôùc heát ta coù
W 6= ∅, vì 0 ∈ W. Choïn u, v ∈ W, vaø α ∈ R, ta chöùng minh
αu+ v ∈ W. Vì u, v ∈ W, neân u, v ∈ Wi vôùi moïi i ∈ I. Do ñoù
αu+ v ∈ Wi vôùi moïi i ∈ I. Hay αu+ v ∈ W.

Chuù yù
Hôïp cuûa hai khoâng gian con cuûa V khoâng nhaát thieát laø moät khoâng
gian cuûa cuûa V
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4.2 Khoâng gian con sinh bôûi moät taäp hôïp

Ñònh nghóa (Khoâng gian con sinh bôûi moät taäp hôïp)
Cho S laø moät taäp con cuûa V (S khoâng nhaát thieát laø khoâng gian con
cuûa V). Goïi {Wi}i∈I laø hoï taát caû nhöõng khoâng gian con cuûa V coù
chöùa S (hoï naøy khaùc roãng vì coù chöùa V). Ñaët

W = ∩i∈IWi

Khi ñoù W laø moät khoâng gian con cuûa V vaø W phaûi laø khoâng gian
con nhoû nhaát cuûa V coù chöùa S. Ta goïi

1) W laø khoâng gian con sinh bôûi S vaø ñöôïc kyù hieäu laø 〈S〉.
2) S laø taäp sinh cuûa 〈S〉.
3) Neáu S höõu haïn, S = {u1, u2, . . . , un} thì 〈S〉 ñöôïc goïi laø khoâng
gian con höõu haïn sinh bôûi u1, u2, . . . , un vaø ñöôïc kyù hieäu laø
〈u1, u2, . . . , un〉
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Ñònh lyù
Cho ∅ 6= S ⊆ V. Khi ñoù khoâng gian con cuûa V sinh bôûi S laø taäp
hôïp taát caû nhöõng toå hôïp tuyeán tính cuûa moät soá höõu haïn nhöng tuøy
yù caùc vector trong S, nghóa laø

〈S〉 = {u = α1u1 + · · ·+ αnun|n ∈ N, ui ∈ S, αi ∈ R, i ∈ 1,n}

Heä quaû

i) Neáu S = ∅ thì 〈S〉 = {0}.
ii) Neáu S = {u1, u2, . . . , un} thì

〈S〉 = {α1u1 + α2u2 + · · ·+ αnun|αi ∈ R, i ∈ 1,n}

iii) Neáu S ≤ V thì 〈S〉 = S
iv) Cho S ⊆ V vaø W ≤ V. Khi ñoù S ⊆ W⇔ 〈S〉 ≤ W
v) Neáu S1 ⊆ S2 ⊆ V thì 〈S1〉 ≤ 〈S2〉
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Ñònh lyù
Cho ∅ 6= S ⊆ V. Khi ñoù khoâng gian con cuûa V sinh bôûi S laø taäp
hôïp taát caû nhöõng toå hôïp tuyeán tính cuûa moät soá höõu haïn nhöng tuøy
yù caùc vector trong S, nghóa laø

〈S〉 = {u = α1u1 + · · ·+ αnun|n ∈ N, ui ∈ S, αi ∈ R, i ∈ 1,n}

Heä quaû

i) Neáu S = ∅ thì 〈S〉 = {0}.
ii) Neáu S = {u1, u2, . . . , un} thì

〈S〉 = {α1u1 + α2u2 + · · ·+ αnun|αi ∈ R, i ∈ 1,n}

iii) Neáu S ≤ V thì 〈S〉 = S
iv) Cho S ⊆ V vaø W ≤ V. Khi ñoù S ⊆ W⇔ 〈S〉 ≤ W
v) Neáu S1 ⊆ S2 ⊆ V thì 〈S1〉 ≤ 〈S2〉
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Nhaän xeùt
Vì khoâng gian sinh bôûi S laø khoâng gian nhoû nhaát chöùa S neân ta
quy öôùc 〈∅〉 = {0}

Ví duï
Trong khoâng gian Mm×n(R) caùc ma traän m× n vôùi caùc heä soá
trong R, taäp hôïp

B0 = {Eij|i ∈ 1,m, j ∈ 1,n}

laø moät taäp sinh cuûa Mm×n(R) vì

〈B0〉 = {
∑
i,j
aijEij|aij ∈ R}

= {(aij)m×n|aij ∈ R} = Mm×n(R)
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Ví duï
Trong khoâng gian Rn, taäp hôïp B0 = {e1, e2, . . . , en} laø moät taäp
sinh cuûa Rn vì

〈B0〉 = {α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen|αi ∈ R}

= {α1(1, 0, . . . , 0) + · · ·+ αn(0, 0, . . . , 1)|αi ∈ R}

= {(α1, α2, . . . , αn)|αi ∈ R} = Rn
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Ví duï
Trong khoâng gian R3, ta xeùt

S = {u1 = (1, 2, 1), u2 = (−1, 2, 0)}

Khi ñoù

〈S〉 = {tu1 + su2|t, s ∈ R} = {(t− s, 2t+ 2s, t)|t, s ∈ R}

Ví duï
Trong khoâng gian R3, cho

W = {(x+ 2y, x− y, y)|x, y ∈ R}

a) Chöùng minh W laø khoâng gian con cuûa R3.
b) Tìm moät taäp sinh cuûa W.
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a) Ta thaáy 0 ∈ W. Cho u = (x1 + 2y1, x1 − y1, y1) vaø
v = (x2 + 2y2, x2 − y2, y2) laø 2 vector trong W. Ta chöùng minh
raèng vôùi moïi α ∈ R, ta coù αu+ v ∈ W.

αu+ v = (αx1+ 2αy1+ x2+ 2y2, αx1−αy1+ x2− y2, αy1+ y2)

=
((αx1+ x2)+2(αy1+y2), (αx1+ x2)− (αy1+y2), αy1+y2) ∈ W
vì αx1 + x2, αy1 + y2 ∈ R. Vaäy W ≤ R3.

b)

W = {(x+2y, x−y, y)|x, y ∈ R} = {x(1, 1, 0)+y(2,−1, 1)|x, y ∈ R}

Vì moïi vector trong W laø toå hôïp tuyeán tính cuûa u1 = (1, 1, 0) vaø
u2 = (2,−1, 1), neân S = {u1, u2} laø taäp sinh cuûa W.
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Ñònh lyù
Cho V laø khoâng gian vector vaø S1,S2 laø taäp con cuûa V. Khi ñoù,
neáu moïi vector cuûa S1 ñeàu laø toå hôïp tuyeán tính cuûa caùc vector
trong S2 vaø ngöôïc laïi thì 〈S1〉 = 〈S2〉

Ví duï
Trong khoâng gian R3 cho

S1 = {u1 = (1,−1, 4), u2 = (2, 1, 3)},

S2 = {u3 = (−1,−2, 1), u4 = (5, 1, 10)}

Chöùng minh 〈S1〉 = 〈S2〉.
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Ñònh lyù (veà cô sôû khoâng toaøn veïn)
Cho V laø moät khoâng gian vector höõu haïn chieàu vaø S laø moät taäp con
ñoäc laäp tuyeán tính cuûa V. Khi ñoù, neáu S khoâng phaûi moät cô sôû cuûa
V thì coù theå theâm vaøo S moät soá vector ñeå ñöôïc moät cô sôû cuûa V.

Ñònh lyù
Cho V laø moät khoâng gian vector höõu haïn chieàu sinh bôûi S. Khi ñoù
toàn taïi moät côû sôû B cuûa V sao cho B ⊆ S. Noùi caùch khaùc, neáu S
khoâng phaûi laø moät cô sôû cuûa V thì ta coù theå loaïi boû ra khoûi S moät
soá vector ñeå ñöôïc moät cô sôû cuûa V.
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4.3 Khoâng gian doøng cuûa ma traän

Ñònh nghóa
Cho ma traän A = (aij)m×n loaïi m× n vôùi heä soá trong R

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


Ñaët

u1 = (a11, a12, . . . , a1n);
u2 = (a21, a22, . . . , a2n);
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
um = (am1, am2, . . . , amn)

vaø WA = 〈u1, u2, . . . , um〉 . Ta goïi u1, u2, . . . , um laø caùc vector doøng
cuûa A, vaø WA laø khoâng gian doøng cuûa A.
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Ñònh lyù
Neáu A vaø B laø hai ma traän töông ñöông doøng, thì WA = WB, nghóa
laø hai ma traän töông ñöông doøng coù cuøng khoâng gian doøng.
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Caùch tìm soá chieàu vaø cô sôû cuûa khoâng gian doøng

Vì caùc vector doøng khaùc 0 cuûa moät ma traän daïng baäc thang luoân
luoân ñoäc laäp tuyeán tính neân chuùng taïo thaønh moät cô sôû cuûa khoâng
gian doøng. Töø ñaây ta suy ra caùch tìm soá chieáu vaø moät cô sôû cuûa
khoâng gian doøng cuûa ma traän A nhö sau:

I Duøng caùc pheùp BÑSCTD ñöa A veà daïng baäc thang R.
I Soá chieàu cuûa khoâng gian doøng WA baèng soá doøng khaùc 0 cuûa R
(do ñoù baèng r(A)) vaø caùc vector doøng khaùc 0 cuûa R taïo thaønh
moät cô sôû cuûa WA.

Ví duï
Tìm soá chieàu vaø moät cô sôû cuûa khoâng gian doøng cuûa ma traän

A =


1 2 −1 1
2 5 1 4
5 11 −2 8
9 20 −3 14


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Thuaät toaùn tìm soá chieàu vaø cô sôû cuûa moät khoâng gian con
cuûa Rn khi bieát moät taäp sinh

Giaû söû W = 〈u1, u2, . . . , um〉 ≤ Rn, (u1, u2, . . . , um khoâng nhaát thieát
ñoäc laäp tuyeán tính). Ñeå tìm soá chieàu vaø moät cô sôû cuûa W ta tieán
haønh nhö sau:
Böôùc 1: Laäp ma traän A baèng caùch xeáp u1, u2, . . . , um thaønh caùc
doøng.
Böôùc 2: Duøng caùc pheùp BÑSCTD ñöa A veà daïng baäc thang R.
Böôùc 3: Soá chieàu cuûa W baèng soá doøng khaùc 0 cuûa R (do ñoù baèng
r(A)) vaø caùc vector doøng khaùc 0 cuûa R taïo thaønh moät cô sôû cuûa W.

Ví duï
Tìm moät cô sôû cho khoâng gian con cuûa R4 sinh bôûi caùc vector
u1, u2, u3, u4, trong ñoù u1 = (1, 2, 1, 1); u2 = (1, 2, 1, 2); u3 =
(4, 8, 6, 8); u4 = (8, 16, 12, 20).
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4.4 Khoâng gian toång

Ñònh lyù
Cho W1,W2, . . . ,Wn laø caùc khoâng gian con cuûa V. Ñaët

W = {u1 + u2 + · · ·+ un|ui ∈ Wi, i ∈ 1,n}

Khi ñoù W laø khoâng gian con cuûa V sinh bôûi ∪ni=1Wi. Ta goïi W laø
khoâng gian toång cuûa W1,W2, . . . ,Wn, kyù hieäu laø
W1 +W2 + · · ·+Wn hay

∑n
i=1Wi.

Heä quaû
Vôùi W,W1,W2, . . . ,Wn laø caùc khoâng gian con cuûa V, hai meänh ñeà
sau töông ñöông:
i) W1 +W2 + · · ·+Wn ≤ W
ii) Wi ≤ W vôùi moïi i ∈ 1,n
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Heä quaû
Cho W1,W2, . . . ,Wn laø caùc khoâng gian con cuûa V vôùi Wi = 〈Si〉.
Khi ñoù

n∑
i=1
Wi = 〈∪ni=1Si〉

Ñaëc bieät, neáu caùc khoâng gian con Wi, ñeàu höõu haïn chieàu thì
khoâng gian toång W =

∑n
i=1Wi cuõng höõu haïn chieàu vaø

dimW ≤
n∑
i=1
dimWi

Ví duï
Trong khoâng gian R4 cho caùc vector u1 = (1, 2, 1, 1); v1 =
(1, 3, 3, 3); u2 = (3, 6, 5, 7); v2 = (2, 5, 5, 6); u3 = (4, 8, 6, 8); v3 =
(3, 8, 8, 9); u4 = (8, 16, 12, 16); v4 = (6, 16, 16, 18). Daët
W1 = 〈u1, u2, u3, u4〉 vaø W2 = 〈v1, v2, v3, v4〉. Tìm moät cô sôû vaø xaùc
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W1 laø khoâng gian doøng cuûa ma traän

A1 =


1 2 1 1
3 6 5 7
4 8 6 8
8 16 12 16

 →


1 2 1 1
0 0 1 2
0 0 0 0
0 0 0 0


Do ñoù W1 coù soá chieàu laø 2 vaø moät cô sôû laø {(1, 2, 1, 1); (0, 0, 1, 2)}.
W2 laø khoâng gian doøng cuûa ma traän

A2 =


1 3 3 3
2 5 5 6
3 8 8 9
6 16 16 18

 →


1 3 3 3
0 1 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Do ñoù W2 coù soá chieàu laø 2 vaø moät cô sôû laø {(1, 3, 3, 3); (0, 1, 1, 0)}
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Khoâng gian W1 +W2 sinh bôûi caùc vector

(1, 2, 1, 1); (0, 0, 1, 2); (1, 3, 3, 3); (0, 1, 1, 0)

W1 +W2 laø khoâng gian doøng cuûa ma traän

A =


1 2 1 1
0 1 1 0
0 0 1 2
0 0 0 0


Suy ra W1 +W2 coù soá chieàu laø 3 vaø moät cô sôû laø

{(1, 2, 1, 1); (0, 1, 1, 0); (0, 0, 1, 2)}
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4.5 Khoâng gian nghieäm

Ví duï
Cho W laø taäp taát caû caùc nghieäm thöïc (x1, x2, x3, x4) cuûa heä phöông
trình tuyeán tính thuaàn nhaát:

x1 + 2x2 − 3x3 + 5x4 = 0;
x1 + 3x2 − 13x3 + 22x4 = 0;
3x1 + 5x2 + x3 − 2x4 = 0;
2x1 + 3x2 + 4x3 − 7x4 = 0.

(1)

Ma traän heä soá A =


1 2 −3 5
1 3 −13 22
3 5 1 −2
2 3 4 −7

 ∼


1 2 −3 5
0 1 −10 17
0 0 0 0
0 0 0 0


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Heä ñaõ cho töông ñöông vôùi heä{
x1 + 2x2 − 3x3 + 5x4 = 0;

x2 − 10x3 + 17x4 = 0.

Choïn x3 = α, x4 = β, ta tính ñöôïc{
x1 = −17α + 29β;
x2 = 10α− 17β.

Heä (1) coù voâ soá nghieäm vôùi hai aån töï do

(x1, x2, x3, x4) = (−17α + 29β, 10α− 17β, α, β)

vôùi α, β ∈ R tuøy yù.
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Ñaët W = {(−17α + 29β, 10α− 17β, α, β)|α, β ∈ R}
= {(−17α, 10α, α, 0) + (29β,−17β, 0, β)|α, β ∈ R}
= {α(−17, 10, 1, 0) + β(29,−17, 0, 1)|α, β ∈ R}
= 〈(−17, 10, 1, 0); (29,−17, 0, 1)〉.

Ñaët u1 = (−17, 10, 1, 0); u2 = (29,−17, 0, 1). Ta goïi u1, u2 laø
nghieäm cô baûn cuûa heä (1). Ta coù W = 〈u1, u2〉. u1, u2 ñoäc laäp
tuyeán tính. Suy ra {u1, u2} laø moät cô sôû cuûa W vaø dimW = 2.
Ta goïi W laø khoâng gian nghieäm cuûa heä phöông trình tuyeán tính
thuaàn nhaát (1).
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Ñònh lyù
Cho ma traän A = (aij)m×n loaïi m× n vôùi heä soá trong R.

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


vaø SA laø taäp taát caû caùc nghieäm (x1, x2, . . . , xn) cuûa heä phöông trình
tuyeán tính thuaàn nhaát AX = 0, nghóa laø taäp taát caû caùc nghieäm cuûa
heä 

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = 0;
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = 0;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = 0.

Khi ñoù SA laø moät khoâng gian con cuûa R. Ta goïi SA laø khoâng gian
nghieäm cuûa heä phöông trình tuyeán tính thuaàn nhaát AX = 0.
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Ñeå tìm soá chieàu vaø moät cô sôû cuûa khoâng gian nghieäm SA cuûa heä
phöông trình tuyeán tính thuaàn nhaát AX = 0, ta tieán haønh caùc böôùc
sau:
Böôùc 1: Giaûi heä AX = 0 tìm nghieäm toång quaùt.
Böôùc 2: Tìm moät nghieäm cô baûn cuûa heä AX = 0 nhö sau: Giaû söû
nghieäm cô baûn cuûa heä AX = 0 coù s aån töï do xk1 , xk2 , . . . , xks . Vôùi
moãi i ∈ 1, s, choïn xki = 1; xkj = 0;∀j 6= i, ta ñöôïc nghieäm uki . Khi
ñoù {uk1 , uk2 , . . . , uks} laø moät nghieäm cô baûn.
Böôùc 3: Khoâng gian nghieäm SA coù dimSA = s vaø nhaän heä nghieäm
cô baûn {uk1 , uk2 , . . . , uks} laøm moät cô sôû.
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5. Toïa ñoä vaø ma traän chuyeån cô sôû

5.1 Toïa ñoä
5.2 Ma traän chuyeån cô sôû.
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5.1 Toïa ñoä

Ñònh lyù
Cho B = {u1, u2, . . . , un} laø moät cô sôû cuûa khoâng gian vector V
treân R. Khi ñoù vôùi moïi u ∈ V phöông trình
α1u1 + α2u2 + · · ·+ αnun = u luoân luoân coù duy nhaát moät nghieäm.

Goïi (α01, α02, . . . , α0n) laø nghieäm cuûa (1). Ta ñaët [u]B =


α01
α01
...

α0n

 vaø
goïi laø toïa ñoä cuûa u trong cô sôû B. Nhö vaäy,

[u]B =


α01
α01
...

α0n

 ⇔ u = α01u1 + α02u2 + · · ·+ α0nun
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Heä quaû
Giaû söû B = {u1, u2, . . . , uk} laø moät cô sôû cuûa W ≤ Rn trong ñoù

u1 = (u11, u21, . . . , un1);
u2 = (u12, u22, . . . , un2);
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
uk = (u1k, u2k, . . . , unk).

Khi ñoù vôùi moïi u = (b1, b2, . . . , bn) ∈ W, ta coù

[u]B = X⇔ UX =


b1
b2
...
bn

 , trong ñoù

U =


u11 u12 . . . u1k
u21 u22 . . . u2k
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
un1 un2 . . . unk

 laø ma traän coù ñöôïc baèng caùch döïng
u1, u2, . . . , uk thaønh caùc coät.
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Nhaän xeùt
I Ñoái vôùi cô sôû chính taéc B0 = {e1, e2, . . . , en} cuûa khoâng gian

Rn, vôùi moïi u = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Rn, ta coù

[u]B0 =


b1
b2
...
bn


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I Ñoái vôùi cô sôû chính taéc B0 = {E11, . . . ,E1n, . . . ,Em1, . . . ,Emn}
cuûa khoâng gian Mm×n(R) caùc ma traän loaïi m× n heä soá trong
R vaø A = (aij)m×n ta coù

[A]B0 =



a11
...
a1n
...
am1
...
amn


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I Ñoái vôùi cô sôû chính taéc B0 = {1, x, . . . , xn} cuûa khoâng gian
Rn[x] caùc ña thöùc theo x baäc khoâng quaù n, vôùi moïi
p(x) = anxn + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Rn[x],

[p(x)]B0 =


a0
a1
...
an


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Ví duï
Trong khoâng gian R3, cho caùc vector u1 = (1, 2, 1); u2 = (1, 3, 1);
u3 = (2, 5, 3)
a) Chöùng minh B = (u1, u2, u3) laø moät cô sôû cuûa R3.
b) Tìm toïa ñoä cuûa vector u = (a, b, c) ∈ R3 trong cô sôû B.
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5.2 Ma traän chuyeån cô sôû.

Ñònh lyù
Cho V laø moät khoâng gian vector coù dimV = n vaø hai cô sôû
B1 = (u1, u2, . . . , un); B2 = (v1, v2, . . . , vn). Vôùi moãi j ∈ 1,n, ñaët

[vj]B1 =


p1j
p2j
...

pnj

 , j ∈ 1,n vaø P laø ma traän vuoâng caáp n coù caùc

coät laàn löôït laø [v1]B1 , [v2]B1 , . . . , [vn]B1 , nghóa laø

P =


p11 p12 . . . p1n
p21 p22 . . . p2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
pn1 pn2 . . . pnn

. Khi ñoù P khaû nghòch vaø laø ma traän
duy nhaát thoûa ∀u ∈ V, [u]B1 = P[u]B2 . P ñöôïc goïi laø ma traän
chuyeån cô sôû töø B1 sang B2, kyù hieäu laø (B1 → B2). Nhö vaäy,
∀u ∈ V, [u]B1 = (B1 → B2)[u]B2 .
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Meänh ñeà
Cho V laø moät khoâng gian vector höõu haïn chieàu vaø B1,B2,B3 laø ba
côû sôû cuûa V. Khi ñoù
i) (B2 → B1) = (B1 → B2)−1;
ii) (B1 → B3) = (B1 → B2)(B2 → B3).
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Heä quaû
Cho B1 = (u1, u2, . . . , un); B2 = (v1, v2, . . . , vn) laø hai cô sôû cuûa
khoâng gian Rn. Goïi B0 = (e1, e2, . . . , en) laø cô sôû chính taéc cuûa
Rn. Ta coù

i) (B0 → B1) laø ma traän coù ñöôïc baèng caùch döïng caùc vector
u1, u2, . . . , un thaønh caùc coät.

ii) (B1 → B0) = (B0 → B1)−1.
iii) (B1 → B2) = (B0 → B1)−1(B0 → B2).
iv) Neáu qua moät soá pheùp BÑSCTD ma traän (B0 → B1) bieán
thaønh ma traän ñôn vò In thì cuõng chính qua nhöõng pheùp bieán
ñoåi ñoù ma traän (B0 → B2) seõ bieán thaønh ma traän (B1 → B2),
nghóa laø

((B0 → B1)|(B0 → B2))
BÑSCTD−−−−−→ (In|(B1 → B2))
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Ví duï
Trong khoâng gian R3, cho caùc vector u1 = (1, 2, 1); u2 = (1, 3, 1);
u3 = (2, 5, 3).
a) Chöùng minh B = (u1, u2, u3) laø moät cô sôû cuûa R3.
b) Tìm ma traän chuyeån cô sôû töø B sang cô sôû chính taéc B0 cuûa R3.
c) Tìm toïa ñoä cuûa vector u = (1, 2,−3) theo cô sôû B.
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