
Baøi giaûng moân hoïc Toaùn cao caáp C2

Nguyeãn Anh Thi

2015

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Chöông 4

TRÒ RIEÂNG-VECTOR RIEÂNG
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Ñònh nghóa
Cho A ∈ Mn(R). Ta noùi heä soá λ ∈ R laø moät trò rieâng cuûa ma traän
A neáu coù moät vector khaùc khoâng x ∈ Rn sao cho

Ax = λx

hay noùi caùch khaùc
(A− λIn)x = 0

x ñöôïc goïi laø moät vector rieâng cuûa A töông öùng vôùi λ.

Ví duï
λ = 3 laø moät giaù trò rieâng cuûa ma traän

(
3 0
8 −1

)
töông öùng vôùi

vector rieâng x =
(
1
2

)
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Trò rieâng λ cuûa moät ma traän A laø nghieäm cuûa phöông trình ñaëc
tröng

det(A− λI) = 0

Khai trieån cuûa det(A− λI) laø moät ña thöùc baäc n vaø ñöôïc goïi laø ña
thöùc ñaëc tröng cuûa A

p(λ) = det(A− λI) = λn + c1λn−1 + · · ·+ cn

Moät ma traän vuoâng caáp n coù nhieàu nhaát n trò rieâng.

Ví duï
Tìm caùc trò rieâng cuûa ma traän 0 1 0

0 0 1
−4 17 8
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Ñònh nghóa
Cho A laø moät ma traän vuoâng caáp n, caùc vector rieâng cuûa A töông
öùng vôùi trò rieâng λ laø caùc vector khaùc khoâng x trong khoâng gian
nghieäm cuûa heä phöông trình

(A− λI)x = 0

Khoâng gian nghieäm naøy ñöôïc goïi laø khoâng gian rieâng E(λ) cuûa A
töông öùng vôùi λ.

Ví duï
Tìm cô sôû cho caùc khoâng gian rieâng cuûa ma traän

A =

 3 −2 0
−2 3 0
0 0 5
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Ña thöùc ñaëc tröng

PA(λ) = |A− λI3| = −(λ− 5)2(λ− 1)

Trò rieâng

PA(λ) = 0⇔ λ1 = 5( boäi 2), λ2 = 1( boäi 1)

Khoâng gian rieâng
I Vôùi λ1 = 5, khoâng gian rieâng E(5) laø khoâng gian nghieäm cuûa
heä

(A− 5I3)X = 0⇔

 −2 −2 0
−2 −2 0
0 0 0


Giaûi ra ta ñöôïc taäp nghieäm

E(5) = {(−t, t, s)|t, s ∈ R} = {(−t, t, 0) + (0, 0, s)|t, s ∈ R}

= {t(−1, 1, 0) + s(0, 0, 1)|t, s ∈ R}

Suy ra E(5) coù soá chieàu laø dimE(5) = 2 vôùi cô sôû
B1 = {(−1, 1, 0); (0, 0, 1)}
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I Vôùi λ2 = 1, khoâng gian E(1) laø khoâng gian nghieäm cuûa heä

(A− I3)X = 0⇔

 2 −2 0
−2 2 0
0 0 4

X = 0

Giaûi ra ta ñöôïc taäp nghieäm

E(1) = {(t, t, 0)|t ∈ R} = {t(1, 1, 0)|t ∈ R}

Suy ra E(1) coù soá chieàu laø dimE(1) = 1 vôùi cô sôû
B2 = {(1, 1, 0)}
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Ñònh nghóa
Cho A,B ∈ Mn(R). A ñöôïc goïi laø ñoàng daïng vôùi B neáu toàn taïi ma
traän khaû nghòch P sao cho A = P−1BP.

Ñònh nghóa
Cho A ∈ Mn(R). Ma traän A ñöôïc goïi laø cheùo hoùa ñöôïc neáu noù
ñoàng daïng vôùi ma traän ñöôøng cheùo.
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Thuaät toaùn cheùo hoùa ma traän
Böôùc 1: Tìm ña thöùc ñaëc tröng PA(λ) = det(A− λI).

I Neáu PA(λ) khoâng phaân raõ thì A khoâng cheùo hoùa ñöôïc vaø thuaät
toaùn keát thuùc.

I Ngöôïc laïi, chuyeån sang böôùc tieáp theo.
Böôùc 2: Tìm taát caû caùc nghieäm λ1, λ2, . . . , λp cuûa PA(λ) vaø caùc soá
boäi m1,m2, . . . ,mp cuûa chuùng. Ñoái vôùi moãi i ∈ 1, p, tìm soá chieàu
cuûa khoâng gian nghieäm E(λi) cuûa heä phöông trình (A− λiI)X = 0

I Neáu toàn taïi moät i ∈ 1, p sao cho dimE(λi) < mi thì A khoâng
cheùo hoùa ñöôïc vaø thuaät toaùn keát thuùc.

I Ngöôïc laïi, A cheùo hoùa ñöôïc vaø chuyeån sang böôùc tieáp theo.
Böôùc 3: Vôùi moãi i ∈ 1, p tìm moät cô sôû Bi cho E(λi), goïi P laø ma
traän coù ñöôïc baèng caùch döïng caùc vector trong Bi thaønh caùc coät.
Khi ñoù ma traän P laøm cheùo A vaø P−1AP laø ma traän ñöôøng cheùo.

diag(λ1, . . . , λ1, . . . , λp, . . . , λp)
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Ví duï

Cho ma traän thöïc A =

 3 3 2
1 1 −2

−3 −1 0

. Tìm trò rieâng vaø
vector rieâng cuûa A. Xaùc ñònh cô sôû, soá chieàu cuûa caùc khoâng gian
rieâng töông öùng.
Ña thöùc ñaëc tröng

PA(λ) =

 3− λ 3 2
1 1− λ −2
−3 −1 −λ

 = −(λ− 4)(λ2 + 4)
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Trò rieâng
PA(λ) = 0⇔ λ = 4.

Do ñoù ma traän A chæ coù moät trò rieâng λ = 4. Khoâng gian rieâng
E(4) laø khoâng gian nghieäm cuûa heä (A− 4I3)X = 0.

(A− 4I3) =

 −1 3 2
1 −3 −2

−3 −1 −4

 −→

 −1 3 2
0 1 1
0 0 0


Ta coù
E(4) = {(x1, x2, x3) = (−t,−t, t)|t ∈ R} = {t(−1,−1, 1)|t ∈ R}.
E(4) coù cô sôû laø B = {−1,−1, 1}.
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Ví duï

Cheùo hoùa ma traän thöïc A =

 1 3 3
−3 −5 −3
3 3 1


Ña thöùc ñaëc tröng PA(λ) = |A− λI3| = −(λ− 1)(λ + 2)2.
Trò rieâng PA(λ) = 0⇔ λ1 = 1( boäi 1), λ2 = −2( boäi 2)
Khoâng gian rieâng

I Vôùi λ1 = 1, khoâng gian rieâng E(1) laø khoâng gian nghieäm cuûa
heä phöông trình (A− I3)X = 0.

(A− I3) =

 0 3 3
−3 −6 −3
3 3 0

 −→

 1 2 1
0 −3 −3
0 0 0


Giaûi ra ta ñöôïc taäp hôïp nghieäm
E(1) = {(x1, x2, x3) = (t,−t, t)|t ∈ R} = {t(1,−1, 1)|t ∈ R}.
Suy ra E(1) coù dimE(1) = 1 vôùi cô sôû B1 = {u1 = (1,−1, 1)}.
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I Vôùi λ2 = −2, khoâng gian rieâng E(−2) laø khoâng gian nghieäm
cuûa heä phöông trình (A+ 2I3)X = 0.

(A+ 2I3) =

 3 3 3
−3 −3 −3
3 3 3

 −→

 1 1 1
0 0 0
0 0 0


Giaûi ra ta ñöôïc taäp hôïp nghieäm laø
E(−2) = {(x1, x2, x3) = (−t− s, t, s)|t, s ∈ R} = {(−t, t, 0) +
(−s, 0, s)|t, s ∈ R} = {t(−1, 1, 0) + s(−1, 0, 1)|t, s ∈ R}.
Suy ra E(−2) coù chieàu dimE(−2) = 2 vôùi cô sôû
B2 = {u2 = (−1, 1, 0), u3 = (−1, 0, 1)}.
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Vì caùc khoâng gian E(λi) cuûa A coù soá chieàu baèng soá boäi cuûa caùc trò
rieâng töông öùng neân A cheùo hoùa ñöôïc. Laäp ma traän P baèng caùch
laàn löôït döïng caùc vector trong B1,B2 thaønh caùc coät

P =

 1 −1 −1
−1 1 0
1 0 1



Khi ñoù P−1AP =

 1 0 0
0 −2 0
0 0 −2

.
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