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Phương trình Schrödinger 
3 chiều (3D)

Giải phương trình
bằng phương pháp tách biến

Tọa độ cầu

Tọa độ Descartes

Phương trình Schrödinger tổng quát

Xét thế năng có dạng ܸ ܚ = ܸ ,ݔ ,ݕ ݖ .

݅ℏ
߲Ψ
ݐ߲

= Ψܪ = −
ℏଶ

2݉
ଶΨߘ + ,ܚ)ܸ Ψ(ݐ

߰ܪ = −
ℏమ

ଶ௠
ଶ߰ߘ + ,ݔ)ܸ ,ݕ (ݖ ߰

PT Schrödinger không phụ thuộc thời gian

Nghiệm: ,ݔ)߰  ,ݕ (ݖ

Tọa độ cầu

 Thế năng ܸ chỉ phụ thuộc vào khoảng cách
từ 1 gốc (tâm): ܸ ࢘ = ܸ ࢘

  Thường dùng tọa độ cầu ,ݎ) ,ߠ ߶)

Tọa độ cầu
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Tọa độ cầu

 Toán tử Laplacian trong tọa độ cầu có dạng

ଶߘ

=
1
ଶݎ

߲
ݎ߲

ଶݎ ߲
ݎ߲

+
1

ߠଶsinݎ
߲

ߠ߲
sin ߠ

߲
ߠ߲

      +
1

ߠଶsinଶݎ
߲ଶ

߲߶ଶ  [4.13]  

Tọa độ cầu

 PT Schroedinger: 

 [4.14]  

−
ℏଶ

2݉
ቈ

1
ଶݎ

߲
ݎ߲

ଶݎ ߲߰
ݎ߲

+
1

ߠଶsinݎ
߲

ߠ߲
sin ߠ

߲߰
ߠ߲

+
1

ߠଶsinଶݎ
߲ଶ߰
߲߶ଶ ቉ + ߰(ݎ)ܸ = ߰ܧ

Tọa độ cầu

ଶߘ  [4.13ܽ]  =
1
ݎ

߲ଶ

ଶݎ߲ ݎ −
1

ℏଶݎଶ ଶࡸ

ଶࡸ = −ℏଶ 1
sinߠ

߲
ߠ߲

sin ߠ
߲

ߠ߲
+

1
sinଶߠ

߲ଶ

߲߶ଶ  

Tọa độ cầu

 PT Schroedinger: 

 [4.14ܽ] 
−

ℏଶ

2݉
1
ݎ

߲ଶ

ଶݎ߲ ݎ +
1

ଶݎ2݉ ଶࡸ + (ݎ)ܸ ߰ = ߰ܧ

−
ℏଶ

2݉
ቈ

1
ଶݎ

߲
ݎ߲

ଶݎ ߲߰
ݎ߲

+
1

ߠଶsinݎ
߲

ߠ߲
sin ߠ

߲߰
ߠ߲

+
1

ߠଶsinଶݎ
߲ଶ߰
߲߶ଶ ቉ + ߰(ݎ)ܸ = ߰ܧ
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Tọa độ cầu

 Dùng phương pháp tách biến

 [4.15]  ߰ ,ݎ ,ߠ ߶ = ܴ ݎ ,ߠ)ܻ ߶)

−
ℏଶ

2݉
ቈ

ܻ
ଶݎ

߲
ݎ߲

ଶݎ ߲ܴ
ݎ߲

+
ܴ

ߠଶsinݎ
߲

ߠ߲
sin ߠ

߲ܻ
ߠ߲

+
ܴ

ߠଶsinଶݎ
߲ଶܻ
߲߶ଶ ቉

ܻܴ(ݎ)ܸ+ =  ܻܴܧ

 PT Schroedinger: /ܴܻ ∗ (−
ଶݎ2݉

ℏଶ )

Tọa độ cầu
 PT Schroedinger:

1
ܴ

݀
ݎ݀

ଶݎ  ܴ݀
ݎ݀

−
ଶݎ2݉

ℏଶ ܸ ݎ − ܧ

+
1
ܻ

 
1

sinߠ
߲

ߠ߲
sinߠ

߲ܻ
ߠ߲

+
1

sinଶߠ 
߲ଶܻ
߲߶ଶ = 0

ܣ ݎ

ܤ ,ߠ ߶
ܣ ݎ + ܤ ,ߠ ߶ = 0
→ ܣ ݎ = ܿ = ,ݐݏ݊݋ܿ ܤ ,ߠ ߶ = −ܿ
ܿ ≡ ݈(݈ + 1) ݈ ∈ ℂ

ܣ ݎ + ܤ ,ߠ ߶ = 0

→ ܣ ݎ = ݈(݈ + 1), ܤ ,ߠ ߶ = −݈(݈ + 1)

Tọa độ cầu

 Hệ phương trình

1
ܴ

݀
ݎ݀

ଶݎ  ܴ݀
ݎ݀

−
ଶݎ2݉

ℏଶ ܸ ݎ − ܧ

= ݈(݈ + 1)

1
ܻ

 
1

sinߠ
߲

ߠ߲
sinߠ

߲ܻ
ߠ߲

+
1

sinଶߠ 
߲ଶܻ
߲߶ଶ

= −݈(݈ + 1)

 [4.16]  

 [4.17]  

Bán kính (Radial)

Góc (angular)

→ ܣ ݎ = ݈(݈ + 1), ܤ ,ߠ ߶ = −݈(݈ + 1)
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Tọa độ cầu – Ph. trình góc

1
ܻ

 
1

sinߠ
߲

ߠ߲
sinߠ

߲ܻ
ߠ߲

+
1

sinଶߠ 
߲ଶܻ
߲߶ଶ

= −݈(݈ + 1)  [4.17]

Tách biến: ܻ(ߠ, ߶) = Θ(ߠ)Φ(߶)

sinߠ
߲

ߠ߲
sinߠ

߲ܻ
ߠ߲

+
߲ଶܻ
߲߶ଶ = −݈(݈ + 1)ܻsinଶߠ

∗ ܻsinଶߠ

 [4.18]  
 [4.19]  

Tọa độ cầu – Ph. trình góc

 [4.18]
,ߠ)ܻ ߶) = Θ(ߠ)Φ(߶)

sinߠ
߲

ߠ߲
sinߠ

߲ܻ
ߠ߲

+
߲ଶܻ
߲߶ଶ = −݈(݈ + 1)ܻsinଶߠ

c݄݅ܽ ݄ܿ݋ Θ(ߠ)Φ(߶)

1
Θ

sinߠ 
݀

ߠ݀
sinߠ

߲Θ
ߠ߲

+ ݈ ݈ + 1 sinଶߠ

+
1
Φ

݀ଶΦ
݀߶ଶ = 0

Tọa độ cầu – Ph. trình góc
1
Θ

sinߠ 
݀

ߠ݀
sinߠ

߲Θ
ߠ߲

+ ݈ ݈ + 1 sinଶߠ

+
1
Φ

݀ଶΦ
݀߶ଶ = 0

1
Θ

sinߠ 
݀

ߠ݀
sinߠ

߲Θ
ߠ߲

+ ݈ ݈ + 1 sinଶߠ = ݉ଶ

1
Φ

݀ଶΦ
݀߶ଶ = −݉ଶ

 [4.20]

 [4.21]

Tọa độ cầu – Ph. trình góc ߶
1
Φ

݀ଶΦ
݀߶ଶ = −݉ଶ  [4.21]

݀ଶΦ
݀߶ଶ = −݉ଶΦ ⇒ Φ ߶ = ݁௜௠థ        [4.22]

Φ ߶ + ߨ2 = Φ(߶)  [4.23]

→ ݁௜௠(థାଶగ)= ݁௜௠థ → ݁௜௠ଶగ = 0

→  ݉ = 0, ±1, ±2, … [4.24]

Đúng ra có 2 nghiệm: ݁௜௠థ và ݁ି௜௠థ, nhưng ta chọn m 
chạy cả + và – nên nghiệm đầu bao cả nghiệm sau. Còn
hằng số thì được gộp vào nghiệm của Θ .
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Tọa độ cầu – Ph. trình góc ߠ

1
Θ

sinߠ 
݀

ߠ݀
sinߠ

߲Θ
ߠ߲

+ ݈ ݈ + 1 sinଶߠ = ݉ଶ

sinߠ 
݀

ߠ݀
sinߠ

߲Θ
ߠ߲

+݈ ݈ + 1 [sinଶߠ − ݉ଶ]Θ = 0  [4.25]

Nghiệm:  Θ ߠ = ܣ ௟ܲ
௠ cos ߠ [4.26]

với ௟ܲ
௠ ݔ  là hàm Legendre liên kết

Tọa độ cầu – Ph. trình góc ߠ

Hàm Legendre liên kết ௟ܲ
௠ ݔ cho bởi

௟ܲ
௠ ݔ ≡ 1 − ଶݔ

௠
ଶ

݀
ݔ݀

௠

௟ܲ ݔ  [4.27]

௟ܲ ݔ là đa thức Legendre thứ ݈, 
định nghĩa bởi công thức Rodrigues

௟ܲ ݔ ≡
1

2௟݈!
݀

ݔ݀

௟

ଶݔ − 1 ௟          [4.28]

଴ܲ=1                               ଵܲ = ݔ

ଶܲ = ଵ
ଶ ଶݔ3 − 1          ଷܲ = ଵ

ଶ ଷݔ5 − ݔ3

ସܲ = ଵ
଼ ସݔ35 − ଶݔ30 + 3

ହܲ = ଵ
଼ ହݔ63 − ଷݔ70 + ݔ15

଴ܲ

ଵܲ
ଶܲ

ଷܲ
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• ݈ ≥ 0.
• Với ݈ đã cho thì có 2݈ + 1 giá trị của ݉

• ݈ = 0,1,2 … ;
• ݉ = −݈, −݈ + 1, … , −1, 0, 1, … , ݈ − 1, ݈ 

 [4.29]

߶

ߠ

݀ଷ࢘ = ߶݀ ߠ݀ ݎ݀ ߠ ଶsinݎ [4.30]

න Ψ ଶ݀ଷ࢘ = 1

න ߰ ଶݎଶsinߠ݀ ݎ݀ ߠ ݀߶

= ∫ ܴ ଶݎଶ݀ݎ ܻ ଶsinߠ݀ ߠ ݀߶ = 1

Chuẩn hóa: ∫ Ψ ଶ݀ଷ࢘ = 1

= න ܴ ଶݎଶ݀ݎ ܻ ଶsinߠ݀ ߠ ݀߶ = 1

න ܴ ଶݎଶ݀ݎ
ஶ

଴
= 1 

න න ܻ ଶ sin ߠ ߶݀ߠ݀
గ

଴

ଶగ

଴
= 1

[4.31]

௟ܻ
௠ ,ߠ ߶ = ߳

2݈ + 1
ߨ4

݈ − ݉ !
݈ + ݉ !

݁௜௠థ
௟ܲ
௠(cos (ߠ

߳ = −1 ௠  nếu ݉ ≥ 0 và ߳ = 1 nếu ݉ ≤ 0.

න න ௟ܻ
௠(ߠ, ߶) ∗

௟ܻᇲ
௠ᇲ

,ߠ) ߶) sin ߠ ݀ߠ݀
గ

଴

ଶగ

଴
= ௠௠ᇲ           [4.33]ߜ௟௟ᇲߜ

 [4.32]

Trực giao:
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Tọa độ cầu – Ph. trình bán kính

݀
ݎ݀

ଶݎ ܴ݀
ݎ݀

−
ଶݎ2݉

ℏଶ ܸ ݎ − ܧ ܴ = ݈ ݈ + 1 ܴ

 [4.35]
ݑ ݎ ≡ (ݎ)ܴݎ [4.36]

ܴ =
ݑ
ݎ

,
ܴ݀
ݎ݀

=
ݎ

ݑ݀
ݎ݀ − ݑ

ଶݎ ,
݀

ݎ݀
ଶݎ ܴ݀

ݎ݀
= ݎ

݀ଶݑ
ଶݎ݀

−
ℏଶ

2݉
 ݀ଶݑ
ଶݎ݀ + ܸ +

ℏଶ

2݉
݈ ݈ + 1

ଶݎ Eu= ݑ [4.37]

௘ܸ௙௙

Tọa độ cầu – Ph. trình bán kính

௘ܸ௙௙ = ܸ +
ℏଶ

2݉
݈ ݈ + 1

ଶݎ            [4.38]

−
ℏଶ

2݉
 ݀ଶݑ
ଶݎ݀ + ௘ܸ௙௙ݑ =Eu

Điều kiện chuẩn hóa: ∫ ݑ ଶ݀ݑ = 1
ஶ

଴

Biết thế năng ܸ  ݑ
ℏమ

ଶ௠

௟ ௟ାଵ

௥మ  : số hạng ly tâm

Bài tập (Ví dụ 4.1)

Tìm hàm sóng và năng lượng

ܸ ݎ = ቊ0  ݊ếݎ ݑ ≤ ܽ
∞ ݊ếݎ ݑ > ܽ

Xin trình bày chi tiết!

→ ௘ܸ௙௙=
ℏଶ

2݉
݈ ݈ + 1

ଶݎ

 ݀ଶݑ
ଶݎ݀ +

݈ ݈ + 1
ଶݎ − ݇ଶ Eu= ݑ ݇ଶ =

ܧ2݉
ℏଶ

Xét trường hợp ݈ = 0

Bên ngoài giếng: HS=0
Bên trong giếng: ܸ = 0

 ݀ଶݑ
ଶݎ݀ = −݇ଶ ݑ Nghiệm & năng lượng?
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௡଴ܧ =
ℏଶ݊ଶߨଶ

2݉ܽଶ

ݑ  ݎ = ݊݅ݏܣ ݎ݇ + ܴ  (ݎ݇)ݏ݋ܿܤ ݎ =
௨ ௥

௥

ݑ ݎ =
ଶ

௔
)݊݅ݏ

௡గ

௔
 (ݎ

Xét trường hợp ݈ = 0

଴ܻ
଴ ,ߠ ߶ = 1/ ߨ4

߰௡଴଴ = ܴ௡଴ ݎ ଴ܻ
଴ ,ߠ ߶ =

1

ܽߨ2

sin(݊ݎߨ/ܽ)
ݎ

cos(݇ݎ)/ݎ → ∞  khi  ݎ → 0 nên chọn ܤ = 0
Tượng tự trường hợp giếng thế vô hạn:

Như vậy ݑ phụ thuộc số lượng tử ݊ và ݈(= 0)
cần viết đầy đủ là ௡଴. Cũngݑ thế cho ܴ và .ܧ

 ݀ଶݑ
ଶݎ݀ +

݈ ݈ + 1
ଶݎ − ݇ଶ Eu= ݑ ݇ଶ =

ܧ2݉
ℏଶ

Xét trường hợp ݈ > 0

Xin xem sách!


