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Hình thức luận
(Formalism)

Hình thức luận

• Mô hình toán học có cấu trúc “hoàn chỉnh”, “tổng quát”
• Pt. Schroedinger có cấu trúc phương trình tuyến tính
• Toán tử tuyến tính và hàm sóng trong không gian Hilbert
• QM: Schroedinger (wave mechanics) & Heisenbger (matrix 

mechanics)
• Toán trên cơ sở liên tục (sóng) và rời rạc (matrix)
• Đại số tuyến tính (Linear algebra)

Hàm sóng sống trong không gian Hilbert!

Không gian Hilbert = Tập hợp các hàm sóng bình
phương khả tích (trong miền xác định) ݂ ݔ thoả mãn

න (ݔ)݂ ଶ݀ݔ

௕

௔

<  ∞

݂ ݔ được xem như 1 vector trong không gian Hilbert

Không gian vector

Ԧܣ
෠ܳ

ܤ

Tịnh tiến

ܤ = ෠ܳܣԦ
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Không gian vector

Ԧܣ
෠ܳ

ܤ

Quay (90)

ܤ = ෠ܳܣԦ

Không gian vector

Ԧܣ
෠ܳ

ܤ

Tịnh tiến
+ Quay (90)

ܤ = ෠ܳܣԦ

Không gian vector

Ԧܣ
෠ܳ

ܤ

ܤ = ෠ܳܣԦ

Không gian vector

Ԧܣ ≡
ܽଵ
ܽଶ

Ԧܣ
ܽଶ

ܽଵଓԦଶ

ଓԦଵ

3D: ܣԦ ≡
ܽଵ
ܽଶ
 ܽଷ

݊D: ܣԦ ≡

ܽଵ
ܽଶ
⋮

 ܽ௡

ଓԦଵ · ଓԦଵ = 1
ଓԦଵ · ଓԦଶ = 0 ଓԦ௠ · ଓԦ௡ = ௠௡ߜ
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Không gian vector

ܽଵ
 = ଓԦଵ · Ԧܣ

Ԧܽଶܣ

ܽଵ
ଓԦଶ

ଓԦଵ
ଓԦଵ
 ᇱ

Ԧܣ

ܽଵ
ᇱ

ܽଶ
ᇱ

ܽଶ
 = ଓԦଶ · Ԧܣ

ܽଵ
ᇱ = ଓԦଵ

 ᇱ · Ԧܣ

ܽଶ
ᇱ = ଓԦଶ

 ᇱ · Ԧܣ
Cùng 1 vector ܣԦ, nhưng được biểu diễn trong
những hệ cơ sở ଓԦଵ, ଓԦଶ , {ଓԦଵ

 ᇱ, ଓԦଶ
 ᇱ},... khác nhau.

Không gian vector

Hệ vật lý: Trạng thái của hệ được biểu diễn bởi
một vector: |ܵ(ݐ)ۧ
Vector |ܵ(ݐ)ۧ của hệ cũng có thể được
biểu diễn trong những hệ cơ sở khác nhau, như
vector ܣԦ trong các cơ sở khác nhau.

ܽଵ
 = ଓԦଵ · Ԧܣ

ܽଶ
 = ଓԦଶ · Ԧܣ

ܽଵ
ᇱ = ଓԦଵ

 ᇱ · Ԧܣ

ܽଶ
ᇱ = ଓԦଶ

 ᇱ · Ԧܣ

Không gian Hilbert
ۧߚ|

ۧߚ| = ෠ܳ|ۧߙ

ۧߙ|

Ԧܣ · ܤ

Ket: |ۧߙ =

ܽଵ
ܽଶ
⋮

 ܽ௡

Bra: ߙۦ| = ܽଵ
∗ ܽଶ

∗ … ܽ௡
∗

Tích trong

Không gian vector

෠ܳ
Ԧܣ ܤ = ෠ܳܣԦ

ۧߚ|ߙۦ ≡ න ߙ ݔ ߚ∗ ݔ Tíchݔ݀ vô hướng

Ԧܣ ܤ

Không gian Hilbert

෠ܳ

ۧߚ| = ෠ܳ|ۧߙ
ۧߙ| =

ܽଵ
ܽଶ
⋮

 ܽ௡

ۧߚ| =

ܾଵ
ܾଶ
⋮

 ܾ௡

ܾଵ

ܾଶ
⋮

ܾ௡

=

ଵଵݍ ଵଶݍ … ଵ௡ݍ

ଶଵݍ ଶଶݍ … ଶ௡ݍ
⋮

௡ଵݍ

⋮
௡ଶݍ

⋱
…

⋮
௡௡ݍ

ܽଵ

ܽଶ
⋮

ܽ௡

ۧߚ| ෠ܳۧߙ|
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Không gian Hilbert

න ݂ ݔ ∗݃ ݔ ݔ݀
௕

௔
≤ න (ݔ)݂ ଶ

௕

௔
න (ݔ)݃ ଶ

௕

௔

݂ۧ|݃ۦ = ∗ۧ݃|݂ۦ

݂ۧ|݂ۦ = න ݂ ݔ ଶ
௕

௔
≥ 0, ∈ ℝ

Bất đẳng thức Schwarz

ۧ݃|݂ۦ ≡ න ݂ ݔ ∗݃ ݔ Tíchݔ݀ trong (inner product)

Không gian Hilbert

Trực giao

݂ۧ|݂ۦ =1Chuẩn hoá

݂ۧ|݂ۦ = 0

Trực giao & Chuẩn hoá = Trực chuẩn ൻ ௠݂| ௡݂ۧ = ௠௡ߜ

Đầy đủ (ݔ)݂ = ෍ ܿ௡ ௡݂ ݔ
௡

ܿ௡ = න ௡݂
∗ ݔ ݂ ݔ ݔ݀ = ൻ ௡݂|݂ۧ

Đại lượng có thể quan sát ܳ

Vậy: Các toán tử biểu thị đại lượng vật lý (đại lượng có thể quan sát được, 
đo được) có tính chất đặc biệt sau

෠ܳ = නΨ∗ ෠ܳΨ ݔ݀ = ൻΨ| ෠ܳΨൿ

෠ܳ ∈ ܴ ෠ܳ = ෠ܳ ∗ ↔ ൻΨ| ෠ܳΨൿ=ൻ ෠ܳΨ|Ψۧ

ൻ݂| ෠݂ܳൿ = ൻ ෠݂ܳ|݂ۧ với mọi ݂(ݔ)

Các toán tử như thế gọi là toán tử Hermit

ൻ݂| ෠ܳ݃ൿ = ൻ ෠݂ܳ|݃ۧ với mọi ݂ ݔ , (ݔ)݃

Đại lượng có thể quan sát

Đại lượng vật lý (đại lượng có thể quan sát được) được biểu diễn
bởi toán tử ෠ܳ , được gọi là toán tử Hermit thoả điều kiện

ൻ݂| ෠݂ܳൿ = ൻ ෠݂ܳ|݂ۧ với mọi ݂(ݔ)
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Bài tập nhỏ

• Toán tử xung lượng có hermit không?
• CMR tổng của hai toán tử hermit cũng là toán tử hermit
• ෠ܳ là toán tử hermit. ߙ là số phức. Với điều kiện nào của ߙ

thì ߙ ෡ܳ hermit?
• Khi nào thì tích của 2 toán tử hermit cũng hermit?
• CMR toán tử vị trí ොݔ) = là (ݔ toán tử hermit.
• CMR toán tử Hamiltonian hermit.

Đại lượng có thể quan sát

Toán tử liên hiệp hermit của 1 toán tử ෠ܳ là toán tử ෠ܳା sao cho

ൻ݂| ෠ܳ݃ൿ = ൻ ෠ܳା݂|݃ۧ với mọi ݂và ݃

Đại lượng có thể quan sát
Trạng thái xác định

• ଶߪ = (∆݆)ଶ

• ∆݆ = ݆ − ݆
• Mỗi phép đo (quan sát) ܳ tương ứng với toán tử ෠ܳ . Vì vậy ta 

thay ݆ bằng ෠ܳ , ݆ bằng trung bình của các lần đo ܳ: ܳ . Gọi
trung bình ܳ  là ݍ thì ta có:

• ଶߪ = ( ෠ܳ − ܳ )ଶ = ( ෠ܳ − ଶ(ݍ

• ෠ܳ ≡ ܳ ≡ ݍ ≡ ׬ Ψ∗ ෠ܳΨ ݔ݀

• ෠ܳ = ׬ Ψ∗ ෠ܳΨ ݔ݀ = ൻΨ| ෠ܳΨൿ

Đại lượng có thể quan sát
Trạng thái xác định

• Áp dụng những công thức trên cho toán tử ( ෠ܳ − :ଶ thì được(ݍ
)    (=ଶߪ) ෠ܳ − ଶ(ݍ = ൻΨ|( ෠ܳ −  ଶΨൿ(ݍ
= ൻΨ| ෠ܳ − ݍ ෠ܳ − ݍ Ψൿ = ൻΨ|( ෠ܳ − ))(ݍ ෠ܳ −  Ψ)ൿ(ݍ

• Vì ( ෠ܳ − (ݍ cũng là toán tử hermit nên
ൻΨ|( ෠ܳ − ))(ݍ ෠ܳ − = Ψ)ൿ(ݍ ൻ( ෠ܳ − |Ψ(ݍ ෠ܳ − ݍ Ψൿ    = ଶߪ .
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Đại lượng có thể quan sát
Trạng thái xác định

• Nếu các lần đo giá trị ứng với toán tử ෠ܳ đều cho cùng 1 giá trị
ࢗ thì độ lệch chuẩn ( ෠ܳ − ଶ(ݍ (“nôm na” là độ lệch của các lần
đo so với giá trị trung bình) phải bằng 0, tức là
( ෠ܳ − Ψ(ݍ ෠ܳ − ݍ Ψ = 0. 

• Đây là tích trong của hàm ( ෠ܳ − Ψ(ݍ với chính nó. 

• Tích trong này bằng 0 thì ෠ܳ − ݍ Ψ = 0 

• Hay ෡શࡽ = શࢗ

Đại lượng có thể quan sát
Trạng thái xác định

• PT này là phương trình trị riêng cho toán tử ෡ࡽ . શ là hàm riêng
của ෡ࡽ , và ࢗ là trị riêng tương ứng. Lúc này hàm riêng શ cũng là
trạng thái xác định vì các phép đo ܳ trong trạng thái này đều
cho cùng giá trị   .ݍ

• Vậy, các trạng thái xác định là các hàm riêng của ෡ࡽ .  

Trạng thái riêng của toán tử hermit

• Các trị riêng (của các hàm riêng) là thực: ࡽ෡ࢌ = ,ࢌࢗ ∋ ܙ ࡾ
• Các hàm riêng trực giao
• Các hàm riêng (của đại lượng quan sát) thì đầy đủ
[Xin xem thêm mục 3.3.1, trang 101 sách Griffiths]

Phổ rời rạc

Trạng thái riêng của toán tử hermit

• Xin xem ví dụ 3.2 

Phổ liên tục: Xét toán tử động lượng [Xem 3.3.2 sách Griffiths]
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Trạng thái riêng của toán tử hermit

• Xin xem ví dụ 3.3

Phổ liên tục: Xét toán tử toạ độ [Xem mục 3.3.2]

Không gian Hilbert – Giải thích thống kê

Ψ(ݔ) = ෍ ܿ௡ ௡݂ ݔ
௡

ܿ௡ = න ௡݂
∗ ݔ Ψ ݔ ݔ݀ = ൻ ௡݂|Ψۧ

Ψ|Ψۧۦ = ෍ ܿ௡
ଶ

௡
= 1

→ ෠ܳ = |Ψۦ ෠ܳΨൿ = ෍ ௡ݍ ܿ௡
ଶ

௡
෠ܳ ௡݂ = ௡ݍ ௡݂

ܿ௡
ଶ: xác suất khi đo Q thu được ௡ݍ

Nếu Q là năng lượng: ܿ௡
ଶ là xác suất khi đo E thì thu được giá trị ௡ܧ

Không gian Hilbert – Giải thích thống kê
Toán tử động lượng

(݌)ܿ = ௣݂ Ψ = න ௣݂
∗ ݔ Ψ ,ݔ ݐ ݔ݀ =

1

ℏߨ2
න ݁ି௜௣௫/ℏ Ψ ,ݔ ݐ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
(݌)ܿ ଶ݀݌: xác suất đo động lượng thì thu được ݌ trong khoảng ,݌ ݌ + ݌݀

(݌)ܿ là đại lượng quan trọng và được ký hiệu Φ(݌, (ݐ

Không gian Hilbert – Giải thích thống kê

Ψ (ݔ, (ݐ =
1

ℏߨ2
න ݁௜௣௫/ℏΦ ,݌ ݐ ݌݀

ାஶ

ିஶ

Ψ(ݔ, (ݐ là phép biến đổi Fourier ngược của hàm sóng không gian động
lượng:

Φ(݌, (ݐ ଶ݀݌: xác suất để phép đo động lượng cho ݌ trong khoảng ,݌ ݌ + ݌݀

Φ(݌, (ݐ =
1

ℏߨ2
න ݁ି௜௣௫/ℏ Ψ ,ݔ ݐ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
Φ(݌, (ݐ chính là phép biến đổi Fourier của hàm sóng không gian toạ độ
Ψ ,ݔ ݐ . Vì vậy ,࢖)ࢶ (࢚ có ý nghĩa là hàm sóng không gian động lượng. 
,࢖)ࢶ còn được (࢚ gọi là hàm sóng trong biểu diễn động lượng.
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Nguyên lý bất định

• Xét hai đại lượng có thể khảo sát A và B.
• Toán tử tương ứng là መܣ và ෠ܤ

• Tìm ஺ߪ
ଶߪ஻

ଶ

CM Nguyên lý bất định

஺ߪ
ଶ = መܣ − ܣ

ଶ
= Ψ መܣ − ܣ

ଶ
Ψ

= ൻΨ|൫ܣመ − ܣ መܣ)( − ܣ )Ψൿ 

= ർ൫ܣመ − ܣ )Ψ| መܣ − ܣ Ψൿ = ݂ ݂  ,

஻ߪ
ଶ = ෠ܤ − ܤ

ଶ
= ෠ܤ) − ܤ )Ψ ෠ܤ − ܤ Ψ = ݃ ݃

݂ ≡ መܣ − ܣ Ψ

݃ ≡ ෠ܤ − ܤ Ψ

CM Nguyên lý bất định

஺ߪ
ଶߪ஻

ଶ = ݂ ݂ ݃ ݃ ≥ ݂ ݃ ଶ (BĐT Schwarz)

ݖ ଶ = Re z ଶ + Im(z) ଶ ≥ Im z ଶ =
1
2݅

ݖ) − (∗ݖ
ଶ

஻ߪ
ଶ = ෠ܤ − ܤ

ଶ
= ർ൫ܤ෠ − ܤ )Ψ| ෠ܤ − ܤ Ψൿ = ݃ ݃

ݖ = ݂ ݃

݃ = ෠ܤ − ܤ Ψ

஺ߪ
ଶߪ஻

ଶ ≥
1
2݅

( ݂ ݃ − ݃ ݂ )
ଶ

CM Nguyên lý bất định

஺ߪ
ଶߪ஻

ଶ = ݂ ݂ ݃ ݃ ≥ ݂ ݃ ଶ

ݖ ଶ = Re z ଶ + Im(z) ଶ ≥ Im z ଶ =
1
2݅

ݖ) − (∗ݖ
ଶ

݂ ݃ = ෠ܤመܣ − ܣ ܤ

ݖ = ݂ ݃

஺ߪ
ଶߪ஻

ଶ ≥
1
2݅

( ݂ ݃ − ݃ ݂ )
ଶ

݃ ݂ = መܣ෠ܤ − ܣ ܤ

݂ ݃ − ݃ ݂ = ෠ܤመܣ − መܣ෠ܤ = ෠ܤመܣ − መܣ෠ܤ = ,መܣ ෠ܤ
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CM Nguyên lý bất định

஺ߪ
ଶߪ஻

ଶ ≥
1
2݅

,መܣ ෠ܤ
ଶ

஺ߪ
ଶߪ஻

ଶ ≥
1
2݅

( ݂ ݃ − ݃ ݂ )
ଶ

݂ ݃ − ݃ ݂ = ,መܣ ෠ܤ

ℏ݅=[݌,ݔ] ௫ߪ
ଶߪ௣

ଶ ≥
1
2݅

,ොݔ ො݌
ଶ

=
݅ℏ
2݅

ଶ

=
ℏ
2

ଶ

௫ߪ ௣ߪ ≥
ℏ
2

Ký hiệu Dirac

ܽଵ
 = ଓԦଵ · Ԧܣ

Ԧܽଶܣ

ܽଵ
ଓԦଶ

ଓԦଵ
ଓԦଵ
 ᇱ

Ԧܣ

ܽଵ
ᇱ

ܽଶ
ᇱ

ܽଶ
 = ଓԦଶ · Ԧܣ

ܽଵ
ᇱ = ଓԦଵ

 ᇱ · Ԧܣ

ܽଶ
ᇱ = ଓԦଶ

 ᇱ · Ԧܣ
Cùng 1 vector ܣԦ, nhưng được biểu diễn trong
những hệ cơ sở ଓԦଵ, ଓԦଶ , {ଓԦଵ

 ᇱ, ଓԦଶ
 ᇱ},... khác nhau

Ký hiệu Dirac

Hệ vật lý: Trạng thái của hệ được biểu diễn bởi
một vector: |ܵ(ݐ)ۧ
Vector |ܵ(ݐ)ۧ của hệ cũng có thể được
biểu diễn trong những hệ cơ sở khác nhau, như
vector ܣԦ trong các cơ sở khác nhau.

ܽଵ
 = ଓԦଵ · Ԧܣ

ܽଶ
 = ଓԦଶ · Ԧܣ

ܽଵ
ᇱ = ଓԦଵ

 ᇱ · Ԧܣ

ܽଶ
ᇱ = ଓԦଶ

 ᇱ · Ԧܣ

Ký hiệu Dirac

Hệ hàm riêng tạo thành hệ cơ sở

Hệ cơ sở tọa độ: hàm riêng tọa độ (vị trí) tạo
thành hệ cơ sở: |ۧݔ là hàm riêng của toán tử ොݔ
với trị riêng ݔ
Khi đó vector |ܵ(ݐ)ۧ được biểu diễn như thế nào? 
Vector |ܵ(ݐ)ۧ được biểu diễn bởi ۧ(ݐ)ܵ|ݔۦ (là chiếu
của ۧ(ݐ)ܵ| lên cơ sở (hàm riêng) |ۧݔ). 
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Ký hiệu Dirac

ۧ(ݐ)ܵ|ݔۦ là hệ số trong khai triển của ۧ(ݐ)ܵ| trong 
cơ sở (hàm riêng) tọa độ |ۧݔ). 

hàm sóng Ψ ,ݔ ݐ = ۧ(ݐ)ܵ|ݔۦ

Trong không gian động lượng: hàm sóng Φ ,݌ ݐ
là hệ số khai triển của vector |ܵ(ݐ)ۧ trong cơ sở
hàm riêng của toán tử động lượng. 

Φ ,݌ ݐ = ۧ(ݐ)ܵ|݌ۦ

Ký hiệu Dirac

Trong hệ cơ sở của hàm riêng năng lượng: 
Vector trạng thái ۧ(ݐ)ܵ| được diễn tả qua 
ܿ௡ = ۧ(ݐ)ܵ|݊ۦ

|݊ۧ là hàm riêng của toán tử năng lượng (෡ܪ)

Ký hiệu Dirac

ۧ(ݐ)ܵ|

 :{ۧݔ|}
ۧݔ|ොݔ = ۧݔ|ݔ

:{ۧ݌|}
ۧ݌|ො݌ = ۧ݌|݌

{|݊ۧ}:
෡݊ܪ =  ۧ݊|௡ܧ

Ψ ,ݔ ݐ = ۧ(ݐ)ܵ|ݔۦ Φ ,݌ ݐ = ۧ(ݐ)ܵ|݌ۦ ܿ௡ = ۧ(ݐ)ܵ|݊ۦ

Toán tử

෠ܳ

ۧߚ| = ෠ܳ|ۧߙ
ۧߙ| =

ܽଵ
ܽଶ
⋮

 ܽ௡

ۧߚ| =

ܾଵ
ܾଶ
⋮

 ܾ௡

ܾଵ

ܾଶ
⋮

ܾ௡

=

ଵଵݍ ଵଶݍ … ଵ௡ݍ

ଶଵݍ ଶଶݍ … ଶ௡ݍ
⋮

௡ଵݍ

⋮
௡ଶݍ

⋱
…

⋮
௡௡ݍ

ܽଵ

ܽଶ
⋮

ܽ௡

ۧߚ| ෠ܳۧߙ|
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ۧߚ| = ෠ܳ|ۧߙ

ۧߙ| = ෍ ܽ௡|݁௡ۧ ,

ۧߚ| =

ܾଵ
ܾଶ
⋮

 ܾ௡

ۧߚ| = ෍ ܾ௡|݁௡ۧ ,

ۧߙ| =

ܽଵ
ܽଶ
⋮

 ܽ௡

ܽ௡ = ൻ݁௡|ۧߙ ܾ௡ = ൻ݁௡|ۧߚ

෍ ܾ௡|݁௡ۧ = ෍ ܽ௡
෡ܳ |݁௡ۧ

෍ ܾ௡|݁௡ۧ = ෍ ܽ௡
෡ܳ |݁௡ۧ

෍ ܾ௡ൻ݁௠|݁௡ൿ = ෍ ܽ௡ൻ݁௠| ෡ܳ |݁௡ۧ

ܾ௠ = ෍ ܽ௡ൻ݁௠| ෡ܳ |݁௡ۧ = ෍ ܽ௡ ܳ௠௡

ܳ௠௡ = ൻ݁௠| ෡ܳ |݁௡ۧ


