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Chương 1

Nhập môn dao động

1.1 Khái niệm Dao động

1.1.1 Định nghĩa dao động

Sự chuyển động của con lắc đồng hồ, cái đu đung đưa, tim đập, con chim bay làm rung động
cành cây,... đều không ngừng chuyển động qua lại quanh một vị trí nào đó. Loại chuyển động này
gọi là dao động.

Như vậy dao động được định nghĩa là sự lặp đi lặp lại nhiều lần một trạng thái của một vật nào
đó quanh vị trí nào đó. Nếu có nhiều vật dao động (đồng thời tương tác với nhau) thì ta gọi đó là
hệ dao động.

Quá trình dao động được đặc trưng bằng sự tăng hay giảm một cách luân phiên của các đại
lượng tọa độ, vận tốc, gia tốc,... theo thời gian. Người ta sử dụng các phương trình toán học để mô
tả các đại lượng này và gọi đó là các phương trình chuyển động.

1.1.2 Phân loại dao động

1.1.2.1 Dao động tuần hoàn – Dao động điều hòa

Dao động tuần hoàn là dao động mà trạng thái của vật được lặp lại như cũ, theo hướng cũ sau
những khoảng thời gian bằng nhau xác định. Giả sử hàm s(t) mô tả quá trình dao động. Nếu tồn
tại giá trị T > 0 sao cho

s(t) = s(T + t) = s(2T + t) = ... = s(nT + t), (1.1)

thì dao động đó được gọi là tuần hoàn và có chu kì T .
Người ta phân biệt thành các dao động có chu kì không đổi, dao động có chu kì biến đổi và dao

động không có chu kì (dao động ngẫu nhiên).
Một dạng đặc biệt của dao động tuần hoàn chiếm vị trí quan trọng trong thực tế là dao động

điều hòa, nghĩa là các đại lượng biến đổi tuân theo quy luật hình sin

s(t) ∼ sin(t). (1.2)
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2 Nhập môn dao động

1.1.2.2 Dao động tự do – Dao động tắt dần - Dao động cưỡng bức

Dao động tự do là dao động mà chu kỳ dao động của vật chỉ phụ thuộc vào các đặc tính của hệ.
Năng lượng của hệ được bảo toàn.

Dao động tắt dần là dao động có biên độ giảm dần theo thời gian. Dao động này xảy ra khi
có ma sát hoặc lực cản của môi trường. Ma sát càng lớn thì dao động tắt dần càng nhanh. Năng
lượng của vật giảm theo sự tắt dần.

Dao động cưỡng bức là dao động mà vật chịu tác dụng của một ngoại lực khiến nó dao động
theo xu hướng của ngoại lực. Thông thường lực cưỡng bức khiến vật dao động có biên độ lớn hơn
lúc không có lực tác động, nên năng lượng của hệ sẽ tăng lên.

1.1.2.3 Dao động tuyến tính – dao động phi tuyến

Dao động trong đó các phương trình mô tả chuyển động là phương trình vi phân tuyến tính thì
được gọi là dao động tuyến tính. Nếu phương trình chuyển động là phương trình vi phân phi tuyến
thì được gọi là dao động phi tuyến.

1.1.3 Đặc trưng dao động

Các đặc trưng sau đây được định nghĩa riêng cho dao động điều hòa, nhưng vẫn có thể sử dụng
chúng với một ý nghĩa tương đối trong trường hợp dao động không phải điều hòa.

1.1.3.1 Biên độ - Vận tốc góc - Pha ban đầu

Phương trình chuyển động của một vật dao động điều hòa thường được viết dưới dạng

s(t) = Asin(ωt+ ϕ), (1.3)

trong đó s(t) là tọa độ dao động của vật tính từ vị trí cân bằng của nó (chọn làm gốc tọa độ), A
là biên độ dao động, ứng với độ lệch lớn nhất của vật so với vị trí cân bằng,(ωt + ϕ) là pha dao
động tại thời điểm t, ω là tần số góc, ϕ là pha ban đầu của dao động.

Thứ nguyên của s vàA là [Chiều dài], đơn vị thường dùng làm; thứ nguyên của ω là [Thời gian]−1,
đơn vị thường dùng là rad/s; ϕ không có thứ nguyên, đơn vị thường dùng là rad.

Ví dụ 1.1. Một vật dao động điều hòa có tọa độ x được mô tả bởi phương trình

x(t) = 5sin(πt+ π/2) cm. (1.4)

Biên độ của dao động là A = 5cm nghĩa là đoạn đường vật di chuyển xa trung tâm
nhất là 5cm.

Pha ban đầu là ϕ = π/2, nghĩa là ban đầu tọa độ của vật là x(0) = 5sin(π/2) = 5cm,
vật xa trung tâm nhất về phía dương của quỹ đạo.

Vận tốc góc là ω = π, nghĩa là sau 1s, vật đã di chuyển được một nửa chu trình dao
động (một chu trình tương ứng với 2π).
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1.2 Phương trình chuyển động của hệ dao động 3

1.1.3.2 Chu kì - Tần số

Chu kì T là thời gian vật thực hiện 1 vòng dao động. Tần số f là số lần dao động thực hiện
được trong một đơn vị thời gian. Quan hệ giữa Chu kì và tần số được biểu diễn bởi

f =
1

T
. (1.5)

Thứ nguyên của T là [Thời gian], đơn vị thường dùng là s; thứ nguyên của f là [Thời gian]−1,
đơn vị thường dùng là Hz.

Ví dụ 1.2. Cho một vật dao động điều hòa có chu kì T và tần số f .
Nếu vật dao động điều hòa có chu kì T = 2s, nghĩa là nó thực hiện 1 vòng dao động

hết 2s, vậy trong 1s nó thực hiện được nửa vòng dao động f = 0.5.
Nếu vật dao động điều hòa có chu kì T = 0.2s, nghĩa là nó thực hiện 1 vòng dao động

hết 0.2s, vậy trong 1s nó thực hiện được 5 vòng dao động f = 5.

1.2 Phương trình chuyển động của hệ dao động

1.2.1 Phương trình chuyển động

Phương trình chuyển động là các phương trình mô tả chuyển động của cơ hệ như một hàm số
theo thời gian.

1.2.1.1 Quan hệ giữa tọa độ – vận tốc – gia tốc

Về mặt vật lý, tọa độ, vận tốc, gia tốc là những đại lượng đặc trưng cho chuyển động của vật
thể. Tọa độ cho biết vị trí trong không gian của vật. Vận tốc cho biết sự thay đổi tọa độ sẽ diễn ra
nhanh hay chậm. Gia tốc cho biết sự thay đổi của vận tốc sẽ thay đổi như thế nào. Các đại lượng
này được kí hiệu như sau

Tọa độ −→x (x, y), Vận tốc −→v (vx, vy), Gia tốc −→a (ax, ay). (1.6)

Thứ nguyên của tọa độ là [Chiều dài]; thứ nguyên của vận tốc là [Chiều dài][Thời gian]−1; thứ
nguyên của vận tốc là [Chiều dài][Thời gian]−2.

Về mặt toán học, tọa độ, vận tốc, gia tốc là những hàm số phụ thuộc biến thời gian. Trong đó
vận tốc là đạo hàm cấp một của tọa độ và gia tốc là đạo hàm cấp hai của tọa độ. Từ đó ta có các
phương trình quan hệ giữa các đặc trưng của chuyển động:

Quan hệ thể hiện bằng phương trình vi phân
vx(t) =

dx

dt
= ẋ,

vy(t) =
dy

dt
= ẏ,


ax(t) =

d2x

dt2
= ẍ = v̇x,

ay(t) =
d2y

dt2
= ÿ = v̇y.

(1.7)
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4 Nhập môn dao động

Quan hệ thể hiện bằng phương trình tích phân
vx(t) = v0x +

∫ t

t0

ax(τ)dτ,

vy(t) = v0y +

∫ t

t0

ay(τ)dτ,


x(t) = x0 + v0xt+

∫ t

t0

∫ t

t0

ax(τ)dτdτ,

y(t) = y0 + v0yt+

∫ t

t0

∫ t

t0

ay(τ)dτdτ,

(1.8)

trong đó (v0x, v0y) và (x0, y0) là vận tốc và tọa độ tại thời điểm bắt đầu chuyển động, t0 và t là
thời điểm bắt đầu và thời điểm đang khảo sát. Chúng ta thường chọn thời điểm bắt đầu chuyển
động là t0 = 0.

Ví dụ 1.3.
a) Cho gia tốc của một vật đang chuyển động thẳng là a = 2t m/s−2. Tìm công thức

tọa độ và vận tốc của nó theo thời gian t biết vận tốc ban đầu là v0 = 2 m/s và tọa độ ban đầu là
s0 = 0 m. Tính vận tốc và tọa độ tại t = 5 s.

b) Một vật đang chuyển động với tọa độ được biểu diễn bởi s = 2t2 + et m. Tìm công
thức vận tốc và gia tốc. Tính vận tốc và gia tốc tại t = 3 s.

1.2.1.2 Quan hệ giữa chuyển động dài và chuyển động quay

Nếu một điểm chuyển động tròn quay quanh tâm O với bán kính r thì chúng ta có thể sử dụng
góc quay ϕ, vận tốc góc ω và gia tốc góc ε như là những đặc trưng của chuyển động. Khi đó quan
hệ giữa chuyển động dài và chuyển động quay được thể hiện như sau

s(t) = rϕ(t), v(t) = rω(t), a(t) = rε(t). (1.9)

Tọa độ dài s và tọa độ góc ϕ được gọi chung là tọa độ suy rộng thường được kí hiệu bởi q. Các
tọa độ được sử dụng trong phương pháp năng lượng để tìm phương trình vi phân chuyển động của
cơ hệ gồm nhiều bậc tự do.

Tọa độ góc không có thứ nguyên, đơn vị thường dùng là là rad. Thứ nguyên của vận tốc góc là
[Thời gian]−2, đơn vị thường dùng là là rad/s. Thứ nguyên của gia tốc góc là [Thời gian]−2, đơn
vị thường dùng là là rad/s2.

1.2.1.3 Quan hệ giữa lực và chuyển động

Theo định luật II Newton, gia tốc của một vật cùng hướng với lực tác dụng lên vật. Độ lớn của
gia tốc tỉ lệ thuận với độ lớn của lực và tỉ lệ nghịch với khối lượng của vật.

−→
F = m−→a , (1.10)

trong đó
−→
F là hợp lực tác dụng lên vật. Phương trình trên còn được gọi là phương trình cân bằng

lực của cơ hệ.
Thứ nguyên của lực là [Khối lượng][Chiều dài][Thời gian]−2, đơn vị thường dùng là là N .
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1.2 Phương trình chuyển động của hệ dao động 5

Trong chuyển động quay, phương trình (1.11) được viết lại như sau

M(
−→
F ) = I−→ε (1.11)

trong đó M(
−→
F ) là moment của lực

−→
F , I là moment quán tính (đại lượng đặc trưng cho quán tính

trong chuyển động quay) và −→ε là gia tốc góc của vật.
Thứ nguyên của moment lực là [Khối lượng][Chiều dài]2[Thời gian]−2, đơn vị thường dùng là

Nm. Thứ nguyên của moment quán tính là [Khối lượng][Chiều dài]2, đơn vị chuẩn dùng là kgm2.
Một số lực phổ biến trong đời sống cũng như khoa học kĩ thuật:

Trọng lực
−→
P : xuất hiện khi vật thể được đặt trong trường trọng lực.

−→
P = m−→g (1.12)

với g là gia tốc trọng trường. Trọng lực
−→
P và gia tốc trọng trường −→g luôn hướng về tâm trái đất.

Lực đàn hồi lò xo
−→
F dh: xuất hiện khi lò xo bị làm biến dạng (kéo giãn hoặc nén nhỏ)

−→
F dh = −k−→x (1.13)

với k là độ cứng lò xo và −→x là độ dài biến dạng của lò xo. Hướng của lực đàn hồi
−→
F dh và hướng

của −→x ngược chiều nhau.
Lực cản của môi trường

−→
F c: xuất hiện khi vật chuyển động trong môi trường

−→
F c = −

−→v
|v|
γ|v|λ (1.14)

với α, β là các hệ số cản và −→v là vận tốc của vật. Hướng của lực cản
−→
F c và hướng của vận tốc −→v

ngược chiều nhau.
Phản lực của mặt tiếp xúc

−→
N : xuất hiện khi có sự tiếp xúc giữa vật và bề mặt vật chất. Phản

lực được tính dựa vào sơ đồ phân tích lực. Hướng của phản lực
−→
N thường vuông góc với bề mặt

tiếp xúc.
Lực ma sát trượt của mặt tiếp xúc

−→
F ms: xuất hiện khi có sự trượt giữa vật đối với bề mặt

vật chất. Lực ma sát được tính bởi
−→
F ms = −

−→v
|v|
µ|N | (1.15)

với µ là hệ số ma sát trượt và
−→
N là phản lực của mặt tiếp xúc tác động lên vật. Hướng của lực ma

sát
−→
F ms và hướng của vận tốc −→v ngược chiều nhau.

Ví dụ 1.4. Vật A có khối lượng m đang trượt trên mặt phẳng nghiêng góc α so với mặt đất.
Vật được gắn vào tường C bằng lò xo có độ cứng là k. Biết hệ số ma sát của mặt phẳng nghiêng
là µ và lực cản tỉ lệ với γ lần vận tốc của vật
. Hãy xác định các lực tác dụng lên vật và phương hướng của chúng.

Ví dụ 1.5. Con lắc elip gồm con chạy khối lượng m1 trượt không ma sát trên mặt phẳng nằm
ngang và quả cầu nhỏ khối lượng m2 nối với con chạy bằng thanh AB = l. Thanh có thể quay
quanh trục A gắn liền với con chạy và vuông góc với mặt phẳng hình vẽ.

Hãy xác định các lực tác dụng lên vật và phương hướng của chúng.
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6 Nhập môn dao động

1.2.1.4 Quan hệ giữa Công và năng lượng

Công cơ học là một đại lượng vô hướng có thể mô tả như là tích của lực nhân với quãng đường
dịch chuyển mà nó gây ra, và nó được gọi là công của lực. Chỉ có thành phần của lực theo phương
của chuyển động ở điểm đó thì mới gây ra công.

A =
−→
F · −→s , (1.16)

trong đó A là công, F là lực tác dụng và s là quãng đường đi được.
Năng lượng là một đại lượng vô hướng thể hiện khả năng sinh công của hệ vật. Các loại hình

năng lượng thường gặp trong môn học này là:

Động năng T =
1

2
mv2 với m là khối lượng của vật và v là vận tốc của nó.

Thế năng trọng trường Vg = mgh với m là khối lượng của vật, g là gia tốc trọng trường và
h là độ cao của vật.

Thế năng đàn hồi Vdh =
1

2
kx2 với k là độ cứng lò xo và x là độ dài biến dạng của lò xo.

Thứ nguyên của công và năng lượng đều là [Khối lượng][Chiều dài]2[Thời gian]−2. Đơn vị thường
dùng là J .

Ví dụ 1.6. Vật A có khối lượng m đang trượt trên mặt phẳng nghiêng góc α so với mặt đất.
Vật được gắn vào tường C bằng lò xo có độ cứng là k. Biết hệ số ma sát của mặt phẳng nghiêng
là µ và lực cản có các hệ số tỉ lệ γ, λ.

Hãy xác định động năng, thế năng của vật.

Ví dụ 1.7. Con lắc elip gồm con chạy khối lượng m1 trượt không ma sát trên mặt phẳng nằm
ngang và quả cầu nhỏ khối lượng m2 nối với con chạy bằng thanh AB = l. Thanh có thể quay
quanh trục A gắn liền với con chạy và vuông góc với mặt phẳng hình vẽ.

Hãy xác định động năng, thế năng của hệ.

1.2.2 Thiết lập các phương trình chuyển động

Chúng ta có thể sử dụng một trong hai phương pháp sau thiết lập các phương trình chuyển
động cho hệ dao động,

1.2.2.1 Phương pháp phân tích lực

Để tìm các phương trình chuyển động của cơ hệ, chúng ta sử dụng phương trình cân bằng lực.
Trước hết chúng ta viết phương trình cân bằng lực cho từng vật hoặc cho cả cơ hệ. Đây là một
phương trình mà các thành phần đều có dạng vector nên chúng ta sẽ dùng các hình chiếu của chúng
trên các phương chuyển động của cơ hệ.

Phương pháp phân tích lực có hiểu quả tốt trong trường hợp cơ hệ có ít vật thể (một hoặc hai).
Trường hợp hệ có nhiều vật thể hơn, phương pháp này sẽ trở nên dài dòng và phức tạp vì phải xét
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1.2 Phương trình chuyển động của hệ dao động 7

đến nội lực giữa các vật trong cơ hệ.

Ví dụ 1.8. Vật A có khối lượng m đang trượt trên mặt phẳng nghiêng góc α so với mặt đất.
Vật được gắn vào tường C bằng lò xo có độ cứng là k. Biết hệ số ma sát của mặt phẳng nghiêng
là µ và lực cản có các hệ số tỉ lệ γ, λ.

Hãy viết phương trình vi phân chuyển động của vật bằng phương pháp phân tích lực.
Giải

Hệ lực tác động lên vật là

−→
P +

−→
N +

−→
F ms +

−→
F dh +

−→
F c = m−→a (1.17)

Chiếu phương trình trên lên hai trục tọa độ ta thu được hệ{
Pcosα = N,
Psinα− Fdh − Fc − Fms = ma.

(1.18)

Từ phương trình trên, ta thu được

mgsinα− kx− γv − µmgcosα = ma. (1.19)

Chú ý rằng v = ẋ và a = ẍ, ta tìm được phương trình vi phân chuyển động:

− kx− γẋ−mẍ = µmgcosα−mgsinα. (1.20)

Ví dụ 1.9. Con lắc elip gồm con chạy khối lượng m1 trượt không ma sát trên mặt phẳng nằm
ngang và quả cầu nhỏ khối lượng m2 nối với con chạy bằng thanh AB = l. Thanh có thể quay
quanh trục A gắn liền với con chạy và vuông góc với mặt phẳng hình vẽ.

Hãy viết phương trình vi phân chuyển động của hệ bằng phương pháp phân tích lực.
Giải:

Phương trình cân bằng lực của con chạy

−→
P1 +

−→
N +

−→
T1 = m1

−→a1 (1.21)

Chiếu lên phương chuyển động của con chạy, ta thu được

T1sinθ = m1ẍ (1.22)

Phương trình cân bằng lực của con chạy

−→
P2 +

−→
F qt +

−→
T2 = m2

−→a2 (1.23)

Chiếu lên phương pháp tuyến và tiếp tuyến chuyển động của con lắc, ta thu được{
−m2gcosθ + Fqtsinθ + T2 = m2lθ̇

2

Psinθ + Fqtcosθ = m2lθ̈,
⇔
{
T2 = m2gcosθ −m2ẍsinθ +m2lθ̇

2

mgsinθ +m2ẍcosθ = m2lθ̈.
(1.24)
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8 Nhập môn dao động

Do thanh không giãn nên T1 = T2, ta thu được

m2ẍsin
2θ −m2gcosθsinθ +m2lθ̇

2sinθ = m1ẍ. (1.25)

Kết quả là ta có hai phương trình vi phân chuyển động{
m2ẍsin

2θ −m1ẍ−m2gcosθsinθ +m2lθ̇
2sinθ = 0,

m2gsinθ +m2ẍcosθ −m2lθ̈ = 0.
(1.26)

1.2.2.2 Phương pháp năng lượng

Để tìm các phương trình chuyển động của cơ hệ, chúng ta sử dụng phương trình Larange loại II
được phát biểu như sau.

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= F ∗. (1.27)

trong đó L = T −V là hàm Lagrange, q là tọa độ suy rộng (tọa độ, góc) và q̇ là đạo hàm theo thời
gian của tọa độ suy rộng (vận tốc, vận tốc góc). F ∗ là cái ngoại lực suy rộng (lực, moment lực)
không bảo toàn (không phải trọng lực, lực đàn hồi).

Nếu hệ chỉ có trọng lực và lực đàn hồi là lực thế thì phương trình Larange loại II được viết lại
như sau

d

dt

∂T

∂q̇i
+
∂(Vg + Vdh)

∂qi
= F ∗. (1.28)

Phương pháp năng lượng có hiệu quả tốt trong trường hợp cơ hệ có nhiều vật thể. Vì chúng ta
không cần quan tâm đến nội lực giữa các vật trong cơ hệ.

Ví dụ 1.10. Vật A có khối lượng m đang trượt trên mặt phẳng nghiêng góc α so với mặt đất.
Vật được gắn vào tường C bằng lò xo có độ cứng là k. Biết hệ số ma sát của mặt phẳng nghiêng
là µ và lực cản của không khí tỉ lệ với hai lần vận tốc của vật.

Hãy viết phương trình vi phân chuyển động của vật bằng phương pháp năng lượng.
Giải

Ta chọn tọa độ suy rộng là vị trí x của vật trên mặt phẳng nghiêng.

Động năng của vật: T =
1

2
mv2.

Thế năng của vật và của lò xo: Vg = −mgxsinα, Vdh =
1

2
kx2.

Các ngoại lực không bảo toàn tác động lên vật: Fc = −γv, Fms = −µmgcosα.
Phương trình Lagrange được viết cho chuyển động của vật là

d

dt

∂

∂ẋ

1

2
mv2 +

∂

∂x
(
1

2
kx2 −mgxsinα) = −γv − µmgcosα

⇔ mẍ+ kx−mgsinα = −γẋ− µmgcosα
⇔ mẍ+ γẋ+ kx = mgsinα− µmgcosα.

(1.29)
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1.2 Phương trình chuyển động của hệ dao động 9

Ví dụ 1.11. Con lắc elip gồm con chạy khối lượng m1 trượt không ma sát trên mặt phẳng
nằm ngang và quả cầu nhỏ khối lượng m2 nối với con chạy bằng thanh AB = l. Thanh có thể quay
quanh trục A gắn liền với con chạy và vuông góc với mặt phẳng hình vẽ.

Hãy viết phương trình vi phân chuyển động của hệ bằng phương pháp năng lượng.
Giải

Tọa độ của hệ là{
x1(t) = x(t),
y1(t) = 0,

{
x2(t) = x(t) + lsin(θ),
y2(t) = lcos(θ).

(1.30)

Ta chọn hai tọa độ suy rộng là tọa độ x của con chạy và óc quay θ của con lắc.

Động năng của vật: T1 =
1

2
m1ẋ

2, T2 =
1

2
m2((ẋ+ lθ̇cosθ)2 + (lθ̇sinθ)2.

Thế năng của vật: V1 = 0, V2 = −m2glcosθ.
Không có ngoại lực không bảo toàn tác động lên vật.

Phương trình Lagrange được viết cho chuyển động của tọa độ suy rộng thứ nhất là

d

dt

∂

∂ẋ

(1

2
m1ẋ

2 +
1

2
m2((ẋ+ lθ̇cosθ)2 + (lθ̇sinθ)2

)
+

∂

∂x
(−m2glcosθ) = 0

⇔ d

dt
[(m1 +m2)ẋ+m2lθ̇cosθ] = 0.

(1.31)

Phương trình Lagrange được viết cho chuyển động của tọa độ suy rộng thứ hai là

d

dt

∂

∂θ̇

(1

2
m1ẋ

2 +
1

2
m2((ẋ+ lθ̇cosθ)2 + (lθ̇sinθ)2

)
+

∂

∂θ
(−m2glcosθ) = 0.

⇔ lθ̈ + ẍcosθ − ẋlθ̇sinθ + gsinθ − ẋlθ̇sinθ = 0.
(1.32)

1.2.3 Phương pháp giải phương trình chuyển động

Các phương trình chuyển động trong môn học này thường là các phương trình vi phân tuyến
tính cấp hai không thuần nhất cùng với các điều kiện đầu. Nghĩa là các phương trình chuyển động
có dạng như sau {

aẍ(t) + bẋ(t) + cx(t) = f(t),
x(0) = x0; ẋ(0) = v0,

(1.33)

trong đó a, b, c là các hệ số có thể là hằng, có thể là hàm theo thời gian t.
Để giải phương trình (1.33) chúng ta sử dụng các phương pháp sau

1.2.3.1 Phương pháp trực tiếp

Giả sử (1.33) có các hệ số a, b, c là hằng và a 6= 0. Khi đó nghiệm của phương trình này là tổng
của hai hàm số sau

x(t) = x1(t) + x2(t), (1.34)

trong đó x1(t) là nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng (vế phải bằng zero) và
x2(t) là một nghiệm riêng của chính phương trình (1.33).
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10 Nhập môn dao động

Phương trình đặc trưng tương ứng của phương trình (1.33) là phương trình bậc hai có dạng

ak2 + bk + c = 0. (1.35)

Đặt ∆ = b2 − 4ac. Nếu ∆ > 0, nghiệm của phương trình thuần nhất là

x1(t) = C1e
k1t + C2e

k2t, (1.36)

trong đó C1, C2 là hai hằng số và k1, k2 là hai nghiệm của phương trình (1.35).
Nếu ∆ = 0, nghiệm của phương trình thuần nhất là

x1(t) = C1e
kt + C2te

kt, (1.37)

trong đó C1, C2 là hai hằng số và k là nghiệm kép của phương trình (1.35).
Nếu ∆ < 0, nghiệm của phương trình thuần nhất là

x1(t) = C1e
αtsin(βt) + C2e

αtcos(βt), (1.38)

trong đó C1, C2 là hai hằng số và α = − b
2
, β =

√
−∆

2
.

Để tìm nghiệm riêng của phương trình (1.33), chúng ta nhẩm nghiệm có dạng tương tự với hàm
f(t) bên vế trái. Dưới đây là một số gợi ý cho việc nhẩm nghiệm. Chúng ta cần xác định các hằng
số A,B, S, ... của nghiệm gợi ý.

Hàm f(t) Nghiệm gợi ý x2(t)
t At+B
t2 At2 +Bt+ C
eαt Aeαt

teαt Ateαt +Beαt

sin(βt) Asin(βt) +Bcos(βt)
cos(βt) Asin(βt) +Bcos(βt)

Trường hợp sử dụng nghiệm gợi ý nhưng vẫn chưa tìm được nghiệm chính xác (không thỏa
(1.33)), chúng ta sẽ tìm lại nghiệm bằng cách cộng thêm đơn thức có số mũ của t tăng một với
nghiệm gợi ý.

Sau khi tìm được nghiệm tổng quát x1(t) của phương trình không thuần nhất và nghiệm riêng
x2(t) của phương trình thuần nhất. Nghiệm tổng quát x(t) của phương trình không thuần nhất sẽ
được tính bởi công thức (1.34). Lưu ý rằng nghiệm x1(t) có hai hằng số chưa xác định còn nghiệm
x2(t) không có hằng số chưa xác định. Như vậy nghiệm x(t) cũng có hai hằng số chưa xác định.
Chúng ta sẽ dựa vào các điều kiện đầu để xác định các hằng số này.

Ví dụ 1.12. Vật A có khối lượng m đang trượt trên mặt phẳng ngang so với mặt đất. Vật
được gắn vào tường C bằng lò xo có độ cứng là k. Biết hệ số ma sát của mặt phẳng nghiêng là µ
và không có lực cản của không khí. Khi bắt đầu khảo sát, vật ở vị trí cân bằng của lò xo và không
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1.2 Phương trình chuyển động của hệ dao động 11

có vận tốc.
Hãy tìm phương trình chuyển động của vật.

Giải
Sử dụng các kết quả của ví dụ 1.8

x+
m

k
ẍ = µ

m

k
g. (1.39)

Phương trình đặc trưng của phương trình trên có ∆ = −4
m

k
< 0. Vậy nghiệm tổng

quát của phương trình thuần nhất là

x1(t) = C1sin(

√
m

k
t) + C2cos(

√
m

k
t). (1.40)

Nghiệm riêng của phương trình không thuần nhất là

x2(t) = µ
m

k
g. (1.41)

Nghiệm tổng quát của phương trình không thuần nhất là

x(t) = C1sin(

√
m

k
t) + C2cos(

√
m

k
t) + µ

m

k
g (1.42)

Thay các điều kiện biên vào nghiệm tổng quát, ta thu được
x(0) = C1sin(0) + C2cos(0) + µ

m

k
g = 0,

ẋ(0) =

√
m

k
C1cos(0) +

√
m

k
C2sin(0) = 0,

⇔

{
C2 = −µm

k
g,

C1 = 0.
(1.43)

Vậy phương trình chuyển động của vật là

x(t) = µ
m

k
g
(

1− cos(
√
m

k
t)
)
. (1.44)

1.2.3.2 Phương pháp gián tiếp

Để giải bài toán (1.34), chúng ta có thể sử dụng phép biến đổi laplace và phép biển đổi Fourier để
biến các phương trình vi phân thành các phương trình đại số bình thường.

Ví dụ 1.13.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


12 Nhập môn dao động

1.3 Bài tập

Bài tập 1.1. Cho biết thứ nguyên của các đại lượng sau:
a) Gia tốc trọng trường g.
b) Độ cứng k của lò xo.
c) Hệ số ma sát trượt µ của lực ma sát.
d) Hệ số γ, λ của lực cản.

Đáp án: a) g : [Chiều dài][Thời gian]−2. b) k : [Khối lượng][Thời gian]−2.
c) µ : không có thứ nguyên. d) λ : không có thứ nguyên,
γ : [Khối lượng][Chiều dài]1−λ[Thời gian]λ−2.

Bài tập 1.2. Cho biết thứ nguyên của các đại lượng sau:
a) Công suất P = dA/dt (công thực hiện trong một đơn vị thời gian).
b) Động lượng L = mv (đại lượng đặc trưng cho chuyển động tức thời của vật).
c) Áp suất p = F/S (áp lực trên một đơn vị diện tích).
d) Hiệu suất H = A1/A (tỉ số công có ích và công thực hiện).

Đáp án: a) P : [Khối lượng][Chiều dài]2[Thời gian]−3.
b) L : [Khối lượng][Chiều dài][Thời gian]−1.
c) p : [Khối lượng][Chiều dài]−1[Thời gian]−2.
d) H : không có thứ nguyên,

Bài tập 1.3. Tìm nghiệm tổng quát của các phương trình sau:
a) ẍ− 2ẋ+ 5x = 0.
b) ẍ+ 3ẋ+ 2x = t2.
d) ẍ+ ẋ = sint.
c) ẍ+ 2ẋ− 3x = et + 2t.

Đáp án: a) x(t) = C1e
tsin2t+ C2e

tcos2t.
b) x(t) = C1e

−t + C2e
−2t + 1

2 t
2 − 3

2 t+ 7
4

c) x(t) = C1 + C2e
−t − 1

2sint−
1
2cost

d) x(t) = C1e
t + C2e

−3t + 1
4 te

t − 2
3 t−

4
9

Bài tập 1.4. Tìm nghiệm của các phương trình sau:
a) ẍ+ 4ẋ = sint, x(0) = 1, ẋ(0) = 1 .
b) ẍ+ ẋ = e2t + 5t, x(0) = 0; ẋ(0) = 2.
c) ẍ+ 2ẋ+ x = et + e−t, x(0) = 0, ẋ(0) = 0 .
d) ẍ+ x = t+ cost, x(0) = 1, ẋ(0) = −1.

Đáp án: a) x(t) = − 9
34e
−4t + 3

2 −
1
17sint−

4
17cost.

b) x(t) = 1
6e

2t − 20
3 e
−t + 5

2 t
2 − 5t+ 13

2
c) x(t) = −1

4e
−t + 1

4e
t − 1

2 te
−t + 1

2 t
2e−t

d) x(t) = −2sint+ cost+ 1
2 tsint+ t

Bài tập 1.5. Tìm phương trình vi phân chuyển động của cơ hệ sau
a) Con lắc đơn gồm chiều dài dây l một đầu treo vật nặng khối lượng m, một đầu gắn
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1.3 Bài tập 13

cố định trên trần nhà.
b) Con lắc đơn gồm chiều dài dây l một đầu treo vật nặng khối lượng m, một đầu gắn

cố định trên trần nhà, lực cản không khí tỉ lệ với vận tốc theo hệ số γ.
Đáp án: a) lϕ̈+ gsinϕ = 0. b) lϕ̈+ γlϕ̇+ gsinϕ = 0

Bài tập 1.6. Tìm phương trình vi phân chuyển động của cơ hệ sau
a) Con lắc lò xo gồm một lò xo độ cứng k một đầu gắn vào vật nặng khối lượng m,

một đầu gắn cố định vào tường. Biết rằng con lắc chuyển động nằm ngang.
b) Con lắc lò xo gồm một lò xo độ cứng k một đầu gắn vào vật nặng khối lượng m,

một đầu gắn cố định vào tường. Biết rằng con lắc chuyển động thẳng đứng.
Đáp án: a) mẍ+ kx = 0. b) mẍ+ kx+mg = 0

Bài tập 1.7. Tìm phương trình chuyển động của cơ hệ sau biết rằng với góc nhỏ thì sinϕ = ϕ,
cosϕ = 1− ϕ2

2
a) Con lắc đơn khối lượng m = 0.5kg, chiều dài dây l = 1m. Ban đầu con lắc được kéo

một góc α = 10o và được thả không vận tốc đầu.
b) Con lắc đơn khối lượng m = 0.5kg, chiều dài dây l = 1m, lực cản không khí tỉ lệ với

vận tốc theo hệ số γ = 2. Ban đầu con lắc đứng ở vị trí cân bằng α = 0o và cung cấp một vận tốc
đầu v(0) = 0.5m/s.

Đáp án: a) ϕ = 10ocos
√

10t. b) ϕ =
1√
6
e−tsin

√
6

2
t

Bài tập 1.8. Tìm phương trình chuyển động của cơ hệ sau
c) Con lắc lò xo độ cứng k = 20, khối lượng vật nặng m = 0.5kg, chuyển động nằm

ngang. Ban đầu con lắc được kéo giãn đoạn x = 2cm và buông không vận tốc đầu.
d) Con lắc lò xo độ cứng k = 20, khối lượng vật nặng m = 0.5, chuyển động thẳng

đứng. Ban đầu con lắc bị ép nén x = −2cm và buông không vận tốc đầu.
Đáp án: a) x = 2cos20t. b) x = 2.5− 2cos20t

Bài tập 1.9. Con lắc đôi khối lượng m1, m2 và chiều dài dây l1, l2 được mắc nối tiếp vào
nhau. Nghĩa là dây l1 nối vật m1 và trần nhà, dây l2 nối vật m1 và m2. Ban đầu hai con lắc được
kéo lệch so với phương thẳng đứng góc ϕ1 và ϕ2.

Tìm phương trình vi phân chuyển động của cơ hệ.
Đáp án: (m1 +m2)l

2
1ϕ̈1 −m2l1l2ϕ̇2(ϕ̇1 − ϕ̇2)sin(ϕ1 − ϕ2)

+m2l1l2ϕ̈2cos(ϕ1 − ϕ2) + (m1 +m2)gl1sinϕ1 = 0
m2l

2
2ϕ̈2 +m2l1l2ϕ̈1cos(ϕ1 − ϕ2)−m2l1l2ϕ̇1(ϕ̇1 − ϕ̇2)sin(ϕ1 − ϕ2)

+m2gl2ϕ̇2sinϕ2 = 0
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14 Nhập môn dao động
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Chương 2

Dao dộng của hệ một bậc tự do

Bậc tự do (DOF - Degree Of Freedom) là các thông số độc lập dùng để xác định trạng thái (vị
trí, khuynh hướng chuyển động) của một hệ. Chúng phản ánh mức độ tự do của hệ, hệ càng nhiều
bậc tự do có nghĩa hệ càng linh động, dễ biến đổi.

Mỗi vật các các bậc tự do riêng của nó. Hệ gồm nhiều vật thì số bậc tự do của hệ bằng tổng các
bật tự do của các vật trong hệ.

Ví dụ 2.1.
Hệ gồm một chất điểm trong không gian có 3 bậc tự do là vị trí x, y, z.
Hệ gồm một vật rắn tuyệt đối có 6 bậc tự do gồm vị trí x, y, z và góc quay θx, θy, θz.
Hệ gồm một vật rắn biến dạng có vô số bậc tự do bởi vì nó gồm vô số chất điểm
Nếu khối lượng (hoặc nhiệt độ, điện tích,...) của chất điểm là biến đổi theo thời gian

thì nó có thêm một bậc tự do nữa.

Thông thường bậc tự do được biểu diễn bởi tọa độ suy rộng là đại lượng dùng để xác định vị
trí của cơ hệ. Đối với dao động tuyến tính tổng quát của hệ một bậc tự do, phương trình chuyển
động là phương trình vi phân tuyến tính cấp hai không thuần nhất

aq̈(t) + bq̇(t) + cq(t) = f(t), (2.1)

Trong nội dung giáo trình này, ta chỉ khảo sát trường hợp các hệ số a, b và c là hằng số. Trường
hợp vật dao động không chịu lực cưỡng bức thì f ≡ 0. Trường hợp vật dao động tự do không có
lực cản thì b = 0.

2.1 Dao động tự do

Xét hệ một bậc tự do có tọa độ suy rộng là q, lực tác dụng lên hệ là lực có thế. Khi đó động
năng và thế năng của hệ lần lượt là

T =
1

2
m̄q̇2, V =

1

2
k̄q2, (2.2)
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16 Dao dộng của hệ một bậc tự do

trong đó m̄ đặc trưng cho quán tính (liên quan đến sự di chuyển nhanh hay chậm) của vật và k̄
đặc trưng cho "độ cứng" (liên quan đến sự dịch chuyển dài hay ngắn) của vật.

Ví dụ 2.2.
Trường hợp chuyển động của con lắc đơn khối lượng m, chiều dài dây l, ta có tọa độ

suy rộng là góc quay của vật nặng q = ϕ; quán tính là moment quán tính m̄ = ml2, độ cứng là đại
lượng tỉ lệ với độ cao của vật nặng k̄ = mgl trong đó g là gia tốc trọng trường. Khi đó động năng
và thế năng của hệ là

T =
1

2
ml2ϕ̇2, V =

1

2
mglϕ2.

Trường hợp chuyển động của con lắc lò xo khối lượng vật nặng m độ cứng k, ta có
q = x là li độ của vật nặng; quán tính là khối lượng vật nặng m̄ = m và độ cứng chính là độ cứng
lò xo k̄ = k. Khi đó động năng và thế năng của hệ là

T =
1

2
mẋ2, V =

1

2
kx2.

Phương trình Lagrange II trong trường hợp không có ngoại lực khác tác dụng được viết như
sau:

d

dt

∂T

∂q̇i
+
∂V

∂qi
= 0. (2.3)

Thay động năng và thế năng trong (2.2) vào phương trình trên, ta dễ dàng tìm được phương
trình vi phân rút gọn như sau

q̈ + ω2q = 0, (2.4)

trong đó ω2 = k̄/m̄ gọi là tần số riêng của dao động. Phương trình (2.4) là phương trình vi phân
mô tả dao động tự do của hệ tuyến tính một bậc tự do. Nghiệm tổng quát của nó được tìm ở dạng

q = Asin(ωt+ α), (2.5)

với A và α là các hệ số cần xác định.
Giả sử tại thời điểm ban đầu, ta biết tọa độ q0 và vận tốc chuyển động q̇0 của cơ hệ. Như vậy

ta tìm được {
q(0) = Asinα = q0,
q̇(0) = Aωcosα = q̇0.

(2.6)

Kết quả là ta nhận được

A =

√
q20 +

q̇20
ω2

= A0, α = arctan
ωq0
q̇0

= α0. (2.7)

Ta thu được phương trình chuyển động của hệ là

q =

√
q20 +

q̇20
ω2
sin
(
ωt+ arctan

ωq0
q̇0

)
. (2.8)

Trong trường hợp này hệ dao động điều hòa với chu kì và tần số không đổi

T =
2π

ω
= 2π

√
m̄

k̄
, f =

1

T
=

1

2π

√
k̄

m̄
. (2.9)
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2.1 Dao động tự do 17

Hình 2.1: Quỹ đạo của vật trong quá trình dao động tự do

Tại mỗi thời điểm trạng thái của hệ được đặc trưng bằng dịch chuyển q và vận tốc v = q̇. Ta
biểu diễn tọa độ suy rộng và vận tốc của tọa độ suy rộng trên mặt phẳng pha (phase portrait)

{
x = q = A0sin(ωt+ α0),
y = q̇ = A0ωcos(ωt+ α0).

(2.10)

Từ phương trình tham số theo t, ta có thể tìm được quan hệ giữa tọa độ suy rộng và vận tốc
của nó là

q2

A2
+

q̇2

A2ω2
= sin2(ωt+ α) + cos2(ωt+ α) = 1. (2.11)

Đây là phương trình ellip với các bán trục là A và Aω với điểm biểu diễn ban đầu tương ứng
với điều kiện q(0) = q0 và q̇(0) = q̇0.

Hình 2.2: Phase portrait của dao động tự do

Khi thay tọa độ suy rộng và vận tốc của nó vào các biểu thức năng lượng. Ta thu được quan
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18 Dao dộng của hệ một bậc tự do

hệ giữa chúng như sau
K(q̇) =

1

2
m̄q̇2 =

m̄ω2A2
0

2
sin2(ωt+ α0) =

k̄A2
0

2
(1− cos(2ωt− 2α0),

U(q) =
1

2
k̄q2 =

k̄A0

2
cos2(ωt+ α0) =

k̄A2
0

2
(1 + cos(2ωt− 2α0).

(2.12)

Kết quả là động năng và thế năng cũng có độ lớn là hàm dao động điều hòa với tần số rieng 2ω.
Tổng năng lượng được bảo toàn và có giá trị

E = K + U = k̄A2
0 (2.13)

Hình 2.3: Quan hệ giữa động năng và thế năng trong dao động tự do

Ví dụ 2.3. Tìm phương trình chuyển động của hệ gồm một lò xo độ cứng k một đầu gắn vào
vật nặng khối lượng m, một đầu gắn cố định vào trần. Biết rằng con lắc chuyển động theo phương
thẳng đứng. Ban đầu lò xo ở vị trí cân bằng và được truyền một vận tốc đầu v0. Cho biết chu kì
và tần số của dao động.

2.2 Dao động tắt dần

Xét hệ một bậc tự do có tọa độ suy rộng là q. Giả sử tác động lên hệ ngoài lực có thế còn có
lực cản phụ thuộc vào bậc nhất vận tốc, nghĩa là

Fc = γv = γ̄q̇. (2.14)
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2.2 Dao động tắt dần 19

Phương trình Lagrange II trong trường hợp này được viết như sau:

d

dt

∂T

∂q̇i
+
∂V

∂qi
= Fc. (2.15)

Thay động năng và thế năng trong công thức (2.2) vào phương trình trên, ta thu được phương
trình vi phân chuyển động rút gọn

q̈ + 2nq̇ + ω2q = 0, (2.16)

trong đó 2n = γ̄/m̄, ω2 = k̄/m̄.
Chúng ta tìm nghiệm của phương trình trên trong hai trường hợp lực cản nhỏ và lực cản lớn.

2.2.1 Trường hợp lực cản nhỏ

Trường hợp này được xác định bởi n < ω, khi đó nghiệm tổng quát của phương trình (2.16) có
dạng

q = Ae−ntsin(ω1t+ α) (2.17)

với ω1 =
√
ω2 − n2 gọi là tần số tắt dần. Khi xét điều kiện đầu q0 và q̇0, ta thu được

A =

√
q20 +

(q̇0 + nq0)
2

ω2
1

= A1, α = arctan
q0ω1

q̇0 + nq0
= α1. (2.18)

Vậy

q =

√
q20 +

(q̇0 + nq0)
2

ω2
1

e−ntsin
(
ω1t+ arctan

q0ω1

q̇0 + nq0

)
. (2.19)

Nghiệm trên cho thấy biên độ của dao động giảm dần theo thời gian với quy luật hàm số mũ.
Khi t tiến đến vô cùng, biên độ này tiệm cận tới không và do đó dao động là tắt dần. Chu kỳ dao
động tắt dần được xác định bởi

T1 =
2π

ω1
=

2π√
ω2 − n2

' 2π

ω

[
1 +

1

2

(n
k

)2]
. (2.20)

Chu kỳ tắt dần cũng là hằng số không phụ thuộc vào thời gian. Để đặc trưng cho sự giảm biên
độ, người ta dùng kí hiệu δ và gọi nó là độ suy giảm Logarit của dao động

δ = ln
y

y1
= nT1 =

2π√
ω2

n2
− 1

' y − y1
y

(2.21)

Từ phương trình tham số theo t của tọa độ suy rộng và vận tốc của nó, ta thu được

q2

A2
1

+
(q̇ − nq)2

A2
1ω

2
1

= e−nt
(
sin2(ω1t+ α1) + cos2(ω1t+ α1)

)
= e−nt. (2.22)

Như vậy trong mặt phẳng (q, q̇), quan hệ quan hệ giữa tọa độ suy rộng và vận tốc của nó là một
hình xoắn ốc đi từ điểm ban đầu (q0, q̇0) hướng về gốc tọa độ.
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20 Dao dộng của hệ một bậc tự do

Hình 2.4: Quỹ đạo của vật trong quá trình dao động tắt dần

Hình 2.5: Quan hệ giữa tọa độ suy rộng và vận tốc của vật trong quá trình dao động tắt dần

Về mặt năng lượng, phương trình (2.15) cho ta

d

dt
(K + U) = −Fcq̇. (2.23)

Tích phân phương trình trên từ t0 đến t, ta thu được

K + U − E0 = −
∫ t

t0

Fc(q̇(τ))q̇(τ)dτ = −Ed(t) (2.24)

trong đó E0 là tổng năng lượng ban đầu và Ed(t) là phần năng lượng hao tán do lực cản tại thời
điểm t.

Ví dụ 2.4. Xét một con lắc đơn gồm một vật khối lượng m nối vào thanh cứng chiều dài l
theo phương thẳng đứng. Vật nặng trong khi chuyển động chịu lực cản của không khí tỉ lệ với vận
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2.3 Dao động cưỡng bức 21

tốc theo hệ số γ. Người ta nối điểm giữa của thanh với một lò xo độ cứng k nằm ngang. Hãy viết
phương trình chuyển động của vật nặng treo trên thanh.

2.2.2 Trường hợp lực cản lớn

Trường hợp này được xác định bởi n ≥ ω, khi đó nghiệm tổng quát của phương trình (2.16) có
dạng

q =


e−nt

(
(q̇0 − nq0)t+ q0

)
, if n = ω,

e−(n+ω2)t
(q0(ω2 + n) + q̇0

2ω2
e2ω2t +

q0(ω2 − n) + q̇0
2ω2

)
, if n > ω.

(2.25)

với ω2 =
√
n2 − ω2. Cả hai nghiệm này cho thấy hệ không dao động. Hơn nữa khi t tiến đến ∞,

biên độ này tiệm cận tới zero và do đó chuyển động là tắt dần.

Hình 2.6: Quỹ đạo của vật trong quá trình dao động tắt dần

2.3 Dao động cưỡng bức

Dao động cưỡng bức xảy ra khi hệ chịu tác động của các kích động bên ngoài. Các kích động
này có thể tuần hoàn hoặc do va chạm. Ta xem như lực kích động này như hàm theo thời gian
Q = Q(t).

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


22 Dao dộng của hệ một bậc tự do

Xét hệ một bậc tự do có tọa độ suy rộng q, chịu lực tác dụng là lực có thế, lực cản và lực kích
động. Phương trình Lagrange II trong trường hợp này được viết như sau:

d

dt

∂T

∂q̇i
+
∂V

∂qi
= Fc +Q. (2.26)

Rút gọn phương trình trên, ta thu được phương trình vi phân mô tả chuyển động của hệ

q̈ + 2nq̇ + ωq = Q(t). (2.27)

Trong trường hợp lực cản nhỏ (n < ω) nghiệm tổng quát của phương trình (2.27) có dạng

q = Ae−ntsin(ω1t+ α) + q̄ (2.28)

với ω1 =
√
ω2 − n2 và A, α là những hệ số chưa xác định và q̄ là nghiệm riêng của phương trình vi

phân được tìm dưới dạng
q̄ = e−ntQ̄(t). (2.29)

Khi xét điều kiện đầu q0 và q̇0, ta thu được

Q̄(t) =
1

ω1

∫ t

0
enτQ(τ)sin(ω1(t− τ))dτ, (2.30)

Như vậy nghiệm tổng quát của phương trình có dạng

q = Ae−ntsin(ω1t+ α) +
1

k1

∫ t

0
e−n(t−τ)Q(τ)sin(ω1(t− τ))dτ. (2.31)

Về mặt năng lượng, phương trình (2.26) cho ta

d

dt
(K + U) = −2D(q̇) + f(t)q̇ (2.32)

Tích phân phương trình trên từ t0 đến t, ta thu được

K + U − E0 = −2

∫ t

t0

D(q̇(s))ds = −Ed(t) +W (t). (2.33)

trong đó E0 là tổng năng lượng ban đầu, Ed(t) là phần năng lượng hao tán do lực cản tại thời điểm
t và W (t) là công do lực cưỡng bức thực hiện cho đến thời điểm t.

Trong thực tế lực cưỡng bức là các lực điều hòa vì vậy trong các mục sau ta chỉ xét lực cưỡng
bức điều hòa.

2.3.1 Trường hợp không có lực cản

Giả sử lực kích động biến đổi theo quy luật điều hòa Q(t) = Q0sinφt. Phương trình vi phân
chuyển động thành

q̈ + ω2q = P0sinφt. (2.34)
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2.3 Dao động cưỡng bức 23

Nghiệm tổng quát của phương trình trên là

q = Asin(ωt+ α) + q̄. (2.35)

với q̄ là nghiệm riêng được tìm dựa theo dạng của vế phải (2.34). Kết quả là ta thu được

q̄ =
Q0

ω2 − φ2
sinφt. (2.36)

Thay các điều kiện đầu chúng ta sẽ thu được

q = A0sin(ωt+ α0)−
φQ0

ω(ω2 − φ2)
sinωt+

Q0

ω2 − φ2
sinφt. (2.37)

trong đó A0 và α0 được xác định bởi (2.7).
Số hạng đầu của (2.37) tương ứng với dao động tự do tần số riêng ω. Số hạng thứ hai cũng là

dao động điều hòa với tần số riêng ω nhưng biên độ phụ thuộc vào lực kích động. Số hạng cuối
biểu thị dao động cưỡng bức với tần số kích động φ.

Trường hợp φ = ω thì hai biểu thức cuối được tính toán bởi

− pQ0

ω(ω2 − φ2)
sinωt+

Q0

ω2 − φ2
sinφt = Q0

−psinωt+ ωsinφt

ω(ω2 − φ2)
. (2.38)

Áp dụng quy tắc L’Hopital, ta thu được

Q0
−φsinωt+ ωsinφt

ω(ω2 − φ2)
= lim

φ→ω
Q0
−sinωt+ ωtcosφt

−2ωφ
=

Q0

2ω2
sinωt− Q0t

2ω
cosωt. (2.39)

Kết quả ta thu được nghiệm của phương trình ban đầu là

q = A0sin(ωt+ α0) +
Q0

2ω2
sinωt− Q0t

2ω
cosωt. (2.40)

Thành phần cuối của nghiệm trên cho ta thấy biên độ của dao động tăng tuyến tính theo thời
gian, đây chính là nguyên nhân gây nên sự cộng hưởng.

Ví dụ 2.5. Một động cơ điện khối lượng m được đỡ bởi một lò xo xoắn có độ cứng là k. Người
ta gắn vào trục động cơ một tải trọng m1 cách trục động cơ đoạn r. Biết động cơ quay với vận tốc
góc không đổi φ. Hãy viết phương trình dao động của động cơ biết rằng tại thời điểm ban đầu lò
xo ở vị trí không biến dạng và góc quay của tải trọng bằng zero.
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24 Dao dộng của hệ một bậc tự do

Hình 2.7: Quỹ đạo của vật trong quá trình dao động cưỡng bức

2.3.2 Trường hợp có lực cản

Trong trường hợp cưỡng bức có lực cản, phương trình vi phân chuyển động được viết như sau

q̈ + 2nq̇ + ω2q = Q0sinφt. (2.41)

Với lực cản nhỏ (n < ω), nghiệm của phương trình trên là

q = Ae−ntsin(ω1t+ α) + q̄, (2.42)

với ω1 =
√
ω2 − n2 và q̄ là nghiệm riêng được tìm dựa theo dạng của vế phải (2.41). Kết quả là ta

thu được

q̄ =
Q0√

(ω2 − φ2)2 + 4n2φ2
sin(φt− β), với β = arctan

2nφ

ω2 − φ2
. (2.43)

Kiểm tra các điều kiện đầu ta thu được nghiệm của phương trình (2.41) là

q = A1e
−ntsin(ω1t+ α1) +

Q0√
(ω2 − φ2)2 + 4n2φ2

sin(φt− β). (2.44)

trong đó A1 và α1 đã được xác định bởi (2.18).
Số hạng đầu của nghiệm ứng với dao động tự do có lực cản và nó sẽ tắt dần theo thời gian. Sau

một khoảng thời gian ta có thể bỏ qua số hạng này. Số hạng thứ hai xác định dao động bình ổn
của hệ. Biên độ của nó không phụ thuộc thời gian và không tắt dần. Thậm chí khi xảy ra cộng
hưởng (φ = ω) biên độ này vẫn hữu hạn.

Trong dao động cưỡng bức này luôn xảy ra độ lệch pha giữa pha dao đông với pha của lực kích
động. Độ lệch pha này đạt cực đại khi cộng hưởng và có giá trị β = π/2.

Ví dụ 2.6. Để dầm bê tông ở chân móng các công trình, người ta dùng một thiết bị đặc biệt.
Đó là chấn tử lệch tâm gồm một đế nặng khối lượng m, trên đó đặt hai đĩa quay khối lượng mỗi
đĩa bằng m1. Các đĩa quay trong mặt phẳng thẳng đứng theo chiều ngược nhau với vận tốc góc φ.
Trên mỗi đĩa người ta gắn một tải trọng m0 cách trục quay một khoảng r.

Hãy thiết lập phương trình dao động bình ổn của vỏ chấn tử. Tính biên độ dao động.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


2.3 Dao động cưỡng bức 25

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


26 Dao dộng của hệ một bậc tự do

2.4 Bài tập

Bài tập 2.1. Tìm phương trình chuyển động của hệ gồm một lò xo độ cứng k một đầu gắn
vào vật nặng hình trụ khối lượng m bán kính r, một đầu gắn cố định vào tường. Biết rằng con lắc
chuyển động theo phương nằm ngang. Ban đầu lò xo được kéo giãn đoạn x0 và thả không vận tốc
đầu.

Hãy cho biết chu kì và tần số của dao động. Biết moment quán tính của vật nặng là
I = 1

2mr
2.

Đáp án: T = 2π
√

2m
3k , f = 1

2π

√
3k
2m .

Bài tập 2.2. Xét một con lắc đơn gồm một vật khối lượng m nối vào thanh cứng chiều dài l
theo phương thẳng đứng. Người ta nối điểm giữa của thanh với một lò xo độ cứng k nằm ngang.

Hãy viết phương trình chuyển động của vật nặng treo trên thanh. Biết tại thời điểm
ban đầu con lắc được kéo lệch một góc 5o và thả không vận tốc đầu.

Đáp án: ϕ = 5osin(
√

g
l + k

4m t).

Bài tập 2.3. Một vòng khối lượng m bán kính r được đặt trên một điểm tựa như hình vẽ.
Biết rằng vòng được kéo lệch một góc ϕ0 = 7o và thả không vật tốc đầu.

Hãy viết phương trình chuyển động của vòng.

Đáp án: ϕ = 7osin(
√

g
2r t+ π

2 ).

Bài tập 2.4. Trong trường hợp dao động tắt dần có lực cản lớn, hãy chứng minh các công
thức nghiệm (2.25) là nghiệm của phương trình vi phân (2.16).

Bài tập 2.5. Tìm phương trình chuyển động thẳng đứng của hệ gồm một lò xo độ cứng k một
đầu gắn vào vật nặng khối lượng m, một đầu gắn cố định vào trần. Biết rằng vật nặng chịu lực
cản không khí tỉ lệ thuận với vận tốc. Ban đầu lò xo bị kéo một đoạn l0 và thả không vận tốc đầu.

Hãy viết phương trình chuyển động của vật nặng và cho biết chu kì của dao động.
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2.4 Bài tập 27

Đáp án: Trường hợp lực cản nhỏ ω1 =
√
ω2 − n2, T = 2π

ω1

x = e−nt
[
(l0 − mg

k )cos(ω1t) + n(l0 − mg
k )sin(ω1t)

]
+ mg

k

Trường hợp lực cản vừa ω1 =
√
ω2 − n2, T = 2π

ω

x = e−nt
[
(l0 − mg

k ) + nt(l0 − mg
k )
]

+ mg
k

Trường hợp lực cản lớn ω2 =
√
n2 − ω2, T = 2π

ω2

x = (l0 − mg
k −

kl0−mg
2ω2k

)e−(n+ω2)t + kl0−mg
2ω2k

e−(n−ω2)t + mg
k

Bài tập 2.6. Một chiếc xích đu được mô hình hóa như một con lắc đơn gồm dây chiều dài l
và vật nặng khối lượng m. Do lực cản tỉ lệ với vận tốc theo hệ số γ nên xích đu chuyển động chậm
dần.

a) Tìm phương trình chuyển động của xích đu và quan hệ động năng - thế năng của
nó.

b) Sau bao lâu thì xích đu dừng hẳn (năng lượng nhỏ hơn 1% so với ban đầu. Lúc đó
xích đu đã quay được bao nhiêu vòng.

Đáp án: a) e
−ω
5 t
[
π
18cos(

tω
√
24

5 + π
18
√
24
sin( tω

√
24

5

]
b) Te = 227, 0520s,N = 90, 4986 vòng.

Bài tập 2.7. Trong trường hợp dao động cưỡng bức không lực cản, hãy chứng minh
a) Công thức (2.36) là nghiệm riêng của phương trình vi phân (2.34).
b) Công thức (2.37) là nghiệm của phương trình vi phân (2.34).

Bài tập 2.8. Trong trường hợp dao động cưỡng bức có lực cản, hãy chứng minh
a) Công thức (2.43) là nghiệm riêng của phương trình vi phân (2.41).
b) Công thức (2.44) là nghiệm của phương trình vi phân (2.41).

Bài tập 2.9. Khảo sát sự biến thiên biên độ của số hạng thứ hai trong nghiệm của bài toán
dao động cưỡng bức có lực cản theo tần số riêng của lực cưỡng bức φ.

Bài tập 2.10. Một chiếc xích đu được mô hình hóa như một con lắc đơn gồm dây chiều dài l
và vật nặng khối lượng m. Do lực cản tỉ lệ với vận tốc theo hệ số γ nên xích đu chuyển động chậm
dần. Tại thời diểm xích đu lên cao nhất bên trái, người ta cung cấp một năng lượng E0 bằng cách
tác dụng một lực vào xích đu.

Tìm phương trình chuyển động của xích đu lúc này. E0 bằng bao nhiêu thì hệ dao động
tuần hoàn?

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


28 Dao dộng của hệ một bậc tự do
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Chương 3

Dao dộng của hệ nhiều bậc tự do

3.1 Dao động tự do

Xét cơ hệ N bậc tự do có các tọa độ suy rộng là q1, q2, ..., qN . Các lực tác dụng lên hệ là lực có
thế. Giả sử động năng và thế năng của hệ lần lượt là

K =
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

m̄ij q̇iq̇j , U =
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

k̄ijqiqj , i, j ∈ 1, N, (3.1)

trong đó m̄ij , k̄ij là đặc trưng cho quán tính và độ cứng của vật thể và liên hệ giữa chúng trong cơ
hệ. Khi đó phương trình Lagrange II trong trường hợp không có ngoại lực khác tác dụng được viết
như sau:

d

dt

∂K

∂q̇i
+
∂U

∂qi
= 0, i ∈ 1, N. (3.2)

Thay động năng và thế năng trong (3.1) vào phương trình trên, ta sẽ tìm được hệ phương trình
vi phân rút gọn như sau

N∑
j=1

m̄ij q̈j +
N∑
j=1

k̄ijqj = 0, i ∈ 1, N. (3.3)

Hệ phương trình (3.3) là hệ phương trình vi phân mô tả dao động tự do của hệ tuyến tính N bậc
tự do. Để giải hệ này, chúng ta có phương pháp tổng quát như sau:

Viết lại hệ trên một cách đơn giản như sau
a11q̈1 + a12q̈2 + ...+ a1N q̈N + c11q1 + c12q2 + ...+ c1NqN = 0,
a21q̈1 + a22q̈2 + ...+ a2N q̈N + c21q1 + c22q2 + ...+ c2NqN = 0,

...
aN1q̈1 + aN2q̈2 + ...+ aNN q̈N + cN1q1 + cN2q2 + ...+ cNNqN = 0.

(3.4)

Ta tìm nghiệm dưới dạng
qi = Aisin(ωt+ α), i ∈ 1, N. (3.5)
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30 Dao dộng của hệ nhiều bậc tự do

Thay (3.5) vào (3.4) ta thu được
A1(c11 − a11ω2) +A2(c12 − a12ω2) + ...+AN (c1N − a1Nω2) = 0,
A1(c21 − a21ω2) +A2(c22 − a22ω2) + ...+AN (c2N − a2Nω2) = 0,

...
A1(cN1 − aN1ω

2) +A2(cN2 − aN2ω
2) + ...+AN (cNN − aNNω2) = 0.

(3.6)

Điều kiện cần và đủ để Ai tồn tại thì∣∣∣∣∣∣∣∣
(c11 − a11ω2) (c12 − a12ω2) ... (c1N − a1Nω2)
(c21 − a21ω2) (c22 − a22ω2) ... (c2N − a2Nω2)

...
(cN1 − aN1ω

2) (cN2 − aN2ω
2) ... (cNN − aNNω2)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.7)

Phương trình trên được gọi là phương trình tần số. Nó là phương trình bậc N của ω2. Giả sử khi
giải phương trình trên ta tìm được N nghiệm (dương) của ω lần lượt là ω1, ω2, ... ωN , khi đó ta
thu được nghiệm

q1 = A1sin(ω1t + α1) +A2sin(ω2t+ α2) + ...+ANsin(ωN t+ αN ),
q2 = A1ζ21sin(ω1t + α1) +A2ζ22sin(ω2t+ α2) + ...+ANζ2Nsin(ωN t+ αN ),

...
qN = A1ζN1sin(ω1t+ α1) +A2ζN2sin(ω2t+ α2) + ...+ANζNNsin(ωN t+ αN ).

(3.8)

trong đo

ζij = −
c1j − a1jω2

j

cji − ajiω2
i

, i, j ∈ 1, N. (3.9)

Ví dụ 3.1. Xe ô tô khối lượng m đang dao động tại chỗ nhờ hai lò xo độ cứng k1, k2 đặt tại
hai trục xe. Biết trọng tâm xe cách hai bánh lần lượt là d1, d2 và moment quán tính của xe so với
trọng tâm là I.

Viết phương trình chuyển động thẳng đứng của xe ô tô đối với mặt phẳng nằm ngang.

Giải:
Hệ có hai bậc tự do là chuyển động thẳng đứng của trọng tâm xe và sự quay của xe

quanh trọng tâm nó. Ta chọn hai tọa độ suy rộng gồm y là tung độ của trọng tâm tính tại vị trí
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3.1 Dao động tự do 31

cân bằng và ϕ là góc nghiêng của sàn xe so với mặt phẳng nằm ngang. Khi đó động năng và thế
năng của hệ lần lượt được xác định bằng

K =
1

2
mẏ2 +

1

2
Iϕ̇2,

U =
1

2
k1(y + d1ϕ−∆x)2 +

1

2
k2(y − d2ϕ−∆x)2 +mgy.

trong đó ∆x là độ nén các lò xo khi chịu tải trọng mg. Phương trình Lagrange II cho ta{
mÿ + (k1 + k2)y + (k1d1 − k2d2)ϕ = 0,
Iϕ̈+ (k1d1 − k2d2)y + (k1d

2
1 + k2d

2
2)ϕ = 0.

Để đơn giản hóa bài toán, ta giả sử k1 = k2 = k và d1 = d2 = d. Khi đó phương trình trên được
viết lại {

mÿ + 2ky = 0,
Iϕ̈+ 2kd2ϕ = 0.

Giải phương trình trên ta thu được hai nghiệm tổng quát sau

y = A1sin(
2k

m
t+ α1), φ = A2sin(

2kd2

I
t+ α2).

Thay các điều kiện biên, ta được

y(0) = A1sin(α1) = y0,

ẏ(0) =

√
2k

m
A1ω1cos(α1) = 0,

φ(0) = A2sin(α2) = 0,

φ̇(0) =

√
2kd2

I
A2ω1cos(α1) = v0,

⇒


A1 = y0,
α1 = pi/2,

A2 = −
√

2kd2

I
v0,

α2 = 0.

(3.10)

Vậy nghiệm tổng quát mô phỏng dao động của xe hơi là
y = y0sin(

2k

m
t+

π

2
),

ϕ = v0

√
2kd2

I
sin(

2kd2

I
t).

Ví dụ 3.2. Cho hệ cơ vật gồm hai lò xo nối tiếp nhau nằm ngang như hình vẽ. Biết khối lượng
của các vật nặng lần lượt là m1 = m2 = m và độ cứng của các lò xo lần lượt là k1 = 3k, k2 = 2k.
Biết rằng tại thời điểm ban đầu các lò xo chưa biến dạng và vật nặng m2 được truyền một vận tốc
v0.

Hãy so sánh tần số dao động riêng của từng vật và tìm biểu diễn quan hệ giữa các tọa
độ suy rộng và vận tốc của chúng.
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32 Dao dộng của hệ nhiều bậc tự do

Giải
Hệ có hai bậc tự do là vị trí của các vật nặng. Ta chọn hai tọa độ suy rộng gồm x1 và x2 là li độ
của m1 và m2 so với vị trí không biến dạng. Khi đó động năng và thế năng của hệ lần lượt được
xác định bằng

K =
1

2
m1ẋ

2
1 +

1

2
m2ẋ

2
2,

U =
1

2
k1x

2
1 +

1

2
k2(x2 − x1)2.

Phương trình Lagrange II cho ta

m1ẍ1 + (k1 + k2)x1 − k2x2 = 0,
m2ẍ2 − k2x1 + k2x2 = 0.

Áp dụng phương pháp giải tổng quát, điều kiện (3.7) cho ta∣∣∣∣ k1 + k2 −m1ω
2 − k2

−k2 k2 −m2ω
2

∣∣∣∣ = 0,

dẫn đến
m2ω4 − 5mkω2 + 6k2 = 0

Giải phương trình trên ta thu được hai nghiệm sau

w1 =

√
k

m
, w2 =

√
6k

m
.

Theo công thức (3.9), ta tìm được tỉ lệ giữa các biên độ

ζ21 = −c11 − a11ω
2
1

c12 − a12ω2
2

= 2, ζ22 = −c12 − a12ω
2
2

c22 − a22ω2
2

= −1

2
.

Vậy nghiệm tổng quát mô phỏng chuyển động của cơ hệ là{
x1 = A1sin(ω1t+ α1) +A2sin(ω2t+ α2),

x2 = 2A1sin(ω1t+ α1)−
1

2
A2sin(ω2t+ α2)

(3.11)

Thay các điều kiện biên, ta được

x1(0) = A1sin(α1) +A2sin(α2) = 0,
ẋ1(0) = A1ω1cos(α1) +A2ω2cos(α2) = 0,

x2(0) = 2A1sin(α1)−
1

2
A2sin(α2) = 0,

ẋ2(0) = 2A1ω1cos(α1)−
1

2
A2ω2cos(α2) = v0,

⇒



A1 =

√
m

k

2v0
5
,

α1 = 0,

A2 = −
√
m

k

v0
15
,

α2 = 0.

(3.12)

Vậy phương trình chuyển động của cơ hệ là
x1 =

√
m

k

2v0
5
sin(

k

m
t)−

√
m

k

v0
15
sin(

6k

m
t),

x2 =

√
m

k

4v0
5
sin(

k

m
t) +

√
m

k

v0
15
sin(

6k

m
t),

(3.13)

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


3.2 Dao động tắt dần 33

3.2 Dao động tắt dần

Xét cơ hệ N bậc tự do có tọa độ suy rộng là q1, q2, ..., qN . Giả sử tác động lên hệ ngoài các lực
có thế còn có lực cản phụ thuộc vào vận tốc, nghĩa là

F γ =

N∑
i=1

N∑
j=1

γijvj =

N∑
i=1

N∑
j=1

γ̄ij q̇j , i, j ∈ 1, N. (3.14)

Phương trình Lagrange II trong trường hợp này được viết như sau:

d

dt

∂K

∂q̇i
+
∂U

∂qi
= F γi , i ∈ 1, N (3.15)

Thay động năng và thế năng trong công thức (3.1) và lực cản trong công thức (3.14) vào phương
trình trên, ta thu được phương trình vi phân chuyển động rút gọn

N∑
j=1

m̄ij q̈j +
N∑
j=1

γ̄ij q̇j +
N∑
j=1

k̄ijqj = 0, i ∈ 1, N. (3.16)

Giải các phương trình vi phân trên, ta sẽ được tìm được dạng tổng quát của các tọa độ suy rộng.
Tùy vào các giá trị ban đầu của tọa độ suy rộng và vận tốc của nó, ta sẽ tìm được các phương
trình chuyển động của cơ hệ. Các phương trình chuyển động này sẽ có dạng dao động tắt dần trong
trường hợp các lực cản nhỏ hoặc chuyển động chậm dần trong trường hợp lực cản lớn.

Ví dụ 3.3. Con lắc đơn được thiết kế gồm vật nặng khối lượng m và thanh cừng chiều dài
l. Cho hệ vật gồm hai con lắc đơn được treo cách nhau một khoản d. Tại trung điểm các thanh,
người ta gắn một lò xo có độ cứng k và chiều dài lúc không biến dạng là l. Người ta gắn vào giữa
hai vật nặng một thiết bị tạo lực cản tỉ lệ với vận tốc tương tốc giữa hai vật năng. Tại thời điểm
ban đầu các thanh được kéo lệch các góc lần lượt là ϕ1 và ϕ2. Biết rằng góc dao động của các vật
nặng là nhỏ.

Tìm phương trình chuyển động của hệ.

Ví dụ 3.4. Hai lò xo có chiều dài lần lượt là l1, l2 và độ cứng lần lượt là k1, k2. Một vật nặng
khối lượng m được đặt lên hai lò xo trên như hình vẽ. Biết vật nặng chịu lực cản tỉ lệ với vận tốc
khối tâm vật bởi hệ số γ.

Tìm phương trình chuyển động của hệ.

3.3 Dao động cưỡng bức

Xét hệ N bậc tự do có các tọa độ suy rộng là q1, q2, ..., qn, chịu lực tác dụng là lực có thế, lực
cản và lực kích động. Phương trình Lagrange II trong trường hợp này được viết như sau:

d

dt

∂K

∂q̇i
+
∂U

∂qi
= F γi +Qi, i ∈ 1, N. (3.17)
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34 Dao dộng của hệ nhiều bậc tự do

Thay động năng và thế năng trong công thức (3.1) và lực cản trong công thức (3.14) vào phương
trình trên, ta thu được phương trình vi phân chuyển động rút gọn

N∑
j=1

m̄ij q̈j +

N∑
j=1

γ̄ijqj +

N∑
j=1

k̄ijqj = Qi, i ∈ 1, N. (3.18)

Giải các phương trình vi phân trên, ta sẽ được tìm được dạng tổng quát của các tọa độ suy rộng.
Tùy vào các giá trị ban đầu của tọa độ suy rộng và vận tốc của nó, ta sẽ tìm được các phương
trình chuyển động của cơ hệ. Các chuyển động này hết sức phức tạp và phụ thuộc nhiều vào lực
cản cũng như lực cưỡng bức.

3.3.1 Dao động cưỡng bức không có lực cản

Phương trình chuyển động của cơ hệ trong trường hợp này là

N∑
j=1

m̄ij q̈j +
N∑
j=1

k̄ijqj = Qisin(φt+ β), i ∈ 1, N. (3.19)

Ta có thể viết lại trong trường hợp tổng quát như sau
a11q̈1 + a12q̈2 + ...+ a1N q̈N + c11q1 + c12q2 + ...+ c1NqN = Q1

a21q̈1 + a22q̈2 + ...+ a2N q̈N + c21q1 + c22q2 + ...+ c2NqN = Q2

...
aN1q̈1 + aN2q̈2 + ...+ aNN q̈N + cN1q1 + cN2q2 + ...+ cNNqN = QN

(3.20)

Khi đó nghiệm của phương trình hệ trên gồm nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất được
xác định bởi (3.12) và nghiệm riêng của phương trình không thuần nhất. Ta tìm nghiệm riêng đó
dưới dạng

q̄j = Bjsin(φt+ β), j ∈ 1, N. (3.21)

thay phương trình trên vào (3.19) ta thu được hệ
B1(c11 − a11φ2) +B2(c12 − a12φ2) + ...+BN (c1N − a1Nφ2) = Q1

B1(c21 − a21φ2) +B2(c22 − a22φ2) + ...+BN (c2N − a2Nφ2) = Q2

...
B1(cN1 − aN1φ

2) +B2(cN2 − aN2φ
2) + ...+BN (cNN − aNNφ2) = QN

(3.22)

Đây là hệ N phương trình có N ẩn, chúng ta có thể tìm được biên độ Bj của các nghiệm q̄j tương
ứng.

Trong trường hợp có hai bậc tự do, ta tìm được biên độ như sau
B1 =

Q̄1(c22 − a22φ2)− Q̄2(c12 − a12φ2)
(c11 − a11φ2)(c22 − a22φ2)− (c12 − a12φ2)2

B2 =
Q̄2(c11 − a11φ2)− Q̄1(c12 − a12φ2)

(c11 − a11φ2)(c22 − a22φ2)− (c12 − a12φ2)2
(3.23)
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3.3 Dao động cưỡng bức 35

Mẫu số của hệ trên là đa thức bậc hai đối với φ2. Mặt khác các tần số ω1, ω2 cũng là nghiệm của
đa thức trên. Như vậy công thức biên đô Bj có thể viết lại như sau

B1 =
Q̄1(c22 − a22φ2)− Q̄2(c12 − a12φ2)
(a11a22 − a212)(φ2 − ω2

1)(φ2 − ω2
2)

B2 =
Q̄2(c11 − a11φ2)− Q̄1(c12 − a12φ2)
(a11a22 − a212)(φ2 − ω2

1)(φ2 − ω2
2)

(3.24)

Với φ = ω1 hoặc φ = ω2 (tần số lực kích động bằng một trong các tần số riêng của hệ), các biên
độ dao động cưỡng bức sẽ tăng vô hạn. Ta có hiện tượng cộng hưởng.

Ví dụ 3.5. Hai vật nặng khối lượng m1, m2 đặt trên các lò xo có độ cứng tương ứng là k1, k2
như hình vẽ. Lực kích động Q1 tác dụng lên vật m1 có dạng

Q1 = Q̄1sin(φt+ beta)

.

Giải
Hệ có hai bậc tự do ứng với tọa độ theo phương thẳng đứng của hai vật. Động năng và thế năng
của cơ hệ lần lượt là

K =
1

2
(m1q̇

2
1 +m2q̇

2
2), U =

1

2
(k1q

2
1 + k2(q2 − q1)2)

Phương trình Lagrange II viết cho cơ hệ như sau{
m1q̈1 + (k1 + k2)q1 − k2q2 = Q̄1sin(φt+ beta)
m2q̈2 − k2q1 + k2q2 = 0.

Áp dụng (??) cho ta nghiệm sau  q̄1 = 0

q̄2 = −Q̄1

k2
sin(φt+ β)
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36 Dao dộng của hệ nhiều bậc tự do

tức là vật m1 không có dao động cưỡng bức. Ta có thể kiểm chứng điều này bằng cách thay nghiệm
riêng q̄2 vào phương trình thứ nhất của hệ vi phân chuyển động. Khi đó ta được

q̈1 +
k1 + k2
m1

q1 = 0

nghĩa là q1 dao động điều hòa với tần sô ω1 =
√

(k1 + k2)/m1.

Ví dụ 3.6. Cho hệ cơ vật gồm hai lò xo nối tiếp nhau nằm ngang như hình vẽ. Biết khối lượng
của các vật nặng lần lượt là m1, m2 và độ cứng của các lò xo lần lượt là k1, k2. Tại đầu bên trái
lò xo chịu một dịch chuyển xe(t) = x̄ecos(φt). Biết rằng tại thời điểm ban đầu các lò xo chưa biến
dạng và vật nặng m2 được truyền một vận tốc v0.

Tìm phương trình chuyển động của hệ.

Giải
Hệ có hai bậc tự do ứng với li độ của hai vật. Động năng và thế năng của cơ hệ lần lượt là

K =
1

2
m1(ẋ1)

2 +
1

2
m1(ẋ2)

2, U =
1

2
k1(x1 − xe)2 +

1

2
k1(x2 − x1)2

Phương trình Lagrange II viết cho cơ hệ như sau{
m1ẍ1 + k1x1 − k2(x2 − x1) = k1xe
m2ẍ2 + k2(x2 − x1) = 0.

3.3.2 Dao động cưỡng bức có lực cản

Ví dụ 3.7. Hai lò xo có chiều dài lần lượt là l1, l2 và độ cứng lần lượt là k1, k2. Một vật nặng
khối lượng m được đặt lên hai lò xo trên như hình vẽ. Biết vật nặng chịu lực tác động cưỡng bức
f(t) theo phương thẳng đứng và chịu lực cản tỉ lệ với vận tốc khối tâm vật bởi hệ số γ.

Tìm phương trình chuyển động của hệ.

3.4 Bài tập

Bài tập 3.1. Con lắc đơn được thiết kế gồm vật nặng khối lượng m và thanh cừng chiều dài
l. Cho hệ vật gồm hai con lắc đơn được treo cách nhau một khoản d. Tại trung điểm các thanh,
người ta gắn một lò xo có độ cứng k và chiều dài lúc không biến dạng là l. Tại thời điểm ban đầu
các thanh được kéo lệch các góc lần lượt là ϕ1 và ϕ2. Biết rằng góc dao động của các vật nặng là
nhỏ.

a) Tìm phương trình chuyển động của hệ.
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3.4 Bài tập 37

b) Trong trường hợp hai con lắc có khối lượng khác nhau, hãy tìm phương trình chuyển
động của hệ.

Bài tập 3.2. Hai vật nặng khối lượng m1, m2 được liên kết bởi ba lò xo có độ cứng k1, k2, k′

như hình vẽ. Biết rằng các lò xo có chiều dài tự nhiên như nhau. Cho m1 = m,m2 = 2m, k1 =
k, k2 = 2k, k′ = 2k. Tìm phương trình chuyển động của hệ trong các trường hợp sau

a) Tại thời điểm ban đầu, vật m2 được truyền vận tốc v0 về phía trái.
b) Tại thời điểm ban đầu, vật m1 bị kéo đoạn x0 về phía phải.
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38 Dao dộng của hệ nhiều bậc tự do

Bài tập 3.3. CHo hệ như hình vẽ. Tìm phương trình chuyển động của hệ.

Bài tập 3.4. Cho hình vuông ABCD cạnh a. Lò xo thứ nhất có độ cứng k1 và chiều dài lúc
chưa biết dạng l1 = a/2 được đặt cố định một đầu ở A còn đầu kia nằm tại E trên AB. Đầu di
động E được gắn vật nặng khối lượng m1. Lò xo thứ hai có độ cứng k2 và chiều dài lúc chưa biết
dạng l2 = 3a/4 được đặt cố định một đầu ở C còn đầu kia nằm tại F trên CD. Đầu di động E
được gắn vật nặng khối lượng m2. Biết a = 60cm, k1 = k2 = 10kg/s,m1 = m2 = 0?1kg. Ban đầu
lò xo một bị kéo một đoạn x1 = 5cm về phía B và thả không vận tốc đầu còn lò xo thứ hai được
truyền một vận tốc v2 = 1m/s hướng về D.

a) Tìm chuyển động của hai vật nặng.
b) Tìm chuyển động của trung điểmM của EF và điểm H trên EF thỏa HF = 2HE.

Bài tập 3.5. Một tòa nhà cao tầng được mô hình hóa thành hai phần như hình bên. Biết khối
tâm chúng nằm ở tâm hình học. Khối lượng, moment quán tính (so với khối tâm) và chiều dài của
chúng lần lượt là m1, I1, l1 và m2, I2, l2. Gọi góc quay của hai phần là ϕ1 và ϕ2.

a) Viết phương trình vi phân chuyển động của hệ.
b) Viết phương trình chuyển động của hệ. Biết ban đầu tòa nhà đứng thẳng đứng và

phần trên chịu sức gió khiến nó có vận tốc góc ω0. Cho m1 = 3m,m2 = m; l1 = l, l2 = 3l; I1 =
m1l

2
1/3, I2 = m2l

2
2/12.

c) Cấu trúc của tòa nhà sẽ bị phá hỏng nếu góc nghiêng phần thấp lớn hơn 3o và góc
nghiêng phần trên lớn hơn5o. Tìm vận tốc góc ban đầu lớn nhất để cấu trúc tòa nhà không bị phá
vỡ. Tại điểm cực trị đó, phần nào sẽ bị vỡ trước?

Bài tập 3.6. Một lò xo độ cứng k chiều dài tự nhiên l.Hai đầu lò xo được gắn hai vật nặng
m1 và m2. Ban đầu lò xo bị kéo giãn đoạn x0. Biết m2 = 2m1. Tìm phương trình chuyển động của
hai vật trong các trường hợp sau:

a) Lò xo được đặt nằm ngang.
b) Lò xo được đặt vắt qua một nêm hình nửa tam giác đều. Hai vật nặng trượt không

ma sát trên hai mặt nêm.

Bài tập 3.7. Một vật nặng khối lượng M được nối với tường bằng một lò xo độ cứng k. Một
vật nặng m được nối với vật nặng M bằng một thanh cứng không giãn l.

a) Tìm phương trình chuyển động của hệ.
b) Nếu vật nặng M chịu lực tác động F = F̄ sin(φt). Tìm phương trình chuyển động

của hệ.
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3.4 Bài tập 39

Bài tập 3.8. Hai lò xo độ cứng k1, k2, chiều dài tự nhiên l1, l2 một đầu được gắn vào tường
một đầu được gắn vào hai đầu thanh dài khối lượng m chiều dài d.

a) Tìm phương trình chuyển động của hệ.
b) Nếu thanh chịu lực tác động F = F̄ cos(φt) tại trọng tâm. Tìm phương trình chuyển

động của hệ.

Bài tập 3.9. Hai thanh cứng và một vật nặng m được gắn như hệ hình bên. Biết mỗi thanh
có thể dao động quanh khớp nối của chúng.

a) Tìm phương trình chuyển động của hệ.
b) Trong trường hợp thanh có thể co giãn, tình phương trình chuyển động của hệ.
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