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Phương trình Schrödinger 
3 chiều (3D)

Giới thiệu

Phương trình Schrödinger tổng quát

݅ℏ
߲Ψ
ݐ߲

= Ψ        [4.1]ܪ

ܪ = ܶ + ܸ =
ଶ݌

2݉
+ ܸ

Toán tử Hamitonian ܪ (cổ điển)

1D  3D
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ଶ
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ଶ + ܸ

3D

ݔ
ݕ

ݖ

⇒ ଶ݌ = −ℏ૛ߘ૛

ܪ = −
ℏ૛

2݉
૛ߘ + ܸ

௫݌ →
ℏ
݅

߲
ݔ߲

 , ௬݌ →
ℏ
݅

߲
ݕ߲

 , ௭݌ →
ℏ
݅

߲
ݖ߲

[4.2]

Ԧ݌ ≡ ࢖ →
ℏ
݅

߲
ݔ߲

ଙԦ +
߲

ݔ߲
ଚԦ +

߲
ݔ߲

࢑ ≡
ℏ
݅

ߘ [4.3]
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݅ℏ
߲Ψ
ݐ߲

= −
ℏଶ

2݉
ଶΨߘ + ,ܚ)ܸ Ψ(ݐ

Phương trình Schrödinger 3D

 [4.4]

[4.5]

với toán tử Laplace trong tọa độ Descartes

ߘ ≡
߲

ݔ߲
ଙԦ +

߲
ݕ߲

ଚԦ +
߲

ݖ߲
࢑

ଶߘ ≡
߲ଶ

ଶݔ߲ +
߲ଶ

ଶݕ߲ +
߲ଶ

ଶݖ߲

݅ℏ
߲Ψ
ݐ߲

= −
ℏଶ

2݉
ଶΨߘ + ܸΨ

Phương trình Schrödinger 3D

Xác suất để tìm thấy hạt trong miền thể tích
vi phân ݀ଷ࢘ = ݖ݀ݕ݀ݔ݀ là Ψ(ܚ, (ݐ ଶ݀ଷ࢘

න Ψ ଶ݀ଷ࢘ = 1  [4.6]

ܸ = ܸ ܚ → Ψ = φ(ݐ) ߰ ࢘

Phương trình Schrödinger 3D

 tập hợp đầy đủ các trạng thái dừng

 [4.7]Ψ௡ ,࢘ ݐ = ߰௡ ࢘ ݁ି௜ா೙௧/ℏ

−
ℏଶ

2݉
ଶ߰ߘ + ܸ߰ = ߰ܧ  [4.8]

߰௡ ࢘ thỏa phương trình Schrödinger không
phụ thuộc ݐ

Phương trình Schrödinger 3D

ܸ = ܸ ܚ : Nghiệm tổng quát

 [4.9]

Ψ = ෍ Ψ௡ ,࢘ ݐ
௡

= ෍ ܿ௡

௡

߰௡ ࢘ ݁ି௜ா೙௧/ℏ
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Bài tập “nhỏ”

Hãy xác định các giao hoán tử giữa toán tử
ܚ và :ܘ
,ݔ ݕ , ,ݔ ..., ݖ ,ݔ ௫݌ , ,ݔ ௬݌ , ,ݔ ௭݌ , …

,௫݌ ௬݌ , ,௫݌ ௭݌ , ,௬݌ ௭݌ , …

Bài tập “nhỏ”

,௜ݎ ௝݌ = − ,௝݌ ௜ݎ = ݅ℏߜ௜௝, 
,௜ݎ ௝ݎ = ,௜݌ ௝݌ = 0

݅, ݆ = ,ݔ ,ݕ .ݖ ௫ݎ  = ,ݔ ௬ݎ = ,ݕ ௭ݎ = ݖ

[4.10]

Bài tập “nhỏ”

CM: ݀
ݐ݀

࢘ =
1
݉

࢖

݀
ݐ݀

࢖ = ܸߘ−

[4.11]

௣ೣߪ௫ߪ
≥

ℏ
2

,

௣೤ߪ௬ߪ
≥

ℏ
2

,

௣೥ߪ௭ߪ
≥

ℏ
2

[4.12]

Phương trình Schrödinger 
3 chiều (3D)

Giải phương trình
bằng phương pháp tách biến
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Tọa độ Descartes

Phương trình Schrödinger tổng quát

Xét thế năng có dạng ܸ ܚ = ܸ ,ݔ ,ݕ ݖ .

݅ℏ
߲Ψ
ݐ߲

= Ψܪ = −
ℏଶ

2݉
ଶΨߘ + ,ܚ)ܸ Ψ(ݐ

߰ܪ = −
ℏమ

ଶ௠
ଶ߰ߘ + ,ݔ)ܸ ,ݕ (ݖ ߰

PT Schrödinger không phụ thuộc thời gian

Nghiệm: ,ݔ)߰  ,ݕ (ݖ

Tọa độ Descartes

• Phương trình Schrödinger này khó giải.
• Nếu ܸ ,ݔ ,ݕ ݖ có thể được tách thành

tổng ba số hạng độc lập
ܸ ,ݔ ,ݕ ݖ = ௫ܸ ݔ + ௬ܸ ݕ + ௭ܸ ݖ

thì có thể giải bằng pp tách biến. 

ܪ = −
ℏଶ

2݉
ଶߘ + ܸ ,ݔ ,ݕ ݖ

≡ ௫ܪ ݔ + ௬ܪ ݕ ௭ܪ+ ݖ

• Hamiltonian được tách như sau

Tọa độ Descartes

• Hamiltonian thành phần:

௫ܪ ݔ = −
ℏଶ

2݉
߲ଶ

ଶݔ߲ + ௫ܸ ݔ

௬ܪ ݕ = −
ℏଶ

2݉
߲ଶ

ଶݕ߲ + ௬ܸ ݕ

௭ܪ ݖ = −
ℏଶ

2݉
߲ଶ

ଶݖ߲ + ௭ܸ ݖ

Tọa độ Descartes

Hàm sóng toàn phần có thể được biểu diễn
dưới dạng tách biến: 

߰ ,ݔ ,ݕ ݖ = X ݔ ܻ ݕ (ݖ)ܼ

௫ܪ ݔ = −
ℏଶ

2݉
߲ଶ

ଶݔ߲ + ௫ܸ ݔ

௬ܪ ݕ = −
ℏଶ

2݉
߲ଶ

ଶݕ߲ + ௬ܸ ݕ ௭ܪ ݖ = −
ℏଶ

2݉
߲ଶ

ଶݖ߲ + ௭ܸ ݖ

Phương trình Schroedinger ߰ܪ = thành ߰ܧ
௫ܪ] ݔ ௬ܪ+ ݕ ௭ܪ+ ݖ ]X ݔ ܻ ݕ ܼ ݖ

= X ܧ ݔ ܻ ݕ (ݖ)ܼ
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Tọa độ Descartes

௫ܪ] ݔ ௬ܪ+ ݕ ௭ܪ+ ݖ ]X ݔ ܻ ݕ ܼ ݖ
= X ܧ ݔ ܻ ݕ (ݖ)ܼ

⇒ ௫ܪ] ݔ ௬ܪ+ ݕ ௭ܪ+ ݖ ] = ܧ

௫ܪ ݔ = −
ℏଶ

2݉
߲ଶ

ଶݔ߲ + ௫ܸ ݔ

⇒ ௫ܪ ݔ X ݔ ܻ ݕ ܼ ݖ =ܻ ݕ ܼ ݖ ௫ܪ ݔ X ݔ

Tọa độ Descartes

௫ܪ] ݔ ௬ܪ+ ݕ ௭ܪ+ ݖ ]X ݔ ܻ ݕ ܼ ݖ
= X ܧ ݔ ܻ ݕ (ݖ)ܼ

ܻ ݕ ܼ ݖ ௫ܪ ݔ X ݔ +X ݔ ܼ ݖ ௬ܪ ݕ ܻ ݕ
+X ݔ ܻ ݕ ௭ܪ ݖ  ܼ ݖ = X ܧ ݔ ܻ ݕ (ݖ)ܼ

1
ܻܼܺ

௫Xܪܼܻ] + Xܼܪ௬ܻ + Xܻܪ௭ܼ] = ܧ

1
ܺ

௫Xܪ +
1
ܻ

௬ܻܪ +
1
ܼ

௭ܼܪ = ܧ

Tọa độ Descartes

1
ܺ ݔ

௫ܺܪ ݔ +
1

ܻ ݕ
௬ܻܪ ݕ +

1
ܼ ݖ

(ݖ)௭ܼܪ

= ܧ
1

ܺ ݔ
௫ܺܪ ݔ = ௫ܧ

1
ܻ ݕ

௬ܻܪ ݕ = ௬ܧ

1
ܼ ݖ

(ݖ)௭ܼܪ = ௭ܧ

Với: 
௫ܧ + ௬ܧ + ௭ܧ = ܧ

Tọa độ Descartes

Phương pháp tách biến chuyển phương trình
3D thành 3 phương trình 1D tách biệt nhau.

௫ܺܪ ݔ = ௫ܺܧ ݔ

௬ܻܪ ݕ = ௬ܻܧ ݕ

(ݖ)௭ܼܪ = ௭ܼܧ ݖ

Với: 
௫ܧ + ௬ܧ + ௭ܧ = ܧ

−
ℏଶ

2݉
ଶ߰ߘ + [ ௫ܸ ݔ + ௬ܸ ݕ + ௭ܸ ݖ ]߰ = ߰ܧ
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Quantum dot

ݔ

ݕ

ݖ
ܾ ܽ

ܿ

ܸ ܚ = ܸ ,ݔ ,ݕ ݖ = ቊ0 ݊ếݔ ݑ, ,ݕ ∋ ݖ (0, ܽ)
∞ ݊ếݑ ݄݇áܿ

Hạt bị “nhốt tù” (confined) “nhốt tù lượng
tử” (quantum confinement)

Quantum dot

ݔ

ݕ

ݖ
ܾ ܽ

ܿ

ܽ ݔ

∞∞ ܸ ݔ

0

ܸ ݕ

ݕ

∞∞

0 ܾ

ܸ ݖ

ݖ

∞∞

0 ܿ

Quantum dot 

Phương trình Schrödinger tổng quát

ܸ ܚ = ܸ ,ݔ ,ݕ ݖ = ቊ0 ݊ếݔ ݑ, ,ݕ ∋ ݖ (0, ܽ)
∞ ݊ếݑ ݄݇áܿ

Thế năng có dạng

−
ℏଶ

2݉
ଶ߰ߘ + ܸ ܚ ߰ = E߰

ܸ ,ݔ ,ݕ ݖ = ܸ ݔ + ܸ ݕ + (ݖ)ܸ

Quantum dot

ܸ ݔ = ቊ0 ݊ếݔ ݑ ∈ (0, ܽ)
∞ ݊ếݑ ݄݇áܿ

ܸ ݕ = ቊ0 ݊ếݕ ݑ ∈ (0, ܾ)
∞ ݊ếݑ ݄݇áܿ

ܸ ݖ = ቊ0 ݊ếݖ ݑ ∈ (0, ܿ)
∞ ݊ếݑ ݄݇áܿ

ݔ

ݕ

ݖ
ܾ ܽ

ܿ
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BT: Quantum dot

Sử dụng kết quả đã có, hãy xác định
các trạng thái dừng (hàm sóng ,ݔ)߰ ,ݕ ((ݖ
và năng lượng tương ứng .ܧ

Hãy xét trường hợp ܽ = ܾ = ܿ = .ܮ
Xác định trạng thái nền và năng lượng tương
ứng.

Quantum dot

Sử dụng kết quả đã có, hãy xác định
các trạng thái dừng (hàm sóng ,ݔ)߰ ,ݕ ((ݖ
và năng lượng tương ứng .ܧ

Hãy xét trường hợp ܽ = ܾ = ܿ = .ܮ
Xác định: i) trạng thái nền và năng lượng
tương ứng, ii) trạng thái kích thích thứ nhất
và năng lượng tương ứng – hãy nhận xét
trường hợp này. 
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