Chuong 15

Tich phan boi

Céc nha dia chat nghién ctu sy hinh thanh clia cac day nii va cong can dé
nang chting lén khéi mat nude bién. Trong chuong nay ngudi doc sé tim mot
tich phan boi ba dé tinh cong dé tao ra ndi Phu Si ¢ Nhat Ban.

Trong chuong nay ching ta md rong cac y cua tich phan thanh tich phan
boi hai va boi ba cho ham hai va ba bién. Cac ¥ nay dugc dimng dé tinh thé
tich, khéi lugng, tam khéi lugng clia nhidu mién hon cic chuong trude. Ta cling
duing tich phan boi hai dé tinh xac suét khi c6 hai bién ngdu nhién.

Ta sé thay toa do cuc c6 ich khi tinh mot s6 tich phan béi hai. Tuong tiy ta
sé gidi thieu hai he toa d6 méi trong khong gian ba chidu — toa do cau va toa
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do tru — gitp don gidn hoéa tinh toin mot sb tich phan boi ba.

15.1 Tich phan bo6i hai trén hinh ch@ nhat

Giéng nhu nd Iyc dé gidi bai toan dién tich dan ta t6i tich phan xac dinh, nd
lye tinh thé tich dan ta t6i dinh nghia tich phan boi hai.

On lai tich phan xéc dinh

Trude hét hay nhic lai nhitng sy kién co ban vé tich phan xac dinh cia hAm mot
bién. Néu ham f(z) dugc xac dinh trén doan a < x < b ta bit dau bing cich
chia doan [a,b] thanh n doan [z;_1,z;] c6 chiéu dai bang nhau Az = (b —a)/n
va chon mot diém z trong mdi khoang dé. Roi viét tong Riemann

> )z (15.1.1)
va lay gidi han ctia tdng nay khi n — oo dé dugc tich phan x4c dinh cia f tit a
téi b: , .
/a f(z) de = nh_{r;(}Z?f(@)Ax (15.1.2)
1=
Trong truong hgp f > 0 tong Riemann c6 thé duge giai thich nhu 1a tdng ciia

dién tich cac hinh ch® nhat nhu trong Hinh (15.1.1) va f; f(z) dx la dién tich
bén dudi dudng cong y = f(z) tit a t6i b.
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Hinh 15.1.1:
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Thé tich va tich phan boi hai

Mot cach tuwong tu xét ham hai bién f xic dinh trén hinh chi nhat déng
R=[a,b] x [c,d] = {(z,y) ER? |a <z <b, c<y<d}

va trude tién ta gid st f(z,y) > 0. DO thi cia f 14 m#t v6i phuong trinh
z = f(x,y). Goi S 1a khéi tréen R va du6i do thi ctia f, nghia la

S={(z,y,2) €ER* | 0< 2 < f(z,y), (z,9) € R}

Hinh 15.1.2:

(xem Hinh . Muyc tiéu ciia ta la tim thé tich ctia S.

Budc dau tien 1a chia R thanh cac hinh chit nhat con. Chia doan [a, b] thanh
m doan nho [z;_1,x;] ¢6 chiéu rong bang nhau Az = (b — a)/m va chia doan
[¢,d] thanh n doan nho [y;_1, y;] ¢6 chiéu rong bang nhau Ay = (d—b)/n. Bang
céach vé cac dudng thing song song véi truc toa do di qua céc diém dau mit cla
cac khoang con d6, nhu trong Hinh ta duge cac hinh ch nhat con

Rij = [vi—1, 2] X [yj—1,95] = {(z,y) € R? | 2oy <z <, yi-1 <y <y}

mdi céi ¢6 dién tich AA = AxAy.
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Hinh 15.1.3: Chia nhé R.

Néu ta chon mot diém méu (z7;,y;;) trong mdi hinh chit nhat con Rj; thi
ta c6 thé xap xi phan thé tich ben duéi mat S ben tren R;; bing mot hop chit
nhat v6i chieu cao f(z};,y;;) va dédy R;; nhu trong Hinh [15.1.4] (so sanh véi
Hinh [15.1.1). Thé tich ctia hinh hop nay bing dién tich ddy nhan chiéu cao:

f(@ij,yi)AA




CHUONG 15. TICH PHAN BOI

|-flag, v

Hinh 15.1.4:

Néu ta lam theo céch nay vi cong thé tich clia cdc hop tuong tng ta dudc

mot xap xi clia téng thé tich ciia S:

VA S fal,yn)AA (15.1.3)
i=1 j=1
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Hinh 15.1.5:

(Xem Hinh ) Téng nay c6 nghia 1a v6i mdi hinh chit nhat con ta tinh
gia tri clia f & diem mAu r6i nhan vé6i dién tich ciia hinh chit nhat con va cong
cac két qua lai.

Tryc gidc néi véi ta ring tdng & trd nén t6t hon khi m v n 1én hon
vi vay ta chg dgi ring

m n
V= "}gnoo nh_)n;o ;; (@i, yi;)AA (15.1.4)
Chiing ta ding cong thic dé dinh nghia thé tich ctia khéi S ben dudi
dd thi ctia f bén trén hinh hop R. (C6 thé chitng t6 cong thiic nay tuong thich
v6i cong thite thé tich & muc 5.2).
Gi6i han nhu trong cong thic xuat hién thuong xuyén, khong chi
trong tinh thé tich ma con & nhiéu chd khac — nhu ta sé thay trong muc 15.5 —
ké ca khi f khong phai 1a ham duong. Vi vay ta dua ra dinh nghia sau.

Dinh nghia 15.1.1. Tich phan clia ham f trén hinh ch@ nhat R la
//R [y dd=Tm 3 > [} u;)AA
' i=1j=1

néu giéi han nay ton tai.
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Y nghia chinh xéc clia gidi han trong Dinh nghia [15.1.1/ 14 v6i moi € > 0 ¢6
mot sd nguyen duong N sao cho

‘ //R flay) dA— lim 3% f(ag,u;)AA| <e

i=1 j=1

v6i moi m va m 16n hon N vi v6i moi céch chon diém méu (xfj, yi;) trong R;;.

Ham f dugc goi 1a khd tich néu giéi han trong Dinh nghia ton tai.
Trong moén hoc Giai tich Nang cao sé c¢6 chitng minh ring cdc ham lién tuc la
kha tich. Thiyc ra mot ham f s& kha tich néu né "khong qui khong lien tuc".
Dic bigt, néu f bi chan [nghia 1a ¢6 M sao cho | f(z,y)| < M v6i moi (z,y) € R]
va f lién tuc trén R trit ra trén hitu han duong cong tron thi f kha tich trén R.

Diém mau (z7;,y;;) c6 thé la diém bat ki tren R;; nhung néu ta chon do la
dinh trén bén phai ctia R;; thi biéu thiic cho tich phan boi hai trd nén don gidn

hon m o
//R f(z,y) dA = m}}lglooz D fl@ig,yi) AA

i=1 j=1

So sanh Dinh nghia [15.1.4] va [15.1.1] ta thay thé tich c6 thé dugc viét nhu
mot tich phan boi hai:
Néu f(x,y) > 0 thi thé tich V ctia khéi bén trén hinh hop R bén dudi mat

z= f(z,y) la
V= //Rf(%y) dA

Téng trong Dinh nghia [15.1.1

ZZf(xZﬁy;“j)AA

i=1j=1

dugc goi la tong Riemann va duge diung dé xap xi gia tri ciia tich phan. [Dé ¥
né gidng véi téng Riemann trong ham mot bién.] Néu f duong thi
d6 1a téng clia cac hop nhu trong Hinh va duge diing dé xap xi dien tich
bén duéi do thi ciia f.

Vi du 15.1.2. Udc tinh thé tich ctia khéi bén trén hinh chit vuong R = [0, 2] x
[0,2] v bén dudi mat elliptic paraboloid z = 16 — 22 —2y2. Chia R thanh 4 hinh
vuong con va chon dinh trén bén phai cho mdi hinh vuong con R;;. Vé khoi nay
va cac hinh hop xap xi.

Giai. Hinh ch vudng dugc vé ¢ Hinh |15.1.6
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J-: ~
(1, 2)

2 (2,2)

Ry, R,,
1 2.1)

(L.1)

Ry R,

0 1 3 T
Hinh 15.1.6:

Mat parapolic 1a dd thi clia ham f(x,y) = 16 — 22 — 2y? va dién tich cia
mdi hinh vuong 14 AA = 1. Xap xi tong Riemann v6i m = 2 va n = 2 ta duge

2 2
Z Z f(@ij,yi) ) AA

=1 j=1
FOLDAA + f(1,2)AA + F(2,1)AA + f(2,2)AA
= 13(1) + 10(1) + 10(1) + 4(1) = 34

Day 1a thé tich ciia cac khéi hop chit nhat xap xi trong Hinh

14

1%

Hinh 15.1.7:

O

Ta sé duge xap xi t6t hon néu ting sé hinh vudéng con. Hinh [15.1.8|cho thay
cac cot bat dau trong gibng hon mot khéi va cac xap xi tuong tng trd nén chinh
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xac hon néu ta dung 16, 64 va 256 hinh vuong. Trong bai t6i (xem [15.2.5)) ta sé
chi dugc 1a thé tich ding bing 48.

(@ym=n=4,V=41.5 (bym=n=28,V=442875 (c)m=n=16,V=46.46875

Hinh 15.1.8:

Vidu 15.1.3. Néu R = {(z,y) | —1 <z <1, -2 <y <2}, tinh tich phan
// vV1—22dA
R

Gidi. Sé khé ma tinh tinh phan ndy truc tiép tit Dinh nghia nhung vi
V1 —22 >0 ta c6 thé tinh tich phan nay bing cach giai thich né6 nhu mot thé
tich. Vi z = v/1 — 22 nén 22 + 22 = 1 vi z > 0, vi thé tich phan da cho dai dien
cho thé tich ctia khéi S nim bén dusi mat tru tron z2 + 22 = 1 bén trén hinh
chit nhat R.

Hinh 15.1.9:

(Xem Hinh .) Thé tich ctia S bing dién tich nita hinh tron ban kinh 1 nhan
chiéu dai mat tru. Vay

//R V1—22 dA = %71‘(1)24 =2
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Luat diém gitta
Céc phuong phap ma ta ding dé xap xi tinh phan mot bién (Luat diém giita,
Luat hinh thang, Luat Simpson) déu c6 tuong tng trong tich phan boi hai. 0
day ta chi néi vé Luat diém giita. Ta sé xap xi tich phan bang cach ding téng
Riemann ma ¢ d6 diém méu (z};,y;;) trong méi hinh chit nhat con Ry; 1a diém
gitta (Z;;,¥ij). N6i cach khac z;; 1a diém gitta ctia [z;-1, 7;] va §;; la diém gitta
cla [yi-1,yil.
Dinh nghia (Luat diém giita cho tich phan boi hai).
m n
| RCREED 9D HCI DIV

R i=1 j=1

vGi Ts5 1a diém gitta ctia [.131‘_1, JJ,‘] va, Yij 1a diém gitta ctia [yi—la yi]-

Vi du 15.1.4. Dung luat diém gitta v6i m = 2, n = 2 dé wéc lugng gia tri ciia
tich phan ffR(x —3y?) dAv6i R={(z,y) |0<x <2, 1<y<2}

Gidi. Dung luat diém gitta v6i m = n = 2 ta tinh f(z,y) = 2 — 3y? tai tam clia
bén hinh chit nhat con nhu Hinh [15.1.100 Vay 2y = 3, Zo =3, 1 = 2, o = 1.
Dién tich ctia moéi hinh chit nhat con 14 AA = % Vay

//R(:c—3y2) dA ii:f(%ywmfl

= -—11.875

Q

YA
2 (2,2)
3 * Ry, *R,
? * Ry * R,
1 | |
| |
| |
| |
| | .
0 1 2 X

Hinh 15.1.10:
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Ghi chi. Trong céc bai tiép theo ta sé phat trién cac phuong phap hiéu qua
dé tinh tich phan boi va ta sé thay gia tri chinh xac ciia tich phan trong Vi du
la —12. (Nhé ring cach gidi thich tich phan nhu thé tich chi ding khi
ham 1& duong. O bai sau ta sé ¢6 cach giai thich tich phan ctia ham khong luon
duong bing thé tich.) Néu ta tiép tuc chia nho hon nita cac hinh chit nhat con
trong Hinh ta sé duge xAp xi nhu trong bang. Hay dé ¥ ring gia tri xap
xi dan téi gid tri ding —12.

| S6 hinh chit nhat con | Xap xi theo luat diém giita

1 -11.5000
4 -11.8750
16 -11.9687
64 -11.9922
256 -11.9980
1024 -11.9995

Gia tri trung binh

Nhic lai tit cac chuong trude gia tri trung binh ctia ham mot bién f trén doan
[a.b] 1a

1 b
fave: b—a/a f(.]?) dz
Mot cach tuong tu ta dinh nghia gid tri trung binh ctia ham hai bién f xac dinh
trén hinh ch@ nhat R 1a

fuve = ﬁ //R f(z,y) dA

la dién tich cta hinh hop R.

voi A(R)
u f(x,y) > 0 thi phuong trinh

Né
fove X A(R) = //R f(,y) dA

néi rang hinh hop véi day R va chiéu cao fave €6 ciing thé tich véi véi khdi ben
du6i do thi ctia f beén trén R. [Néu ta cit cac dinh nii mot mién doi nii ¢ miic
cao trung binh thi ta c6 thé lap day cac thung liing dé mién tréd thanh phéng
hoan toan. Xem Hinh [15.1.11}]
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Hinh 15.1.11:

Vi du 15.1.5. Ban dd duong miic trong Hinh thé hién lugng tuyét, do
béng inch, roi trén bang Colorado ngay 20 va 21 thang 12 nam 2006. (Bang nay
¢6 hinh chi nhat véi kich thuée 388 dam tit tay sang dong va 276 dam tit nam
lén bic.) Duing ban do nay dé udc tinh lugng tuyét roi trung binh trén bang
nay trong hai ngay trén.

Hinh 15.1.12:

Gidi. Dat gbe toa do ¢ goc tay nam clia bang. Nhu thé 0 < o < 388, 0 <y <
276, va f(z,y) la lugng tuyét roi, do bang inch, 6 vi tri z ddm phia dong va y
dim phia bic gdc toa do. Néu R 1a hinh chit nhat dai dieén cho Colorado, thi
lugng mua trung binh trong hai ngay 20 va 21 thang 12 nam 2006 1a

fave = ﬁ//Rf(w,y) dA
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v6i A(R) = (388)(276). Dé wéc lugng tich phan boi hai trén, ta ding luat diém
gitta v6i m = n = 4. N6i cich khéc, ta chia R thanh 16 hinh chit nhat nhé déu
nhau c6 cung dién tich 1a

AA = 1—16(388)(276) — 6693

0 388 X

Hinh 15.1.13:

Dimng ban dd duong mic dé uéc lugng gia tri ciia f tai cdc diém tam cta
cac hinh chit nhat con, ta duge

//Rf(x’ y)da ~ iif(@j,yﬁ)m

i=1 j=1
= AA0+15+8+7+25+185+11+
+4.5+28 + 17+ 13.5+ 12+ 15+ 17.5 + 13]
= (6693)(207)
Vay
(6693)(207)
(388)(276)

Vao hai ngay 20 va 21 thang 12 Colorado nhan trung binh khoang 12.9 inch
tuyét. O

=129

~
fave ~
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Tinh chat ctia tich phan boi hai

Ta liét ke dudi day ba tinh chat clia tich phan. Cac tinh chat nay c6 thé dugc
chttng minh nhu déi véi tich phan ham mot bién. Ta gid s cAc ham déu kha
tich. Cac tinh chat [15.1.5| va [15.1.6| duge goi 1a tinh tuyén tinh clia tich phan.

i@ +awanaa= || sauaas [ s as osis

// cf(x,y) dA = c// f(z,y) dA  v6i ¢ la mot hang s6 (15.1.6)
R R

Néu f(z,y) > g(x,y) trén R thi

//Rf(x,y) dAZ//Rg(x,y) dA (15.1.7)

Bai tap
15.1.1. (a) Udc lugng thé tich ctia khéi duéi mat z = 2y trén hinh chit nhat
R={(z,y) |0<2 <6, 0<y<4}

Dung téng Riemann véi m = 3, n = 2 va lay diém mau & goc trén bén
phéi moi hinh vuong.
(b) Dung luat diém gitta dé udc lugng thé tich ciia khdi trong phan (a).
15.1.2. V6i R = [0,4] x [~1,2] ding tdng Riemann v6i m = 2, n = 3 dé udc
lugng tich phan [[(1 — zy?) dA, dung diém mau la (a) goc phai ben dudi (b)
gbc trai bén trén ctia cac hinh chit nhat.

15.1.3. (a) Dung tong Riemann véi m = 2, n = 2, u6c lugng thé tich cia
khoi duéi mat [[,(ze”*¥) dA trén hinh chit nhat R = [0,2] x [0,1]. Lay
diém mau § goc trén bén phai mdi hinh vuong.

(b) Diing luat diém giita dé u6c lugng thé tich ctia khoi trong phan (a).

15.1.4. (a) Udc lugng thé tich ctia khéi dudi mat z = 1+ 22 + 3y trén hinh
chit nhat R = [1,2] x [0,3]. Dung tong Riemann véi m = 3, n = 2 va lay
diém mau & goc trén ben phai mdi hinh vuong.

(b) Ding luat diém giita dé udc lugng thé tich ctia khdi trong phan (a).

15.1.5. Mot bang gia tri cho ham f(z,y) xac dinh trén hinh chit nhat R =

[0, 4] x [2,4].

(a) Udc lugng tich phan [[,, f(x,y) dA, dung luat diém gitta véi m = 2, n = 2
va lay diém mau & goc trén bén phai mdi hinh vuong.
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(b) Uéc lugng tich phan biang cach diing m = n = 4 va diém miu gan nhat véi

“ 20 | 25 | 30 | 35 | 40
0 | -3 | -5 | -6 | -4 | -1
Lo -1 | =2 | =3 | -1 |
2 1 0 | -1 1 4
3 2 2 ! 3 7
4 3 4 2 5 9

goc toa do.

15.1.6. Mot ho nude ¢6 kich thue 20 nhan 30 (foot) chita day nude. Do sau
duge do & nhitng doan 5 (foot) khdi dau tit mot goc clia ho va cac gia tri dugce
ghi trong bang. Hay uéc lugng thé tich nudc trong ho.

0 3 10 15 20 25 30
0 2 3 4 6 7 5 8
3 2 3 4 7 8 10 8
1o 2 4 6 8 10 12 10
15 2 3 4 5 6 8 7
20 2 2 2 2 3 4 4

15.1.7. Goi V la thé tich ctia khéi duéc mat z = /52 — x2 — 42 trén hinh chit
nhat 2 <z <4, 2<y <6. Tadfmgcécdu’@nggczi%Vay:4déchiaRthanh
cac hinh chit nhat nhé hon. Goi L v U la cac tong Riemann ting v6i goc trai
duéi va goéc phai tren. Khong tinh V', L, U hiy sip xép ching theo thit ti ting
va giai thich li do.

15.1.8. Hinh sau cho thiy cic dudng miic clia ham f trén hinh vuéng R =
[0,2] x [0,2]. Ding luat diém gitta v6i m = n = 2 dé udc luong [[, f(z,y) dA.
C6 thé lam cach nay dé cai tién wde lugng?
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VA

[

15.1.9. Hinh sau cho thiy cic dudng miic clia ham f trén hinh vudng R =

]
-y

[0, 4] x [0, 4].
_'p'n.
* NN /]
0 [o of 1020 30
T O T
N
2 / — 10 \\\\‘\
//”’_ﬂ"“zn\\\\
//f ““'_1{1 N \
o 2 — 4 x

(a) Dung luat diem gitta v6i m = n = 2 dé udc luong ([, f(x,y) dA.

(b) Uéc lugng gié tri trung binh ciia f.

15.1.10. Ban dd sau cho nhiét do theo Fahrenheit vio lic 4 gio chiéu ngay
26 théng 2 nam 2007 & bang Colorado. (Bang nay c6 kich thudc 388 nhan 276
dam). Dung luat diém gitta v6i m = n = 4 dé uéc lugng nhiet do trung binh

cua bang trong ngay do.
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Hay tinh céac tich phan bing cach giai thich ching nhu thé tich ctia khoi.
15.1.11. [[,3 dA, R =[-2,2] x [1,6].
15.1.12. [[,,(5—x) dA, R =[0,5] x [0,3].
15.1.13. [[,(4—2y) dA, R=[0,1] x [0,1].
15.1.14. Tich phan [[,(9—y?) dA cho thé tich ctia mot khoi. Hay vé khoi do.

15.1.15. Ding mot may tinh cam tay hodc mot chuong trinh méy tinh dé tinh

tich phan
// V1+ze v dA
R

v6i R = [0,1] x [0,1]. Diing luat diém giita véi s6 lugng cac hinh vuong con: 1,
4, 16, 64, 256, 1024.

15.1.16. Lap lai bai tap trén véi [[,sin(z + ,/y) dA.
15.1.17. V6i f(x,y) = k 1a ham hing va R = [a,b] X [c, d] ching t6
| ) da= k- aa-o
R
15.1.18. Dung bai tap trén dé chitng t6

0< // sin7z cosmy dA < 32
R
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15.2 Tich phan lap

Nhé lai rang rat khé tinh tich phan ham mot bién tit dinh nghia, Dinh 1i co ban
ctia phép tinh vi tich phan (cong thitc Newton-Leibniz) cho mot phuong phap
dé dang hon nhiéu. Tinh tich phan boi tit dinh nghia cang khé hon, nhung &
muc nay ta sé thiy viéc tinh tich phan boi hai ¢6 thé dua vé viéc tinh hai tich
phan mot bién.

Cho ham f xac dinh trén hinh ch nhat R = [a, b] x [¢, d]. Ki hiéu fcd fz,y) dy
c6 nghia 1a z duge gitt ¢6 dinh v y dudc lay tich phan tit ¢ t6i d. Phép toan
nay duge goi 1a 1ay tich phan riéng phan theo bién y (chi ¥ sy tuong tu véi dao
ham riéng phan). Bay gio fcd f(x,y) dy 1a mot s6 thye phu thuoe vao z, do dé
xac dinh mot ham theo bién z:

d
A() = / f(x.y) dy

Néu gio ta lay tich phan ctia ham A(x) v6i z t atéi b thi ta dugc

/ab Az) du = /ab Vcdf(z’y) dy] da (15.2.1)

Tich phan bén vé phai dude goi 1a tich phan lap. Thudng thi cip méc vudng
dugc bé di, nhu thé:

/ab /Cd flz,y) dy doe = /ab /d flz,y) dy_ dzx (15.2.2)

nghia 13 ta 13y tich phan theo y tit ¢ tdi d réi theo z tit a téi b. Tuong tu

/Cd /abf(a:,y) dz dy = /Cd -/abf(a:,y) dz- dy (15.2.3)

c6 nghia la ta lay tich phan theo x tit a t6i b, giit y ¢d dinh, roi liy tich phan
theo y tit ¢ t6i d. Cha ¥ 1a trong ca hai tich phan 1ap trén ta tinh to trong ra
ngoas.

Vidu 15.2.1. Tinh céc tich phan lap sau: (a) f(? ff 2%y dy dx va (b) ff 03 2%y dx dy
Gidi. (a) Xem z la hing ta duge

2 27y=2
2 2y 3 5
d = _— = —
/1353/ Y [x 2} Qx

y=1

Nhu vay ham A ma ta thdo luan & trén trong truong hop nay la A(z) = 322

Gid ta lay tich phan ham theo 2 nay tit 0 t6i 3:

3,2 31 2 3

3 27
//nydydx:/ [/ x{ydy} dx:/ Z2? de = —
0o Ji1 0o LJ1 0o 2 2
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(b) Ta lay tich phan theo x trudc:

2 3 2 3 2 =3 2 97
/ / a:zydxdy:/ [/ xzydx} dyz/ [ac?’y} dy:/ 9y dy = —
1 Jo 1 Lo 1 L3 =0 1 2
O

Chi ¥ rang hai tich phan trong vi du trén bing nhau. Chiing ta sé thiy duéi
day la tich phan trong [15.2.2| va [15.2.3[ luon bing nhau, ttc 1a thit tu lay tich
phan khong dnh hudng. (Cha y sy tuong ty v6i sy khong phu thuoc vao thi tuy
lay dao ham trong dao ham riéng.)

Dinh 1i 15.2.2 (Dinh li Fubini). Cho f la ham lién tuc trén [a,b] X [c,d]. Khi

do:
//[a,b]x[c’d] f(z,y) dedy = /:/Cdf(x,y) dy dz = /Cd/abf(z,y) dz dy

Tong qudt hon, cic ding thite trén xzdy ra néu f bi chan trén R, f chi khong
lien tuc trén hitu han dudng cong tron, va cdc tich phan lap ton tai.

Chiing minh ctia Dinh 1i Fubini qua khé dé trinh bay trong sach nay, nhung
it ra ching ta ciing c6 thé dua ra mot giai thich tryc gidc cho trudng hop
f(x,y) > 0. Ta biét néu f la ham duong thi tich phan ctia f 1 thé tich V clia
khéi S dudi do thi clia f bén trén R. Nhung trude day ta da c6 mot cong thite
khac

V/:A(:r) dz

trong dé A(z) la dién tich ctia mit cit ctia khdi S bdi mit phang di qua x vuong
géc véi truc z. Tt Hinh [15.2.1]ta c6 thé thiy A(z) la dien tich bén dudi duong
2z = f(z,y) v6i x c¢6 dinh va y thay ddi tit ¢ téi d. Vi thé

d
A(x) = / f() dy

//Rf(x,y) dA:V:/abA(x) dx:/ab/cdf(x,y) dy de

1Dinh 1i nay dugc mang tén nhd todn hoc ngusi Y Guido Fubini (1879-1943), ngusi da
chitng minh mot dang rat tdng quat dinh li nay vao nam 1907. Dyng dang cho ham lién tuc
da dudc biét bdi nha toan hoc Phap Agustin-Louis Cauchy gan mot thé ki truge dé.
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Hinh 15.2.1:

Mot lap luan tuong tu, ding mit cit vudng géc truc y nhua Hinh [15.2.2 cho

//Rﬂm,y) dA=/cd/abf<w,y> dx dy

ta

Hinh 15.2.2:

Vi du 15.2.3. Tinh tich phan boi hai [[(z — 3y?) dA véi R = {(z,y) | 0 <
x <2, 1<y<2} (So sanh véi Vi du(15.1.4])

Gidi. Dinh 1i Fubini cho

//R(a:—3y2) dA = /02/12(3;—3y2)dy dm:/j [xy_y?,]zj du
2

= /O(ar—7)dcc:—12
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O

Gidi. Cing ap dung Dinh Ii Fubini, nhung 1ay tich phan theo z trudc, ta dude

2 2 2 1 r=2
// (x — 3y?) dA / / (x — 3y?) dx dy = / [x2 - 3xy2} dz
R 1 Jo 112 =0

2
/ (2 — 6y?) do = —12

1

O

Ghi chii. Trong vi du trén chi § 1a gid tri ctia tich phan 13 s6 am. Diéu nay
khéng c6 gi sai. Haim duge lay tich phan khong phai 13 ham duong, nén gia tri
clia tich phan khong biéu dién mot thé tich. Ta thay ham f luon am trén R nén
tich phan ctia f bidu dién gia tri déi ciia tich thé tich cia khdi dudi R bén trén
do thi cta f.

Hinh 15.2.3:

Vi du 15.2.4. Tinh [, ysin(zy) dA véi R = [1,2] x [0,7].

Gidi. Lay tich phan theo x trudc, ta dudc

//R (ysin(zy)) dA = /O ’ /1 2(ysm(:cy)) dr dy = /O [ cost@y)2=? dy

= / (—cos2y +cosy) dy =0
0

Gidi. Néu ta doi thit tu tich phan thi ta dugc
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Dé tich tich phan bén trong ta diing tich phan ting phan:

u = vy dv = sin(zy) dy
du = dy U:_icos(my)
x
Nhu thé
™ . y=m 1 ™
[ sty ay = =2 L eostay) ay
0 z y=0 T Jo
weos(mz) 1 -
L )

_ mcos(mz) n sin(mx)

T 2

Git néu ta lay tich phan biéu thitc dau bing tich phan timg phan véi u — —1/,
dv = 7 cos(mz)dz ta duge

/_wcos(mc) da sin(mrz)

T xT

va nhu vay

/12 /Oﬂ(ysin(xy)) dy dz = {_Sm(xm?)}j 0

Ghi chii. Trong vi du trén hai 15i gidi déu don gidn, nhung 15i giai thit nhat dé
hon 15i gidi thit hai nhidu. Do dé khi tinh tich phan boi hai nén khon ngoan
chon thit tu lay tich phan dé c6 tich phan dé hon.

O

Ghi chi. V6i ham f ¢6 gia tri cd am 1an duong trén R thi gia tri clia tich phan
ctia f 1a Vi — Vs trong d6 Vi 1a thé tich ctia khéi ben dudi do thi ciia f bén trén
R va V5 1a thé tich ciia khéi béen trén dd thi ctia f ben dudi R. Trong vi du trén
tich phan ciia f bang 0 c6 nghia 14 Vi = V5. Xem hinh.

Hinh 15.2.4:
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Vi du 15.2.5. Tim thé tich ctia khéi S bi chian béi mit elliptic paraboloid
x2 + 2y? + 2 = 6, mit phang x = 2 va y = 2, va ba mat phing toa do.

Gidi. Trude tien ta quan sat rang S 1a khéi dusi mat z = 16 — z? — 2y bén
trén hinh vuong R = [0,2] x [0, 2]. (Xem Hinh [15.2.5).

Hinh 15.2.5:

Khéi nay da duge xét ¢ Vi du[15.1.2L nhung gis ta ¢ thé tinh tich phan boi
hai duing Dinh 1i Fubini. Nhu thé

2 2
vV = //(16—x2—2y2)dA://(16—x2—2y2)dxdy
R o Jo
2

2 z=
1
= / |:165L' — -3 - 2y2x] dy =48
0 3 =0

O

Trong truong hop dac biét khi f(z,y) c6 thé duge phan tich thanh tich ciia
mot ham cta chi  va mot ham cta chi y thi tich phan boi ctia f ¢6 thé duge
viét ¢ mot dang dic biet don gian. Dé cu thé, gid st 1a f(z,y) = g(x)h(y) va
R =a,b] X [¢,d]. Khi d6 Dinh li Fubini cho

//R fla,y) dA = / ' / @)ty do dy = / ' [ / " g@h() d:c] dy

V6i tich phan phia trong y 1a mot hing s6, do d6 h(y) 1a mot hang s6 va ta c6
thé viét

/Cd l/abg(x)h(y) dm] dy = /Cd [h(y /abg(x) dx] dy = /abg(x) dx /Cd h(y) dy
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vi tich phan f: g(z) dz 1a hdng s6. Vi thé trong truong hgp nay tich phan boi
ctia f c6 thé duge viét nhu la tich ciia hai tich phan mot bién:

// ) dA = / / W) dy  R=[abx[cd (15.2.4)

Vi du 15.2.6. Néu R = [0,7/2] x [0,7/2] thi theo cong thic trén

w/2 /2
//sinxcosy dA:/ sin x dx/ cosy dy =1
R 0 0

Bai tap
Tim fo z,y) dx va fo ,y) dy.
15.2.1. f(z,y) = 1222°
15.2.2. f(z,y) =y + xze¥

Tinh tich phan lap.
15.2.3. [ [F(62%y — 2x) dy dz
15.2.4. fol f12(4x3 —922%y?) dy dx

04 y3e?® dy dx

15.2.5. 7
15.2.6. fﬂ/Qf Lcosy dx dy
15.2.7. f fw/g (y +y?cosx) dx dy
15.2.8. [} [} 2Y dy do

15.2.9. [} [2(2+Y) dy do
15.2.10. [) [ e* T3 da dy
15.2.11. [ [ of  du dv
15.2.12. [} [} xy\/m dy dz

15.2.13. f02 foﬂ rsin®0 do dr

15.2.14. [ [/ /5Tt ds dt

Tinh tich phan boi.
15.2.15. [[sin(z —y) dA, R={(z,y) |0 <z <7/2, 0<y < 7w/2}
15.2.16. [[(y+2y ?) dA, R={(z,y) |0<2<2, 1<y <2}
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2
15.2.17. [[ 2% dA, R={(z,y) |0<z <1, -3<y <3}

15.2.18. [[, 32 dA, R={(z,y) |0<2<1, 0<y <1}
15.2.19. [[, Ty 4A, R=10,1] x [0,1]
15.2.20. [[; 1oy 94 R=[1,3] x [1,2]
15.2.21. [[,ye " dA, R=1[0,2] x [0, 3]
15.2.22. [[; rpgy dA R=[1,3] x [1,2]
Phéc hoa khéi ma thé tich duge cho béi tich phan lap sau.
15.2.23. [ [}(4 -z — 2y) do dy
15.2.24. [ (2 — a2 —¢?) dy da

15.2.25. Tim thé tich cia khéi ndim dudi mit phing 4= + 6y — 22z +15 =0
bén trén hinh chit nhat R = {(z,y) | — 1<z <2, -1 <y <1}

15.2.26. Tim thé tich ctia khéi ndm duéi mat hyperbolic parabolid z = 3y? —
2?2 4+ 2 bén trén hinh chit nhat R = [-1,1] x [1,2].

15.2.27. Tim thé tich ctia khdi nim dusi mit elliptic parabolid 22 /4 4 y2/9 +
z =1 beén trén hinh chit nhat R = [-1,1] x [-2,2].

15.2.28. Tim thé tich ctia khéi ndim duéi mat z = 1 + e® siny v mit phing
r==xl,y=0,y=m, vaz=0.

15.2.29. Tim thé tich ciia khéi duge bao béi mat z = xsec? y vh mit phing
xr=0,x=2,y=0,y=m/4

15.2.30. Tim thé tich ctia khéi trong géc phan tam tht nhat duge bao béi

mat try z = 16 — 2 v mat phing y = 5.

15.2.31. Tim thé tich ctia khéi dugc bao bdi mit paraboloid z = 24224 (y—2)?2
vamit phingz =1,z =—-1,y=0,y=4, z = 1.

15.2.32. Hay vé khéi ndm gitta mat z = 2zy/(2? + 1) vh duge bao bdi mit
phing r =0,z =2,y =0, y = 4. Sau d6 tim thé tich ctia no.

15.2.33. Dung hé tinh toan dai s6 méy tinh dé tim gié tri chinh x4c ciia tich
phan ([, 2%y3e™ dA, voi R = [0,1] x [0,1]. Sau d6 dung CAS dé vé khéi ma
thé tich dugc cho béi tich phan nay.

15.2.34. Hay vé khoi niim gitta mat z = e~ cos(2? + y2) va z = 2 — 22 — o2
v6i |z| < 1, |y| < 1. Dung hé tinh toan dai s may tinh dé xap xi thé tich ciia
khéi nay ding t6i 4 chit s6 thap phan.

Tim gié tri trung binh ctia f trén hinh chit nhat.
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15.2.35. f(z,y) = 2%y, R ¢6 cac dinh (—1,0), (-1,5), (1,5), (1,0)

15.2.36. f(z,y) =e¥v/z +e¥, R=10,4] x [0,1]
Ding sy déi xting dé tinh tich phan.

15.2.37. [[; 174 dA, R={(z,y) | 1<z <1, 0<y<1}
15.2.38. [[,(1+z?siny + y*sinz) dA, R = [—m, 7] X |-, 7]

15.2.39. Dung CAS dé tinh cac tich phan lip

S xr—y
// @ ty? dyda:

-y
// @ ryp W

Két qua c6 mau thuadn véi Dinh 1f Fubini hay khong? Hay gidi thich.
15.2.40. (a) Dinh li Fubini va Clairaut tuong tu nhu thé nao?

(b) Néu f(z,y) la lien tuc trén [a,b] x [c,d] va

g(z,y) = /: /cy f(s,t) dt ds

viia <z <b, c<y<d, ching té gy = gy = f(z,y).

15.3 Tich phan boi hai trén mién tong quat

D6i v6i tich phan mot bién, mién trén d6 ta lay tich phan luoén luén 13 mot
khoang. Nhung d6i véi tich phan boi hai, ta mudn c6 thé lay tich phan mot ham
f khong chi trén hinh ch nhat ma con trén mién D c6 hinh bat ki, nhu duge
minh hoc trong Hinh Ta gia st D 1a mién bi chiin, c6 nghia 1a D c6 thé
dugce dat bén trong mot hinh chit nhat R nhu trong Hinh Khi d6 ta dinh
nghia mot ham méi F véi mién xac dinh R bing

f(z,y) néu (z,y) trong D

o (15.3.1)
0 néu (z,y) trong R nhung ngoai D

F($>y) = {
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.I'.‘I
D
0 X
Hinh 15.3.1:
.l'."
R
D
0 X
Hinh 15.3.2:

Dinh nghia 15.3.1. Néu F kha tich trén R thi ta dinh nghia tich phdan boi hai
cua f trén D la

// flz,y) dA = // F(z,y) dA véi F' duge cho trong Phuong trinh |15.3.1
D R
(15.3.2)

Dinh nghia trén c6 nghia vi R 1a mot hinh chi nhat va nhu vay [[, F(x,y) dA
da dugc dinh nghia trong muc trudc. Cach lam cua ta 14 hgp 1i vi cac gia tri
ctia F(x,y) 14 0 khi (z,y) ndm ngoai D va nhu thé ching khong déng gop gi
cho tich phan. Diéu nay c6 nghia 1a ta ding hinh ch@ nhat R nao khong c6 anh
huéng gi chi can n6 chia D.

Trong trudng hop f(z,y) > 0 ta van c6 thé gidi thich [[, f(z,y) dA nhu la
thé tich clia ctia khéi bén trén D va bén dudi miat z = f(x,y) (do thi clia f).
Ban c6 thé thay diéu nay 1a hop 1i bang cach so do thi ciia f va F trong Hinh

i5.3.

4 va nh6 rang [[,, F(x,y) dA la thé tich dudi do thi cta F.
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<3
ol
+—___4_____
! | >
I | y
Py
X
Hinh 15.3.3:
_graph of F
T
- ¥
Hinh 15.3.4:

Hinh [15.3.4] ciing chiing té F c¢6 thé c6 khong lien tuc & cac diém bien ciia

28

D. Tuy vay, néu f lien tuc tréen MD va bién ctia D 1a "t6t" (theo mot nghia bén

ngoai pham vi clia sach nay), thi ¢6 thé ching t6 réng [[, F(z,y) dA ton tai
va vi thé ([}, f(z,y) dA ton tai. Dac biet, day la trudng hgp clia hai loai mién

duéi day.

Mot mién phing D dudc goi 1a thudc logi I néu né ndm gita hai d6 thi ctia

hai ham lién tuc theo z, nghia la,

D={(z,y) |a<x<b gi(z) <y < gala)}

véi g1 va go lién tuc trén [a, b]. Vai vi du ctia mién loai I duge vé & Hinh [15.3.5
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rigure 2.

y=galx) y=g:lx) V=ga{x)

y=gixi
y=gix

Hinh 15.3.5:

Dé tinh ffD f(x,y) dA v6i D 1a mot mien loai I, ta chon mot hinh chit nhat

R = [a,b] X [¢,d] chita D, nhu trong Hinh |15.3.6, va ta goi F' la ham cho trong
Phuong trinh [15.3.1} titc 13 F trung v6i f trén D va F bang 0 ngoai D. Khi dé
theo Dinh 1i Fubini,

//Df(x,y) dA://RF(ffay) dA—/ab/ch(x,y) dy dx

Chu y rang F(z,y) = 0 néu y < g1(x) hodc y > go(x) bdi vi (x,y) ndm ngoai

D. Vi thé
d g2 () 92()
[ ey = [ Fayy = [ s dy
c g1(x) g1(x)

bdi vi F(z,y) = f(z,y) khi g1(z) <y < ga(z).

't y=g.lx)
dl—— \',.
4
L'
D
]
Lo \
| I v=g,lx)
| | L,
0 i x h X

Hinh 15.3.6:

Nhu vay ta c6 cong thiic sau cho phép ta tinh tich phan boi hai nhu 1a tich
phan lip.

Ménh dé. Néu f la lien tuc trén mot mién logi I D sao cho

D={(z,y) |a<z<b gi(x) <y < go(x)}
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//Df(a:,y) dA = /ab /gg(:) fz,y) dy dx (15.3.3)

Tich phan bén vé phai clia cong thiic trén 13 mot tich phan lip tuong ty véi
céc tich phan trong phan trudc, chi ¢6 didu  tich phan bén trong ta coi z 1a
hing khong chi trén f(z,y) ma con trén can cla tich phan, g (z) va ga(z).

Ta cling xét mién phing loai II, 14 mién c6 thé duge miéu ta nhu

thi

D={(z,y) |e<y<d h(y) <z <ha(y)} (15.3.4)

v6i hy va ho 13 ham lién tyc. Hai mién nhu vay dude minh hoa trong Hinh[15.3.7

Vi

Hinh 15.3.7:

Diuing ciing cach nhu trén, ta c6 thé ching to

//D f@,y) dd = /Cd /hh::) flz,y) dv dy (15.3.5)

v6i D 13 mién loai II cho trong Phuong trinh [15.3.4

Vidu 15.3.2. Tinh ([}, (x+42y) dA trong d6 D la mién dugc bao béi cac duong
parabola y = 222 va y = 1 + 22,

Gidi. Hai parabola ciat nhau khi 222 = 1 + 22, titc 14 khi 2 = £1. Chi ¥ ring
mién D duge vé trong Hinh [15.3.8 14 mién loai I nhung khong phai mién loai
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I1, va ta c6 thé viét

D={(z,y)| —1<z<1, 2° <y<1+2%}

|—]_2: ¥= * (1.2

Hinh 15.3.8:

Vi phan bién bén duéi la y = 222 va phan bién bén trén la y = 1 + 22,

Phuong trinh |15.3.3| cho

1 plta?
//(m+2y)dA = / / (x 4+ 2y) dy dx
D —1J222
1 e
= / [2y +v°] )2 do
-1

1

= / (=32 —2® + 222 +x +1) do
-1
32

15

O

Chai 4. Khi thiét lap tich phan nhu trong vi du trén, nhat thiét phai vé mot so
do. Thuong sé gitp ich néu vé cac miii tén thing ding nhu trong Hinh
Khi dé céc can ctia tich phan bén trong c6 thé duge 1y nhu sau: Cac mili tén
xuat phat tit bien dudi y = g1(x) cho can duéi clia tich phan, va cac miii tén
ditng & bien trén y = ga(x), cho can trén ctia tich phan. Véi mién loai IT mii
tén dugc vé nam ngang tit bién trai sang bién phai.

Vi du 15.3.3. Tim thé tich ctia khdi ndm dusi paraboloid z = x2 + y? va trén
mién D trong mit phing 2y bi chin bdi cac dudng y = 22 va parabola y = 2.
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Gidi. Tt Hinh [15.3.9)ta thay D 1a mot mién loai I va
D= {(ey) |0< 222, 2? <y <2}

Vi thé thé tich beén dudi z = 22 + y? va beén trén D 1a

2 2x
vV = //(x2—|—y2)dA:/ / (x2+y2)dydx
D 0 2
2 3qy=2z
0 3 2

y=x
2 6 3
2, 216
p— —_——_— d = —
(A [ 3 7 T3 } T
F
2.4
y=2x
|/ y= x?
D
0o 1 3 '{-
Hinh 15.3.9:

Gidi. Tt Hinh ta thay D ciing c6 thé dugce viét nhu 1a mién loai II

1
D={(z,y) |0<y <4, iyéxé\/z?}

32
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VA

44 2,4

1] X

Hinh 15.3.10:

Vi thé mot biéu thiie khéc cho V 1a

4 T
vV = //(x2+y2)dA:// (22 +y?) dx dy
D 0 Jiy

47,3 T=Y
O 3

w—%y
4 3/2 3 3
_ Y 5/2_y7_y7 d
/0(3 LR 2) Y
_ 26
35

O

Vidu 15.3.4. Tinh [, zy dA v6i D la mién duge bao béi cac dudng y = = —1
va parabola y? = 2z + 6.

Gidi. Mién D dugc vé trong Hinh [15.3.11
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Vi
|i_4:
W=y 2.1— i
l y=x—1
-3 0

Ei

# _—':_l.._zl
y=—+2r+ 6

Hinh 15.3.11:

34

(5, 4)

x=y+1

(—1, =2

Mién D 1a loai I 1an loai II, nhung miéu t4 D nhu mién loai I 13 phic tap
hon vi bién duéi gdm hai phan. Vi thé ta wu tién chon biéu dién D nhu mién

loai II:

1
D:K%w|—2§y§&§f—3gx§y+u

Khi d6 Phuong trinh [15.3.5| cho

] v aa

4 py+l 41,2
/ xy dx dy = / [y}
—2 %y2_3 -2 2
5

1 4
2/

Y

4

rz=y+1

r=3%y2-3

(—+4y3+2y2—8y> dy = 36.

Néu ta miéu t4 D nhu mién loai I ta sé duge

-1 p22+6
//xydA:/ / xydyd:ﬂ-i—/
D -3 J—V2z+6

nhung cach nay can nhiéu cong sitc hon.

[

V2x+6

xy dy

dy

dxr

O

Vi du 15.3.5. Tim thé tich ctia khéi tit dien dugc bao bdi cdc mit phang

r4+2y+z2=2, =2y, x=0,vaz=0.

Gidi. V6i mot cau héi nhu vay sé 13 khon ngoan néu vé hai so do: mot cho khéi
ba chiéu v& moét cho mién phing D ma khéi ndm tren. Hinh cho khéi T dugc
bao béi cac mat phing toa do = 0, z = 0, miit phidng thang ding z = 2y, va

mit phing = + 2y + 2z = 2.

-y
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Hinh 15.3.12:

Vi mit phing = + 2y + z = 2 cit mit phang zy (c6 phuong trinh z = 0) the
dudng thing = + 2y = 2 ta thidy 7' nim trén mién tam giac D trong mit phing
xy bao bdi cac dudng thing z = 2y, x + 2y = 2, va x = 0. (Xem Hinh [15.3.13])

r+2y=2
ory=1-—x/2)

A
.»"

0 |

Hinh 15.3.13:
Mit phing = + 2y + z = 2 ¢6 thé dugc viét nhu z = 2 — x — 2y, vi thé thé
tich dudi do thi ciia ham z = 2 — 2 — 2y va bén trén

D={(z,y) |0<2<1, 2/2<y<1—x/2}
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Vo= //D(Q—x—Qy) dA

1 1—z/2
// (2—xz—2y) dy dx
0 Jx/2
! y=1—-x/2
2 =1—
/0 [Qy—xy—y ]y:z/Q dx

! 1
/(w2—2x+1)dx:f
0 3

Vi thé

Vi du 15.3.6. Tinh tich phan fol fxl sin(y?) dy du.

Gidi. Néu ta mudn tinh tich phan trén & nguyén dang ta phai d6i mit véi viec
tinh tich phan [ sin(y?) dy. Nhung khong thé lam duge nhu vay vi [ sin(y?) dy
khong phéi 1a mot ham so cap. Vi vay ta phai doi thit tu lay tich phan. Viéc nay
thuc hien dugce bang cach biéu dién tich phan lap nhu la tich phan boi. Ding
Phuong trinh theo chiéu ngudc lai, ta dugc

/01 /: sin(y?) dy dx = //Dsin(y2) dA

Ta v& mién D trong Hinh [15.3.14

vGi

Hinh 15.3.14:

Tit Hinh |15.3.15| ta thiy mot cach miéu ta khac ctia D 1a

D={(z,y) |0<y<1, 0<z<y}
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Hinh 15.3.15:

Diéu nay cho phép ta dimng [15.3.5 dé dién ta tich phan boi hai nhu la tich
phan 1ap theo thu tu ngugce lai:

/Ol/mlsin(yZ) dy dz = //Dsin(gﬂ) dA

1 Yy 1 =
- //sin(yz) dx dy:/ [zsin(y®)]_ dy
o Jo 0
1

1

1
= / ysin(y?) dy = —= cos(yQ)] = 1(1 —cos1)
0 2 . 2

Tinh chat ctia tich phan boi

Ta gia sit tat ca cac tich phan dusi day ton tai. Ba tinh chat dau ctia tich phan
boi hai trén mot mién D dudc suy ra tit Dinh nghia [15.3.2 vi cic tinh chét
[5.1.5, [15.1.6, [[5.1.7

//D[f(x,y)-i-g(x,y)] dA://Df(a;,y) dA—l—//Dg(a;,y) dA  (15.3.6)
//Dcf(as,y) dA:c//Df(:c,y) dA (15.3.7)

Néu f(x,y) > g(z,y) v6i moi (z,y) trong D thi

//Df(fv,y) dAZ//Dg(x,y) dA (15.3.8)

Tinh chét tiép theo ciia tich phan boéi tuong tu véi tinh chit clia tich phan
mot bién cho bdi ding thiic f; f(x) de= [ f(z) do+ fcb f(z) d.
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Néu D = Dy U D, v6i Dy va Dy khong phi lap nhau trit ra c6 thé trén bien
ctia chiing (xem Hinh|15.3.7) thi

//Df(x’y) A = /D1 f(z,y) dA+/D2 fz,y) dA (15.3.9)

Hinh 15.3.16:

Tinh chat [15.1.7| ¢6 thé dugc dimng dé tinh tich phan boi hai trén mién D
ma khong 1a loai I 1an loai II nhung cé thé duge bidu dién nhu 13 mot hoi cla
mién loai I va loai II. Hinh minh hoa cach lam nay.

-

0

Hinh 15.3.17:

Tinh chat tiép theo ciia tich phan néi ring néu ta lay tich phan ctia ham
hing f(z,y) =1 trén mién D ta dugc dién tich cta D:

//D 1 dA = A(D) (15.3.10)

Hinh [15.3.18 minh hoa cho cong thiic trén: Mot khéi tru c¢6 day D va chiéu cao
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1 thi c¢6 thé tich 1a A(D) -1 = A(D), nhung ta biét ta ciing c6 thé viét thé tich
cia n6 la [[, 1 dA.

Hinh 15.3.18: Mt tru véi day D va chiéu cao 1.

Cudi cling ta c6 thé két hop cac tinh chéat trén dé c6 duge tinh chat sau:

Ménh dé. Néum < f(x,y) < M vdi moi (x,y) trong D thi
mA(D) < // fy) dA < MA(D) (15.3.11)
D

Vi du 15.3.7. Dung tinh chat [15.3.11|dé udc lugng tich phan [}, 5" s¥ dA,
véi D 13 dia v6i tam & gbc toa do va ban kinh 2.
Gidi. Vi —1 <sinz <1vh —1<cosy<1,tacé —1<sinzcosy <1 va vithé

6_1 S eSinzcosy S 61 —e

Do d6 diing A(D) = 7(2)? trong tinh chat [15.3.11) ta dugc

4 .
lg// 6s1nxcosy dAS47T€
€ D

Bai tap

Tinh cac tich phan lap.

15.3.1. f04 fo\/yny dx dy
102

15.3.2. [, [, (x —y) dz dy

15.3.3. [ [5(1+2y) dy dx
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15.3.4. f02 f;y xy dz dy
15.3.5. [ [ cos(s?) dt ds

15.3.6. [ [ VIt e dw dv

Tinh céc tich phan boi hai.
15.3.7. [[,y* dA, D={(z,y) | —1<y<1, —y—2<z<y}
15.3.8. [[5 745 dA, D ={(z,y) [ 0<z <1, 0 <y <z?}
15.3.9. [[,x dA, D ={(z,y) |0<z <7 0<y<sinz}
15.3.10. [[,2* dA, D ={(z,y) | 0<z<e, 0<y<Inz}
15.3.11. Hay vé mot mién
(a) loai I nhung khong loai IT
(b) loai IT nhung khong loai I
15.3.12. Hay vé mot mién
(a) cd loaiI lan loai IT
(b) khong loai I 1an loai IT

Biéu dién D nhu mot mién loai I va loai II. Sau dé tinh tich phan theo hai
cach.

15.3.13. [[, = dA, D bao bdi cic dudng théng y =z, y =0, z = 1.
15.3.14. [[, xy dA, D bao béi cac dudng cong y = 22, y = 3x.

Thiét 1ap cac tich phan lap cho ca hai thit ty iy tich phan. Sau dé tinh tich
phan bai bing thi tir d& hon va giai thich tai sao né dé hon.

15.3.15. [[,y dA, D bi chan béiy =z — 2, z = y*.
15.3.16. ([, y*e¢™ dA, D bi chan béiy =z, y =4, = 0.
Tinh tich phan boi.
15.3.17. [[, xcosy dA, D bi chan bdiy =0, y = 2%, = = 1.
15.3.18. [[, (2% +2y) dA, D bi chan bdi y =z, y = 23, 2 > 0.
15.3.19. [[, y? dA, D 1a mién tam giac véi cac dinh (0,1), (1,2), (4,1).

15.3.20. [[, xy® dA, D bi chan béi z =0, z = /1 — 2.
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15.3.21. [[,(2z —y) dA, D dugc bao bdi duong tron tam tai goc toa do va
ban kinh 2.
15.3.22. ([, 2zy dA, D la tam giac véi cac dinh (0,0), (1,2), (0,3).
Tim thé tich ctia khéi.

15.3.23. Du6i mit phing  — 2y + 2 = 1 va trén mién bao béi z +y = 1 va
2
zr+y=1.

15.3.24. Dudi mat z = 1 + 22y? va trén mién bao béi z = y? va z = 4.
15.3.25. Dudi miat z = xy va trén tam giac véi cac dinh (1,1), (4,1), (1,2).

15.3.26. Bao bdi mit paraboloid z = x? + 3y? vA mat phing = 0, y = 1,
y=2z,2=0.

15.3.27. Dudi mat z = xy va trén tam giac véi cac dinh (1,1), (4,1), (1,2).
15.3.28. Bao bdi cac miit phing toa do va mat phing 3z + 2y + z = 6.
15.3.29. Bao bdi cdc miit phdng zr =z, y=2, c+y =2, 2 =0.

15.3.30. Bao bdi mit tru y? + 22 = 4 vA mat phang r =2y, 2 = 0, 2 = 0
trong géc phan tdm thi nhat.

15.3.31. Bao béi mit tru y? 4+ 22 = r? va y? + 22 = r2.

15.3.32. Dung méy tinh dé udc luong diém giao ctia hai dudng cong y = z*

vi y = 3z — 22. Néu D la mién dugc bao béi cac duong nay, hiy udc lugng
Iz dA.

15.3.33. Tim xap xi thé tich ctia khéi trong géc phan tam thit nhat duge bao
bdi cac mit phing y = z, 2 = 0, z = & vi mit tru y = cosz. (Dung mot thiét
bi v& do thi dé udc lugng giao diém).

Tim thé tich ctia khéi bing cach trir hai thé tich.

15.3.34. Khdi dudc bao bdi mit tru paraboloic y = 1 — 22, y = 22 — 1 vA mit
phédng z +y+2=2, 20 +2y — 2+ 10 = 0.

15.3.35. Khéi dugc bao bdi mat tru paraboloic y = 2, vd cdc mat phing
z=3y, 2 =2+y.

Vé khoi ma thé tich duge cho bdi tich phan lip.
15.3.36. [, [\ (1 -z —y) dy dx
1 p1—a?
15.3.37. [, [, (1—=2) dy dx

Diing mot hé dai s6 may tinh dé tinh chinh x&c thé tich ctia khéi.
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15.3.38. Dudi mat z = 23y* + zy? va bén trén mién duge bao bédi cac dudng

y=2>—zxvay=22+zvéiz>0.

15.3.39. Giita hai paraboloid z = 222 + 32 v& 2 = 8 — 22 — 2y? va bén trong
mit tru 22 + y2 = 1.

15.3.40. Dugc bao béi z =1 — 22 — y? va 2z = 0.

15.3.41. Dugc bao béi z = 22 + y? va 2z = 2y.
Vé mién lay tich phan va déi thit ty tich phan.

15.3.42. fol I3 f(a,y) dy da.

15.3.43. f02 f;; f(z,y) dy dx.

15.3.44. [7/% [<°7 f(2,y) dy da.

15.3.45. [, [V f(z,y) do dy.

15.3.46. [7 ["7 f(z,y) dy da.

15.3.47. fol f;é;nm f(x,y) dy dx.

Tinh tich phan bang cach déi thit ti tich phan.
15.3.48. [) [, e dx dy.
15.3.49. [J [, e da dy.

15.3.50. Oﬁ fyﬁ cos(x?) dz dy.

15.3.51. [} [00 = dy da.
15.3.52. [ [} ¢*/¥ dx dy.

15.3.53. fol fﬂ/Q cos V1 4+ cos? x dx dy.

arcsin y

15.3.54. 7 [3 e do dy.

Biéu dién D 1a hoi clia cac mién loai I v& loai II va tinh tich phan.
15.3.55. [, x* dA.

15.3.56. [[,y dA.
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y .
1 If x=v—y

(L1 y=(x+1)
D

—1

Diuing Tinh chét dé uéc luong gia tri ciia tich phan.
15.3.57. fo e~@*+¥)” dA, Q 1a phan tu dudng tron véi tam tai gbe toa do
va ban kinh 1 trong géc phan tu thit nhat.
15.3.58. fo sin®(z + ) dA, T la tam giac bao béi cac dudng thing y = 0,
y=2x,z=1.
Tim gi4 tri trung binh cfia f trén mién D.
15.3.59. f(z,y) = zy, D la tam giac vé6i cac dinh (0,0), (1,0), (1, 3).
15.3.60. f(z,y) = xsiny, D dugc bao bdi cac duong y =0, y = 2%, v = 1.
15.3.61. Chitng minh Tinh chét

15.3.62. Khi tinh mot tich phan boi trén mot mién D, mot téng clia tich phan
lap nhan duge nhu sau:

//Df(:c,y) dA:/Ol/:yf(x,y) dx dy+/13/03_yf(x,y) dz dy

Hay phéac hoa mién D va biéu dién tich phan b6i nhu mot tich phan lip véi thit
ty tich phan ngugce lai.

Duing hinh hoc hoidc déi xiing dé tinh tich phan.
15.3.63. [[,(z+2) dA, D= {(x,y) | 0 <y < V9 —=x?}.

15.3.64. [[, /R? — 2% —y? dA, D la dia v6i tam 6 goc toa do va ban kinh
R.

15.3.65. [/, (22 + 3y) dA, D la hinh chit nhat 0 <z <a, 0 <y <b.
15.3.66. [[,(2+ 2%y —y?sinz) dA, D = {(x,y) | =]+ [y| < 1}.
15.3.67. [[,(az® + by® + Va? — 2?) dA, D = [—a,a] x [=b,b].

15.3.68. Vé do thi ciia khéi duge bao bdi mit phing = +y 4+ 2 = 1 va miit
paraboloic z = 4 — 22 — 2 va tim thé tich chinh x4c ctia né. (Ding may tinh
dé vé do thi, tim phuong trinh cia dudng bién ctia mién lay tich phan, va tinh
tich phan.)
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15.4 Tich phan béi trong toa do cuc

Gié sit ta mubn tinh tich phan [, f(z,y) dA trong d6 R la mot trong nhimg
mién trong Hinh [15.4.1] Trong c& hai trudng hgp miéu td R theo toa do vudng
goc 1a kha phiic tap, nhung R c6 thé duge mieu ta dé dang ding toa do cuc.

Va YV
¥ +yi=1 yi=4
R
. R
0 X
|
0 +yi=1
(a) R={(r.8) |0=r=1,0=6=27} b R={r.8)|1=sr=2,0=6< 7}
Hinh 15.4.1:

Nhic lai tit Hinh [15.4.2| 14 toa do cic (r,6) ciia mot diém lién he vé6i toa do
(z,y) boi cong thiic

r? = a? 2, x =rcosf, y=rsinf

i}

Pir,8) = Pix,y)
.-"f"
.
."'I
e
.I |— .
] X X
Hinh 15.4.2:

Céac mién trong Hinh [15.4.1{1a c4c trudng hgp riéng ctia hinh chit nhat cue
R={(r0)|a<r<b a<0<p}
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duge vé 6 Hinh [15.4.3

r=nh
=5
R
¢
Jlr -1
f*‘f r=a H=u
! B _,-f"
-"f“’}".-ﬂl o -
5 »
Hinh 15.4.3:

Dé tinh tich phan ([}, f(z,y) dA v6i R la mot hinh chit nhat cyc, ta chia
doan [a,b] thanh m doan [r;_1,7;] c6 cung chiéu rong Ar = (b — a)/m va ta
chia doan [, 8] thanh n doan [#;_1,6;] v6i cung chiéu rong A0 = (8 — «)/n.
Khi dé cac dudng tron r = r; va céc tia 6 = 0; chia hinh chi nhat ciyc R thanh
céc hinh cht nhat cuc nhé R; ; nhu trong Hinh
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—Ap

Hinh 15.4.4:

"Tam" cua hinh ch@ nhat cuc
Rij={(r,0) | rici <r <y, 0,21 <0<0;}

c6 toa do cuc
o 1 |
T = 5(7%'—1 +ri) b= 5(91—1 +0;)

Ta tinh dién tich cta R;; dung sy kién 1& dién tich ctia phan hinh tron véi ban
kinh r va géc & tam 6 la $r26. Trir dién tich ctia hai phan nay, mdi phan véi
géc ¢ tam la Af =0; — 0;_1, ta dugc dién tich cta R;; la

1 1 1
A4 = §T?A9 - 57"1‘2—1A9 = 5(7“12 —717_1)A0
1
= S(ri+ric1)(ri —rim1)A0 = r; ArAf

2

Mic du ta da dinh nghia tich phan [[, f(x,y) dA theo cac hinh chit nhat
thong thudng, cé thé chiing té ring véi ham lién tuc f ta luon nhan dugc ciing
mot dap s6 bang cach ding toa do cuc. Toa do vuong géc clia tam cla R;; 1a
(r; cos 0%, 7 sinf7), nen mot téng Riemann c6 dang

AR
ZZf(rf cos 07,7 sin0;)AA; = Z Z f(ricosO}, v} sin0;)r; ArAf
i=1j=1 i=1 j=1

(15.4.1)
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Néu ta viét g(r,0) = rf(rcosf,rsinf), thi tong Riemann trong phuong trinh

trén c6 thé duge viét 1a
ZZQ (r;,07)ArAg
=1 j=1

chinh 13 mot téng Riemann cho tich phan boi

8 b
/ / g(r,0) dr do
Vi thé ta c6

//Rf(:c,y) dA = m’lTiLrEOOZZf(r;‘ cos 07,7 sin07)AA;

i=1 j*l

— mmmzzg - JATAQ—// (r,0) dr df

i=1 j=1

B
/ / flrcosf,rsinf)r dr df

Ménh dé (Déi bién sang toa do citc trong tich phan boi). Néu f la ham lién tuc
trén hinh cht nhat cuc R cho bdi 0 < a<r<b, a<0<pvdi0<f—a<2r
thi
B b
/ flz,y) dA = / / f(rcosf,rsinf)r dr df (15.4.2)
R a Ja

Cong thitc trén noéi rang ta c6 thé chuyén tit toa do chit nhat sang toa do
ciic trong tich phan boi bang cach viét x = rcosd va y = rsin, dung can thich
hop cho r va 6, va thay dA bdi rdrd. Can than dimg quén thita s6 r thém
vao trong vé phai Cong thiic Mot cach kinh dién dé nhé duge minh hoa
trong Hinh ¢ d6 hinh chit nhat cuc "vo ciing bé" c¢6 thé dude coi nhu
mot hinh chit nhat thong thuong véi kich thuée rdf va dr va do d6 c6 "dién
tich" dA = rdrdf.

0

Hinh 15.4.5:
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Vidu 15.4.1. Tinh ffR(3x+4y2) dA, v6i R 13 mién thuoc nita mat phang trén
dugc bao béi cac dudng tron 2 + 32 =1 va 22 4+ y? = 4.
Gidi. Mién R c6 thé duge miéu ta la

R={(z,y) |y>0, 1<a®+y* <4}

Day 1a hinh dugc vé trong Hinh [15.4.1} va trong toa do cuc duge cho bdi 1 <
r <2,0<60<m7. Vithé theo Cong thiic[15.4.2

//R (3z + 4y?) dA

T 2
/ / (3r cos @ + 4r? sin? 0)r dr df
0 1

/ [3 cos O + rtsin® 0]7=2 df = / (7cosf + 15sin® ) df
0 0

/ [7cosb + 1—25(1 —cos26)] df
0
157
2
O

Tim thé tich ctia khéi bao béi mat phéng z = 0 va paraboloid z = 1 —x2 —y2.

Gidi. Néu ta dit z = 0 trong phuong trinh ciia mit paraboloid, ta duge z2 +
y? = 1. Diéu ndy c6 nghia la mit phang cit mat paraboloid theo dudng tron
22+ 42 =1, vi vay khéi da cho ndm beén dudi mit paraboloid v& bén trén dia
D cho béi 22 + y? < 1. (Xem Hinh ).

(]

(0.0.1)

Hinh 15.4.6:

Trong toa do cyc D dugc chobdi 0<r<1,0<0<2m Vil —2a2 -2 =
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1 —r2, thé tich dang tim la

//D(l—xQ—yQ) dA:/OQﬂ/Ol(l—rQ)rdrdG
/O%d&/ol(r—rB) drzg

Néu ta diing toa do chit nhat thay vi toa do cuec, ta sé dudc

1 V1—zx2
V://(l—xQ—gf)dA:/ / (1—2%—y?) dy dx
D —1J—V1—2a2

ma khong dé tinh va can phai tim [(1 — 22)%/2 dx.

|4

O

Nhimg gi ta vita lam c6 thé dude mé rong cho mién phic tap hon ¢6 dang
nhu trong Hinh

= // r=h,(8)
A
,r’/ n
/ //

llll' &

/ B . 0=

g e
f';lﬂf-‘& \

) = hi8) ]
Hinh 15.4.7:

N6 tuong tit v6i mién loai II da xét. Thuyec ra két hgp Cong thic [15.4.2| véi

ta dugc cong thic sau.
Ménh dé. Néu f lien tuc trén mot mién cuc c¢é dang
D={(rn6) |a<6<B hB)<r<hi®)
thi
B rha2(0)
// f(z,y) dA :/ / f(rcos,rsinf)r dr df (15.4.3)
D a Jhi(0)

1(0
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Dic biet, lay f(z,y) = 1, h1(0) = 0, va h2(0) = h(0), ta thay dien tich cia
mién D duge bao béi 0 = o, = 3, va r = h(0) 1a

//DldA:/‘j/Oh(g)TdrdQ
- /a ﬁ;[h(e)]Z a6

A(D)

Vi du 15.4.2. Dung tich phan boi dé tich dien tich duge bao bdi mot canh ciia
hoa hong bén canh r = cos 26.

Gidi. Tt phac hoa dudng cong trén Hinh [15.4.8) ta thay canh hoa dugc cho béi
mién

D={(r,0)| —n/4<0<m7/4, 0 <r <cos20}

_m
A \ P = 3
| s
| |~
I
N .
| Vs
| PN
| Y
N T
~, H= T
Hinh 15.4.8:

Nhu thé dien tich 1a

/4 cos 20 T
A(D)=// dA:/ / rdrdf =
D —mw/4J0 8

Vi du 15.4.3. Tim thé tich ctia khéi ndm bén dudi paraboloid z = 22 + y2,
bén trén mit phang zy, va bén trong mat tru 22 + y? = 2z.

O

Gidi. Khdi ndm bén trén dia D va dudng tron bién c6 phuong trinh 22 +y? = 2z,
hay, sau khi viét nhu mot binh phuong

(x—-1)2+y°=1
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(Xem Hinh [15.4.9| va [15.4.10})

VA
(x=1)7+y* =1
(or r=2cos )
D
0 1 2 X

Hinh 15.4.9:

51
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b1

i

1]
il

THTT

1

AR RET

X

et

Hinh 15.4.10:

Trong toa do cuc ta c¢6 22 + y2 = 2 vi = rcosf, vi thé dudng tron bien

tré thanh r2 = 2r cos ), hay r = 2cos#. Nhu vay dia D dudc cho béi
D={(r0)] —7n/2<0<7m/2, 0<r <2cosb}

va theo Cong thic [15.4.3| ta c6

/2 2 cos @
Vo= //($2+92)dA=/ / r2r dr df
D —mw/2J0
~/2 /2 /2 /1 20\ 2
= 4/ cos49d0:8/ cos49d0:8/ (ﬂ> o
—m/2 0 0 2
/2
= 2/ [1+2COS29+%(1+COS49)] d&:%r
0
O
Bai tap

Mién R dugc cho. Hay quyét dinh dung toa do cyc hay toa do chit nhat, va viét
[[» f(z,y) dA nhu mot tich phan lap, trong d6 f la mot ham lien tuc bat ki
trén R.
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¥a
4
0 4 x
15.4.1.
Vo
l y=1—x"
—1 (0 1 X
15.4.2.
VoA
14
] 0 ]
15.4.3.
VA
4]
3
0 !
15.4.4.

Vé mién ma dién tich dudc cho béi tich phan va hay tinh tich phan.
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15.4.5. 27" [P dr df

2sin 0

o r dr df

15.4.6. [7,

15.4.7. [[, 2?y dA, trong d6 D la nia trén cta dia véi tam & gdc toa do va
béan kinh 5.

15.4.8. [[,(2z —y) dA, trong d6 R la mién trong gbc phan tu thit nhat bao
bdi dusng tron z? + y? = 4 va dudng thing z = 0 va y = x.

15.4.9. ([ sin(z® 4+ y?) dA, trong d6 R 1a mién trong goc phan tu thit nhét
bao béi dudng tron tam tai gbc toa do véi ban kinh 1 va 3.

15.4.10. ([, r2y7+2y2 dA, trong dé R 1a mién ndm giita hai dudng tron 22 4 32 =

a?var?+y?=0>v6i0<a<b

15.4.11. ([, e~ =¥* dA, trong d6 D la midn dude bao béi nita duong tron
T = /4 — y? va truc y.

15.4.12. ([}, cos \/x? +y? dA, trong d6 D la dia v6i tam tai goc toa do va ban
kinh 2.

15.4.13. [, arctan(y/z) dA, trong d6 R = {(z,y) |1 <a?+3y* <4, 0<y <
r}

15.4.14. [[,x dA, trong d6 D la mién trong gdc phan tu thi nhat bao béi
duong tron 2 + y? =4 va 22 + 3% = 22.

Duing tich phan boi dé tinh dién tich ctia mién.
15.4.15. Mot canh ciia hoa hong r = cos 36.
15.4.16. Mién dugc bao bdi dudng trai tim r = 1 +cosf va r = 1 — cos 6.

15.4.17. Mién bén trong dudng tron (z — 1)? + y? = 1 va bén ngoai dudng
tron 22 4+ 3% = 1.

15.4.18. Mién bén trong dudng trai tim r» = 1+ cos § va bén ngoai dudng tron
r = 3cos#.

Diing toa do cuc dé tinh thé tich ciia khéi.
15.4.19. Du6i nén z = \/m va ben trén dia z2 + 3% < 4.
15.4.20. Duéi mit paraboloid z = 18 — 222 — 2y vi bén trén mat phing xy.
15.4.21. Bao béi mat hyperboloid —z% — 32 + 22 = 1 vA mit phéng z = 2.
15.4.22. Bén trong mat cau 22 +y? 422 = 16 v bén ngoai mat tru 2 +1% = 4.

15.4.23. Qua cau ban kinh a.
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15.4.24. Bao bdi mat paraboloid z = 1 + 222 + 2y? va mat z = 7 trong goc
phan tam thi nhat.
15.4.25. Bén trén nén z = /22 + y2 va béen duéi mit cau 22 4 y% + 22 = 1.
15.4.26. Bao bdi paraboloid z = 322 + 3y? vh z = 4 — 22 — 9%
15.4.27. Bén trong cd mit tru 22 + y? = 4 va ellipsoid 422 + 4y? + 22 = 64.

15.4.28. (a) Mot miii khoan c6 hinh tru ban kinh ryduge diing dé khoét mot
16 qua tam clia mot qui cau ban kinh rp. Tim thé tich ctia khéi con lai.

(b) Hay biéu dién thé tich & phan (a) qua do cao h ciia khéi. Chi ¥ réng the
tich chi phu thudc vao h, khong phu thudc vao r; hay ro.

Hay tinh tich phan lip bing cach chuyén sang toa do cuc.

15.4.29. [, [V7" sin(a? 4 2) dy da
15.4.30. foa ff\/mxzy dx dy
15.4.31. [} [V (x +y) dx dy

15.4.32. [7 [V o2 402 dy da

Biéu dién tich phan boi qua tich phan mot bién theo r. Sau dé dimmg may
tinh dé tinh tich phan dung t6i 4 chit s6 thap phan.

15.4.33. [[, e(@*+¥*)* A, trong d6 D 1a dia véi tam & goc toa do va ban kinh
1.

15.4.34. [, zy\/1+ 22 +y? dA, trong d6 D la phan cta dia 22 + 3 < 1
trong géc phan tu thi nhat.

15.4.35. Mot ho bai ¢6 hinh tron véi duong kinh 40ft. Do sau 1a hing doc
theo dudng dong-tay va ting tuyén tinh tu 2ft tit dau phia nam tdi 7ft & dau
phia bic. Tim thé tich nuéc trong hd.

15.4.36. Mot hée théng tudi nuéc nong nghiép phan phdi nude theo hinh tron
ban kinh 100ft. N6 cung cip nudc t6i do sau e™! ft/h ¢ khodng cach r ft tit he
thong.

(a) Néu 0 < R < 100, tdng lugng nude twéi mdi gid 1a bao nhiéu trén mién
bén trong dudng tron ban kinh R tam tai hé thdng?

(b) X&c dinh mot biéu thiic cho lugng nude trung binh trén méi ft vuong méi
gid trén mién bén trong dudng tron ban kinh R.

15.4.37. Tim gia tri trung binh ctia ham f(z,y) = 1/4/22 + y? trén mién vanh
khan a? < 22 + 92 <b% véi 0 < a < b.
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15.4.38. Cho D la dia véi tam tai gbc toa do va ban kinh a. Khoang cach
trung binh tit mot diém trong D téi gbc toa do 1a bao nhieu?

15.4.39. Dung toa do cyc dé két hop téng

1 x V2 x 2 VAa—x?
/ / :z:ydyder/ / xydyder/ / zy dy dx
1/v2 JV/1—22 1 0 Vv2.Jo

thanh mot tich phan boi. Tinh tich phan nay.

15.4.40. (a) Ta dinh nghia tich phan suy rong sau (trén toan bo mit phéng

R?)
_( 2+ 2) o0 o0 _( 2+ 2)
I = e\ TV dA = e\ TV dy dx
R2 —o00 J —o0
= lim // e~ @+ g4
a—r o0 Da,

véi D, 1a dia v6i ban kinh a vA tam & gbc toa do. Chiing t6

/OO /OO e~ @) dA =1

(b) Mot dinh nghia tuong duong cho tich phan suy rong trong phan (a) la

// e~ @) dA = lim // e~ @) g4
R2 a—r 00 Se

v6i S, 1a hinh vuong véi dinh (4a, +a). Dung céi nay dé chiing to

o0 2 o0 2
/ e " dm/ eV dy=m
—00 —oo

/ e dr = /1

— 00

(c) Rut ra ring

(d) Béng cach ddi bién t = /22 chiing to
/ e ™2 dy = 2r

(Day 1a mot két qua co ban clia x4c suat va thong ke.)
15.4.41. Dung két qud bai tap trén dé tich tich phan sau:
(a) [° 22 da

(b) [;° Vwe ™ du
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15.5 Ung dung cia tich phan boi

Chiing ta da thiy mot ng dung ctia tich phan kép: tinh toan thé tich. Mot
ing dung hinh hoc khac 1a tim dién tich ctia mat va diéu nay sé dude thie hien
trong phan tiép theo. Trong phan nay ching t6i kham phé cic ing dung vat
ly nhu tinh toan khéi lugng, dien tich, tam khéi lugng, va moémen quan tinh.
Chiing ta sé thiy ring nhitng y tudng vat 1y ciing 1a quan trong khi 4p dung
cho cédc ham mat do xac suat clia hai bién ngdu nhién.

Mat do va khéi lugng

Trong phan 8.3 chiing ta da c6 thé stt dung tich phan dé tinh toan nhitng momen
tam ctia khéi lugng cia mot tAm mong hodc phién 14 véi mat do khong ddi.
Nhung bay gid, dugc trang bi véi tich phan boi, chiing ta c6 thé xem xét mottam
mong véi mat do khac nhau. Gia sit tAm moéng chiém mot khu vye D clia mat
phéng xy va mat do ctia né (trong don vi ciia khdi lugng trén don vi dién tich)
tai mot diém (z,y) trong D duge dua ra béi p(x,y), véi p 14 mot ham lien tuc
trén D. Diéu nady c6 nghia ring

véi Am va AA 1a khéi lugng va dién tich ctia mot hinh chi nhat nhé chia (x,y)
va gi6i han duge thyc hién khi kich thuéc ctia hinh chit nhat tién vé 0. (Xem

Hinh [15.5.1])

(X, ¥

p [

- ¥

0

Hinh 15.5.1:

Dé tim tdng khéi lugng m ciia tAm moéng ching ta chia mot hinh chi nhat
R chia D thanh cac hinh chit nhat con R;; ¢6 cung kich thuéce (nhu trong Hinh

15.5.2)) va xem p(x,y) 14 0 bén ngoai D.
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-y

0

Hinh 15.5.2:

Néu ching ta chon mot diem (x7;,y;;) trong R;;, thi khoéi lugng clia phan
clia tam mong chiém R;; 1a khoang p(x;, yj;) AA, trong d6 AA la dién tich R;;.
Néu ching ta cong tat ca cac khdi nhu vay, chiing ta nhan mot xap xi ctia téng
khéi lugng:

k

l
me Tm Z > ol ui)AA = //D p(z,y) dA (15.5.1)

i=1 j=1

Céac nha vat 1y ciing xem xét cac loai mat do c6 thé duge trinh bay theo
cach tuong tu. Vi du, néu mot dién tich duge phan bé trén mot khu vige D va
mat do dién tich (theo don vi dién tich trén mot don vi dién tich) duge cho béi
o(x,y) tai mot diém (z,y) trong D, thi tong dién tich Q dugc cho béi

Q://Da(z,y) dA (15.5.2)

Vi du 15.5.1. Dién tich duge phan phdi trong khu vige tam giac D trong Hinh
15.5.3| v6i mat do dien tich tai (z,y) 1a o(z,y) = 2y, duge do bing coulomb
trén mot mét vuong (C/m?). Tim tong dien tich.



CHUONG 15. TICH PHAN BOI 59

[+ Y~ e (L 1)
D

y=1—x

=¥

0

Hinh 15.5.3:

Giai. Tt Phuong trinh [15.5.2| va Hinh [15.5.3[ ta ¢6

¢ - //1)U<x’y) dA:/Ol/l;xy dy dx
/01 [ﬂ;}:_ do = /01 3[12 — (1 —2)% da

1t 5
= = 222 — 23 dx = —
2/0(36 v) dr = o

Vay tdng dién tich 1a 2—540.

Moémen va tam khdi luong

Trong phan 8.3 ching tbi thiy tam khéi lugng clia mot tAm moéng véi mat do
khong ddi; ¢ day ching ta xét mot tAm méng véi mat do thay déi. Gia sit tam
moéng chiém mot mién D va ¢6 ham mat do p(z,y). Nhé lai tit Chuong 8 chiing
ta dinh nghia mémen ctia mot hat déi véi mot truc 14 tich ctia khéi lugng ctia né
va khoang cach c6 hudng ctia né téi truc. Ching ta chia D thanh hinh chit nhat
nho6 nhu trong Hinh Sau d6, khoi lugng ciia R;; xap xi la p(z};, y5;) A4,
vi vay chiing ta c6 thé tinh gan ding momen ctia R;; d6i véi truc  bang

[P(gc;'kja y:j)AA]y;kj

Néu gio ta cong cac dai luong trén va 1ay giéi han khi s6 hinh chi nhat con tré
nén 16n ta dude momen clia cd phién 14 quanh truc

m

My = T > > yiip(al;,y;)AA = //D yp(x,y) dA (15.5.3)

i=1 j=1
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Twong ty, momen quanh truc y la:

My= Tim 3 > il yi;)AA = //D zp(z,y) dA (15.5.4)

i=1 j=1

Nhu trude, ta dinh nghia tam khéi lugng (z, §) sao cho mz = M, va my = M,,.

Y nghia vat 1i 1a phién 14 cu xi& nhu thé toan bo khéi lugng clia n6 tap trung
& tam khéi lugng ctia né. Do d6, phién can bing & vi trf ndm ngang khi duge
chdng & ngay tam khoi lugng (xem Hinh [15.5.4)).

* (X, )

Hinh 15.5.4:

Ménh dé 15.5.2. Toa do tam khoi liong (Z,9) ciia mot phién ld (tam mong)
chiém mot mién D c6 ham mat do p(z,y) la

M, 1
z —y:—// xp(z,y) dA
m m D

M, 1
j=— 7// yp(z,y) dA
m m D

vdi khoi lwgng m dudc cho bdi

m = //Dp(w,y) dA

Vi du 15.5.3. Tim khéi lugng va tram khoi lugng ctia tdAm méng hinh tam
giac v6i dinh (0,0), (1,0), (0,2) néu ham mat do 1a p(z,y) = 1+ 3z + y.

Giai. Tam giac duge vé trong Hinh |15.5.5
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i0,2) +

Hinh 15.5.5:

61

(Cha ¥ ring phuong trinh ciia bién trén la y = 2 — 2z.) Khi lugng ctia tam

mong 1a

//D p(z,y) dA

1 p2—2z
:/ / (1432 +4y) dy dx
0o Jo

1 y? y=2-2
= / |:y + 3xy + :| dx
0 2

= 4/01(1—x2)dx:

Coéng thic trong [15.5.2f cho

% //D zp(z,y) dA

r =

=0

wloo <

3 1 22
:g/ / (z + 32% + zy) dy da
o Jo

3 1 27Y=2—-2z
= §/ {xy+3x2y—|—xy } dx
0

y = %//Dyp(x,y) dA

8 2 2

1 1
= 1/0 (7 — 9z — 32°

Tam khéi lugng ndm & diém (2, 1§

3 1 22
:g/ / (y + 3zy +y?) dy dx
o Jo

3

3 1 2 2 37y=2—2z
= */ {y+3xy+y} dx
0

y=0
11

3 -
+53:)d3:—16
).
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Vidu 15.5.4. Mat do tai bat ky diém nao trén mot tAm méng hinh ban nguysét
1 ty lé thuan véi khoang cach t6i tam cia vong tron. Tim tam ctia khéi lugng
clia tAm moéng.

Gidi. Ching ta dit mot tAm méng nhu nita trén clia vong tron z2 + y? = a2.
(Xem Hinh ) Khoang cach tit mot diém (x,y) dén tam ctia vong tron (gbc
toa do) 1a /22 + y2. Do d6 ham mat do 1a

plz,y) = Ky/a? +y?

trong d6 K 1a mot hing. C4 ham méat do 1an hinh dang clia tAm méng gdi ¥
ta dimg toa do cuc. Khi d6 /22 + y2 = r vd mién D dudc cho béi 0 < r < a,
0 < 0 < 7. Vay khodi lugng clia tAm mong la

m = //Dp(x,y)dA://DK\/mdA

= //(Kr)rdrdazK/ d9/ r? dr
0 0 0 0

Kra?
3

> o

L

—d 0 i}

Hinh 15.5.6:

Ca tam v ham mat do 14 ddi xing d6i véi truc y, do dé tam khdi lugng
phai ndm trén truc y, c6 nghia la = 0. Toa do y dudc cho béi

1 3 Tore
y — A= —— i K
7] - //Dyp(x,y) d Tomad /0 /0 rsin6(Kr)r dr df

3 & @ 3
—3/ sin@d@/ r3 dr:—a.
ma’ J 0 2m

Vay tam khéi lugng ndm & diém (0, 3a/(27)).
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Moémen quan tinh

Momen quéan tinh (con goi la mémen thit hai) clia mot hat c6 khéi lugng m
quanh mot truc duge dinh nghia la mr?, trong dé r 14 khodng cach tit hat téi
truc. Chiing t6i mé rong khai niém nay cho mdt tAm moéng v6i ham mat do
p(z,y) va chiém mot ving D biang céch tién hanh nhu ching ta da lam cho
nhing mémen binh thudng. Ching ta chia D thanh hinh chit nhat nhd, xap xi
momen quéan tinh ctia mdi hinh chit nhat con quanh truc z, va lay giéi han tong
khi s6 lugng cac hinh chi nhat con tré nén lén. Két qua 13 mémen quan tinh
clia tAm méng quanh truc z:

m n
Ip= lim DD Wi ela i) AA = //D y*ple,y) dA (15.5.5)
i=1j=1
Tuong ty, méomen quan tinh quanh truc y la:
L= Jm 33w Polehi)ad = [[ ey ar (559
i=1 j=1

Ciing dang quan tam dé xét momen quan tinh quanh géc toa do, con goi la
momen quan tinh cyc:

fo= Jim 300w + ) ol i) = [[ @+ da

i=1j=1
(15.5.7)
Cha ¥ 1a Iy = I, + I,

Vi du 15.5.5. Tim momen quan tinh I, I,, va Iy cia mot dia dong chat D
véi mat do p(z,y) = p, tam tai gbc toa do, ban kinh a.

Gidi. Bién ctia D la vong tron a2 + y? = a® va trong toa do cuyc D duge bidu
dién 12 0 < 0 < 27w, 0 < r < a. Hay tinh Ij trude:

2m a
//(x2+y2)pdA=p/ /r2rdrd0
D o Jo
2 a 4
= p/ d@/ 3 dr = P2
0 0 2

Thay vi tinh I, va I, truc tiép, ta dung su kién 1a I, + I, = Iy va I, = I, (tu
tinh d6i xing ciia bai toan). Vay

Iy

Iy mpa*
I, = ==
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Trong vi du trén chi ¥ rang khéi lugng ctia dia la
m = mat do x dién tich = p(ﬂaz)

do d6, cAc mémen quéin tinh ctia dia quanh gbc (giéng nhu mot banh xe quanh
truc ctia né) ¢ thé duge viét nhu
pat 1 9 1 5

Iy = 5 = i(pﬂaz)a = ;ma

Vi vay, néu ching ta tang khdi lugng hodc ban kinh clia dia, ching ta do dé lam
tang momen quan tinh. N6i chung, mémen quéan tinh déng vai trdo nhu nhau
trong chuyén dong quay khéi luong déng trong chuyén dong thang. Céc momen
quan tinh ciia mot banh xe 1a nhitng gi lam cho né khan dé bat dau hoic ngimg
vong quay clia banh xe, ciing nhu khéi lugng ctia mot chiée xe hoi 13 nhitng gi
lam cho né biet gip khé dé bit dau hodc dimng chuyén dong ciia xe.

Bdn kinh zoay tron clia mot tAm méng quanh mot truc 1a s6 R sao cho
mR?* =1 (15.5.8)

trong dé m 1& khéi lugng clia tam mong va I 14 mémen quan tinh quanh truc
da cho. Phuong trinh trén néi rang néu khéi lugng clia tdm da duge tap trung
tai mot khoang cach R tit truc, thi momen quan tinh clia "diém khéi lugng" sé
bing moémen quan tinh clia tAm mong.

Dic biét, ban kinh xoay tron 4 déi véi truc z va ban kinh xoay tron = déi
v6i truc y duge cho bdi cac phuong trinh

my? = I, mz® =1, (15.5.9)

Nhu vay (z,7) la diém ma tai d6 khoi lugng ciia tam c6 thé duge tap trung ma
khong thay d6i momen quan tinh déi véi cac truc toa do. (Luu ¥ sy tuong ty
véi tam khoi lugng.)

Vi du 15.5.6. Tinh ban kinh xoay tron quanh truc z cta dia trong Vi du
15.0.9l

Gidi. Nhu da luu ¥, khéi lugng ciia dia 1a m = pma?, do dé tit Phuong trinh
15.5.9| ta dugc
I, iﬂpa‘l a®

Y m T pra? Ty

Vi thé ban kinh xoay tron quanh truc x 13 § = %a, chinh la nita ban kinh cta

dia.
O
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Xac suat

Trong Muc 8.5 ta da xét ham mat do zdc sudt f clia mot bién ngiu nhién X.
Diéu nay ¢6 nghia la f(z) > 0 v6i moi x, [*_ f(z) dz = 1, va xdc suat dé X
nam gitta a vd b dude tinh bing cach 1ay tich phan f ti a téi b:

P(angb):/bf(x)d:c.

Bay gid ching ta hiay xem xét mot cap bién ngiu nhién lién tuc X va Y, vi
du nhu thoi gian hoat dong ctia hai bo phan clia clia mot may hosic chiéu cao
va trong lugng ctia mot phu nit duge chon ngau nhién. Ham mat do chung ctia
X va Y la mot ham f clia hai bién sao cho xac suat ma (X,Y) nadm trong mot
mién D 1

P((X,Y)eD)://Df(x,y) dA.

Dic biet, néu mién 1a mot hinh chi nhat, xac sudt dé X nidm gita a va bva 'Y
nam gitta ¢ va d 1a

b d
Pasx<besy<d= [ [ fow dyan

(Xem Hinh )

Hinh 15.5.7:
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Vi xéc suat khong am va dude do & ti 1é tit 0 t6i 1 nén ham mat do chung
c6 cac tinh chat sau:

flx,y) >0 //RQf(a:,y) dA = 1.

Nhu trong Bai tap|15.4.40, tich phan kép trén R? 14 mot tich phan suy rong
duge dinh nghia 1a gii han ctia tich phan kép trén hinh tron ho#c hinh vuéng
16n dan, va ta c6 thé viét

//sz(m’w dA:/_Z/_O;f(%y) dr dy = 1.

Vi du 15.5.7. Néu ham méat do chung ctia X vd Y dudc cho béi

Clz+2y) 0<z<10,0<y<10
flz,y) = )
0 khac

tim gid tri cia hing s6 C. Sau d6 tim P(X <7,V > 2).

Gidi. Ta tim gia tri cia C bang cach dam bao tich phan ctia f bang 1. Vi
f(z,y) = 0 ngoai hinh chit nhat [0, 10] x [0, 10] ta c6

[e%s) [e%s) 10 10 10
/ / F(z,y) dy dx = / / C(z+2y) dy da = C / [ay +17]"—;" dx = 1500C.
oo J —o0 0 0 0

Vay C = ﬁ.
Gid ta tinh x4c sudt dé X nhiéu 18m 1& 7 va Y nhiéu 1§m 1a 2:

7 oo 7 10
P < nyzy = [ e dpde= [T o) dy de
o) o Jo 1500

868
= —— ~0.5787.
1500

O

Gia st X 1a mot bién ngdu nhién ¢6 ham mat do xac suat fi(z) va Y 1a mot
ngau nhién bién v6i ham mat do fa(y). Khi d6, X va Y dugc goi la cac bién
ngau nhién doc lgp néu ham mat d6 chung clia ching 14 tich ctia ham mat do
riéng clia ching:

f(z,y) = fi(x) fa(y)-

Trong Muyc 8.5 ta di mo hinh héa thdi gian dgi bang ham mat do mi

m):{o t<0

p e tm >0

v6i p chi thai gian dgi trung binh. Trong vi du tiép theo ta xét trudng hop hai
bién dgi doc lap.
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Vi du 15.5.8. Ngudi quan 1y ctia mot rap chiéu phim xéc dinh réng thoi gian
trung binh khan giad cho dgi xép hang dé mua vé cho bo phim cfia tuan nay la
10 phiit va thsi gian trung binh ho chd dgi dé mua bap rang la 5 phit. Gia sit
rang hai thoi gian chd dgi 1 doc lap, tim x4c suidt ma mot khan gid chs dgi
téng cong it hon 20 phit trudc khi 1ay chd ngoi ctia minh.

Gidi. Gia sit rang ca thoi gian chd dgi X dé mua vé va thoi gian chs dgi Y trong
hang mua nuée giai khat duge mo hinh héa bdi ham mat do xac suat theo ham
mii, ching ta c6 thé viét cac ham mat do c4 nhan nhu sau

0 <0
fHilw) = {1106_9”/10 x>0
0 y <0
f2(y)_{é€_r/5 yzo
Vi X va Y la doc lap, ham mat do chung la tich

Le—a/W0e=y/5 2 >0, y>0

flay) = fila)faly) = {30 e

Ta duge hoi x4c sudt dé X +Y < 20:
P(X+Y <20)=P((X,Y)e D)

véi D la tam giac trong Hinh [15.5.8

Vi

20

x+y=20

0 20 x

Hinh 15.5.8:
Vay

20 20—z
1
P(X+Y < 20)= // f(z,y) dA = / / — e ?/10e7Y/5 qy da:
D 0 0 50
= 1+4+e*—22~0.7476.
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Diéu nay c6 nghia 1a khoang 75% khan gia chdo dgi it hon 20 phuat truée khi 1ay
chd ngdi ctia minh.
O

Ki vong

Nhic lai trong Muc 8.5 néu X la fmot bién ngdu nhién véi ham mat do f thi
trung binh ctia no 1a
o0
W= / xf(x) dx.
—00
Bay gio néu X va Y la bién ngdu nhién v6i ham mat do chung f ta dinh nghia
trung binh ctia X va Y, con goi 1a ki vong cia X va Y Ia

m://w af(z,y) dA MQ://RZ yf(z,y) dA. (15.5.10)

Chti ¥ céc biéu thite cho py va ps gidng nhu nhitng moémen M, va M, clia mot
tam moéng véi ham mat do p. Trong thuc té, ching ta c6 thé nghi vé xac suat
giébng nhu 13 nhu khéi lugng phan phdi lien tuc. Chiing ta tinh todn xac suat
cach ching ta tinh khéi lugng - bang cach lay tich phan mot ham mat do. Va
béi vi tong "khéi lugng xéac suat" 1a 1, cac biéu thiic cho Z va ¢ cho thay ring
chiing ta c6 thé nghi dén nhitng gia tri k¥ vong ctia X vA Y, ju1 va po, nhu la
toa do clia cac " tam khéi luong" cia phan phdi xic suit.

Trong vi du sau ching ta lam viéc v6i sy phan bd chuan. Nhu trong phan
8.5, mot bién ngau nhien duge goi 1a ¢6 phan phdi chudn néu ham mat do xéc
suat ctia n6 c6 dang X

— —(z—p)?/(207)
f(l‘) Ume

v6i p 1a trung binh va o 1a do léch chudn.

Vi du 15.5.9. Mot nha may sdn xuat ra vong bi lan (hinh tru) duge ban nhu
c6 duong kinh 4,0 cm va chidu dai 6,0 cm. Trong thyc té, dusng kinh X dudc
phan phéi chuan véi trung binh 4,0 cm va do lech chudn 0,01 cm, trong khi
chiéu dai Y dugce phan phdi chuan véi trung binh 6,0 cm va do léch chuan 0,01
cm. Gid st X va Y 1a doc lap, viét ham méat do chung va vé dd thi ctia né. Tim
x4c sudt ma mot vong bi lan dude chon ngau nhién tit cac day chuyén san xuit
c6 thé chiéu dai hoic dudng kinh khac di tit trung binh hon 0,02 cm.

Gidi. Ta duge cho X va Y dugc phan phdi chuan véi p; = 4.0, gz = 6.0,
o1 = 02 = 0.01. Khi d6 ham mat do clia ting bién X va Y la

1 2
— = —(z—4)7/0.0002
M@ = Sorva
f2(y) 1 —(y—6)2/0.0002

=——¢
0.01v27
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Vi X va Y doc lap nén ham phan b chung 13 tich

flx,y) = fi(x)fa(y)
5000 —s000(=

™

D6 thi ctia ham nay duge vé ¢ Hinh [15.5.9

—4)%+(y—6)*]

1500 -
1000

00

Hinh 15.5.9:

Hay tinh xéc suat dé cd X va Y sai khac trung binh duéi 0.02 cm. Ding
mot méy tinh dé udc lugng tich phan, ta dugc

4.02 602
P(3.98 < X <4.02,598<Y <6.02) / / fz,y) dy dz
3.9 5.9

4.02  16.02
_ 5000 / o —5000[(z—4)>+(y—6)?] dy dx ~ 0.91.
5.9

™ 3.98

Nhu vay xéc suat dé X hodc Y sai khac trung binh hon 0.02 cm la gan bang

1—-0.91 =0.09.

Bai tap
15.5.1. Dién tich dugc phan bd trén moét hinh chit nhat 0 <z <5,2<y <5

sao cho mat do dién tich tai (z,y) la o(z,y) = 2x + 4y (do bang coulomb trén
mét vuong). Tim tong dién tich trén hinh chit nhat.

15.5.2. Dieén tich dugc phan bd trén mot hinh tron 22 +y? < 1 sao cho mat do
dien tich tai (z,y) 1a o(z,y) = /22 + 32 (do bang coulomb trén mét vuong).
Tim téng dién tich trén hinh tron.

Tim khdi lugng va tam khdi lugng clia tAm moéng chiém mién D vi c¢6 ham
mat do cho trudc.
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15.5.3. D= {(z,y) | 1 <2 <3, 1<y <4} p(z,y) = ky*.
15.5.4. D={(z,y) |0<z<a, 0<y<b}; plx,y) =1+ 22+ 9>
15.5.5. D la mién tam giac vé6i dinh (0,0), (2,1), (0,3); p(z,y) =z + y.

15.5.6. D la mién tam giac duge bao bdi cac duong thing 2 = 0, y = x,
2z +y = 6; p(a,y) = 2.

15.5.7. D dugc bao bdi y =1 — 22, y = 0; p(z,y) = ky.
15.5.8. D dugc bao bdi y = 22, y = x + 2; p(x,y) = kx.
15.5.9. D ={(z,y) | 0 <y <sin(mz/L), 0 <z < L}; p(z,y) = y.
15.5.10. D dugc bao béi y = 22, = y?; p(z,y) = /7.

15.5.11. Mot tAm moéng chiém mot dia 22 + y? < 1 trong géc phan tu thid
nhéat. Tim tam khéi lugng néu mat do tai mdi diém 1a ti 1é véi khoang cach téi
truc x.

15.5.12. Tim tam khéi lugng & bai trén néu mat do tai mdi diém ti 1é v6i binh
phuong khoang cach t6i gbe toa do.

15.5.13. Bién clia mo6t tAm moéng bao gdm céac hinh ban nguyét y = /1 — x2
va y = V4 — 22 cling véi cac phan clia truc = néi ching. Tim tam khéi lugng
clia tAm moéng néu mat do tai moi diém ty 16 thuan véi khodng cach clia né tit
gbc toa do.

15.5.14. Tim tam khéi lugng clia tAm moéng trong bai tap trén néu mat do
tai bat ky diém nao la ti 1é nghich véi khoang cach tir gbc.

15.5.15. Tim tam khéi lugng clia mot tAm moéng trong hinh dang ctia mot
tam giac vuong can cé chiéu dai canh bing a néu mat do bat ky diém nao 1a ty
lé thuan véi binh phuong clia khodng céch tit dinh déi dién véi canh huyén.

15.5.16. Mot tam moéng chiém mién bén trong vong tron z2 + y? = 2y nhung
bén ngoai vong tron z2 4+ y? = 1. Tim tam khdi lugng néu mat do tai moi diém
13 ti 1& nghich vé6i né khodng cach tit gbc.

15.5.17. Tim momen quéan tinh I, I,, Iy cho tdm moéng clia Bai tap
15.5.18. Tim momen quéan tinh I, I, Iy cho tAm moéng ctia Bai tap [15.5.11
15.5.19. Tim momen quén tinh I, I, Iy cho tAm mong ciia Bai tap [15.5.15

15.5.20. Xem mot canh quat vudong c¢6 canh dai 2 va géc dudi bén trai duge
dat tai gbc. Néu mat do ciia canh 1a p(x,y) = 1 + 0.1z, khé hon dé quay canh
quat quanh truc x hay truc y?

Mot tam méng véi mat do p(z,y) = p chiém chd cho trude. Tim cac momen
quan tinh va ban kinh xoay quanh truc = va truc y.
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15.5.21. Hinh cht nhat 0 <2z <b,0 <y < h.
15.5.22. Tam gidc véi dinh (0,0), (b,0), (0, ).
15.5.23. Phan cta dia 22 + 32 < a? trong géc phan tu thit nhat.

15.5.24. Mién dudi dudng y = sinz v6i x = 0 t6i z = 7.
Diing mot hé dai s6 may tinh dé tim khéi lugng, tam khéi lugng, momen
quan tinh ctia tim moéng chiém mién D véi mat do cho trude.

15.5.25. D dugc bao bdi canh bén phai ctia hoa hong bén cinh r = cos 26,
plz,y) = 2 + 4>

15.5.26. D = {(x,y) |0 <y <we™®, 0<z <2}; p(a,y) = 2%y°.

15.5.27. Ham mat do chung cho cip bién ngdu nhién X va Y 1a

_JCx(14+y) 0<2<1,0<y<2
/ (x’y)_{o Khéc.

(a) Tim gid tri ciia hang s6 C.
(b) Tim P(X <1,Y <1).

(¢) Tim P(X +Y <1).
15.5.28. (a) Kiém ring

Fz,y) dry 0<z<1,0<y<l1
xZ, =
Y 0 khac.

la mot ham mat do chung.

(b) Néu X va Y la bién ngau nhién véi ham mat d6 chung f. Tim P(X > 1),
P(X > 3,Y <3).

(¢) Tim gia tri ki vong cia X va Y.

15.5.29. Ham mat do chung cho cip bién ngdu nhién X va Y 1a

Flaony) = 1027OFTOW 220,y 20
’ 0 khac.

(a) Kiém rang f that sy 1a mot ham mat do chung.
(b) Tim cac xac suat sau: P(Y > 1), P(X <2,V <4).

(¢) Tim gia tri ki vong cia X va Y.
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15.5.30. (a) Mot den c6 hai bong dén clia mot loai véi mot tudi tho trung
binh 1000 gis. Gia sit réing ching ta c6 thé mo hinh xac suét trach ciia su
hu héng cac béng dén bdi mot ham mat do mia véi trung binh g = 1000,
tim xac sudt ma ca hai béng dén ctia dén hu hong trong vong 1000 gis.

(b) Mot den khac chi c6 mot béng den ciing loai nhu trong phan (a). Néu mot
béng den chay va dudc thay thé bang mot béng dén cing loai, tim xac
suat ma hai béng dén hu héng trong vong tdng sé 1000 gis.

15.5.31. Gid st X va Y la cac bién ngdu nhién doc lap, trong d6 X dudc phan
phdi chuan véi trung binh 45 va do lech chuan 0,5 va Y duge phan phdi chuan
véi trung binh 20 va do léch chuan 0.1.

(a) Tim P(40 < X < 50,20 <Y < 25).
(b) Tim P(4(X —45)% 4+ 100(Y — 20)* < 2).

15.5.32. Xavier va Yolanda ca hai déu c6 16p hoc két thic vao budi trua va ho
dong ¥ gip mdi ngay sau gid hoc. Ho dén quan ci phé doc lap véi nhau. Thoi
gian dén clia Xavier 13 X va thoi gian dén ciia Yolanda 1a Y, trong d6 X va Y
duge do bang phiit sau khi budi trua. Céc chitc ning mat do ca nhan la

fi(w) = {e‘”” v=0

0 x < 0.
1
_[&y 0<y<i0
f2(9) {o khac.

(Xavier dén mot lic sau budi truwa va thusng dén ding gio hon so véi muon.
Yolanda ludn dén trude 12:10 va ¢6 nhiéu kha nang dén muodn hon ngay 1a ding
giv.) Sau khi Yolanda dén, co ay sé cho Xavier cho dén ntta gio, nhung Xavier
sé khong dgi Yolanda. Tim xac suit ma ho gip nhau.

15.5.33. Khi nghién citu sy lay lan ctia dich bénh, ta gid dinh xac suit ma
mot c4 nhan bi nhiém bénh sé lay lan bénh cho mot c4 nhan khong bi nhiém
bénh 1a mot ham ciia khodng cach gitta ho. Hay xét mot thanh phd c6 ban kinh
10 dam, trong d6 dan s6 dugc phan bbé dong déu. V6i mot ca nhan khong bi
nhiém bénh tai mot diém c6 dinh A(xg, o), gid dinh ring ham xéc suat dugc
cho béi .

F(P) = 55 (20— d(P A)

trong do d(P, A) cho khoang cach giita hai diém P va A.

(a) Gia sit sy phoi nhiém ctia mot ngusi déi véi benh 1a téng ciia xac suat
nhi®ém bénh tit tat ci cac cac thanh vién clia dan s6. Gia sit ring ciac nhiém
ngudi duge phan bd déu trén toan thanh phd, véi k ca nhan nhiém bénh
cho méi ddam vuong. Tim tich phan boi dai dién cho sy phoi nhiém ciia
mot ngudi séng & A.
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(b) Tinh tich phan trén v6i trudng hgp trong d6 A la trung tam ctia thanh
phd va dbi vé6i truong hgp trong dé6 A nam trén canh ciia thanh phé. Ban
mudn & dau hon?

15.6 Dién tich mat

Trong phan nay ta 4p dung tich phan kép cho vAn dé tinh toan dién tich bé
mit. Trong phan 8.2 chiing t6i tim thay dién tich clia mot loai mét rat dac biét
- mit tron xoay - biing cac phuong phéap ciia tich phan don bién. 0 day ching
ta tinh dién tich cia mot bé mat véi phuong trinh 2z = f(z,y), do thi ctia mot
ham sb clia hai bién.

Cho S 13 mot mat véi phuong trinh z = f(z,y), véi f 1a ham c6 dao ham
rieng lien tuc. Dé don gidn dé thiét lap cong thic dién tich bé mat, ta gid st
rang f(x,y) > 0 va mién xac dinh D ctia f 1a mot hinh chit nhat. Ta chia D
thanh cac hinh ch@ nhat nho R;; véi dién tich AA = AzAy. Néu (z;, y;) la goc
ctia R;; gan goc toa do nhat, goi Pi;(wi,y;, f(z:,y;)) 1a diém tren S ngay & trén
n6 (xem Hinh .

M’-"'--ﬁ—-{,ih/i
[ ¥ |

Hinh 15.6.1:

Mit phéng tiép xtc v6i S tai Pi; 1a mot xap xi S gan P;;. Vi thé dien tich
AT;; cia phan nay cia mat phéng tiép xtdc (mot hinh binh hanh) nidm ngay
trén R;; 1a mot xap xi cta dién tich AS;; clia phan ctia S ndm ngay trén R;;.

20 Muc 16.6 ta sé trinh bay dién tich clia cac miit tdng quat hon, goi 1a cac mit tham sb,
khoéng can hoc muc nay néu sé hoc muc dé.
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Vi thé tong Y > AT;; 1a mot xap xi clia tong dien tich ctia S, va xap xi nay c6
vé cai thién khi s6 hinh chit nhat ting lén. Vi vay ta dinh nghia dién tich mat
cua S 1a

A(S) = mylrilgmizn:ATij (15.6.1)

i=1 j=1

Pé tim mot cong thitc thuan tién hon Phuong trinh [15.6.1| cho tinh toan, goi
a va b la cac vecto goc tai P;; va nam doc hinh binh hanh véi dién tich AT;;.

(Xem Hinh [15.6.2])

Hinh 15.6.2:

Khi d6 AT;; = |a x b|. Nhic lai tit Muc 14.3 rang f(z;,y;) va fy(zi,y;) 1a
do nghiéng ctia dudng thang tiép xic qua P;; theo huéng a va b. Vi thé

a= Azi+ fu(z;,y;)Azk
b = Ayj+ fy(zi, y;)Ayk

i k
axb = Az 0 fo(m,y)Ax
0 Ay fylziy;)Ay

—fu(@i, y5) AzAyi — f, (7, y;) Az Ayj + AzAyk

= [~ fo(@i,yj)i = fy(zi,y;)] + KJAA.

Vay AT;; = laxb| = \/[fo(2i,y;)]? + [fe(2i,95)]? + 1AA. Tt Dinh nghia
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ta dugce

X9 = 3°3ar,

i=1j=1
= tim 33 e + [folen)P 184
’ i=1 j=1

va theo dinh nghia ctia tich phan boi ta duge cong thic sau.

Ménh dé 15.6.1. Dién tich ciia mat vdi phuong trinh z = f(x,y), (z,y) € D,
v fp va fy lien tuc, la

AS) = //D VG OET @ y)P 11 dA

Ta sé kiém trong Muc 16.6 ring cong thitc nay nhat quan véi cong thiic
trude cho dién tich clia mat tron xoay. Néu ta ding ki hiéu khac cho dao ham
rieng, ta c6 thé viét lai cong thiic trong [15.6.1 nhu sau:

A(S)—// L (2) 4 () wa (15.6.2)
b Oz Ay ' o

Chi y sy tuong ty gitta dién tich mit trong coéng thic trén va chidu dai
duong cong trong Muc 8.1:

b 2
L= / 1+ (dy) dx.
@ \/ dx

Vi du 15.6.2. Tim dién tich mit clia mat z = 22 + 2y ndm trén tam gidc T
trong mat phang xy véi dinh (0,0), (1,0), va (1,1).

Gidi. Mién T dugc vé trong Hinh [15.6.3| va dude miéu ta 1a

T={(z,y) |0<2z<1, 0<y <z}
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_"II &

(L.1)

=

(0,0} (1,00

Hinh 15.6.3:

Dung Céng thitc v6i f(z,y) = 2% + 2y ta duge
1 T
// V@ F @R 11 dA :/ / Va2? 15 dy do
T 0o Jo
1 1 2 1
= / x\4x? +5 dx = 3 §(4x2 +5)3/2]
0

A

1
= 527 - 5V/5).

Hinh [15.6.4] vé phan mit ma ta vita tinh dién tich.

Hinh 15.6.4:

O

Vi du 15.6.3. Tim dién tich ctia phan paraboloid z = z? = y? nim bén dusi
mat phing z = 9.
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Gidi. Mt phing cit mit paraboloid theo duong tron 22 +y? =9, 2 = 9. Vi
thé mat da cho nam trén dia D v6i tam tai goc toa do va ban kinh 3. (Xem

Hinh [15.6.5])

Hinh 15.6.5:

Dung Cong thic [15.6.2| ta duge

//17\/1+<$>2+(Z)de‘://[)\/lﬂh)%(zy)? dA
//D 1+ 4(22 + y2) dA.

Chuyén sang toa do cuc ta dugc

2m 3
A:/ / V1+4r2r dr d&:%(:ﬂx/ﬁ—m.
0 0

A(S)

Bai tap
Tim dién tich ctia mit.
15.6.1. Phan mit phang z = 2+ 3z + 4y nim trén hinh chit nhat [0, 5] x [1, 4].
15.6.2. Phan mat phéng 2z + 5y + 2z = 10 ndm trong mat tru z2 + y? = 9.
15.6.3. Phan mit phang 3z + 2y + z = 6 nim trong géc phan tam thit nhét.

15.6.4. Phan mit z = 2 + 3z + 2y? ndm trén hinh tam giac véi dinh (0,0),
(0,1), (2,1).
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15.6.5. Phan mit tru y? + 22 = 9 ndm trén hinh chit nhat véi dinh (0,0),
(4,0), (0,2), (4,2).

15.6.6. Phan mat paraboloid z = 4 — 22 — y? nim trén mat phing zy.

15.6.7. Phan mat hyperbolic paraboloid z = y? — 2 ndm giita hai mat truc
2 +y?=1vaa?+y?=4.

15.6.8. Mat 2 = 2(2%/2 +4%/2),0<2<1,0<y <L

15.6.9. Phan ctia mit z = zy ndm gitta mat tru 22 + ¢y = 1.

15.6.10. Phan ctia mit cau 22 + y? + 22 = 4 ndm trén mat z = 1.

15.6.11. Mat cau 22 + y? + 22 = a2 ndm trong mat tru 22 4+ y?> = ax va bén
trén mat phing zy.

15.6.12. Phan mat cau 224y%+22 = 42 ndm trong mat paraboloid z = 22 +2.

Tim dién tich mit dang t6i bén chit s6 thap phan bing cach biéu dién dien
tich qua tich phan don va diing méay tinh dé uéc lugng tich phan.

15.6.13. Phan mit z = e=="=%’ nim ben tren dia 22 + y? < 4.
15.6.14. Phan mit z = cos(z? + ¢?) nim trong mat tru 22 + y? = 1.

15.6.15. (a) Dung Luat diém giita cho tich phan kép (xem Muc [15.1)) véi
bén hinh vuong dé ude tich dien tich mit clia paraboloid z = 22 4+ y? nam
bén trén hinh vuoéng [0, 1] x [0, 1].

(b) Diing he dai s6 may tinh dé xap xi dién tich mit trong phan (a) t6i bon
chit 86 thap phan. So sanh vdi dap s6 ¢ cau (a).

15.6.16. (a) Dung Luat diém gitta cho tich phan kép véi m = n = 2 dé wéc
tich dién tich mit ca z =2y + 22 + 92, 0< 2 <2,0<y < 2.

(b) Dung hé dai s6 méy tinh dé xap xi dién tich mat trong phan (a) téi bén
chit 86 thap phan. So sanh véi dap s6 & cau (a).

15.6.17. Tim chinh xédc dién tich cia mat z =1+ 2z + 3y + 4y2, 1<x<4,
0<y<1.

15.6.18. Tim chinh xéc dién tich cia mat z =14+ x4+ y + 2?2, —2<z< 1,
—1 <y < 1. Minh hoa bang hinh vé miit.

15.6.19. Tim t6i bén chit s6 thap phan dién tich cia phan mat z = 1 + 22y?
bén trén dia x2 + y2 <1.

15.6.20. Tim t6i bon chit sd thap phan dién tich ctia phan mit z = (1 +
22)/(1 + %?) bén trén hinh vuong |z| + |y| < 1. Minh hoa bing hinh vé mit.

15.6.21. Chiing t6 dién tich ctia phan mat phing z = ax + by + ¢ chiéu xubng
mién D trén mat phing 2y véi dien tich A(D) 1a Va2 + b2 + 1A(D).
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15.6.22. Néu dung Cong thiic dé tinh dién tich ctia nia trén ctia mit
cau 2 + y? + 22 = a2 thi c6 mot van dé nho la tich phan suy rong. Thuc sy
ham dudi dau tich phan khong lién tuc vo han tai moi diém trén duong tron
x2 4+ y? = @®. Tuy nhien tich phan c6 thé duge tinh nhu 13 giéi han cta tich
phan trén dia 22 4+ y? < t? khi ¢t~ — a~. Dung phuong phap nay dé chiing té
dién tich ctia mit cdu ban kinh a 1a 47a?.

15.6.23. Tim dién tich cia phan hitu han ctia paraboloid y = 22 + 22 dudgc
cit bdi mat y = 25. [Ggi ¥: Chidu mit 1én mit phang z2.]

15.6.24. Hinh sau vé mat dudc tao ra khi mat tru y? + 22 = 1 cit mat tru
22 + 22 = 1. Tim dién tich clia mat nay.

15.7 Tich phan bdi ba

Gidéng nhu cach ta dinh nghia tich phan don cho ham maot bién va tich phan
kép cho ham hai bién, ta c6 thé dinh nghia tich phan bai ba cho ham ba bién.
Trude hét hay lam viéc v6i truong hgp don gidn nhat khi £ 13 ham xac dinh
trén hinh hop chi nhat:

B={(z,y,2) |la<z<b, c<y<d, r<z<s} (15.7.1)

Buéc dau tién 1a chia B thanh hinh hop nhé. Ta lam diéu nay bing cach chia
doan [a,b] thanh [ doan con [x;_1, ;] v6i cing chiéu dai Az, chia doan [c,d]
thanh m doan con véi ciing chiéu dai Ay, va chia doan [r, s] thanh n doan con
v6i cling chidu dai Az. Mat phing di qua dau mat clia nhitng doan con song
song v6i cac mat phang toa do chia hop B thanh imn hop con

Bijk = [vi—1, 2] X [yj-1,95] X [2x—1, 2&]

duge vé trong Hinh [15.7.1) Mbi hinh hop con c6 thé tich AV = AzAyAz.
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Hinh 15.7.1:

Ta thanh lap téng Riemann

l m n
ZZZf(ﬁjkaijmzfjk)AV (15.7.2)

v6i diém thi (mfj ks Yijko %ig i) trong Bjji. Tuong tu nhu dinh nghia cta tich phan
boi hai[15.5.2} ta dinh nghia tich phan boi ba I gi6i han ctia tong Riemann

Dinh nghia 15.7.1. Tich phan bji ba ctia f trén hop B la

I m n
=17

néu giéi han nay ton tai.

Lai lan nita, tich phan nay ton tai néu f lién tuc. Ta c6 thé chon diém thi
la bat ki diém nao trong hop con, nhung néu ta chon né la diém (z;,y;, z) ta
duge mot bidu thic dé& nhin:

l m n
//Bf(xayaz) dV = lim ZZZf(xijkayijkazijk)AV

l,m,n—o00 4 ;
i=1 j=1k=1

Giéng nhu tich phan boi hai, cach thyc té dé tinh tich phan boi ba Ia biéu
dién ching nhu cac tich phan lip nhu sau:

Dinh Ii 15.7.2 (Dinh Ii Fubini cho tich phan boi ba). Néu f la lién tuc trén
hinh hop B = [a,b] X [e,d] X [r, s] thi

//Bf(x,y,z) dVZ/Ts/Cd/abf(x,y,z) de dy d-.
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Tich phan lip bén vé phai ctia Dinh 1f Fubini néi ring ta c6 thé lay tich
phan theo z (gitt y va 2z ¢d dinh), sau d6 lay tich phan theo y (gitt z ¢6 dinh),
va cudi cling lay tich phan theo z. C6 nam thit tu khac dé 1ay tich phan, déu
cho cting mot gia tri. Vi du, néu lay tich phan theo 3, sau dé z, va rdi z, ta c6

[ s = [ [ [ s ara ae

Vi du 15.7.3. Tinh tich phan boi ba [[[, zyz* dV, vé6i B la hinh hop
B={(z,y,2) |0<z <1, —-1<y<2 0<z<3}.

Gidi. Ta c6 thé dung sau thit tu khac nhau ctia tich phan. Néu ta chon lay tich
phan theo z, 1di y, rdi z, ta duge

///BmyZQdV - // /ajyz d:cdydz_// [‘”yz}_ dy d
= // —dydz_/ [yif?]y__l dz:%.

y=

O

Gid ta dinh nghia tich phan boi ba trén mién tong quat E trong khoéng gian
ba chiéu (mot kh01) v6i cung cach nhu tich phan boi hai . Ta dat E vao
hop B theo kiéu trong Phuong trinh [15.7.1} Sau dé ta dmh nghla F' sao cho n6
triing véi f trén £ nhung 13 0 tai nhitng diém trong B nim ngoai E. Theo dinh

nghia //E ry.2) dV:///BF(x,y,z) dv.

Tich phan nay ton tai néu f 1a lién tuc va bién ctia F' 1a "tron mot cach thich
hgp". Tich phan boi ba c6 cac tinh chat co ban nhu tich phan boi hai (Tinh
chét [15.3.6} [15.3.7, |15.3.8)).

Ta giéi han lai pham vi quan tam vio ham lién tuc f v mot sd loai mién
don gian. Mot khéi E duge goi 1a thudc logi 1 néu né ndm gitta do thi ctia hai
ham lién tuc cta x va y, tic la

E= {(x,y,z) | (.Z‘,y) €D, ul(x>y) <z< U2(l’,y)} (1573)

v6i D 1a chiéu clia E lén mit phing zy nhu trong Hinh [15.7.2



CHUONG 15. TICH PHAN BOI 82

‘—u X, ¥

l/ Hylx, v)

| "

' 1
S
' ™ | )
X A b I :

Hinh 15.7.2:

Chi y riing bién trén ctia khéi E 1a miit ¢6 phuong trinh z = us(z,y) trong
khi bién duéi 1a mat z = uq(x,y).

Bing ciing céch li luan dé c() ta c6 thé ching t6 1a néu E 1a mién loai
1 cho bdi Phuong trinh thi

uz(x,y)
// f(x,y,2) dV = // / flz,y,2) dz
ui (z,y)

Y nghia ciia tich phan bén trong vé phai ciia phuong trinh trén 1a z va y dude
gitt ¢6 dinh va vi thé uy(z,y) va ua(x,y) duge xem la nhitng hing sb, trong khi
f(x,y,2) dugc lay tich phan theo z.

Dic biét, néu hinh chiéu D ctia E lén mat phing zy 1a mién phing loai 1

(nhu trong Hinh [15.7.3), thi

dA. (15.7.4)

I
I=lhLix, y)

~Z=1lx, ¥

I
||

—'L—_ _J. _—I______——b-
y —r;:u : D ll

h
X

Hinh 15.7.3: Mot mién khéi loai 1 v6i hinh chiéu D 14 mién phing loai 1.
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E=A{(z,y,2) [a<z<b, gi(2) <y < g2(2), wa(2,y) <z <ug(w,y)}

va Phuong trinh [15.7.4] tré thanh

b rg2(x) uz(x,y)
// f(z,y,2) dV = / / / f(zyy,2) dz| dy d=. (15.7.5)
E a Jgi(x) u1(,y)

Néu D la loai 2 (nhu trong Hinh [15.7.2)) thi

I= X, ¥

[
|
o |
0y
U'—:———l—i___/H’_ d
/l ' AT
X | N )
| |
~

Hinh 15.7.4: Mot khdi loai 1 véi hinh chiéu loai 2.

E={(z,y,2) | c<y<d, hi(y) <z < ha(y), wi(z,y) <2 <wua(z,y)}

va Phuong trinh [15.7.4] tré thanh

Vi du 15.7.4. Tinh [[[, 2z dV v6i E la khoi td dién bao bdi cac mat phéng
xr=0,y=0,2=0,z4+y+2z=1.

uz(2,y)
/ f(z,y,2) dz] dz dy. (15.7.6)

u1(z,y)

Gidi. Khi thiét lap tich phan boi ba khon ngoan 1a vé hai s6 do: mot cho khéi
E (Hinh [15.7.5) v& mot cho hinh chiéu ctia né lén mit phing xy (Hinh [15.7.6)).
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0,0, 1
,-“'.| ,-_ZI_“—‘
£
£ I."-I I
P (0,1.0)
A "‘———T
(1,0,0) L7 —
i S z=0
X
Hinh 15.7.5:
.II'.J
l 4
y=1—x
1)
0 v=1_ Il 4
Hinh 15.7.6:

Bien duéic ctia hinh ti¢ dién 13 mit phing z = 0 va bién trén cta ti dien
la mat phang x +y +2z =1 (hay z = 1 — 2 — %), vi thé ta ding uy(2,y) = 0
va ug(z,y) = 1 — x — y trong Cong thic Chu ¥ ring hai mit phing
T+ y+2z=1vaz=0 cit nhau theo dudng thang r +y = 1 (hay y = 1 — )
trong mat phing zy. Do d6 chiéu ciia E 1a mién tam giac trong Hinh [15.7.6] va
ta co

E={(z,y,2) |0<2<1,0<y<1—2,0<z<1—2—y} (15.7.7)
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Céach miéu ta4 F nhu loai 1 nay cho phép ta tinh tich phan nhu sau:

1 1—x l—z—y 1 1—x 2'2
///de // / zdzdydx:// [
E o Jo 0 o Jo 2],

1 /1 /1z ) 1 /1 (1—a2— y)3 y=l-x

= = l—z—y) dydxzf/ —_—— dx
2Jo Jo ( 2 Jo 3 y=0
1 1

z=l—z—y

dy dx

Mot mién khéi E 14 logi 2 néu c6 dang
E= {(x7y7'z) | (y,Z) € Dv ul(yvz) S x S UQ(y,Z)}

v6i D trong trudng hop nay la chiéu ctia F lén mit phang yz (xem Hinh .

-
D
oL
‘\\\\\_\\?(\Ff;’
P’ T
X -
x=uly,z
i »”
Sex= usv, 2)
Hinh 15.7.7:

M3t phia sau la 2 = uy (y, 2), mat phia trude 1a & = us(y, 2), va ta c6

//E flzyy,2z) dV = //D [/:::yz:) flz,y,2) dx

Cubi cling, mo6t mien loai 3 c6 dang

dA. (15.7.8)

E = {(JC,y,Z) | (ZE,Z) € Da ’Uq(d?,Z) < Y < UQ(:E’Z)}
v6i D trong trudng hop nay la chiéu ctia £ 1én mat phing 2z (xem Hinh[15.7.8)).
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Hinh 15.7.8:

Mit phia trai 1a = wuq(x, z), mit phia phéi la y = us(z, 2), va ta c6

[ s@woav= || [ / (())f(wy) dy

Trong mdi Phuong trinh [15.7.8 va [15.7.9] ¢6 thé c¢6 hai cach biéu dién tich
phan phu thuoc viec D 1a mién phang loai 1 hay loai 2 (va tuong ting v6i Phuong
trinh [15.7.5 va |15.7.6)).

Vi du 15.7.5. Tinh [[[, V22 + 22 dV v6i E la mién bao béi paraboloid y =
2% 4 22 va mat phing y = 4.

Gidi. Khéi E duge miéu ta trong Hinh [15.7.9

dA. (15.7.9)

Hinh 15.7.9: Mién 14y tich phan.
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Néu ta coi né nhu 14 mién loai 1 thi ta can xét hinh chiéu D; ctia né lén mat
phéng zy, chinh la mién trong Hinh [15.7.10

Y

D,

L J

i) X

Hinh 15.7.10: Hinh chiéu lén mat phing xy.
Ty = 22 + 22 ta dude z = +£+/y — 22, do d6 bién dudi cia E la z =
—+/y — 22 va bién trén 14 z = \/y — 22. Vi thé miéu ta E 13 mién loai 1 1a
E={(z,y,2) | —2<2<2, 2?<y<4, —\y—a?<z<\y—a?}

va nhu vay ta dugc

2 4 py/y—x?
///\/x2+22dV=/ / / Va2 + 22 dz dy du.
E —2 Jz2 7\/ﬁ
Mic dit biéu thiic nay la ding, rat khé tinh né. Vay hay thay vao do xét E nhu
mién loai 3. Nhut thé, hinh chiéu D3 ctia né lén mit phing zz 1a dia 22 + 22 < 4

trong Hinh |15.7.11
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=a

Hinh 15.7.11: Hinh chiéu lén mit phang 2.

Bien bén trai ctia F 13 paraboloid y = z? + 22 vA bien phai 14 mat phing
y = 4, vi thé 13y uy(z,2) = 2% + 2% vd uaz(z, 2) = 4 trong Phuong trinh [15.7.9]
ta dugce

///E\/mdvz//m [/;ﬁmdy] dA://DS(zL—xQ—z%mdA,

Mic dit tich phan nay cé thé duge viét 1a
2 Va—x?
/ / (4 — 2% = 2°)Va2 + 22 dz dx
o)y

né6 sé dé hon néu ta chuyén sang toa do cuc trong mat phing xz: = rcosb,
z =rsinf. Ta duge

///E\/mdv - //,33(4—x2—z2)\/x2—+z2d,4

2m 2 12
/ / (4 —rHrrdrdf= —871-.
o Jo 15

2
Vi du 15.7.6. Biéu dién tich phan lip fol Iy 3 f(z,y,2) dz dy do nhu mot
tich phan boi ba va sau dé viét lai né nhw mot tich phan lip theo thit tu khéc,
lay tich phan theo x trudc, sau dé theo z, rdi theo y.

O

Gidi. Ta c6 thé viét

/01/0752 /Oyf(:r,y,z) dz dy dx://Ef(fRy,z) av
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voi E={(z,y,2) |0<2 <1, 0<y<2% 0<z<y} Miéu td nay ctia E cho
phép ta viét hinh chiéu lén ba mit phing toa do nhu sau: trén mat phing xy:

Di = {(z,y)[0<z<1, 0<y<a?}
{(zy) [0<y <1, Vy<az <1}

trén mit phing yz:

Dy = {(z,y)|0<y<1,0<2<y}
trén mit phing zz:

D3 = {(z,y)|0<z<1, 0< 2 <a?).

Tu cac hinh vé& hinh chiéu trong Hinh [15.7.12 ta vé& khéi E trong Hinh [15.7.13

YVa
s
y=x"
D,
0 :l ;'L-
A
l 4
Z=Y%
D,
0 :[ T
Ak
l 4
7=x?
D;
>
0 l X

Hinh 15.7.12: Cac hinh chiéu cta FE.
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Hinh 15.7.13: Khoi E.
Ta thiy E dugc bao bdi cac mit phing z = 0, z = 1, y = 2z vh mat tru
parabolic y = 22 (hay z = /7).
Néu ta lay tich phan theo x trudc, sau dé z, va sau dé y, ta ding mot midu

t4 khac ctua E:

E={(z,y,2) |0<2<1 0<z<y, y<az <1}
1 Yy 1

// f(x,y,Z)dV:/// f(x,y,2) do dz dy.
2 o Jo Jyy

Ung dung ctia tich phan boi ba

Vi thé

Nhic lai rang néu f(z) > 0 thi tich phan don fab f(z) dz dai dien cho dien
tich bén duéi duong y = f(z) tit a t6i b, v néu f(x,y) > 0, thi tich phan kép
[[p f(z,y) dA dai dien cho thé tich dudi mit z = f(x,y) bén tréen D. Cach
giai thich tuong ing trong truong hop tich phan boi ba [[[, f(z,y,2) dV, véi
f(z,y,2) > 0, khong that hitu ich, vi n6 sé la "siéu thé tich" ciia mot vat bon
chiéu va di nhién né rat khé hinh dung. (Nh6 la E chi 1a mién xac dinh cta
ham f; do thi clia f ndm trong khong gian bén chiéu.) Tuy vay, tich phan boi
ba [[[, f(z,y,2) dV c6 thé duge gidi thich theo nhing cach khéc nhau trong
nhitng hoan canh vat li khac nhau, phu thudc vao cach giai thich cta z, y, z va
f(@,y,2).

Hay bat dau véi trudng hop dic biet khi f(x,y,2) = 1 v6i moi diém trong
E. Khi dé tich phan boi ba thuyc su dai dién cho thé tich ciia E:

V(E) = ///E av. (15.7.10)

Vi duy, c6 thé thiy diéu nay trong trudng hgp mién loai 1 bing cach dit
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f(z,y,2) = 1 trong Cong thic |15.7.4

uz(z,y)
W= |]
E D w (z,y)

va tit Muc ta biét cai nay dai dien cho thé tich nam gitta hai mat z = u; (z,y)
va z = ug(z,y).

A - //D [us(x,y) — wi (z,y)] dA

Vi du 15.7.7. Dimng tich phan boi ba dé tim thé tich ciia khéi ti dien T dugc
bao bdi mit phang x4+ 2y +2=2, 2 =2y, £ =0, vh 2 = 0.

Gidi. Khoi t dien 7 va hinh chiéu D ciia n6 lén mat phing zy duge vé trong
Hinh [15.7.14] va [15.7.15| Bién duéi ctia T 1a mit phing z = 0 va bién trén la
mit phing  +2y + 2 =2, tic la, 2 =2 —x — 2y.

Hinh 15.7.14:
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'I=—
y=1— x/2)

0

Hinh 15.7.15:

Nhu vay ta c6

V(T)

1—z/2 p2—z—2y
//] dVv = // / dz dy dz
0
= // Qf:cny)dydng

bing cting cach tinh nhu trong Vi du [15.3.5
(Cht ¥ rang khong can thiét dé ding tich phan boi ba dé tinh thé tich. N6
chi don gian 14 cho mot cach khéc dé thiét 1ap céc tinh toan.)
O

Tat ca ting dung ciia tich phan kép trong Muc c6 thé md rong ngay cho
tich phan boi ba. Dé lam vi dy, néu ham mat do ctia mot khéi chiém mién E 1a
p(x,y, z) trong don vi khéi lugng trén don vi thé tich, & tai moi diem (x,y, 2),

thi khéi luong ciia né 1a
m= /// plx,y,z) dV (15.7.11)
E

va momen quanh ba mit phang toa do 1a

M,. :///Em(w,yyz) AV M, =///Eyp(rc,y,Z) v sz=///]32p(x,y72) dv.
(15.7.12)

Tam khoi lugng ndm & diém (z, 7, 2) v6i

M M, M,
Y2 o= z=—" (15.7.13)
m m m

Tr =
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Néu mat do 1a hing, tam khéi lugng ctia khéi dugc goi la tam ctia E. Moémen
quéan tinh quanh ba truc toa do la

L= [ w+wenaa 5= [l @Ppenaa L= [l @ v

Nhu trong Muc tong dién tich trén khéi chiém mién F va c6 mat do dién

tich o(z,y, z) 1a
Q= ///Ea(x7y,z) dv.

Néu ta c6 ba bién ngdu nhién lién tuc X, Y, Z thi hAm méat do chung la
ham ba bién sao cho xac suat dé (X,Y, Z) nim trong E 13

P(xv.2) e B) = [|f sz av.
E
Dic biet,
b d s
P(a§X§b,c§Y§d,rgzgs):/ / / fary, 2) de dy d.
Ham mat do chung thoéa
f(x,y,2) >0, / / / f(z,y,2) dz dy dx = 1.
—o00J —00 J —o0

Vi du 15.7.8. Tim tam khéi lugng ctia khoi v6i mat do hing bao bdi mat tru
parabolic z = y? vA miit phéng x = 2, 2 =0, = = 1.

Gidi. Khéi E va hinh chiéu ctia né lén mat phang zy duge vé ¢ Hinh [15.7.16
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=y

0

Hinh 15.7.16:

Mat duéi va mit trén clia E 1a mit phang z = 0 va z = 2, vay biéu dién £
13 mién loai 1:

E={(z,y,2) | *1<y<1y2<$<10<2<x}

Khi d6 néu ham mat do 1a p(z,y, z) = p thi khoi lugng 1a

o[ [ et

Vi tinh dbi xing clia E va p quanh mit phing zz, ta c6 thé néi ngay la
M,, =0 va do d6 §y = 0. Cac momen khac la

1 1 x 4p

Myzz///xpdV:/ //xpdzdxdy:—.
E —-1Jy2J0 7

My, = zp dV = zp dz dv dy = —.
E —-1Jy2J0 7

Vay tam khéi lugng 1a

— = =\ Myz M:z:z sz _ 5 5)
(‘r7y7z)_< m b m ) m >_<770714)'
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Bai tap
15.7.1. Tinh tich phan trong Vi du lay tich phan theo y truéc, rdi theo
z, 101 theo z.
15.7.2. Tinh tich phan [[[,(zy + 2?) dV, véi
E={(z,y,2) |0<2<2,0<y<1,0<2<3}
dung ba tht ty khac nhau cta tich phan.

Tinh céc tich phan lap.

2 2?2 Yy—=z
15.7.3. [, [y Jo (2 —y) dx dy d=.

15.7.4. fol sz J 2zyz dz dy da.

z rlnx

15.7.5. [0 [ [

ze Y dy dx dz.

15.7.6. [0 [ [ 25 da dz dy,

15.7.7. foﬂ/Q I3 J5 cos(@ +y + 2) dz d dy.

15.7.8. flﬁ I Jy7 #%siny dy dz da.

Tinh tich phan boi ba.
15.7.9. [[[LydV v6i E = {(z,y,2) | 0<2<3,0<y<z,z2—-y<z<z+y}
15.7.10. [[[,e*/¥ dV v6i E ={(z,y,2) | 0<y<1,y<z<1,0< z < ay}.
15.7.11. ffszsz dV voi E ={(z,y,2) | 1 <y<4,y<2<4,0<z <2}

15.7.12. [[[,siny dV véi E ndm dudi mat phdng z = z va trén mién tam giac
véi dinh (0,0,0), (,0,0), (0, 7,0).

15.7.13. fffE 6xy dV v6i E duge bao bdi mat phing z = 1 4+ 2 + y va trén
mién trong mat phang 2y bao béi cac duong y = /z, y =0, x = 1.

15.7.14. [[[, zy dV véi E duge bao bdi mit try parabolic y = 2? va z = 32
va mit phing 2 =0 va z = = + .

15.7.15. [[[ 22 dV v6i T 1a khéi tit dien véi cdc dinh (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0),
(0,0,1).

15.7.16. [[[, xyz dV véi T la khéi tit dien véi cac dinh (0,0,0), (1,0,0),
(1,1,0), (1,0,1).
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15.7.17. [[[,« dV v6i E dugc bao bdi méat tru paraboloid z = 4y? + 42 va
mat z = 4.

15.7.18. [/, z dV v6i E dugc bao bdi mit tru parabolic y? 4 22 = 9 va mat
phing r = 0, y = 3z, vi z = 0 trong géc phan tam thit nhat.

Diing mot tich phan bai ba dé tim thé tich ctia khoi.

15.7.19. Khéi tit dien duge bao bdi cac miit phing toa do va mit phing
20 +y+ 2 =4

15.7.20. Khéi dugc bao bdi mit y = 22 + 22 vay =8 — 22 — 22

15.7.21. Khéi dugc bao bdi mit y =22, 2 =0, vay + 2z = 1.

15.7.22. Khéi dugc bao béi 22 + 22 =4dvay=—-1vay+ 2z =4.

15.7.23. (a) Tim thé tich ctia miéng hinh ném trong goc phan tam thit nhat
dudc cit béi mit tru y? + 22 = 1 vA mit y = z v = 1 bing tich phan
boi ba.

(b) Diuing bang tich phan hogc he dai s6 may tinh dé tim gia tri ding ctia tich
phan boi trong phan (a).

15.7.24. (a) Trong Luat diém giita cho tich phan boi ba ta diing mot tong
Riemann dé xap xi tich phan trén mot hop B, véi f(z,y, z) duge tinh & tam
(Z4, Yy, Z1) cia hop Bjji. Dung Luat diém gitta dé udc lugng fffB Va2 +y?+ 224V,
v6i B 1a mot hinh hop xac dinh bdi 0 <z <4,0<y <4,0 < z <4. Chia
B thanh tam hinh hop con ¢6 cung kich thuée.

(b) Duing mot he dai s6 may tinh dé xap xi tich phan trong phan (a) ding téi
s6 nguyeén gan nhat. So sanh véi két qua & phan (a).
Dung Luat diém giita cho tich phan boi ba (Bai tap [15.7.24) dé uéc lugng
gia tri ctia tich phan. Chia B thanh tam hinh hop con ¢6 cting kich thuéce.

15.7.25. [[[5 cos(zyz) dV v6i B = {(z,y,2) |0 <2 <1,0<y <1,0 <z < 1}.
15.7.26. [[[5xe™* dV v6i B = {(z,y,2) | 0<2<4,0<y <1,0 <z <2}

[ 5 cos(zyz) dV v6i B ={(z,y,2) |0<2x<1,0<y<1,0<2z< 1}
Vé khoi ma thé tich duge cho béi tich phan.

T r2—2z

15.7.27. fol 017 o dydzdx.

2
15.7.28. [2 27V [TV dx dz dy.

Biéu dién tich phan [[[,, f(z,y,z) dV nhu mot tich phan lap theo séu cach
khéc nhau, v6i E 14 khéi dude bao béi mit da cho.

15.7.29. y =4 — 22 — 422 y = 0.
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15.7.30. y? 4+ 22 =9, 2= -2, 2 =2.
15.7.31. y =22, 2=0, y + 2z = 4.
15.7.32. =2, y=2,2=0,z4+y — 2z =2.

15.7.33. Hinh sau cho mién lay tich phan ctia

1,1 ploy
/ / / f(z,y, 2) dz dy dz.
o JyzJo

Hay viét lai tich phan ndy nhu mot tich phan lip theo nam thi ty khac.

15.7.34. Hinh sau cho mién ldy tich phan cia

1 pl—z? pl-z
/ / / flx,y,2) dy dz dx.
0o Jo 0

Hay viét lai tich phan ndy nhu mot tich phan lip theo nam thi ty khac.

Viét nam tich phan khac bang tich phan lip da cho.

15.7.35. fol fyl I3 f(z,y,2) dz da dy.

97
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15.7.36. fol f; Iy f(x,y,2) da dz dy.

15.7.37. Tinh tich phan bdi bang cach chi diing giai thich hinh hoc va déi
xung.

15.7.38. fffc(él + 52%y2?) dV, v6i C 1a mién tru 22 +y? <4, —2< 2 < 2.
15.7.39. [[[5(z% +siny + 3) dV, véi B la qud cau 22 + y* + 22 < 1.

Tim khéi lugng va tam khéi lugng clia khoi £ v6i ham mat do dude cho.
15.7.40. F la khéi trong Bai tap p(z,y,2) = 2.

15.7.41. E 13 khéi dugc bao bdi z=1—-gy? vaimat x+2 =1,z =0, z = 0;
lo(x’ y,Z) = 4'

15.7.42. F 1a khdi dugc bao béi 0 <z <a,0<y <a, 0< 2z <a; p(z,y,2) =
1:2—|—y2+z2.

15.7.43. Elakhdi dugcbaobdiz =0,y =0,z =0, z+y+2 = 1; p(x,y,2) = y.
Gia sit khdi c6 mat do hing k.

15.7.44. Tim moémen quan tinh ctia khéi véi kich thuée mdi chiéu L néu mot
dinh ndm & gbdc toa do va ba canh nim trén ba truc toa do.

15.7.45. Tim moémen quan tinh cta vién gach hinh hop véi kich thude cac
chid¢u a, b, ¢ va khdi lugng M néu tam ciia vién gach nim & gdc toa do va céac
canh song song véi ba truc toa do.

15.7.46. Tim momen quan tinh quanh truc z ciia khoi 22 —|—y2 <a?,0<z<h.

Thiét 1ap, nhung dimg tinh biéu thitc cho (a) khéi lugng, (b) tam khoi lugng,
(¢) mdémen quéan tinh quanh truc z.

15.7.47. Khéi trong Bai tap [15.7.21} p(x,y,2) = /22 + y2.
15.7.48. Nita khoi cau 22 + 92 +22 <1, 2 >0, p(x,y,2) = /22 + y2 + 22.

15.7.49. Cho E 1a khdi trong géc phan tam thit nhat bao bdi mat tru 22 +1y? =
1 va mit phing y = 2, = 0, 2 = 0 v6i ham mat do p(z,y,2) =1+ +y + 2.
Diing mot hé dai s6 may tinh dé tim gia tri ding ctia nhing dai luong sau cho
E.

(a) Khdi lugng.
(b) Tam khéi lugng.
(¢) Momen quén tinh quanh truc z.

15.7.50. Cho E la khéi trong Bai tap [15.7.18| v6i ham mat do p(x,y,2) =
z2 4+ y2. Diing mot hé dai s6 may tinh dé tim gia tri ding ciia nhitng dai luong
sau cho E.
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(a) Khdi lugng.
(b) Tam khéi lugng.
(¢) Moémen quén tinh quanh truc z.

15.7.51. Ham mat do chung ctia céc bién ngau nhien X, Y, va Z Ia f(z,y,2) =
Cryznéu0<z<2 0<y<20<2<2 va f(z,y,2) =0 néu khac.

(a) Tim gi4 tri ctia hdng s6 C.
(b) Tim P(X < 1,Y < 1,7 < 1),
(c) Tim P(X +Y +Z <1).

15.7.52. Ham mat do chung ctia cic bién ngau nhien X, Y, va Z 1a f(z, vy, 2)
Ce~(0:5240.2y+0.12) 1n&y 0 < 2, 0 <y, 0 < 2, v f(z,y,2) = 0 néu khac.

(a) Tim gid tri ctia hiang s6 C.
(b) Tim P(X < 1,Y < 1),
(¢) Tim P(X <1,Y <1,Z7<1).

Gid tri trung binh clia ham f(x,y,2) trén khoi E duge xac dinh 14 fae =
ﬁ [l f(@,y,2) dV v6i V(E) la thé tich ctia E. Vi dy, néu p la ham mat do

thi pave 12 mat do trung binh cia E.

15.7.53. Tim gié tri trung binh cia ham f(z,y,z) = zyz trén hinh hop véi
canh L n3m trong géc phan tdm thi nhat v6i mot dinh & gbc toa do va canh
song song vdi truc toa do.

15.7.54. Tim gi4 tri trung binh ctia ham f(z,y, z) = 222 + y?z trén mién bao
béi z =1 — 22 — y? vh mit phing z = 0.

15.7.55. (a) Tim mién E sao cho tich phan

///E(l —2? — 2% —32%) dV

(b) Diing mot hé dai s6 may tinh dé tinh chinh xac gia tri cyc dai nay.

la cyc dai.

Dé tai kham pha: Thé tich siéu mit cau

Trong dé tai nay ta tim cong thiic cho thé tich bao béi sieu miit cau trong khong
gian n chiéu.

(a) Dung tich phan kép va phép thé lugng giac, cing v6i bang tich phan, tim
dién tich ctia hinh tron ban kinh r.
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(b) Diing mot tich phan boi ba va phép thé lugng giac dé tim thé tich ciia
qua cau ban kinh r.

(c) Dung tich phan boi bén dé tim siéu thé tich bao bdi sieu mit cau z2 +
y? + 22 + w? = r? trong R*. (Chi diing phép thé lugng giac va cong thiic
truy hoi cho [sin™ z dz hodic [ cos” z dz.)

(d) Dung tich phan boi n dé tim thé tich duge bao bdi sieu mat ban kinh r
trong khong gian R™ . [Goi ¥: cong thitc cho n chan va n 1é 1a khac nhau.]

15.8 Tich phan boi trong hé toa do tru

Trong hinh hoc phing toa do cuc dudc ding dé cho miéu ta don gidn mot sb
dudng va mién. (Xem Muc 10.3). Hinh nhic ta quan hé giita toa do cyc
va toa do Decartes. Néu didm P c6 toa do Decartes 1a (x,y) va toa do cuc (r,0)
thi theo hinh

Vo
Pir,d1=FPla v
f’ﬁ
. _f'ff
I.-F"f v
.-"f .
-4
.f'j ¢ o
i x X
Hinh 15.8.1:
x = rcosé, y =rsinf

r? =z’ +y° tang = 2.
T
Trong khong gian ba chiéu c¢6 mot hé toa do, goi 1a toa do tru, tuong ti toa
d6 cyc va cho mot miéu ta thuan tién cho mot s6 mit va khéi thudng gap. Nhu
ta s& thay, mot sd tich phan boi ba sé dé tinh hon trong toa do tru.

Toa do tru

Trong hé toa do tru, mot diém P trong khong gian ba chiéu duge dai dién béi
bo ba c6 thit t (r, 0, 2), véi r va 6 1a toa do cyc clia hinh chiéu ctia diém P lén
mit phang zy va z 1a khodng cach c6 hudng tit mat phang ry t6i P. (Xem Hinh

1553)
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 Plr. . z)

(r, 8,0

Hinh 15.8.2: Toa do tru cia mot diém.

Dé chuyén ddi tir toa do tru sang toa do chit nhat ta ding phuong trinh
x =rcosf y=rsinfd 2=z (15.8.1)

trong khi dé d8i tir toa do chit nhat sang toa do tru ta dung

r? = 2% 4 9° tang = 2 z2=2z (15.8.2)
x

Vi du 15.8.1. (a) Védiém véi toa do tru (2,27/3,1) va tim toa do chit nhat.
(b) Tim toa do tru ctia diém véi toa do chit nhat (3, —3, —7).

Gidi. (a) Diém véi toa do tru (2,27/3,1) duge vé trong Hinh [15.8.3

-

2.2

Hinh 15.8.3:
T Phuong trinh [15.8.1} cac toa do ch@ nhat cta né la

2
=2 — =-1
T cos 3
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2
yzQSin?W:\/g

z=1
Vay diém la (—1,+/3,1) trong toa do chit nhat.
(b) Tt Phuong trinh [15.8.2| ta ¢6
r=3v2

7
tanf = —1, 9:£+2n7r

z=-7

Vi thé mot bo toa do tru la (3v/2, 77 /4, —7). Mot bo khac la (3v/2, —m/4, 7).
Nhu véi toa do cuc, c6 vo han cach chon.
O

Toa do tru 1a hitu ich trong cac bai toan lién quan t6i sy d6i xitng quanh
mot truc, vi truc z duge chon dé trung véi truc déi xting. Vi du, truc clia mit
try tron véi toa do Decartes 2 + y? = ¢? 1a truc z. Trong toa do tru mat tru
ndy c6 phuong trinh rat don gidn r = ¢. (Xem Hinh ) Day 1a 1i do cho
tén goi toa do "tru".

0

fe, 0, :7
X

T

|

|

| .
S (0, c. 0)
| )
|

|

Hinh 15.8.4: » = ¢, mot hinh tru.

Vi du 15.8.2. Miéu tad mat c¢6 phuong trinh toa do tru la z = r.

Gidi. Phuong trinh néi ring gia tri z, tic chiéu cao, ciia mdi diém trén mat
bing v6i r, khodn cach tit diém téi truc z. Vi @ khong xut hién, né c6 thé thay
ddi. Nhu vay bat ki mot vét nim ngang nio trén mit z = k (K > 0) la mot
dudng tron v6i ban kinh k. Nhitng vét ndy goi ¥ mat 13 mit nén. Dy doan nay
dugce khang dinh néu chuyén phuong trinh sang toa do chit nhat. Tit Phuong

trinh dau trong [15.8.2] ta dugc

Z=r :x2—|—y.
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Ta nhan ra phuong trinh 2?2 = 22 = y? 1a mot mit nén tron véi truc la truc z
(xem Hinh [15.8.5])

Hinh 15.8.5: z = r, mdt mét non.

Tinh tich phan trong toa dé tru

Gia sit E 1a mién loai 1 véi hinh chiéu D xudng miat phing zy duge mieu ta
thuan tién trong toa do cuc (xem Hinh |15.8.6)). Dic biét, gid st f 1a lién tuc va

E={(z,y,2) | (z,y) € D,ua(z,y) <z <ua(z,y)}
v6i D dudce cho trong toa do cuc béi

D={(r0) | a<0<p h(0) <r<h(6)}
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I
I=1,0x, v)
|
|
| I "x |
[ kS |
Lol o=, v
| [ [ |
Tt
= o=p 1 T
| 1
[ : b !
¥ =, 8
Hinh 15.8.6:
Ta biét trong Phuong trinh ring
[ puz(zy)
// flz,y,2) dV = // / fz,y,2) dz| dA. (15.8.3)
E D | ui (z,y)

Nhung ta ciing biét cach tinh tich phan boi hai trong toa do cyc. Thuyc vay, két
hop Phuong trinh [15.8.3| véi [15.4.3] ta duge

B rha(0) uz(r cos 0,7 sin 0)
// flx,y,2)dV = / / / f(rcosf,rsind, z)r dz| drdf.
E a Jhi(0) w1 (r cos @,rsin 0)

(15.8.4)
Cong thl’l’cla cong thiic cho tich phan boi ba trong toa do tru. N6 néi rang
ta chuyén ddi mot tich phan boi ba tit toa do chit nhat sang toa do tru bing
cach viét = rcosf, y = rsinf, dé yen z, dung can tich phan thich hop cho
z, 7, va 0, va thay dV béi r dzdrdf. (Hinh chi cach nhé diéu nay.) Dang dung
cong thic nay khi E 1 khéi duge miéu ta dé dang trong toa do tru va dic biét
khi f(z,y,2) dimg biéu thitc 22 + 2.
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Hinh 15.8.7: Phan ti thé tich trong toa do tru: dV = r dzdrdé.

Vi du 15.8.3. Mot khoi £ nim trong mit tru 22 +y? = 1 bén dudi mit phang
z =4, bén trén mat z = 1 — 22 — 3. (Xem Hinh ). Mat do tai moi diém ti le
v6i khodng cach t6i truc clia mat tru. Tinh khéi lugng cta E.

Hinh 15.8.8:

Gidi. Trong toa do tru mit tru la » = 1 va paraboloid 1a z = 1 — r2, vi thé ta
c6 thé viét

E={(r0,2)]0<0<2r,0<r<1,1-7r*<z<4},
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Vi mat do tai (x,y, z) 1a ti 1& v6i khoang céch t6i truc z, mat do cta ham la
f(z,y,2) = K\/a? +y? = Kr
v6i K 1a mot hang s6 ti 16. Vi thé theo Cong thic [15.7.11| khéi lugng ctia F 1a

2r 1 4
///K\/%Q—&—y? dV:/ / / (Kr)r dz dr df
E o Jo Ji-r2

12nK
T

m

Vi dy 15.8.4. Tmh [°, [V 72, ff/w(x? +y?) dz dy da.

Gidi. Tich phan lip nay 1a tich phan boi ba trén khéi

E={(z,y,2) | —2<2<2,—V4-a2<y<\i4—a2 /a2 +y2<2<2}

va chiéu clia F léen mat phing zy 1d dia 22 + y? < 4. Mat bén duéi cta E 1a
nén z = \/x? + y2 va mat beén trén la z = 2. (Xem Hinh [15.8.9}) Mién nay c6
mot biéu dién don gidn hon nhiéu trong toa do tru:

E={(r6,2)|0<0<2m,0<r<2r<z<2}

Hinh 15.8.9:

Vi thé ta cé

2 oVI—zZ 2
(22 +9*) dz dy dz = /// (22 +y?) dV
/72 /\/W/\/m E

2 2 p2
= / / / r2r dz dr df = Eﬂ.
0 0 r 5

O
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Bai tap
Vé diém ma toa do tru duge cho. Sau d6 tim toa do chit nhat cta diém.
15.8.1. (a) (4,7/3,-2) (b) (2,—-7/2,1)
15.8.2. (a) (4,7/3,-2) (b) (2,—-7/2,1)
Déi tit toa do chit nhat sang toa do tru.
15.8.3. (a) (—1,1,1) (b) (—2,2V/3,3)
15.8.4. (a) (2v/3,2,—1) (b) (4,-3,2)
Miéu ta bang tit mat véi phuong trinh duge cho.
15.8.5. 0 = /4
15.8.6. r =5
Xéc dinh mat ¢6 phuong trinh duge cho.
15.8.7. z =4 —r?
15.8.8. 2r? + 22 =1
Viét phuong trinh trong toa do tru.
15.8.9. (a) 2> —x+y? +22=1(b) z =22 — ¢

15.8.10. (a) 3z +2y+2=6 (b) —2%2 —y?> + 22 =1
Vé khéi cho béi céc bat ding thiic.

15.8.11. 0<r <2, —7/2<0<7/2,0<z<1.
15.8.12. 0< 60 <7/2,r<z<2.

15.8.13. Mot céi 6ng hinh tru c6 chiéu dai 20 cm vé6i ban kinh trong 6 cm va
béan kinh ngoai 7 cm. Viét bat déng thiic miéu ta éng trong mot hé toa do thich
hop. Gidi thich cach dit hé toa do tuong tng vdi dng.

15.8.14. Vé khdi duge bao béi z = 22 +y? va z =5 — 22 — y2.
Vé khdi c6 thé tich cho bdi tich phan va tinh tich phan.

15.8.15. [/, [7 [+ dz dr do.

15.8.16. [ [27 [*r dz d6 dr.
Dung toa do tru.

15.8.17. Tinh [[[,, /22 + y* dV, v6i E la mién ném gitta mit try 2% +y* = 16
va gitta cAc mat phing z = —5 va z = 4.
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15.8.18. Tinh [[[, z dV, v6i E la mién ndm gita mit z = 2% +y? va gitta mat
phéng z = 4.

15.8.19. Tinh [[[, (x+y+z) dV, v6i E la mién nam trong géc phan tam thi
nhat va ndm dudi mit z = 4 — 22 — 2.

15.8.20. Tinh [[[, 2 dV, véi E la mién dugc bao béi cac mit z = 0, z =
z+y—+5, mittrua®+y* =4vaa?+y* =09,

15.8.21. Tinh [[[,2? dV, véi E la mién duge bao bdi cac mat 2 +y* = 1,
trén mat z = 0, dusi mat non 22 = 42 + 492

15.8.22. Tinh thé tich cia khéi ndim trong ca mit tru 22 + % = 1 vA mat cau
2+ + 22 =4

15.8.23. Tinh thé tich ctia khdi ndm duge bao béi miit nén z = /22 + y2 va
mit cau 2 +y2 + 22 = 2.

15.8.24. Tinh thé tich clia khéi nim gitta mit tru z = 22 + y? vA mat cau
22+’ + 22 =2

15.8.25. (a) Tinh thé tich ctia khdi E bao bdi miat 2 = 22 + y? va mat
2z =36 — 322 — 332

(b) Tim tam ctia E (tam khdi lugng trong truong hgp mat do hing).

15.8.26. (a) Tinh thé tich ciia khdi ma mit tru 7 = acos@ cit ra tit mat
cau ban kinh a tam tai gbc toa do.

(b) Minh hoa khéi ¢ cau (a) bang cach vé mat cau va mat tru trén cing mot
man hinh.

15.8.27. Tim khéi lugng va tam khéi lugng ctia khéi S duge bao béi miit
2z =422 + 4y? va mit z = a (a > 0) néu S c6 mat do hing K.

15.8.28. Tim khéi lugng ciia qui cau B cho béi 22 + y2 + 22 < a? néu mat do
tai moi diém la ti 1é v6i khoang cach téi truc z.

Tinh tich phan bing cach chuyén sang toa do tru.
2 p/4-y? 2
15.8.29. [°, f_\/mf\/mxz dz dx dy.

2 2
15.8.30. [*, [VOTU 97UV 2 1y dz dy da

15.8.31. Khi nghién cttu sy hinh thanh ciia cac riang ndi, cac nha dia li danh
gia lugng cong dé nang mot ngon nii lén tit mye nude bién. Hay xem mot ngon
nui ¢6 hinh co ban 14 moét mén tron vudng goc. Gia st mat do trong lugng cia
vat chat gan diém P 1a g(P) va cao do 1a h(P).

(a) Tim mot tich phan xac dinh dé dai dien cho téng cong dé hinh thanh nen
ngon nai.
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(b) Gia sit rang nti Pha ST ¢ Nhat Ban c¢6 hinh mot nén tron vuong géc véi
ban kinh 62000 ft, chiéu cao 12400 ft, va mat do hing 200 1b/ft3. Bao nhieu
cong da duge lam dé tao nén nii Phi Si néu ban dau dat nim & mit nude

Shutiarstlock

% 5A. Lea Phato Trawallar/

bién?

Dé tai thi nghiém: Giao ctia ba mit tru

Hinh duéi cho thiy khéi dudc bao bdi ba mit tru tron véi cing dudng kinh cit
nhau theo géc vuong. Trong dé tai nay ta sé tinh thé tich ciia né va xéac dinh
hinh dang thay déi nhu thé nao néu mat tru c6 dudng kinh khac nhau.

(a) V& can than khéi duge bao bdi bamat 22 +y% =1, 22 +22 = 1, y? +2%2 = 1.
Chi ra vi tri cac truc toa do va ghi nhan cdc mat véi cdc phuong trinh cia
cac mat tru.

(b) Tim thé tich ciia khéi trén.
(c) Dung mot he dai s6 may tinh dé vé cac canh ctia khoi.

(d) Diéu gi sé x4y ra doi véi khdi trén néu ban kinh ctia mat tru thi nhat
khac 1? Minh hoa véi hinh vé tay hay bing may tinh.

(e) Néu mit tru thit nhat 1a 22 +y? = a? véi a < 1 hay thiét 1ap, nhung dimg
tinh, mot tich phan kép dé tinh thé tich ctia khéi. Néu a > 1 thi sao?
15.9 Tich phan boéi ba trong toa do cau

Mot hé toa do hitu ich nita trong khong gian ba chiéu 13 hé toa do cau. N6 lam
don gian hoa cic tich phan bai ba trén mién bao bdi cac mat ciu hay mit noén.
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Toa do cau

Hé toa do cau (p,0,¢) ctia mot diém P trong khong gian duge vé trong Hinh

D590 5 do p -

do tru, va ¢ la goc giita truc z duong va doan thang OP. Chi y ring

p >0, 0<¢<m.

Fip. 8, o)

Hinh 15.9.1: Toa do cau ciia mot diém.

Toa do cau dic biét hitu ich trong cac bai toan cé sy dbi xing quanh mot
diém, va gbc toa do duge dit tai diém nay. Vi dy, mit cau véi tam & goc toa
do va ban kinh ¢ ¢6 phuong trinh don gian 1a p = ¢ (xem Hinh ; day la li
do cho tén toa do "cau". D5 thi clia phuong trinh 6 = ¢ 14 mot nita mat phing
thang ding (xem Hinh |1 , va phuong trinh ¢ = ¢ biéu dién mot nita noén

*

nhan truc z lam truc (xem Hinh [15.9

/\
A&

Hinh 15.9.2: p = ¢, mo6t mat cau.
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Hinh 15.9.3: § = ¢, mot nita mat phing.

O<¢= /2 Tl
Hinh 15.9.4: ¢ = ¢, mot nita noén.

Quan hé gitta toa do chit nhat va toa do cau c¢6 thé duge thiy tit Hinh[15.9.5
T tam giac OPQ va OPP’ ta ¢6

zZ = pcos¢

r = psin ¢
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[ Pl . )
I
X
Plix,y,0)
Hinh 15.9.5:

Nhung x = rcosf va y = rsin@, do d6 dé chuyén tit toa do cau sang toa do
ch nhat ta dung phuong trinh

x = psin ¢ cos b y = psin ¢sin 6 zZ = pcos . (15.9.1)
Cong thitc khoang céch cho
p? =2 +y* + 22 (15.9.2)

Ta diing phuong trinh nay dé chuyén tit toa do chit nhat sang toa do cau.
Ghi chii. Khong c6 mot théng nhat chung vé ki hiéu cho toa do cau. Da s6 sach
vat li ddo ngudce y nghia cia 0 va ¢ va dung r thay vi p.

Vi du 15.9.1. Diém (2,7/4,7/3) dugc cho trong toa do cau. Hay cham diém
nay va tim toa do chit nhat ctia né.

Gidi. Ta cham diém nay trong Hinh [15.9.6] Tit Phuong trinh [15.9.1] ta c6

x = psin¢cosh = \/g,

y = psingsinf = g,

r=pcoso = 1.
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(2,74, m'F

Hinh 15.9.6:

Vay diém (2,7/4,7/3) 1a (1/3/2,/3/2,1) trong toa do chit nhat.
O

Vi du 15.9.2. Diém (0, 2\/3, —2) dugce cho trong toa do chit nhat. Tim toa do
cau ciia diém nay.

Gidi. T Phuong trinh [15.9.2|ta c6
p= x2 + y2 + 22 =4

va nhu vay Phuong trinh [15.9.1| cho

1 2
COS¢:%:—§ (z):?ﬂ-
cos x 9:3

- psin g - 2

(Chi ¥ rng 0 # 37/2 vi y = 2v/3 > 0.) Vi thé toa do cau cila diém da cho la
(4,7/2,2m/3).

U

Tinh tich phan béi ba véi toa dé cau
Trong toa do cau cai tuong ing v6i hop chit nhat 13 manh ném cau
E={(p0,¢)|la<p<ba<fd<pc<o<d}

véia>0vaf—a<2rm vad—c < w. Mic du ta dinh nghia tich phan boi
ba bing céch chia khéi thanh cac hop nhé, c¢6 thé chitng té chia khéi thanh céc
méanh ném cau luén cho cling két qua. Vay ta chia E thanh cic manh ném nhd
hon Ej;jj, bang cdc mit cau cach déu p = p;, nita mat phang 6 = 6;, va nita
noén ¢ = ¢r. Hinh cho thay Bk xap xi bang mot khdi chi nhat véi kich
thude Ap, p;iA¢ (cung ctia dudng tron véi ban kinh p;, géc Ag), va p; sin ¢ A
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(cung duong tron véi ban kinh p; sin ¢y, goc Af). Vay mot xap xi cho thé tich
cla E;j;, duge cho bdi

AViji = (Ap)(piAg)(pi sin 6. A8) = p sin o ApAIAG.

pisin ¢y A8 ‘jy .

- &

r, A8 = p.sin &, AH

Hinh 15.9.7:

Thuec ra c¢6 thé chi ra, véi sy hd tro ctia Dinh If gia tri trung binh, ring thé
tich ctia Ejj, dudce cho béi

AViji = p} sin g ApAIAG
voi (ﬁi,§j7q~5k) la mot diém nao dé trong E;ji. Cho (xfjk,y;‘jk,z;‘jk) l1a céc toa

do chi nhat cta diém nay. Khi dé

I m n
// flz,y,2) dV = lim ZZZf(xfjkayfjkvzfjk)Aij
E

l,m,n—00

i=1 j=1k=1
I m n _ B _ B B _
= lim Z Z f(p? sin ¢y, cos 0;, p? sin ¢y, sin 0;, P2 cos B, ) p7 sin o ApAOA.
l,m,n—o00 i1 =1 k=1

Nhung day chinh I téng Riemann ciia ham

F(p,0,¢) = f(psin ¢ cos b, psin ¢sin b, p cos ¢)p? sin .

Heé qua 1a ta dudc cong thic tich phan boi ba trong toa do cau

d B b
// f(m,y,z)dV:///f(psinqzﬁcos&,psin¢sin0,pcos¢)p2sinqbdpd@d;b
E c [eY a
(15.9.3)
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v6i E 1a manh ném cau duge cho bdi
E={(p,0,¢) |a<p<ba<b<pc<o<d}

Phuong trinh [15.9.3| néi ring ta chuyén mot tich phan boi ba tit toa do chit
nhat sang toa do cau bang cach viét

T = psin ¢ cos 6
y = psin ¢sinf

Z = pcoso
dimg can thich hop cho tich phan, va thay dV béi p?sin¢ dpdfde. Didu nay

dugce minh hoa trong Hinh |15.9.8

psingdt AP AN

Hinh 15.9.8: Phan tit thé tich trong toa do tru: dV = p?sin ¢ dpdfda.

Cong thiic nay c6 thé duge mé rong cho nhitng mién cau tdng quat hon nhu
E={(p,¢,0) | a<0<B,c<d<dg1(0,6) <p<galb,0)}
Trong truong hgp nay cong thitc gidng nhu trong [15.9.3[ trit can ctia tich phan
Cﬁa P la 91(07¢) va 92(07 (b)

Thuong toa do cau duge dung trong tich phan boi khi cAc miit nhut nén hay
mit cau tao nén bién clia mién lay tich phan.

Vi du 15.9.3. Timh [[[, e@* "+ gV v6i B 1a qui cau don vi
B={(x,y,2) | 2* +y* + 2% < 1}.
Gidi. Vi bién clia B 1a mot mit cau, ta ding toa do cau:

B={(p,0,9) |0<p<1,0<60<2m,0< ¢ <7}
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Hon nita, toa do cau la thich hgp vi
I Bpe .}

Phuong trinh [15.9.3| cho

T 27 1
~ - 4
/// @ gy o / / / e(p2)5/2p2 sin ¢ dpdfdep = —m(e —1).
B o Jo Jo 3

Chii 9j. Néu tinh tich phan trong vi du trén khong dung toa do cau sé rat bat
tién. Trong toa do chit nhat tich phan lip sé la

Vi-a? 1= 3:2—y 2, 2, _2\3/2
/ / / @ TV 4 dy d.
Vi—z? 1— 902—y

Vi du 15.9.4. Dimng toa do cau dé tim thé tich ctia khdi bén trén mait nén
z = /22 4+ y2 vh bén dusi mat cau 22 + y? + 22 = 2. (Xem Hinh [15.9.9])

_1 10,0, 1)
B R Y

ST T
- .

O

I
I
|
I
f | |
I
I
f

Hinh 15.9.9:

Gidi. Cha y rang mat cau di qua goc toa do va c6 tam (0,0, 1). Ta viét phuong
trinh clia mat cau trong toa do cau nhu sau

p* = pcos¢
hay p = cos ¢. Phuong trinh mit nén c6 thé duge viét 1a

E={(p,0,8)|0<0<2m,0<¢<m/40<p< cosd}



CHUONG 15. TICH PHAN BOI 117

Hinh [15.9.10| vé& cach E dugc quét ra néu ta lay tich phan trudc hét theo p, roi
¢, roi 0. Thé tich ciia F 1a

V(E) = ///E dV = /0 % /O " /0 COSd)stinqS dpdgdd
- I

8
Iy . / \\ / .
\ ~— [_'/I |\ 1 /_[:_j/ \\\l__ _7//
h N |

Hinh 15.9.10:

Bai tap
Cham diém c6 toa do cau duge cho. Sau d6 tim toa do chit nhat cta diém.
15.9.1. (a) (6,7/3,7/6) (b) (3,7/2,37/4).
15.9.2. (a) (2,7/2,7/2) (b) (4, —7/4,7/3).
Chuyén tit toa do chit nhat sang toa do cau.
15.9.3. (a) (0,—2,0) (b) (—1,1,—v2).
15.9.4. (a) (1,0,4/3) (b) (v/3,—1,2V/3).
Mieu t& bing tit miit véi phuong trinh da cho.
15.9.5. ¢ = /3
15.9.6. p =3
Nhan dang mat véi phuong trinh da cho.
15.9.7. p =sin@sin ¢.
15.9.8. p?(sin? ¢sin® 0 + cos? ¢) = 9.

Viét phuong trinh trong toa do cau.
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15.9.9. (a) 22 =22 +y? (b) 22 +22=0.

15.9.10. (a) 22 =22+ ¢y? +22=0 (b) z + 2y + 32 = 1.
Phac hoa khéi duge cho béi bat ding thiic.

15.9.11. 2< p<4,0< ¢ <7/3,0< 0 <.

15.9.12. 1<p<2 0< ¢ <7/2 7/2<0<3n/2.

15.9.13. p<1,3n/4< ¢ <.

15.9.14. p <2, p < csco.

15.9.15. Mot khéi ndm trén nén z = /22 + 32 va bén dudi mit cau 22 +13% +

2% = z. Viét miéu ta khdi theo cac bat dang thitc ding toa do cau.

15.9.16. (a) Tim cac bat ding thiic miéu td mot qua cau rong véi dudng
kinh 30 cm va do day 0.5 cm. Giai thich hé truc toa do da dugc chon nhu
thé nao.

(b) Gié sit qua cau bi cit lam doi. Viét bat dang thiic dé mieu ta mot trong
hai ntra.

Vé khoi ma thé tich duge cho béi tich phan va tinh tich phan.

15.9.17. foﬁ/ﬁ Ow/z 03 p?sin ¢ dpdfde.

15.9.18. [J7 [T, [} p?sin ¢ dpdgds.

Thiét lap tich phan boi ba ctia mot ham lién tuc bat ki f(z,y, z) trong toa
do6 tru hay cau trén khéi déa cho.

15.9.20.
Dimng toa do cau.
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15.9.21. Tinh [[[5(2? 4+ y* + 2%)? dV, v6i B la qua cau goc tai goc toa do va
ban kinh 5.

15.9.22. Tinh [[[,(9 — 2* —y?) dV, véi H la nita qué cau z* + y* + 2% < 9,
z>0.

15.9.23. Tinh [[[,(2* +y?) dV, v6i E nam gitta mat cau 2 4+ y* + 22 = 4 va
22 +y?+22=0.

15.9.24. Tinh [[[,y? dV, v6i E la nita qué cau 2® + 32 + 22 <9, y > 0.

15.9.25. Tinh [[[, ze® ¥ +2° 4V, v6i E la phan qua ciu 2 + 32 + 2% < 1
nam trong géc phan tam thi nhat.

15.9.26. Tinh [[[, zyz dV, v6i E nam giita mit cau p = 2 va p = 4 va ben
trén mat nén 7 = /3.

15.9.27. Tim thé tich ciia phan qua cau p < a nam giita mit nén ¢ = 7/6 va

o =m/3.

15.9.28. Tim khoang cach trung binh tit mot diém trong qué cau ban kinh a
t61 tam clia né.

15.9.29. (a) Tim thé tich ctia khdi ndm trén nén ¢ = 7/3 va dudi mit cau
p =4cos .

(b) Tim tam ctia khoi trén.

15.9.30. Tim thé tich ctia khéi ndm dudi mit cau 22 + y? + 22 = 4, & trén
mat phing zy, vi duéi mit non z = /a2 + y2.

15.9.31. (a) Tim tam cta khéi trong Vi du[15.9.4
(b) Tim momen quén tinh quanh truc z ctia khoi nay.

15.9.32. Cho H la nita khéi cau véi ban kinh a véi mat do tai moi diém ti lé
véi khoang cach t6i tam cta day.

(a) Tim khéi lugng ctia H.

(b) Tim tam khéi lugng ctia H.

(¢) Tim momen quan tinh ctia H quanh truc.
15.9.33. (a) Tim tam ctia nita khoi cau dong chat ban kinh a.

(b) Tim momen quén tinh ctia khéi trén quanh mot dudng kinh cia day.

15.9.34. Tim khéi lugng va tam khéi lugng cia nita khéi cau dong chat ban
kinh a néu mat do tai moi diém la ti lé v6i khoang cach t6i day.

Ding toa do cau hay try, tity cai ndo c6 vé thich hgp hon.
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15.9.35. Tim thé tich va tam ctia khéi F ndm trén nén z = /22 + y2 va bén
duéi mat cau z2 + 3% + 22 = 1.

15.9.36. Tim thé tich cia manh ném nho hon cit tit mit cau ban kinh a bing
hai mit phing gap nhau mot géc /6.

15.9.37. Tinh [[[, z dV v6i E ndm tren mat z = 2 4y va dudi mit z = 2y.
Dung bang tich phan hoiic may tinh dé tinh tich phan.

15.9.38. (a) Tinh thé tich ctia mat xuyén p = sin¢. (b) Ding may tinh vé
mit xuyén.

Tinh tich phan bing cach chuyén qua toa do cau.
2 ;c2

f\/i 2xydzdyd;v

\/a —y2 \/aziwzfyz
15.9.40. [, A T f—\/a2—a:2—y2 (222 + %2 + 23) dz dz dy.

Vi—z2? f2+ 4—x2—y2

15.9.41. %, [V, 2T —y?

15.9.42. Mot mo hinh cho méat do ¢ cta khi quyén Trai dat gan bé mat 1a

15.9.39. [ [V

(z2 + % + 22)3/2 dz dy du.

0 = 619.09 — 0.000097p

vdi p (khodng céch tit tam Trai dat) duge do bang mét va § duge do bing
kilogram trén mét khéi. Néu ta coi bé mat Trai dat 13 mot mét cau v6i ban kinh
6370 km thi day 1& mot mo hinh hop 1i véi 6.370 x 10° < p < 6.375 x 10%. Dung
mo hinh nay dé wéc lugng khdi lugng khi quyén gita mit dat va cao do 5 km.

15.9.43. Dung may tinh vé mot dng gdom mot mat tru ban kinh 3 va chidu cao
10 dugc day lai bing hai nita mat cau.

15.9.44. Kinh do va vi do clia mot mot diém P trén Bic ban ciu lién hé véi
toa do cau p, 0, ¢ nhu sau. Ta lay gbc toa do 1a tam Trai dat va truc z duong
di qua Cyc bic. Truc = duong di qua diém kinh tuyén gbc (kinh tuyén di qua
Greenwich, Anh) cit xich dao. Khi d6 vi do ciia P 1a a = 90° — ¢° v& kinh do
1a 8 = 360° — #°. Tim khoang cach doc theo dudng tron 16n tit Los Angeles (vi
do 34,06° bac, kinh do 118,25° tay) t6i Montréal (vi do 45,50° bic, kinh do
73,60° tay). Lay ban kinh ctia Trai dat la 3960 dam. (Mot duong tron lon 1a
duong tron giao diém clia mit cau va mot mat phing di qua tam mit cau.)

15.9.45. Mat p =1+ %sin mfsinng da dugc dung lam mo hinh cho khéi u.
"Mt cau 16i 16m" ndy v6i m = 6 va n = 5 dugc vé trong hinh. Hay ding mot
hé dai s6 may tinh dé tim thé tich ma né bao.



CHUONG 15. TICH PHAN BOI 121

by -

%}ﬂ :._: 5

1
O
N

=

s

15.9.46. Ching t6

o0 oo oo 5 5 5
/ / / 22 +y2 + 22" @V dp dy dz = 2.
— 00 — 00 —0o0

(Tich phan suy rong trén duge dinh nghia 1a gidi han ctia mot tich phan boi ba
trén mot khoéi cau khi ban kinh ctia khéi ting ra vo han.)

15.9.47. (a) Dung toa do tru dé ching t6 thé tich ciia khéi bao bdi mat cau
r?2+2% = a? va dudi mit nén z = r cot ¢ (hosic ¢ = @), véi 0 < ¢g < /2
1a

_ 2ra®

V= 3 (1 —cos o).

(b) Suy ra ring thé tich ctia manh ném cau cho béi p; < p < p2, ;) < 0 < 05,
1 << ¢ la

p3 — pi
AV = %(cosqﬁl — cos ¢2) (02 — 01).

(c) Dung Dinh If gia tri trung binh dé chiing t6 ring thé tich trong phan (b)
¢6 thé duge viét 1a )
AV = 52 sin pApAIAH

v6i p nim gitta py v pg, ¢ ndm gitta ¢y va da, Ap = po — p1, A = Oy — b5,
va Ad = ¢ — ¢1.
Dé tai ing dung: Trudt dua

Gié sit ring mot qua béng day (da cam thach), mot qua béng rong, mot khoi
tru (mot thanh thép), va mot éng tru réng (mot dng chi) ldn xudng dbc. Céi
nao trong s6 cic vat nay dat t6i day dau tien? (Hay dodn trude khi tiép tuc.)
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Dé tra 10i cau héi nay, ching ta xem xét mot qua béng hodc hinh tru khéi
lugng m, ban kinh r, vA mémen quéan tinh I (quanh truc quay). Néu chiéu cao
tha xubng la h, thi thé ning & dinh 1a mgh. Gia s vat dat dén day véi van tdc
v va van toc goc w, thi v = wr. Dong nang & day bao gom hai phan: 1mo? tir
tinh tién (di chuyén xuéng dbc) va +Iw? tit quay. Néu ching ta gia dinh ring
st mat mét nang lugng tit ma sat lan 1a khong dang ké, thi sy bdo toan ning
luwgng cho

1 1
mgh = imv2 + 5]@02.
(a) Ching t6

v = 2gh
1+ I*

I
mr2 "’

voi I* =

(b) Néu y(t) 14 chiéu cao di chuyén dugc ¢ thsi diém ¢, thi ciing 1i luan nhu
tren cho v? = 224 6 moi thoi diém ¢. Ding diéu nay dé chiing t6 y théa
phuong trinh vi phan

dy _ | 29
it N1+T1

(sina) /y

v6i o 1a géc nghiéng clia mit phing.

(c) Bing cach giai phuong trinh trén, chiing té tong thdi gian di chuyén Ia

2h(1 + I*)

gsin® a

T =

Diéu nay chiing t6 vat véi gia tri I* nhé nhat sé thang cudc dua.
(d) Chiing t6 I* = § cho khdi tru ddc va I* = 1 cho 6ng tru réng.

(e) Tinh I'* cho mot qué cau rdng mot phan véi ban kinh trong a va ban kinh
ngoai r. Cho dép &n theo b = a/r. Diéu gi sé xay ra khi a — oo vaa — r?
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(f) Chiing t6 I* = 2 cho khéi cau dic va I* = 2 cho qua cau réng. Vay céc
vat t6i dich theo thit tif sau: qua cau dac, khéi tru dac, qué cau réng, éng
tru rong.

15.10 Do6i bién trong tich phan boi

Trong giai tich ham mot bién ta thudng dung phép do6i bién (mot phép thé) dé
don gian héa mot tich phan. Bing cach déi vai tro clia z va u ta ¢6 thé viét
cong thitc thé nhu sau:

b d
/ f(z) drx :/ flglw)g' (u) du (15.10.1)

v6i x = g(u) va a = g(c), b = g(d). Mot cach khac dé viét cong thiic [15.10.1] 1a
nhu sau:

b d
/ f(@) d:v:/ f(m(u)j—x du (15.10.2)

u

Mot phép dbi bién ciing c6 thé hitu ich trong tich phan boi. Ta da thiy mot
vi du ctia diéu nay: déi bién sang toa do cyc. Cac bién méi r va @ lien hée véi
bién cii = va y theo cong thic

T =rcosf y=rsinf

va cong thitc ddi bién [15.4.2| c6 thé duge viét 1a

//Rf(a:,y) dAZ//Sf(rcos&rsinﬂ)r drdf

v6i S 1a mién trong mat phang 7 tuong ting v6i mién R trong mit phing xy.
Téng quat hon, ta xét mot phép déi bién cho bdi mot phép bién doi T tit
mat phing uv sang mat phing xy:

T(u,v) = (z,y)
v6i x va y lién hé v6i u va v qua phuong trinh
x = g(u,v) y = h(u,v) (15.10.3)
hodc, nhu ta thuong viét
x = z(u,v) y = y(u,v).

Ta thudng gia sit T 1a mot phép bién doi C', nghia la g va h c6 cac dao ham
riéng bac 1 lién tuc.

Mot phép bién déi T chéng qua la mot ham ma cd mién xac dinh 1an tap
anh la tap con ctia R%. Néu T(uy,v1) = (x1,%1) thi diém (xq,y;) duge goi la
dnh ctia diém (up,v1). Néu khong c6 hai diém nao cé ciing anh thi ta néi 7' la
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mot-tdi-mot. Hinh [15.10.1| minh hoa téc dong ctia phép bién déi T len mot mién
S trong mat phing wv. T bién S thanh mién R trong mat phing zy goi 1a dnh
ciia S, gom anh ciia tat ca cac diém cia S.

. ™
f y ",
§ — . R
{arg, vy ) T 1 \'\.._I
"\__‘ — N

Hinh 15.10.1:

Néu T 1a phép bién ddi mot-t6i-mot thi né c6 mot phép bién ddi nguge T
tit mat phang zy t6i mat phang uv va c6 thé xay ra la Phuong trinh [15.10.3
gidi dugc u va v theo x va y:

u=G(z,y), v=H(z,y).
Vi du 15.10.1. Mot phép bién déi duge cho béi phuong trinh
r=u®—v? Yy = 2uv.
Tim anh cta hinh vuéng S = {(u,v) | 0<u<1,0<wv <1}.
Gidi. Phép bién dbi mang bién ciia S thanh bién ctia 4nh. Vay ta bat dau bing

cach tim anh ctia cac canh ciia S. Canh thi nhat, S;, dugc cho bdi v = 0
(0 <u<1). (Xem Hinh[15.10.2])
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— .
—1,01 0 Tioy  x

Hinh 15.10.2:

Tw phuong trinh da cho ta ¢c6 ¢ = u?, y = 0, va nhu vay 0 < = < 1. Vay
S; dugc chiéu lén doan thang tir (0,0) t6i (1,0) trong mat phéng xy. Canh thi
hai, Sy, lau=1 (0 <wv <1) va, dit w =1 trong phuong trinh da cho, ta dugc

2

r=1—v y = 2.

Khit v, ta dugce
r=1-—= 0<z<1 (15.10.4)

1a mot phan ctia mot parabol. Tuong tu, S3 duge cho bdi v =1 (0<u <1)c6
anh la cung parabol

y?
sz—l —1<z<0 (15.10.5)

Cubi ciing, Sy duge cho bdi u =0 (0 <v < 1) ¢6 &nh la 2 = —v?, y = 0, titc 1a
—1 <2 <0. (Cha ¥ rang do ta di doc hinh vuong theo chiéu nguge chiéu kim

déng hd, ta di doc mién parabol theo chidu ngudc chidu kim dong hé.) Anh clia
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S 1a mién R (minh hoa trong Hinh |15.10.2)) dugc bao bdi truc x v parabol cho
béi Phuong trinh [15.10.4] va [15.10.5]

va

O

Bay gio ta hay xem mot phép ddi bién lam anh hudng nhu thé nao t6i tich
phan boi. Ta bit dau véi mot hinh chit nhat nhd S trong mat phing uv véi géc
trai bén dudi 1a diém (ug,vo) va kich thude 1a Au va Av. (Xem Hinh [15.10.3])

[ Vi
=1y
/{ Mg, ol
T
Ao b
At S T y
% R (X5 Yol i
(185, 7] Au .
b=y iy
0 I 0

Hinh 15.10.3:

Anh ciia S la mien R trong mat phéng xy, mot trong cic diém bién la
(z0,y0) = T'(up,vo). Vecto

r(u,v) = g(u,v)i+ h(u,v)j

la véctd vi trf clia anh clia diém (u,v). Phuong trinh ctia canh dudi ctia S 1a
v = v, v6i dudng anh duge béi ham vecto r(u,vg). Vécto tiép xtc véi duong

anh nay tai (z9,y0) 1a
i . Oz 0Oy,
ry = gu(uO7U0)l + hu(’lto,’[}o).] = %1 + %J

Tuong ti, vecto tiép xic tai (zg,yo) v6i dudng cong dnh ciia canh trai cia S
(cu thé 1a u = ug) 1a
. . Oz Oy,
ry, = gy(to, vo)i + hy(uo, v0)j = 90 + 90"

Ta c6 thé xap x{ mién 4nh R = T(S) bing mot hinh binh hanh x4c dinh béi
véctd cat tuyén

a = r(ug + Au,vo) — r(uo, vo)
b = r(ug, v + Av) — r(ug, vo)

vé trong Hinh
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I v, + A

-~

I ity Uyl
I, + &, oyl
Hinh 15.10.4:

Nhung

r, — lim r(ug + Au, vg) — r(ug, vo)
Au—0 Au

va nhu vay

r(up + Au, vg) — r(ug, vo) = Aur,.
Tuong tu

r(ug,vo + Av) — r(ug,vo) ~ Avr,,.

Diéu nay c6 nghia ta c6 thé xap xi R bing mot hinh binh hanh duge xac
dinh béi Aur, va Avr,. (Xem Hinh [15.10.5})

I it )

Hinh 15.10.5:

Vi thé ta c6 thé xap xi dién tich ctia R bing dién tich ctia hinh binh hanh
nay, ma theo Muc 12.4 1a

[(Aur,) x (Avr,)| = |1y X ry|Aulv (15.10.6)
Tinh tich ¢6 huéng, ta duge
i Jj k ox oy o o«
Ty X Ty = % % 0 ‘2}; Z‘k'g Z‘k
9z 9y ov v du v
ov ov
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Dinh thitc xuat hién trong cong thiic nay dugc goi la Jacobi ctia phép bién ddi
va duge viét bang mot ki hiéu rieng)’

Dinh nghia 15.10.2. Jacobi ciia phép bién déi T cho bsi x = g(u,v) va
y = h(u,v) 1a

O(ey) _| G2 g |_0zdy Oxdy
I(u,v) gr oy Oudv  Ovou’

V6i ki hieu nay ta c6 thé ding Phuong trinh [15.10.6| dé cho mot xap xi cho
dién tich AA cia R:

oz 9y
AA = ’ Ju  gu ’AuAv (15.10.7)
ov v

v6i Jacobi duge tinh 6 (ug, vg).
Tiép dén ta chia mién S trong mat phéng wv thanh céc hinh chit nhat S;;
va goi 1a R;; 1a 4nh ciia chiing trong mat phang xy. (Xem Hinh [15.10.6})

(g, vj)

Hinh 15.10.6:

Ap dung xép xi [15.10.7 vao m&i R;; ta xAp xi tich phan kép ctia f trén R
nhu sau:

//R f(,y) dA

S faiy)AA

i=1 j=1

Z Z f(g(ui,’Uj), h(ui’vj)) ‘ZE‘Z?Z;

i=1 j=1

Q

AuAv,

Q

3Jacobi duge dit theo tén clia nha toan hoc Dic Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
Mic dit nha toan hoc Phap Cauchy la ngudi dau tién diing nhitng dinh thitc dic bigt dung
dao ham riéng nay, Jacobi da phat trién ching thanh mot phuong phép dé tinh tich phan boi.
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v6i Jacobi dugc tinh tai (u;, v;). Chti ¥ ring tong trén chinh 14 mot tong Riemann

cua tich phan
[ ot w522

Li luan trén ggi y ring dinh 1f sau 13 ding. (Mot chitng minh day d 6 trong
sach vé Giai tich nang cao.)

dudv.

Dinh Ii 15.10.3 (Dai bién trong tich phan boi hai). Gid st rang T la mot phép
bién doi C* vdi Jacobi khdc khong va mang mot mién S trong mdt phing uv lén
mot mién R trong mat phang xy. Gid st rang f la lién tuc trén R va rdng R va
S la mién phdng loai 1 hodc loai 2. Cing gid st rdng T la mot-tdi-mot, co thé
tr ra trén bién cia S. Khi do

[ e aa= ] statuo) vt 500

Dinh 1i [15.10.3{ néi réing ta chuyén mot tich phan theo z va y sang mot tich
phan theo u va v bang cach biéu dién x vi y theo u va v va viét

Oz, y)
A(u,v)

dudv.

dudv.

dA:’

Chi ¥ sy tuong ty gitta Dinh 11 |15.10.3 v cong thic mot chidu trong Phuong
trinh {15.10.2} Thay vi dao ham dx/du, ta c6 gid tri tuyét dbi ctia Jacobi, tiic 1a

9, ) /0w, ). \
Nhu mot minh hoa dau tién cho Dinh 1i[15.10.3] ta chiing t6 cong thic tich

phan trong toa do cuc chi la moét truong hgp riéng. 0 day phép bién déi T tir
mit phing rf sang mat phing zy dugc cho béi

x=g(r,0) =rcos  y=h(r,0)=rsind

va hinh hoc ctia phép bién déi nay duge mieu ta trong Hinh [15.10.7]
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X
g=p
Iﬂ +————
r=a 5 r=h
ot ———
—I =¥ l
| |
0 a h "
T
_"u'h .
N
H= ﬁ-r.r'r \i h
R \
fi\\ "
/ .\ o
F=ay 7 f=no
-
=
0 T

Hinh 15.10.7: Phép bién ddi toa do cuc.

T mang mot hinh chit nhat binh thung trong mit phang rf sang mot hinh
chit nhat cyc trong mat phing xy. Jacobi ctia T 1a

-4 &

Do d6 Dinh 1i|15.10.3| cho

//Rf(x,y) dedy = //Sf(rcose,rsina)‘g((”;:g))‘ drdo

B b
//f(rcos@,rsinQ)rdrdQ

cos) —rsinf
sinf  rcosf

"rcos29+rsin29r>0.

chinh 14 Cong thiic [15.4.2

Vi du 15.10.4. Dung phép déi bién z = u? — v?, y = 2uv dé tinh tich phan
[[ v dA, v6i R 1a mién duge bao béi truc x va parabol y? = 4—4x va y? = 4+4x,
y > 0.
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Gidi. Mién R dugc vé trong Hinh Trong Vi du ta phat hién ra
ring T(S) = R, v6i S 1a hinh vuong [0,1] x [0, 1]. That vay, 1i do dé do6i bién
dé tinh tich phan d6 la S 1a mot mién don gian hon R nhiéu. Trudc hét ta can
tinh Jacobi:

2]
_| 7% g—z _ 2u —2v
6(11,’ 1}) oz a—z 2v 2u

Do d6 theo Dinh 1i|15.10.3

//Ry dA://SQW O, y)

O(u,v)
Chi 4. Vi du trén khong phai 1a bai toan qua khé dé giai vi ta da duge cho mot
phép ddi bién thich hgp. Néu ta khong duge cho mot phép bién déi nhu vay thi
viéc dau tien 14 nghi t6i mot phép ddi bién thich hgp. Néu khé 14y tich phan
f(x,y) thi dang ctia f(x,y) c6 thé goi ¥ mot phép bién ddi. Néu mién lay tich
phan R la bét tien thi phép bién déi can dude chon sao cho mién tuong ting S
trong mat phing uv c6 mot mieu ta thuan tien.

= 4u® + 4% > 0.

1,1
dA = / / (2uv)4(u® +v?) du dv = 2.
o Jo

O

Vi du 15.10.5. Tinh tich phan ffR el@t9)/(x=y) dA v6i R 1a mién hinh thang
vé6i dinh (1,0), (2,0), (0,—2), va (0, —1).

Gidi. Vi khong dé lay tich phan e(*+¥)/(#=¥)  dang ctia ham nay gdi § ta cach
doi bién:
u=z+y v=2x—y. (15.10.8)
Céc phuong trinh nay xac dinh mot phép bién déi 71 tit mit phing xy t6i
mat phéng wv. Dinh 1 né6i vé mot phép bién déi T tit mat phéng uv t61
mat phang zy. N6 nhan duge bang cach giai Phuong trinh [15.10.81ay = va y:

1 1
T = §(u+v) y = i(u—'[))_ (15.10.9)
Jacobi cua T 1a
a(:c,y)_‘gfj gz‘_’% 51’_1.
du,v) | G= 3 T2 2

Dé tim mién S trong mat phang uv tuong ing véi R, ta chi ¥ ring canh ciia R
nim trén duong thang

y=0 rT—y=2 z=0 r—y=1

va, tit Phuong trinh [15.10.8 vA Phuong trinh [15.10.9) dudng &nh trong mat

phing uv 13
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Vay mién S 1a mién hinh thang vé6i dinh (1,1), (2,2), (-=2,2), va (—1,1) trong
Hinh

Hinh 15.10.8:

Vi
S={(u,v) |1<v<2,—v<u<v}
Dinh 11]15.10.3| cho
9z Oy
// @t/ @) gg - // | e g ‘ du dv
R S ov v

2 v 2 —
1 1 u=v
_ w/v = I u/v
/1 [ﬂe 5 du dv 2/1 [Ue ]u:_v dv
3 -1

= Z(e—e
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Tich phan boi ba

C6 mot cong thic ddi bién tuong tu cho tich phan boi ba. Cho T 1a mot phép
bién d6i mang mot mién S trong khong gian wvw lén mot mién R trong khong
gian zyz bing cic phuong trinh

z=g(u,v,w) y=h(u,v,w) z=kuv,w).

Jacobi ciia T 1&4 ma tran 3 x 3 sau:

Owy,2) | 8 8y %y (15.10.10)
O(u, v, w) oy by

Dudi cac gid thiét tuong tu nhu trong Dinh 1i [15.10.3] ta dugc cong thic sau
cho tich phan boi ba:

//R flz,y,2)dV = //S fla(u,v,w), z(u, v, w), z(u, v, w)) ‘m’ du dv dw.
© (151010

Vi du 15.10.6. Diuing Phuong trinh [15.10.11| dé tim cong thitc cho tich phan
bai ba trong toa do cau.

Gidgi. O day phép déi bién duge cho bdi
T =psingcosh y=psingsind x = pcosaq.
Ta tinh Jacobi nhu sau:

singcosf —psingsind pcospcosh

gx,g,z) = | singsind psingcosf pcos@sinf

p,0,0) cos ¢ 0 —psin ¢
_ . —psingsing pcosgcost | . singcosf —psingsinb
= cos¢ psingpcos  pcospsinb psing singsinf  psin¢cosf
= —p*sing.

Vi0 < ¢ <7 tacosing > 0. Vithé
5x,y,z . .
’E 3 =|—p*sing| = p®sin

va Cong thiic cho
// flz,y,2z) dV = // f(psin ¢ cos, psin ¢sin @, pcos ¢)p? sin ¢ dp db do,
R s

tuong duong véi Cong thic [15.9.3
O



CHUONG 15. TICH PHAN BOI 134

Bai tap
Tim Jacobi cia phép bién ddi.
15.10.1. z =5u —v, y =u + 3v.
15.10.2. z = uv, y = u/v.
15.10.3. x = e !sind, y = et cosb.
15.10.4. z = 51t y =57t
15.10.5. z = u/v, y = v/w, z = w/u.
15.10.6. z =v+w? y=w+u?, z = u+ v
Tim &nh ctia tap S qua phép bién doi.
15.10.7. S ={(u,v) |0<u<3,0<v <2} z=2u+3v,y=u—v.

15.10.8. S 1a hinh vuong bao béi cac dusng u =0, u=1,v=0,v =1,z = v,
y = u(l +v2).

15.10.9. S 13 hinh tam giac bao v6i cac dinh (0,0), (1,1), (0,1), z = u?, y = v.
15.10.10. S la dia dugc cho bdi u? +v? < 1, z = au, y = bv.

Mot mién R trong mit phéng 2y dude cho. Tim phuong trinh cho mot phép
bién ddi T mang mot hinh chit nhat S trong mit phing uv lén R, véi canh ciia
S song song véi truc toa do.

15.10.11. Rdugcbaobsiy=2x—1,y=2x+1,y=1—2,y=3 —=x.
15.10.12. R la hinh binh hanh véi cac dinh (0,0), (4,3), (2,4), (—2,1).

15.10.13. R nim giita cac duong tron 22 + 3% = 1 vh 22 + y? = 2 trong géc
phan tu thit nhat.

15.10.14. R dugc bdo bdi cac hyperbol y = 1/, y = 4/x va dudng thing
y = x, y = 4x trong géc phan tu thi nhat.

Duing phép dbi bién da cho dé tinh tich phan.

15.10.15. [[,(z — 3y) dA, v6i R la tam giac véi cac dinh (0,0), (2,1), (1,2);
r=2u+v,y=u-+2v.

15.10.16. [/, (42 + 8y) dA, véi R la hinh binh hanh véi cac dinh (—1,3),
(17 _3)3 (37 _1) va (1a5)a T = i (U’+ U)7 Y= i (U - 3U)

15.10.17. [[,2* dA, v6i R 1a mién bao béi cac ellip 922 + 4y* = 36, z = 2u,
Yy = Jv.

15.10.18. [[(z*—2y+y?) dA, v6i R la mién dugc bao bdi ellip 2% —zy+y? = 2;

x:\/iu—\/%v,y:\/iu—i—\/%v.
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15.10.19. ([, zy dA v6i R la mién trong géc phan tu thit nhat bao béi cac
dudng thang y = x, y = 3z va céac hyperbol zy = 1, zy = 3; x = u/v, y = v.

15.10.20. [[,y* dA v6i R la mién duge bao béi cac dudng zy = 1, zy = 2,
ry? =1, 2y? = 2, u = zy, v = xy?. Minh hoa bing cich ding may tinh vé R.

15.10.21. (a) Tinh [[[,dV véi E la khéi duge bao béi ellipsoid 22 /a® +
y?/b? + 2%2/c® = 1. Dung phép bién ddi » = au, y = bv, z = cw.

(b) Trai dat khong phai la mot qua cau hoan hdo: sy quay da lam céc cyc
phing hon. Do d6 hinh dang c6 thé duge xap xi bing mot ellipsoid véi
a =b = 6378 km va ¢ = 6356 km. Ding phan (a) dé u6c lugng thé tich
Trai dat.

(c) Néu khdi trong phan (a) c¢6 mat do hing k, hay tim moémen quén tinh cia
né quanh truc z.

15.10.22. Mot bai toan quan trong trong nhiét dong lyc hoc la tim cong cta
mot may Carnot Ii tudng. Mot chu ki gom gidn va nén thay phién nhau trong
mot ong (piston). Cong thyc hién bdi dong co bang véi dien tich ctia mién R
bao bdi hai dudng déng nhiét zy = a, zy = b v& hai dudng doan nhiet xy'* = ¢,
zyl* =d, v6i 0 < a < bva 0 < ¢ < d. Hay tinh cong thyc hién bing cach xéc
dinh dién tich cia R.

Tinh tich phan bing cach thyc hién phép déi bién thich hop.

15.10.23. [, g;fz dA, v6i R 1a hinh binh hanh dugc bao béi cdc dudng

r—2y=0,z—-2y=4,3xr—y=1,vadr—y=8.

15.10.24. ffR(nc—i—y)ec”z_y2 dA, véi R 1a hinh chit nhat duge bao béi cic duong
thingz —y=0,z—y=2,2+y=0,2z+y=3.

15.10.25. [[} cos (%) dA, v6i R 1a hinh thang véi dinh (1, 0), (2,0), (0,2),
(0,1).

15.10.26. ([}, sin(92% + 4y?) dA, v6i R la mién trong géc phan tu thi nhat
bao bdi ellip 922 + 4y = 1.

15.10.27. [[, €™ dA, v6i R dugc cho bdi bat déng thiic |z] + [y < 1.

15.10.28. Cho f lién tuc trén [0, 1] va cho R 1a mién tam giac véi dinh (0, 0),

(1,0), (0,1). Chiing t6
//Rf(x—i—y) dA = /Oluf(u) du.
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On tap
Kiém tra khai niém
(1) Gia st f la mot ham lién tuc xc dinh trén mot hinh ch® nhat R =
[a,b] x [c,d].
(a) Viét mot biéu thitc cho mot tong Riemann ctia f. Néu f(z,y) > 0
thi téng dai dién cho cai gi?
(b) Viét dinh nghia [[, f(x,y) dA nhu la mot giéi han.
(¢) Y nghia hinh hoc cta [ f(z,y) dA néu f(z,y) > 0 1a gi? Néu f lay
ca gia tri duong va gia tri am thi sao?
(d) Lam cach nao dé tinh ffR flx,y) dA?
(e) Luat diém giita cho tich phan kép néi diéu gi?
)

—
-

Viét mot biéu thic cho gia tri trung binh clia f.
(2) (a) Lam cach nao dé dinh nghia [[}, f(x,y) dA néu D la mot mién b
chan khong phai 1a hinh chit nhat?
(b) Mot mién loai 1 1a gi? Tinh [[,, f(x,y) dA néu D la mién loai 1 nhu
thé nao?
(c) Mot mién loai 2 1a gi? Tinh [[,, f(x,y) dA néu D la mién loai 2 nhu
thé nao?
(d) Cac tinh chét ctia tich phan kép la gi?

(3) Chuyén tich phan tit toa do chit nhat sang toa do cyc nhut thé nao? Vi sao
ta muén chuyén nhu vay?

(4) Néu mot tAm méng chiém mot mién phing D va c6 mat do p(x,y) hay
viét cac biéu thiic cho mdi cai sau theo tich phan boi.
(a) Khoi lugng
(b) Momen quanh mot truc
(c) Tam khoéi lugng
)

(d) Moémen quan tinh quanh truc va goc toa do.
(5) Cho f 1a ham mat do chung ciia ciip bién ngdu nhien X va Y.

(a) Viét mot tich phan boi cho x4c suat dé X nam gitta a va b va Y nim
gitta ¢ va d

(b) f c6 nhitng tinh chat gi?

(¢) Ki vong cia X va Y la gi?
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(6) Viét mot biéu thiic cho dién tich ctia mit véi phuong trinh 2z = f(x,y),
(z,y) € D.

(7) Viét dinh nghia ctia tich phan boi ba ctia f trén mot hop chit nhat B.

(a) Tmh [[[, f(x,y,2) dV nhu thé nao?

(b) Dinh nghia ([}, f(z,y,2) dV néu E la mot khéi bi chan khong phéi
13 hinh hop nhu thé nao?

(c) Mot khoéi loai 1 1a gi? Tinh [[f, f(2,y,2) dV néu E la khoi loai 1
nhu thé nao?

(d) Mot khoi loai 2 1a gi? Tih [[f,, f(z,y,2) dV néu E la khoéi loai 2
nhu thé nao?

(e) Mot khoéi loai 3 1a gi? Tinh [[f, f(2,y,2) dV néu E la khoi loai 3
nhu thé nao?

(8) Néu mot khoi chiém mot mién E v ¢6 mat do p(z,y, 2) hay viét cac biéu
thitc cho mbi céi sau.
(a) Khdi lugng
(b) Mémen quanh céc mat phang toa do.

)
)

(c) Tam khéi lugng

(d) Momen quan tinh quanh céc tryc.
)

(9) (a) D&i tit toa do chit nhat sang toa do tru nhu thé nio trong tich phan
boi ba?

(b) Ddi tit toa do chit nhat sang toa do cau nhu thé nao trong tich phan
boi ba?

(c) Trong tinh hudng nio ta mudn chuyén sang toa do tru hay toa do
cau?

(10) (a) Néu mot phép bién ddi T' duge cho bdi z = g(u,v), y = h(u,v) thi
Jacobi cua T la gi?

(b) D&i bién trong tich phan boi hai nhu thé nao?
(c) D&i bién trong tich phan boi ba nhu thé nao?

D6 Diing-Sai

X4c dinh xem ménh dé 13 ding hay sai. Néu 13 dting, hay giai thich tai sao. Néu
no6 la sai, hay giai thich tai sao ho#c cho mét vi du phan ching.

(1) f_zl f06 ?sin(z — y) do dy = fOG f_zl 22 sin(z — y) dy du.

(2) fol fox \/W dy dx = foz fol m dx dy.
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fl 3 L a2e¥ dy dw = f12x2 dxf;ey dy.

f_l fo e+ siny dz dy = 0

(5) Néu f lien tuc tren [0,1] thi

2
//f dydx—[/f dac] .
fl fo 2+ /y)sin(z?y?) do dy < 9.
(7) Néu D la dia cho bdi 22 + y? < 4 thi

// Va4 —x2—y? dA:E
D

(8) Tich phan [[[}, kr® dz dr df dai dién cho moémen quén tinh quanh tryc z
ctia khéi E v6i mat do hing k

(9) Tich phan f; f02 J dz dr df dai dien cho thé tich dugc bao béi cac mat
némn z = /a2 + y2? va mit phang z = 2

Bai tap

(1) Mot ban do dudng mitc cho mot ham f trén hinh vuéng R =

[0, ] x [0, 3].
Diing téng Riemann v6i chin sé hang dé wéc tinh gia tri ciia ffR x,y) dA.
Lay diém thit 1a géc trén bén phai clia cac hinh chit nhat.

Va
3

. It HIEH“‘*
HH&_\H\\ H"‘m ‘“‘x\__\t} 10
~ [~
\\?

/

8

(=]
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"
/
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|
0
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(2) Dung Luat diém giita dé wdc lugng tich phan trong Bai tap 1.
Tinh céac tich phan lap.

(3) [2 2y + 2ze?) dy da.

@) [} [ ye™ da dy.

(5) [ [ cos(x?) dy da.

©) fif [ 3ay? dy da.

@) T Y ysing d dy da,

(8) fol Iy fxl 6ryzz dz dz dy.
Viét tich phan [[, f(z,y) dA nhuw mot tich phan ldp, véi R 1a mién duge
vé va f 1a ham lién tuc bat ki trén R.

(10)

(11) Miéu ta4 mién ma dién tich duge cho béi tich phan

/2  psin 20
/ / r dr df.
0 0

(12) Mieu ta khdi ma thé tich dugce cho béi tich phan

/2 pw/2 P2
/ / / psing dp do df
0 0 1

va tinh tich phan nay.
Tinh céc tich phan lip bing cach ddi thi tu tich phan.
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(13) [ [} cos(y?) dy da.

1l ge®
(14) fO f\/y yxg, dz dy.
Tinh gia tri ctia tich phan.

(15) [[pye™ dA, v6i R = {(z,y) | 0 <2 <2,0 <y <3}

(16) [, zy dA, v6i D ={(z,y) |0<y <1,5* <a <y+2}.

(17) [fp 1% dA, v6i D duge bao béi y = \/z,y =0, z = 1.

(18) [[p 135z dA, v6i D la mién tam gidc véi cac dinh (0,0), (1,1), (0,1).

(19) [,y dA, v6i D la mién trong goc phan tu thit nhat duge bao béi parabol

=y =8~y
y,z y-.

(20) ffD y dA, v6i D 13 mién trong géc phan tu th nhat ndm trén hyperbol
2y = 1 va dudng thing y = = va bén dudi duong thing y = 2.

(21) [/, (2 +y?)3/? dA, v6i D la mién trong géc phan tu thit nhat duge bao
béi cac dudng y = 0, y = v/3z, va duong tron 2 +y? = 9.

(22) [[,x dA, v6i D la mién trong géc phan tu thit nhat duge gitta cac dudng
tron 22 +1y2 =1, va 22 + 92 = 2.

(23) [[[pxy dV v6i E={(z,y,2) |0<2x<3,0<y<az0<z<z+y}

(24) [[fzy dV, v6i T 1a khéi tit dien véi cdc dinh (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0),
(0,0,1).

(25) [[[,y?2? dV, véi E dugc bao béi paraboloid & = 1—y* — 22 va mit phang
z=0.

(26) [[[,z dV, véi E dugc bao bdi cac mit phéng y =0, 2 =0, z +y =2 va
mit tru 42 + 22 = 1 trong géc phan tu thd nhét.
(27) [[f5yz dV, v6i E ndm trén mit phang z = 0, bén dudi mat phang z = y,

bén trong mit tru x? + y? = 4.

(28) [[f;; 2®v/@? + y? + 2% dV, v6i H la nita khoi cau ndm bén trén mat phang
xy va c6 tam & gbc toa do va ban kinh 1.
Tim thé tich ctia khéi.

(29) Duéi paraboloid z = 22 + 4y? va bén trén hinh chi nhat R = [0,2] x [1,4].

(30) Dudi mat z = 2%y va bén trén tam giac trong mit phang xy véi dinh
(1,0), (2,1), (4,0).

(31) Khéi tt dien véi dinh (0,0,0), (0,0,1), (0,2,0), (2,2,0).
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(32)
(33)

(36)

Bao bdi mat tru 22 + y? = 4 vA mit phdng z =0 vay + z = 3.
Mot trong nhitng manh ném cit tit mat tru 22 + 9% = a? bdi mit phang
z=0vaz=mz.
Trén mit paraboloid z = z2 + 32 va dudi nita nén z = /22 + y2.
Xét tAm moéng chiém mién D bao bdi parabol z = 1 — 32 vi truc toa do
trong goc phan tu thit nhat véi ham mat do p(z,y) = .

(a) Tim khéi lugng ctia tam.

(b) Tim tam khdi lugng.

(¢) Tim moémen quén tinh vd ban kinh xoay tron quanh truc z va truc

Y.

Mot tAm mong chiém phan cta dia x? + y? < a® nim trong géc phan tu
thit nhat.

(a) Tim tam ciia tAm.

(b) Tim tam khoi lugng néu ham mat do 1a p(z,y) = xy>.

(a) Tim tam ctia mot nén tron vudng goéc vdi chiéu cao h va ban kinh

day a. (Dat nén sao cho day clia n6 nim trén mit phang zy véi tam
§ gbc toa do va truc nam & phan duong ctia truc z.)

(b) Tim momen quan tinh ciia nén trén quan truc (truc z).

Tim dién tich cia phan nén 22 = a?(z? + y?) gita cdc mit phang z = 1,
z=2.

Tim dién tich ctia phan mit z = 22 +y ndm trén tam giac véi dinh (0, 0),
(1,0), va (0,2).

Vé mit z = xsiny, -3 <z <3, —7 <y <, va tim dién tich mit dang
t6i chit s6 thap phan.

Ding toa do cyc dé tinh

Vo—z2
/ / (23 + zy?) dy de.
V9—x2

Diing toa do cau dé tinh

\/4 y2 \/4 r2—y?
/ / / Y222 + 2 + 22 dz dx dy.

4— mz—y

Néu D 1 mién duge bao bdi cac dudng y = 1 — 22 v y = €%, tim gia tri
xap xi clia tich phan [[, y* dA. (Ding may tinh dé udc lugng giao diém
clia cac duong.)
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(44) Tim tam khéi lugng ctia khoi tit dien véi dinh (0,0,0), (1,0,0), (0,2,0),
(0,0,3) va ham mat do p(z,y,2) = 2% + y? + 22.

(45) Ham mat do chung cho hai bién ngiu nhien X va Y 1

JCx+y) 0<2r<3,0<y<2
f(x’y)_{o Khc.

(a) Tim gia tri ctia hing s6 C.
(b) Tim P(X <2,V >1).
(¢) Tim P(X +Y <1).

(46) Mot cai dén c6 ba bong, méi béng thuoc loai c6 tudi tho trung binh 800
gig. Néu ta mo6 hinh héa xac suit hu héng clia cic béng bing mot ham
mat do mil v6i trung binh 800, hay tim xac suat dé ca ba béng hu trong
téng thai gian 1000 gid.

(47) Viét lai tich phan
1,1 ply
/ / / f(z,y,2) dz dy dx
—-1Jz22J0

nhu mot tich phan 1ap theo thi tu dx dy dz.
(48) Viét nam tich phan lap khéc bang véi

2y py?
/ / / flz,y,2) dz dz dy.
o Jo Jo

(49) Dung phép bién déi v =z —y, v = x + y dé tinh

// 7Y 44
RT+Y

v6i R 1a hinh vuong véi dinh (0,2), (1,1), (2,2), (1,3).

(50) Diing phép bién déi = u?, y = v?, z = w? dé tim thé tich clia mién dugc

bao bdi mét v/ + /y + v/z = 1 va cdc mat phéng toa do.

(51) Dung cong thiic doi bién va mot phép bién déi thich hgp dé tinh [, 2y dA
v6i R 1a hinh vuong véi dinh (0,0), (1,1), (2,0), va (1,-1).

(52) Dinh Ii gia tri trung binh cho tich phan boi hai néi ring néu f 1a mot ham

lien tuc trén mot mién phang D loai 1 hay loai 2, thi ¢6 mot diém (g, yo)
trong D sao cho

//Df(%y) dA = f(x0,10)A(D).

Tinh chat [15.3.11| ctia tich phan dé chitng minh dinh 1i nay. (Dung ching

Dung Dinh 1f vé gia tri trung gian, gié tri 16n nhat va nhé nhat (14.7.8) va
i
minh ciia truong hgp mot bién trong Muc 5.5 dé huéng dan.)
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(53) Gia sit f 1a ham lién tuc trén mot dia chia diém (a,b). Cho D, la dia
déng tam (a,b) va ban kinh 7. Dung Dinh 1i gid tri trung binh cho tich
phan boi hai (xem bai tap trén) dé chiing té ring

1
lim — dA = b).
tim s ] sy aa=pan
(54) (a) Tinh [[, W dA, v6i n la mot s6 nguyén va D 1a mién bao bdi
duong tron véi tam & goc toa do va ban kinh r va R, 0 < r < R.
(b) Véi gia tri ndo ciia n thi tich phan & phan (a) c¢6 gidi han khi r — 077
(¢) Tim [[f, W dV, v6i E la mién dugc bao bsi mat cau véi
tam & gbc toa do va ban kinh r va R, 0 < r < R.
(d) Véi gia tri nao ctia n thi tich phan & phan (¢) ¢6 gidi han khi r — 077
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Bai tap thém

(1)

Néu [[x]] chi s6 nguyen 16n nhét trong z (ttc s6 nguyén 16n nhat nhé hon

hay béng z), hay tinh
[ 11w+ iy aa
R

véi R={(z,y) | 1 <2 <3,2<y <5}

1 1 s o
/ / emax{x o} dy dz
0 Jo

v6i max{z?,y?} chi s6 16n hon clia hai s6 22 va y2.

Tinh tich phan

Tim gia tri trung binh ctia ham f(z) = fxl cos(t?) dt trén doan [0, 1].

Néu a, b, ¢ 1 cac vects hang, r 1a vectd vi tri xi + yj + zk, va E dugc cho
béi bat ding thitc 0 < a-r<a,0<b-r<3,0< c-r <+, chiing té ring

///E(a-r)(b~r)(c-r) dv = m.

Tich phan boi fol fol ﬁ dz dy 13 mot tich phan suy bién v cé thé
duge dinh nghia nhu giéi han ctia mot tich phan kép trén hinh chi nhat
[0,¢] x [0,¢] khi t — 1~. Nhung néu ta khai trién ham dudi tich phan nhu
mot chudi hinh hoc, ta c6 thé bidu dién tich phan nhu téng clia mot chudi
vo han. Ching t6 ring

o

1oy 1
/O/Ol_xydxdyzzﬁ.

n=1

Leonhard Euler da tim dudc téng dung ctia chudi trong bai tap trén. Nam
1736 6ng da ching to6

o2 a
—n 6

Trong bai tap nay ta sé chiing minh sy kién nay bing cach tinh tich phan
boi trong bai tap tren. Khéi dau bing cach ddi bién
uU—v u+v
T =—— = —.
vz TR

Diéu nay cho mot phép quay quanh gbc toa do mot goc 7/4. Can vé mién
tuong ting trong mit phang uv. [Ggi y: Néu khi tinh tich phan gip biéu
thitc (1 — sinf)/cos® hoic cosf/(1 + sinf) thi c6 thé dung ding thiic
cos ) = sin((7/2) — 0) va déng thitc tuong ting cho sin 6.]
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(7) (a) Ching t6

oo

Lol 1
dr dy d :E —.
/0/0/0 1—ayz vy as n3

n=1

(Chuta titng c6 ai tim duge gid tri chinh x4c clia tong clia chudi.)

(b) Ching t0
1 1 1 e o] n—1
1 _
/ / / dx dy dz = E L
o Jo Jo 1+uzyz n3

n=1

Diing phuong trinh nay dé tinh tich phan boi ba ding t6i hai chit s6
thap phan.
(8) Ching t3

- d$:§1nﬂ'

/°° arctan mx — arctan x T
0

bing cach biéu dién tich phan nhu mot tich phan lap.
(9) (a) Ching t6 khi phuong trinh Laplace
0%u n 0%u . 9%u B
0z Oy? 022
dugc viét trong toa do tru thi né tré thanh
32u+18uJr 1 82u+32u70
or2  ror  r2002 922

(b) Chiing t6 khi phuong trinh Laplace duge viét trong toa do cau, né
tré thanh
Pu  20u  cotpOu 1 0%u 1 0%u

92 ooy P 96 PR Eamgar

(10) (a) Mot tAm moéng c6 mat do hing p vh c¢6 dang mot dia véi tam tai
goc toa do va ban kinh R. Dung Dinh luat hip din Newton (xem
Muc 13.4) dé chiing té do 16n ctia lire hit tAm méng dit 1én mot khoi
lugng m & diém (0,0, d) trén phan duong truc z 1a

1 1
F=2rGmpd | - — ———= ] .
i (d m)

[Ggi y: Chia dia nhu trong Hinh [15.4.4 va trudc hét tinh thanh phan
théng ding ctia luc tac dong béi hinh chit nhat cue R;;.]
(b) Chitng t6 do 16n clia lyc hit ciia mot tam méng v6i mat do p chiém
cd mat phang trén mot dbi tuong c6 khéi lugng m dit & khoang cach
d tit mat phing la
F =27Gmp.
Cht § biéu thitc nay khong phu thuoc d.
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(11) Néu f lién tuc, ching t6

/0”” /oy /0 F(t) dt dz dy = ;/Ow(w — 0 f(1) dr.

P . -2 n n2 1
(12) Tinh lim, oo™ 370 305 N s

(13) Mat phing

£+y+f:1 a>0,b>0,c>0
a b ¢
cat khéi ellipsoid
2 y? 2
2Tptast

thanh hai manh. Tim thé tich ca manh nhé hon.
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