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Phần I

Các loại tích phân

1 Tích phân đường

Xét đường r : [a, b]→ Rn là đường đi đơn, chính quy.

1.1 Tích phân đường loại I

Định nghĩa. Cho f là một hàm xác định trên vết của đường r. Tích phân của f trên r được ký
hiệu

´
r f ds và được định nghĩa là

ˆ
C
f ds =

ˆ b

a
f (r (t))

∣∣r′ (t)∣∣ dt.
1.2 Tích phân đường loại II

Định nghĩa. Cho F là trường vector trên vết của đường r. Tích phân của F trên r được ký hiệu´
r f · dr và được định nghĩa là

ˆ
r
F.dr =

ˆ b

a
F (r (t)) · r′ (t) dt

Tính chất. Nếu F = (P,Q) thì ta có
ˆ
r
F · dr =

ˆ
r
P dx+

ˆ
r
Qdy

với ˆ
r
P dx =

ˆ b

a
P (r (t))x′ (t) dt,

ˆ
r
Qdy =

ˆ b

a
Q (r (t)) y′ (t) dt.

2 Tích phân mặt

Xét r : D → R3 là một mặt đơn, trơn và chính quy. S = r (D) là vết của r.
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2.1 Tích phân mặt loại I

Định nghĩa Cho hàm f : S → R. Tích phân loại I của f trên r là
¨

r
f dS =

¨
D
f (r (u, v)) |ru × rv| dA.

2.2 Tích phân mặt loại II

Định nghĩa. Cho trường F : S → R2. Tích phân loại II của F trên r là
¨

r
F · d

−→
S =

¨
D
F (r (u, v)) · (ru (u, v)× rv (u, v)) dA.

Tính chất. Vector pháp tuyến n tại điểm (u, v) là

n (u, v) =
ru (u, v)× rv (u, v)
|ru (u, v)× rv (u, v)|

không phụ thuộc cách tham số hóa. Đặc biệt, nếu r là một mặt đồ thi, giả sử r (x, y) = (x, y, f (x, y))
thì

ru × rv = (fx, fy,−1) .

Phần II

Các định lý cơ bản

1 Định lý cho tích phân đường

Định lý Newton-Leibniz. Giả sử r là một đường đi trơn, bắt đầu từ A và kết thúc ở B. Cho
f là một hàm thực trơn trên một tập mở chứa vết của r. Khi đó:

ˆ
r
∇f · dr = f (B)− f (A) .

Một trường F sẽ được gọi là trường bảo toàn nếu F = ∇f . Khi đó f gọi là hàm thế của F .

Điều kiện cần của trường bảo toàn. Nếu trường F = (P,Q) trơn và bảo toàn trên một tập
mở D thì ta có

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
.

Bổ đề Poincaré. Giả sử F = (P,Q) là một trường vector trơn trên miền mở hình sao D ⊂ R2.
Nếu ∂P

∂y = ∂Q
∂x trên D thì F bảo toàn.

Định lý Green. Cho D là một miền đơn giản với biên được định hướng dương. Giả sử (P,Q) là
một trường vector trơn trên D. Khi đó:

ˆ
∂D

P dx+Qdy =

¨
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dA.
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2 Định lý cho tích phân mặt

Định lý Stokes Cho trường F trơn trên một tập mở chứa mặt đồ thị S trong đó D là một miền
phẳng thỏa điều kiện của Định lý Green. Giả sử biên của S là ∂S được định hướng dương. Khi đó

ˆ
∂S
F dr =

¨
S
(curl F ) .n dS =

¨
S
curl F · d

−→
S .

Định lý Divergence Cho trường F trơn trên một tập mở chứa một khối đơn 3 chiều E với biên
là mặt S được định hướng ra ngoài. Khi đó

¨
S
F.n dS =

¨
S
F · d

−→
S =

˚
E
div F · dV.

3 Các công thức đổi biến

Định lý. Nếu A là tập mở trong Rn, ϕ : A → Rn là một song ánh khả vi liên tục sao cho
det Jϕ (x) 6= 0 với mọi x ∈ A, và f : ϕ (A)→ Rn khả tích, thì

ˆ
ϕ(A)

f =

ˆ
A
(f ◦ ϕ) |det Jϕ| .

Sau đây là các phép đổi biến thường gặp:

Tên Phép đổi biến Định thức|det Jϕ|

Tọa độ cực

{
x = r cos θ

y = r sin θ
với

{
r ∈ (0, R)

θ ∈ (0, 2π)
r

Tọa độ cầu 3
chiều


x = ρ sinφ cos θ

y = ρ sinφ sin θ

z = ρ cosφ

với


ρ ∈ (0, R)

φ ∈ (0, π)

θ ∈ (0, 2π)

ρ2 sinφ

Tọa độ cầu n
chiều

xi = ρ sinϕ1 . . . sinϕi−1 cosϕi với
ρ ∈ (0, R)

ϕi ∈ (0, π) ∀i = 1, n− 2

ϕn−1 ∈ (0, 2π)

ρn−1
∏n−2

i=1 (sinϕi)
n−1−i

Tọa độ trụ


x = r cos θ

y = r sin θ

z = z

với

{
r ∈ (0, r)

θ ∈ (0, 2π)
r
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