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BÀI GIẢNG TÓM TẮT 
MÔN ĐẠI SỐ A1  

(GV: Trần Ngọc Hội – 2019) 
 

CHƯƠNG 1 
 
 

MA TRẬN VÀ  
HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH 

 
Trong chương này, ký hiệu K dùng để chỉ trường số thực R hay trường số phức C. 

1. ĐỊNH NGHĨA VÀ KÝ HIỆU 

1.1. Định nghĩa. Một ma trận loại m × n trên K là một bảng chữ nhật gồm m dòng, n cột 
với mn hệ số trong K có dạng: 

11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

a a ... a
a a ... a

A
..... ...... ... ......
a a ... a

 
 
 =
 
 
 

 

Viết tắt:   A = (aij)m×n  hay  A = (aij),  trong đó  aij ∈ K. 

Ta gọi: 

aij: hệ số ở dòng i, cột j của ma trận A  (hệ số này còn được ký hiệu bởi [A]ij) 

(ai1 ai2 ... ain) : dòng thứ i của ma trận A; 





















mj

j2

j1

a
.
a
a

: cột thứ j của m trận A. 

Ký hiệu: Mm×n (K) là tập hợp tất cả những ma trận loại m×n trên K. 

1.2. Ví dụ.  32M
210
321

A ×∈







= (K); 23M

32
10
21

B ×∈















= (K). 

1.3. Định nghĩa. Cho hai ma trận cùng loại A = (aij)m×n và  B = (bij)m×n. Ta nói A bằng B, ký 
hiệu A = B, nếu  aij = bij, ∀1 ≤ i ≤m, 1 ≤ j ≤ n. 

1.4. Định nghĩa. (i) Ma trận không loại m×n, ký hiệu 0m×n hay 0, là ma trận loại m×n mà 
tất cả các hệ số đều bằng 0. 
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(ii) Một ma trận vuông cấp n là một ma trận loại n×n (nghĩa là số dòng = số cột = n). Trong mỗi 
ma trận vuông cấp có một đường chéo chính (gọi tắt là đường chéo) gồm các hệ số aii, 1 ≤ i ≤ n. 
Tập các ma trận vuông cấp n trên K được ký hiệu là Mn(K). 

(iii) Một ma trận chéo cấp n là một ma trận vuông cấp n mà tất cả các hệ số nằm ngoài đường 
chéo chính đều bằng 0: 

11

22

nn

a 0 ... 0
0 a ... 0

A
........................
0 0 ... a

 
 
 =
 
 
 

. 

(iv) Ma trận đơn vị cấp n, ký hiệu In hay I, là ma trận chéo cấp n mà tất cả các hệ số nằm trên 
đường chéo chính đều bằng 1: 

n

1 0 ... 0
0 1 ... 0

I ,
.....................
0 1

 
 
 =
 
 
 

 

nghĩa là n i j n nI ( ) ×= δ với  δij là ký hiệu  Kronecker: 
1
0ij

neu i j
neu i j

δ
=

=  ≠
 

(v)  Một ma trận tam giác trên (t.ư. ma trận tam giác dưới) là một ma trận vuông mà tất cả 
các hệ số nằm phía dưới (t.ư. phía trên) đường chéo chính đều bằng 0. Như vậy,  

A = (aij)n×n là ma trận tam giác trên ⇔ aij = 0, ∀1 ≤ j < i ≤ n. 

B = (bij)n×n là ma trận tam giác dưới ⇔ bij = 0, ∀1 ≤ i < j ≤ n. 

 

2. CÁC PHÉP TOÁN MA TRẬN 

2.1. Định nghĩa (phép lấy chuyển vị). Cho A = (aij) là một ma trận loại m×n. Ta gọi ma trận 
chuyển vị của A, ký hiệu AT,  là ma trận loại n×m, có được từ A bằng cách xếp các dòng của A 
thành các cột tương ứng. Nghĩa là: 

11 12 1n 11 21 m1

21 22 2n 12 22 m2T

m1 m2 mn 1n 2n mn

a a ... a a a ... a
a a ... a a a ... a

A A
............................ ...........................
a a ... a a a ... a

   
   
   = ⇒ =
   
   
   

 

Như vậy, T
i j j i[A ] [A]= . 
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2.2. Ví dụ. Với 
1 1 4 5

A 6 8 0 1
0 4 3 6

− 
 = − 
 − 

 ta có T

1 6 0
1 8 4

A
4 0 3
5 1 6

 
 − − =
 −
 
 

. 

2.3. Định nghĩa (phép nhân vô hướng với ma trận). Cho ma trận A = (aij)m×n và số thực α 
∈ K. Ta định nghĩa αA là ma trận có từ A bằng cách nhân tất cả các hệ số của A cho α, nghĩa là: 

αA = (αaij)m×n. 

Như vậy, i j i j[ A ] [A]α α= . 

2.4. Ví dụ. 







−

=







− 620

286
310

143
2 . 

2.5. Ký hiệu. – A := (–1)A = (– aij)m×n 

Từ định nghĩa, ta dễ dàng kiểm tra được các tính chất sau: 

2.6. Tính chất. Với A = (aij) và α, β ∈ K ta có  

(i)   (αβ)A = α(βA). 

(ii)  (αA)T = αAT . 

(iii) 0.A = 0 và 1.A = A. 

2.7. Định nghĩa (phép cộng ma trận). Cho hai ma trận cùng loại m×n: A = (aij)m×n và  = 
(bij)m×n. Ta định nghĩa tổng hai ma trận A và B, ký hiệu A + B, là ma trận loại m×n mà các hệ số 
có được bằng cách lấy tổng của các hệ số tương ứng của A và B, nghĩa là: 

A + B = (aij + bij)m×n. 

Như vậy, i j i j i j[A B] [A] [B]+ = + . 

2.8. Ký hiệu. A – B := A + (–B) và gọi là hiệu của A và B.  

2.9. Ví dụ. 







−
−

=







−
−

+







− 6108

433
387
401

321
032 . 

Từ định nghĩa, ta dễ dàng kiểm được các tính chất sau: 

2.10. Tính chất. Với A, B, C ∈ Mm×n(K) và α, β ∈ K ta có 

(i)  A + B = B + A (tính giao hoán); 

(ii)  (A + B) + C = A + (B + C) (tính kết hợp); 

(iii)  0m×n + A = A + 0m×n = A; 

(iv)  A + (–A) = (–A) + A = 0m×n;  

(v) (A + B)T  = AT + BT; 

(vi) α(A + B) = αA + αB 

(vii) (α + β)A = αA + βA; 
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(viii) (–α)A = α(–A) = –(αA). 

2.11. Định nghĩa (phép nhân ma trận). Cho hai ma trận A và B có tính chất: Số cột của ma 
trận A bằng số dòng của ma trận B. Cụ thể, A = (aij) loại m×n và B = (bij) loại n×p. Ta định nghĩa 
tích của hai ma trận A và B, ký hiệu AB, là ma trận C loại m×p định bởi: 

•  Về loại: C có loại m×p. 

•  Về hệ số: C có hệ số dòng i, cột j được tính bởi công thức:  
n

i j ik kj
k 1

c a b
=

= ∑ . 

Nói cách khác, hệ số ở dòng i, cột j của AB có được bằng cách nhân các hệ số ở dòng i của ma 
trận A với các hệ số tương ứng ở cột j của ma trận B rồi lấy tổng của chúng: 

 

 
2.12. Chú ý. Tích của hai ma trận chỉ tồn tại khi số cột của ma trận trước bằng số dòng 

của ma trận sau. Ta ghi nhớ kết quả về loại của ma trận tích thông qua ký hiệu hình thức: 
(m×n)(n×p)= (m×p). 

2.13. Ví dụ. Với 






 −
=

213
121

A ,
1  3

B 2  1
3 1

 
 =  
 − 

, C = 






 −
01
12  ta có: 









=

















−







 −
=

811
62

13
12
31

213
121

AB  

1 3 10 5 5
1 2 1

BA 2 1 5 5 0
3 1 2

3 1 0 5 5

   
−    = =        − −   

 

















−
−
−

=






 −

















−
=

35
25
15

01
12

13
12
31

BC  









−
−−








 −







 −
=

121
431

213
121

01
12

CA  

nhưng AC và CB không xác định. 
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2.14. Tính chất. Với A∈Mm×n(K), B, B1, B2∈Mn×p(K), C∈ Mp×q(K), D1, D2 ∈ Mq×n(K) ta có  

(i) ImA = A và AIn = A. Đặc biệt, với A ∈ Mn(K), ta có  

InA = AIn = A. 

(ii) 0p×mA = 0p×n và A0n×q = 0m×q. Đặc biệt, với A ∈ Mn(K), ta có  

0n×nA = A0n×n = 0n×n. 

(iii) (AB)T = BTAT. 

(iv) Phép nhân ma trận có tính kết hợp, nghĩa là  

(AB)C = A(BC). 

(v) Phép nhân ma trận có tính phân phối đối với phép cộng, nghĩa là  

A(B1 + B2) = AB1 + AB2, 

(D1 + D2)A = D1A + D2A. 

Chứng minh. Ta chứng minh các tính chất (i), (iii) và (iv). Việc chứng minh các tính chất 
còn lại dành cho độc giả. 

(i) Với A ∈ Mm×n (K), các ma trận ImA và AIn đều có cùng loại với A. Hơn nữa, với mọi 1 ≤ i 
≤ m, 1 ≤ j ≤ n, ta có  

1 1

1 1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ,

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] .

m m

m ij m ik kj ik kj ij
k k
n n

n ij ik n kj ik kj ij
k k

I A I A A A

AI A I A A

δ

δ

= =

= =

= = =

= = =

∑ ∑

∑ ∑
 

Suy ra ImA = A = AIn. 

(iii) Với A ∈ Mm×n (K); B ∈ Mn×p (K), ta có:  

- AB loại m×p nên (AB)T loại p×m. 

- BT loại p×n, AT loại n×m nên BTAT loại p×m. 

Vậy hai ma trận (AB)T và BTAT có cùng loại. Với mọi 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ m, ta có: 
n n n

T T T T T T T
i j j i jk ki kj ik ik kj i j

k 1 k 1 k 1
[(AB) ] [AB] [A] [B] [A ] [B ] [B ] [A ] [B A ]

= = =
= = = = =∑ ∑ ∑  

Suy ra (AB)T= BTAT. 

(iv) Với A ∈ Mm×n (K); B ∈ Mn×p (K); C ∈ Mp×q (K), ta có:  

- AB loại m×p nên (AB)C loại m×q. 

- BC loại n×q nên A(BC) loại m×q. 

Vậy hai ma trận (AB)C và A(BC) có cùng loại. Với mọi 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ q, ta có: 
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p p pn n

i j ik kj i l lk kj i l lk kj
k 1 k 1 l 1 l 1 k 1
n

i l l j i j
l 1

[(AB)C] [AB] [C] ( [A] [B] )[C] [A] ( [B] [C] )

           [A ] [BC] [A(BC)]

= = = = =

=

= = =

= =

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑
 

Suy ra (AB)C = A(BC). 

2.15. Chú ý. 1) Phép nhân ma trận không có tính giao hoán, nghĩa là thông thường ta có  
AB ≠ BA (xem Ví dụ 2.13). 

2) Nhiều tính chất quen thuộc của phép nhân giữa các số thực không còn đúng đối với 
phép nhân ma trận, chẳng hạn: 

Với 
0 1 0 1 0 0

A ; B ; C 0
0 0 0 0 0 0
     

= = = =     
     

, ta có A2 = 0; AB = 0; AB = AC, nhưng A, B 

đều khác 0 và B ≠ C. 

2.16. Định nghĩa (luỹ thừa của ma trận vuông). Với A∈Mm×n(K) và k là số nguyên không 
âm, ta đặt 



nI          neu  k = 0
...     neu  k > 0

k

k

A A A
= 


 

 

Vì phép nhân ma trận không giao hoán nên nói chung đối với ma trận ta không có các 
hằng đẳng thức tương tự như các hằng đẳng thức về số. Tuy nhiên ta dễ dàng chứng minh 
được kết quả sau: 

2.17. Tính chất. Với A, B là các ma trận vuông cùng cấp thoả AB = BA thì với k nguyên 
dương ta có 

1
1

0

0

( ) ,

( ) .

k
k k k r r

r
k

k r k r r
k

r

A B A B A B

A B C A B

−
− −

=

−

=

− = −

+ =

∑

∑
 

 

3. PHÉP BIẾN ĐỔI SƠ CẤP – HẠNG CỦA MA TRẬN 

3.1. Định nghĩa. Cho A = (aij)m×n. Ta gọi phép biến đổi sơ cấp trên dòng (t.ư. phép biến đổi 
sơ cấp trên cột), viết tắt là BĐSCTD (t.ư BĐSCTC) trên A, là một trong ba loại biến đổi sau: 

1) Loại 1:  Đổi hai dòng (t.ư cột) cho nhau.     

Ký hiệu : di ↔ dk  (t.ư. ci ↔ ck) chỉ phép đổi hai dòng (t.ư. cột) i và k cho nhau. 

2) Loại 2:  Nhân một dòng cho một số khác 0.  

Ký hiệu:  di := αdi  (t.ư. ci := αci ) chỉ phép nhân dòng (t.ư cột) thứ i cho số α ≠ 0. 
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3) Loại 3:  Cộng vào một dòng (t.ư. cột) một bội của dòng (t.ư cột) khác. 

Ký hiệu:  di := di + βdk (t.ư. ci := ci + βck) chỉ phép cộng vào dòng (t.ư cột) thứ i bội β 
(β ∈ C) lần của dòng (t.ư cột) k  ≠ i. 

Với ϕ là một phép biến đổi sơ cấp, ký hiệu ϕ(A) chỉ ma trận có từ A qua ϕ. 

3.2. Định nghĩa. Cho A và B là hai ma trận cùng loại. Ta nói A tương đương dòng với B, ký 
hiệu A ~ B, nếu B có được từ A qua hữu hạn phép biến đổi sơ cấp trên dòng nào đó. Vậy  

A ~ B ⇔ Tồn tại các phép BĐSCTD ϕ1,..., ϕk sao cho: 

1 k
1 kA A ... A Bϕ ϕ→ → → = . 

3.3. Nhận xét. Quan hệ tương đương dòng là một quan hệ tương đương, nghĩa là các tính 
chất sau được nghiệm đúng: 

(i)   A ~ A. 

(ii)  A ~ B ⇒ B ~ A. 

(iii) A ~ B và B ~ C ⇒ A ~ C. 

 Tính chất (i) và (iii) là hiển nhiên. Tính chất (ii) được suy từ nhận xét nếu  A′ có từ A qua 
một phép BĐSCTD thì từ A′ ta tìm lại được A qua phép BĐSCTD cùng loại. Thật vậy, 

 

i k i k

i i
i i

i i k i i k

d d d d

1d : dd : d

d : d d d : d d

A A       A A

A A       A A

A A    A A

α α

β β

↔ ↔

==

= + = −

′ ′→ ⇒ →

′ ′→ ⇒ →

′ ′→ ⇒ →
 

 

3.4. Định nghĩa (Ma trận dạng bậc thang và ma trận dạng bậc thang rút gọn). Cho A = 
(aij) là một ma trận loại m×n trên K. Ta nói: 

(i) A có dạng bậc thang nếu A có dạng sau: 

 
trong đó k1 < k2 <...< kr và  

1 2 r1k 2k rka ,a , ..., a 0≠ , nghĩa là A thỏa hai tính chất sau: 

1)  Các dòng khác 0 luôn luôn ở trên các dòng bằng 0 của A. 



 8 

2)  Trên hai dòng khác 0 của A, hệ số khác 0 đầu tiên của dòng dưới bao giờ cũng ở bên 
phải cột chứa hệ số khác 0 đầu tiên của dòng trên. 

(ii) A có dạng bậc thang rút gọn (hay có dạng rút gọn theo dòng từng bậc) nếu tính chất 
sau được thỏa: 

1)  A có dạng bậc thang. 

2) Các hệ số khác 0 đầu tiên trên các dòng khác 0 của A đều bằng 1. 

3) Trên các cột có chứa các số 1 là các hệ số khác không đầu tiên trên các dòng khác 0, tất 
cả các hệ số khác đều bằng 0, nghĩa là  A có dạng như trong (i) và 

1 2 r1k 2k rka a ... a 1= = = = , 
hơn nữa, ngoại trừ các hệ số 1 này, trên các cột k1, k2,.., kr tất cả các  hệ số còn lại đều bằng 0. 

3.5. Ví dụ. Xét các ma trận: 

1 2 5 4 2
0 0 3 1 7

A
0 0 0 0 4
0 0 0 0

 
 
 =
 
 
 

  

2 3 2 1
0 0 4 2
0 1 0 3
0 0 0 0

B

 
 
 =
 
 
 

 

1 0 10 0 0
0 1 3 0 0

C
0 0 0 1 2
0 0 0 0 0

 
 
 =
 
 
 

  



















=

00000
00100
00010
72031

D  

Ta thấy: 
•   A  có dạng bậc thang nhưng B không có dạng bậc thang. 
•   C có dạng bậc thang rút gọn nhưng D không có dạng bậc thang rút gọn (D chỉ có dạng 

bậc thang). 
3.6. Thuật toán tìm ma trận  dạng bậc thang và ma trận bậc thang rút gọn của ma trận A 

= (aij)m×n 
Qua các bước sau, ma trận A sẽ được biến đổi thành ma trận dạng bậc thang tương 

đương dòng với ma trận A:    

Bước 1: i:=1, j:=1. 

Bước 2: Nếu  i> m hoặc j > n thì kết thúc. 

Bước 3: Nếu  aij = 0 thì sang Bước  4. Nếu aij ≠ 0 thì thực hiện các phép BĐSCTD sau: 

: ,      .kj
k k i

ij

a
d d d k i

a
= − >  

Sau đó i := i+1, j := j+1 và quay về Bước 2. 

Bước 4: Nếu  akj = 0 với mọi k > i  thì  j := j + 1 và quay về Bước 2. Nếu  akj ≠ 0 với một k > i 
nào đó thì chọn một k như vậy và thực hiện  phép BĐSCTD:  di ↔ dk  và quay về Bước 3. 

Chứng minh. Ta chứng minh bằng qui nạp theo số dòng m của ma trận A. 

Với m = 1, khẳng định trên là đúng vì A đã có dạng bậc thang.  
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Giả sử khẳng định trên đúng với mọi ma trận loại m×n có số dòng m ≤ p. Xét A là ma trận 
loại m×n có số dòng m =  p + 1. 

Gọi j la cột khác 0 đầu tiên của A. Khi đó, bằng một phép BĐSCTD loại 1 (nếu cần) ở Bước 
4 ta có thể giả sử a1j ≠ 0. Tiếp theo, thông qua các phép BĐSCTD trong Bước 3, ta đưa A về ma 
trận B có cột khác 0 đầu tiên là cột j và b1j ≠ 0 còn bij = 0 với mọi i > 1. Bây giờ gọi A′ là ma trận 
loại (m – 1)×(n – 1)  có từ B bằng cách xoá dòng 1 cột j. Ma trận A′ có số dòng là m – 1 = p nên 
theo giả thiết qui nạp, qua các bước trên, ma trận A′ biến thành ma trận dạng bậc thang. Kết 
hợp với các thao tác đã thực hiện ta thấy qua các bước trên, ma trận A cũng biến thành ma 
trận dạng bậc thang.  

Chú ý. Để đưa ma trận A về dạng bậc thang rút gọn, ở Bước 3 ta cần thực hiện các phép 
biến đổi sau: 

: ,  1 ,  

1:

kj
k k i

ij

i i
ij

a
d d d k n k i

a

d d
a

= − ≤ ≤ ≠

=
 

3.7. Định lý. Cho A là một ma trận loại m×n trên K. Khi đó tồn tại duy nhất một ma trận 
bậc thang rút gọn RA sao cho A ~ R. Ta gọi R là ma trận dạng bậc thang rút gọn của A và số 
lượng dòng khác 0 của R là hạng của ma trận A, ký hiệu r(A) hay rank(A). 

Chứng minh. Sự tồn tại của ma trận bậc thang rút gọn RA tương đương dòng với A được 
khẳng định qua Thuật toán 3.6. Tính duy nhất của RA sẽ được chỉ ra trong §4 (Định lý 4.15).  

3.8. Nhận xét. 1)  Nếu A = (aij) là ma trận loại m×n thì r(A) ≤ min{m, n}. 
2) Hạng của ma trận A cũng bằng số lượng dòng khác 0 của bất kỳ ma trận dạng bậc thang 

nào tương đương dòng với A (không nhất thiết rút gọn). 
 
3.9. Ví dụ. Tìm một ma trận dạng bậc thang R tương đương dòng với ma trận: 

1 7 1 3 0
1 7 1 2 2

A
2 14 2 7 0
6 42 3 13 3

 
 − − − =
 
 

− 

 

Từ đó xác định hạng của A. 

Giải. 

2 2 1

3 3 1

4 4 1

d : d d
d : d 2d
d : d 6d

1 7 1 3 0
0 0 2 5 2

A
0 0 0 1 0
0 0 3 5 3

= −
= −
= −

 
 − − − →
 
 

− − − 

4 4 2
3 1 7 1 3 0d : d d
2 0 0 2 5 2

0 0 0 1 0
0 0 0 5 / 2 0

 = −
 − − − →
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4 4 3
5 1 7 1 3 0d : d d
2 0 0 2 5 2

R
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

 = −
 − − − → =
 
 
 

 

 

Ta có A ∼ R và R có dạng bậc thang với 3 dòng khác 0 nên A có hạng là r(A) = 3. 
3.10. Ví dụ. Tìm ma trận dạng bậc thang rút gọn cùa ma trận: 

1 7 1 3 0
1 7 1 2 2

A
2 14 2 7 0
6 42 3 13 3

 
 − − − =
 
 

− 

 

Giải. 

2 2 1

3 3 1

4 4 1

d : d d
d : d 2d
d : d 6d

1 7 1 3 0
0 0 2 5 2

A
0 0 0 1 0
0 0 3 5 3

= −
= −
= −

 
 − − − →
 
 

− − − 

1 1 2

4 4 2

2 2

1d : d d
2
3d : d d
2

1d : d
2

1 7 0 1 / 2 1
0 0 1 5 / 2 1
0 0 0 1 0
0 0 0 5 / 2 0

= +

= −

=−

− 
 
 →
 
 
 

 

1 1 3

2 2 3

4 4 3

1d : d d
2
5d : d d
2
5d : d d
2

1 7 0 0 1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

= −

= −

= −

− 
 
 →
 
 
 

= R. 

Ta thấy R có dạng bậc thang rút gọn và A ~ R. Suy ra R chímh là ma trận dạng bậc thang rút gọn 
của A. 
 

4. MA TRẬN KHẢ NGHỊCH 

4.1. Định nghĩa. Cho A là một ma trận A vuông cấp n. Ta nói  

(i) A khả nghịch phải (t.ư khả nghịch trái) nếu tồn tại ma trận B vuông cấp n sao cho AB = 
In (t.ư. BA = In).  

(ii) A khả nghịch nếu tồn tại ma trận B vuông cấp n sao cho AB = BA = In.  

4.2. Nhận xét. 1) Nếu A khả nghịch thì ma trận B vuông cấp n thoả AB = BA = In là duy 
nhất và được gọi là ma trận nghịch đảo của A, ký hiệu A–1. 

Thật vậy, giả sử C cũng là ma trận vuông cấp n thoả AC = CA = In. Khi đó C = CIn =  C(AB) = 
(CA)B = InB = B. Điều này chứng tỏ ma trận B trong Định  nghĩa 4.1 (ii) là duy nhất. 

2) A khả nghịch khi và chỉ khi A vừa khả nghịch phải vừa khả nghịch trái. Thật vậy, chiều 
thuận là hiển nhiên. Đảo lại, giả sử A khả nghịch phải và khả nghịch trái, nghĩa là tồn tại các ma 
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trận B, B′ vuông cấp n thoả  AB = In và B′A= In. Khi đó B′ = B′In =  B′(AB) = (B′A)B = InB = B nên AB 
= BA = In, nghĩa là A khả nghịch. 

4.3. Nhận xét. 1) Nếu ma trận A có một dòng hay một cột bằng 0 thì A không khả nghịch. 
Thật vậy, nếu A có dòng thứ  i bằng 0 thì ma trận AB cũng có dòng thứ i bằng 0 nên AB ≠ In. 
Tương tự, nếu A có cột thứ  j bằng 0 thì ma trận BA cũng có cột thứ j bằng 0 nên BA ≠ In.  

2) Ma trận đơn vị I khả nghịch và  I–1 = I. 

3) Nếu ma trận A khả nghịch thì ma trận nghịch đảo A–1 cũng khả nghịch và (A–1)–1 = A. 

4.4. Mệnh đề. (i) Nếu ma trận A khả nghịch và α ∈ K, α ≠ 0 thì ma trận αA cũng khả 
nghịch và  

1 11( A) A− −α =
α

. 

(ii) Nếu ma trận A khả nghịch thì ma trận AT cũng khả nghịch và  

(AT)–1 = (A–1)T . 

(iii) Nếu A, B là hai ma trận khả nghịch có cùng cấp thì ma trận tích AB cũng khả nghịch và:  

(AB)–1 = B–1A–1 . 

Tổng quát hơn, nếu A1,..., Ak là các ma trận khả nghịch có cùng cấp thì ma trận tích  A1...Ak cũng 
khả nghịch và (A1...Ak)–1 = Ak

–1...A1
–1. 

Chứng minh. (i) Ta có  

1 1

1 1

1 1( )( ) ( )( ) 1.

1 1( )( ) ( )( ) 1.

n n

n n

A A AA I I

A A A A I I

− −

− −

 α = α = = α α

 α = α = =
 α α

 

Suy ra 1 11( A) A− −α =
α

. 

(ii) Ta có  

1 1

1 1

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

T T T T
n n

T T T T
n n

A A A A I I

A A AA I I

− −

− −

 = = =


= = =
 

Suy ra (AT)–1 = (A–1)T . 

(iii) Ta có  

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( )( ) ( )

( )( ) ( )
n n

n n

AB B A A BB A AI A AA I

B A AB B A A B B I B B B I

− − − − − −

− − − − − −

 = = = =


= = = =
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Suy ra (AB)–1 = B–1A–1 . Trong truờng hợp tổng quát, ta dễ dàng chứng minh được bằng qui nạp 
theo k  đẳng thức  (A1...Ak)–1 = Ak

–1...A1
–1. 

4.5. Định nghĩa. Một ma trận sơ cấp cấp n là ma trận có được từ ma trận đơn vị In qua 
một phép biến đổi sơ cấp trên dòng. 

4.6. Ví dụ. Các ma trận S1, S2, S3 sau đây là các ma trận sơ cấp: 

1 2

2 2

3 3 1

3 1

: 5
3 2

: 4
3 3

1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1

1 0 0 5 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 4 0 1

d d

d d

d d d

I S

I S

I S

↔

=

= +

   
   = → =   
   
   
   
   = → =   
   
   
   
   = → =   
   
   

 

 

4.7. Bổ đề. Cho A ∈ Mm×n(K) và ϕ là một phép biến đổi sơ cấp trên dòng. Khi đó ϕ(A) = 
ϕ(Im)A. 

Chứng minh. Gọi Eij là ma trận có hệ số ở dòng i, cột j bằng 1 còn tất cả các hệ số khác 
đều bằng 0. Từ định nghĩa của phép nhân ma trận ta suy ra dòng i của EijA bằng dòng j của A 
còn tất cả các dòng khác đều bằng 0. 

1) Trường hợp ϕ thuộc loại 1: di ↔ dk. Khi đó 

ϕ(Im) = Im − Eii − Ekk + Eik + Eki. 

Do đó ϕ(Im)A = (Im − Eii − Ekk+ Eik + Eki)A = A − EiiA  − EkkA + EikA + EkiA. Từ  đây ta suy ra ϕ(Im)A có 
từ A bằng cách hoán đổi hai dòng i và k cho nhau, nghĩa là  ϕ(Im)A = ϕ(A). 

2) Trường hợp ϕ thuộc loại 2: di: = αdi. Khi đó 

ϕ(Im) = Im + (α − 1) Eii. 

Do đó ϕ(Im)A = A + (α − 1) EiiA. Từ đây ta suy ra  ϕ(Im)A có từ A bằng cách nhân dòng i cho α, 
nghĩa là  ϕ(Im)A = ϕ(A). 

3) Trường hợp ϕ thuộc loại 3: di: = di + βdk. Khi đó 

ϕ(Im) = Im + βEik. 

Do đó ϕ(Im)A = A + βEikA. Từ đây ta suy ra  ϕ(Im)A có từ A bằng cách thay dòng i bằng (dòng i) + 
β(dòng k), nghĩa là  ϕ(Im)A = ϕ(A). 

Đẳng thức  ϕ(A) = ϕ(Im)A đã được chứng minh cho mọi phép BĐSCTD ϕ.  

4.8. Nhận xét. 1) Với A ∈ Mm×n(C), Aϕ(In) là ma trận có từ A qua các phép biến đổi sơ cấp 
trên cột. Cụ thể như sau: 

- Nếu ϕ = “di↔ dk” thì Aϕ(In) là ma trận có được từ A qua phép biến đổi “ci↔ ck”. 
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- Nếu ϕ = “di: = αdi” thì Aϕ(In) là ma trận có được từ A qua phép biến đổi “ci: = αci”. 

- Nếu ϕ = “di : = di + βdk” thì Aϕ(In) là ma trận có được từ A qua phép biến đổi “ck : = ck + 
βci”. 

2) Từ các kết quả trên ta suy ra khi thực hiện một phép biến đổi sơ cấp trên dòng đối với 
một ma trận tức là ta nhân bên trái của ma trận đó cho một ma trận sơ cấp. Tương tự, khi thực 
hiện một phép biến đổi sơ cấp trên cột đối với một ma trận tức là ta nhân bên phải của ma 
trận đó cho một ma trận sơ cấp.  

 

4.9. Hệ quả. Hai ma trận A, B ∈ Mm×n(K) tương đương dòng khi và chỉ khi tồn tại các ma 
trận sơ cấp S1,..., Sk sao B = S1...SkA. 

4.10. Mệnh đề. Mọi ma trận sơ cấp đều khả nghịch và có ma trận nghịch đảo cũng là một 
ma trận sơ cấp.  

Chứng minh. Giả sử ϕ là một phép BĐSCTD. Đặt Jm = ϕ(Im). Khi đó tồn tại một phép 
BĐSCTD ψ cùng loại với ϕ biến Jm thành Im = ψ(Jm). Theo Bổ đề 4.7 ta có  

Im = ψ(Jm) =  ψ(Im)Jm = ψ(Im)ϕ(Im). 

Do đó ϕ(Im) khả nghịch trái và ψ(Im) khả nghịch phải. Áp dụng kết quả này cho   phép BĐSCTD ψ 
ta suy ra ψ(Im) khả nghịch trái và ϕ(Im) khả nghịch phải. Từ đó ta có ϕ(Im) khả nghịch. 

4.11. Định lý. Cho A là một ma trận vuông cấp n. Các khẳng định sau tương đương: 

(i) A khả nghịch phải. 

(ii) A khả nghịch trái. 

(iii) A khả nghịch. 

(iv) A có hạng r(A) = n. 

(v) A ~ In. 

(vi) A là tích của một số hữu hạn các ma trận sơ cấp. 

(vii) Tồn tại các phép BĐSCTD ϕ1, ..., ϕk biến ma trận A thành ma trận đơn vị In.  

Hơn nữa, khi đó cũng qua chính các phép BĐSCTD ϕ1, ..., ϕk , ma trận đơn vị In sẽ biến 
thành ma trận nghịch đảo A–1, nghĩa là:  

Nếu  1 k
1 k nA A ... A Iϕ ϕ→ → → =   

thì    1 k 1
n 1 kI B ... B Aϕ ϕ −→ → → = . 

Chứng minh. (i) ⇒ (iv) Gọi RA là ma trận dạng bậc thang rút gọn của A.  Theo Hệ quả 4.3, 
tồn tại các ma trận sơ cấp S1,..., Sk sao RA = S1...SkA. Vì A khả nghịch phải còn các ma trận sơ cấp  
đều khả nghịch theo Mệnh đề 4.6 nên RA khả nghịch phải. Suy ra RA không có dòng 0, nghĩa là 
RA có n dòng khác 0. Suy ra R(A) = n. 

(iv) ⇒ (v) Vì r(A)  = n nên  ma trận dạng bậc thang rút gọn RA của A không có dòng 0. Chú 
ý rằng một ma trận vuông, dạng bậc thang rút gọn, không có dòng 0, phải là ma trận đơn vị. Do 
đó  RA = In,  nghĩa là A ~ In. 
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(v) ⇒ (vi). Từ giả thiết và từ Nhận xét 4.8 ta suy ra tồn tại các ma trận sơ cấp S1,..., Sk sao In = RA  
= S1...SkA. Từ đây, theo Mệnh đề 4.10 A = Sk

–1... S1
–1 là  tích các ma trận sơ cấp. 

(vi) ⇒ (vii) Giả sử A = S1...Sk là tích các ma trận sơ cấp. Khi đó In = Sk
–1... S1

–1A. Theo  Mệnh đề 
4.10  S1

–1,..., Sk
–1 cũng là các ma trận sơ cấp nên tồn tại các phép BĐSCTD ϕ1, ..., ϕk sao cho  S1

–

1= ϕ1(In),..., Sk
–1 = ϕk(In). Khi đó qua ϕ1, ..., ϕk ma trận A biến thành  

ϕk(In)...ϕ1(In)A = Sk
–1... S1

–1A = In 

và qua ϕ1, ..., ϕk ma trận In biến thành  

ϕk(In)...ϕ1(In)In = Sk
–1... S1

–1In = Sk
–1... S1

–1 = A–1. 

(vii) ⇒ (iii). Giả sử tồn tại các phép BĐSCTD ϕ1, ..., ϕk biến ma trận A thành ma trận đơn vị In. 
Khi đó từ Nhận xét 4.8 ta suy ra A là tích các ma trận sơ cấp nên theo Mệnh đề 4.10 và Mệnh 
đề 4.4 A khả nghịch.  

(iii) ⇒ (i) Hiển nhiên. 

Cuối cùng ta chứng minh (ii) ⇔ (iii): 

(iii) ⇒ (ii). Hiển nhiên. 

(ii) ⇒ (iii). Giả sử A khả nghịch trái. Khi đó tồn tại ma trận B vuông cấp n sao cho BA = In. Vậy B 
khả nghịch phải nên theo chứng minh trên B khả nghịch. Suy ra  A = B–1 cũng khả nghịch. 

4.12. Chú ý. Trong thực hành, để xét tính khả nghịch của ma trận A vuông cấp n và tìm 
A−1 (nếu có), ta tiến hành như sau: Xếp In bên phải ma trận A: (AIn) và dùng các phép BĐSCTD 
để biến đổi ma trận này theo hướng đưa A về dạng bậc thang rút gọn R: 

p1
n 1 1 p p(A I ) (A B ) ... (A B ) ....ϕϕ→ → → →  

Trong quá trình biến đổi có thể xảy ra hai trường hợp: 

• Trường hợp 1: Tồn tại  p sao cho trong dãy biến đổi trên, ma trận Ap có ít nhất một 
dòng hay một cột bằng 0. Khi đó A không khả nghịch. 

• Trường hợp 2: Mọi ma trận  Ai trong dãy biến đổi trên đều không có dòng hay cột 
bằng 0. Khi đó ma trận cuối cùng của dãy trên có dạng (InB). Ta có A khả nghịch và A–1 = B. 

4.13. Xét tính khả nghịch của A và tìm A–1 (nếu có) 

a) A = 



















191484
12873
7452
4321

 b) A = 

1 2 3 4
2 1 1 0
3 0 2 1
4 1 0 3

 
 
 
 
 

− − 
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Giải. a) ( )4

1 2 3 4 1 0 0 0
2 5 4 7 0 1 0 0

A I
3 7 8 12 0 0 1 0
4 8 14 19 0 0 0 1

 
 
 =
 
  
 





















−
−
−

−
−−

−=
 →
−=
−=

1004
0103
0012
0001

3200
0110
1210

4321

d4d:d

d3d:d
d2d:d

144

133

122

 





















−
−−

−
−

−−

−=
 →

−=

1004
0111
0012
0025

3200
1100
1210

6701

dd:d

d2d:d

233

211





















−−
−−
−−

−−

−=
 →
+=
−=

1222
0111
0214
07512

1000
1100
1010
1001

d2d:d

d2d:d
d7d:d

344

322

311

 





















−−
−−
−−−

−

−=
 →
−=
+=

1222
1331
1432

19710

1000
0100
0010
0001

dd:d

dd:d
dd:d

433

422

411

= (I4B) 

Vì  (AI4) ∼ (I4B) nên A khả nghịch và ma trận nghịch đảo của A là: 

1

10 7 9 1
2 3 4 1

A B
1 3 3 1
2 2 2 1

−

− 
 − − − = =
 − −
 
− − 

 

b) ( )




















−−

=

1000
0100
0010
0001

3014
1203
0112
4321

IA





















−
−
−

−−−
−−−
−−−

−=
 →
−=
−=

1004
0103
0012
0001

191290
11760
8530

4321

d4d:d

d3d:d
d2d:d

144

133

122

 

3 3 2

4 4 2

d : d 2d
d : d 3d

1 2 3 4 1 0 0 0
0 3 5 8 2 1 0 0
0 0 3 5 1 2 1 0
0 0 3 5 2 3 0 1

= −
= −

 
 − − − − → −
  − 

 4 4 3d : d d

1 2 3 4 1 0 0 0
0 3 5 8 2 1 0 0
0 0 3 5 1 2 1 0
0 0 0 0 1 1 1 1

= −

 
 − − − − → −
  − − 

 = (R1B1) 

Vậy A ~ R1 và R1 có một dòng bằng 0 nên A cũng không khả nghịch. 
 

4.14. Hệ quả. Hai ma trận A, B ∈ Mm×n(K) tương đương dòng khi và chỉ khi tồn tại ma trận 
P vuông cấp n, khả nghịch sao B = PA.  

Chứng minh. Suy từ Định lý 4.11 và Hệ quả 4.9. 

4.15. Định lý. Ma trận dạng bậc thang rút gọn của một ma trận là duy nhất.  

Chứng minh. Giả sử R và S là hai ma trận dạng bậc thang rút gọn tương đương dòng với 
ma trận A. Khi đó R ∼ S nên tồn tại ma trận P khả nghịch sao cho R = PS. Gọi R(j) và S(j) lần lượt là 
các cột thứ j của R và S, ta có R(j) = P.S(j). Ta chứng minh R = S bằng qui nạp theo số cột n. 

Với n = 1, hiển nhiên R = S. 
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Xét n > 1. Vì R, S đều có dạng bậc thang rút gọn và R(1) = P.S(1) nên R(1) = S(1). Gọi R′ và S′ 
lần lượt là các ma trận có được từ R và S bằng cách bỏ đi cột 1.   

Nếu R(1) = S(1) = 0 thì R′ và S′ là các ma trận dạng bậc thang rút gọn tương đương dòng nên 
theo giả thiết qui nạp R′ = S′, suy ra R = S.  

Xét R(1) = S(1) ≠ 0. Khi đó  

(1) (1)

1
0

R S

0

 
 
 = =
 
 
 



 

nên từ đẳng thức R(1) = P.S(1) ta suy ra 

(1)

1
0

P

0

 
 
 =
 
 
 



. 

Gọi P1, R1 và S1 lần lượt là các ma trận có được từ P, R và S bằng cách bỏ đi dòng 1 và cột 1. Ta 
có P1 khả nghịch, R1 và S1 có dạng bậc thang rút gọn, hơn nữa R1 = P1S1 nên R1 = S1 (theo giả 
thiết qui nạp). Với j > 1 nếu cột S(j) có dạng  

0

1

0

 
 
 
 
 
 
 
 





     (*) 

(trong đó 1 là hệ số khác 0 đầu tiên trên một dòng nào đó) thì cột R(j) cũng có dạng (*) và do đó 
R(j) = S(j) vì khi bỏ hệ số đầu tiên thì chúng trở thành các cột tương ứng của R1 và  S1. Trong 
trường hợp tổng quát, từ định nghĩa của ma trận dạng bậc thang rút gọn S, ta có thể biểu diễn 
S(j) dưới dạng   

1 k( j ) ( j )( j)
1 kS S ... Sβ β= + + , 

trong đó các cột r( j )S  đều có dạng (*), do đó theo chứng minh trên  ta có 
1 1 k k( j ) ( j ) ( j ) ( j )R S ,..., R S= = . Suy ra 

1 1

1 1

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1 1

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

( ... ) ( ... )

    ... ...

k k

k k

j jj jj j
k k

j jj j j
k k

R PS P S S P R R

PR PR S S S

β β β β

β β β β

= = + + = + +

= + + = + + =
 

Vậy  R(j) = S(j) với mọi j và do đó R = S.  

4.16. Định lý. (i) Với A là ma trận bất kỳ, r(AT) = r(A). 
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(ii) Với A ∈ Mm×n (K); B ∈ Mn×p (K), r(AB) ≤ min{r(A), r(B)}. 

(iii) Với A ∈ Mm×n (K) và các ma trận khả nghịch P ∈ Mm(K), Q ∈ Mn(K), r(PAQ) = r(A). 

(iv) Ma trận A có hạng bằng r khi và chỉ khi tồn tại các ma trận P, Q khả nghịch sao cho ma 
trận PAQ có dạng:  

rI 0 ... 0
0 0 ... 0

0 0 ... 0

 
 
 
 
 
 

   

  (*) 

Chứng minh. (iii)  Vì AQ và PAQ tương đương dòng nên có cùng hạng. Ta chỉ cần chứng 
minh A và AQ có cùng hạng. Gọi RA là ma trận dạng bậc thang rút gọn của A. Khi đó tồn tại ma 
trận P1 khả nghịch sao cho P1A = RA, do đó ma trận P1AQ = RAQ có số lượng dòng khác 0 không 
vượt quá số lượng dòng khác 0 của RA. Suy ra r(AQ) ≤ r(A). Mặt khác A = (AQ)Q–1 nên chứng 
minh trên cũng cho ta r(A) ≤ r(AQ). 

(iv) Chiều đảo được suy từ (iii) vì ma trận dạng (*) có hạng bằng r. Ta chứng minh chiều 
thuận. Giả sử A có hạng bằng r. Gọi RA là ma trận dạng bậc thang rút gọn của A. Khi đó RA có r 
dòng khác 0 và tồn tại ma trận P khả nghịch sao cho PA = RA. Từ đây ta dùng một số phép 
BĐSCTC để biến RA thành ma trận có dạng (*), nói cách khác tồn tại ma trận Q khả nghịch sao 
cho RAQ có dạng (*), nghĩa là PAQ có dạng (*). 

(i) Đặt r = r(A). Theo (iv) tồn tại các ma trận khả nghịch P, Q sao cho  PAQ D với D như 
trong (*). Khi đó ma trận D = DT = (PAQ)T = (QT )AT(PT) nên do tính khả nghịch của các ma trận PT 
và QT, lại theo (iv), ma trận AT có hạng bằng r. 

(ii) Lý luận trong chứng minh (iii) cho ta  r(AB) ≤ r(A). Hơn nữa, theo (i), ta có  r(AB) = 
r((AB)T) = r(BTAT) ≤  r(BT) =  r(B). 

 

5. PHƯƠNG TRÌNH MA TRẬN 

5.1. Định lý. Cho các ma trận A ∈ Mn (K) khả nghịch và B ∈ Mn×p (K), C ∈ Mm×n (K). Xét các 
phương trình ma trận AX = B và YA = C. Khi đó – 

(i)  AX = B ⇔ X = A−1B. 

(ii)  YA = C ⇔ Y = CA−1. 

Chứng minh. 

(i) 1 1 1 1 1 1( ) ( ) nAX B A AX A B A A X A B I X A B X A B− − − − − −= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = . 

(ii) 1 1 1 1 1 1( ) ( ) nYA C YA A CA Y AA CA YI CA Y CA− − − − − −= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = . 

5.2. Chú ý. Trong định lý trên, nếu ma trận B có số dòng khác n thì hiển nhiên phương 
trình AX = B vô nghiệm. Tương tự, nếu ma trận C có số cột khác n thì phương trình YA = C vô 
nghiệm. 
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5.3. Ví dụ. Cho hai ma trận: 

A = 



















−−
−−
−−−
−

3134
5123
3212
2321

; 



















−
−

−

=

1000
1100

0110
0011

B  

a) Chứng tỏ A khả nghịch và tìm A–1. 

b) Tìm ma trận X thỏa AXA = AB. 

c) Tìm ma trận X thỏa A2XA2 = ABA2. 

Giải. a) Tương tự như trong Ví dụ 4.13 ta tìm được 

A–1 = 



















−−
−−
−−
−−

18315029
1232
2353

29508147

 

b) AXA = AB ⇔ XA = B  ⇔ X = BA–1= 



















−−
−−

−−
−−

18315929
17294727

1121
27477644

. 

c) A2XA2 = ABA2  ⇔ AX = B ⇔  X = A–1B = 



















−
−
−
−

13812129
1512
1823
211313447

. 

5.4. Hệ quả. Cho các ma trận A ∈ Mn (K) khả nghịch và B ∈ Mn×p (K), C ∈ Mm×n (K). Khi đó  

(i) Nếu AB = 0 thì B = 0. 

(ii) Nếu CA = 0 thì C = 0. 

Chứng minh. (i) Nếu AB = 0 thì B là nghiệm của phương trình ma trận AX = 0. Theo Định lý 
5.1 phương trình trên chỉ có nghiệm X = 0 nên B = 0.   

(ii) Nếu CA = 0 thì C là nghiệm của phương trình ma trận YA = 0. Theo Định lý 5.1 phương 
trình trên chỉ có nghiệm Y = 0 nên C = 0.  

 

6. KHÁI NIỆM VỀ HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH  

6.1. Định nghĩa. 1) Một hệ phương trình tuyến tính trên K gồm m phương trình, n ẩn số là 
một hệ có dạng: 
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11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...
...

....................................................
...

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =
 + + + =


 + + + =

 (1) 

trong đó  

• aij, bi ∈ K : Các ẩn số; 

• x1, x2,..., xn : Các ẩn số nhận giá trị trong K. 

• Mỗi bộ số  (x1 , x2 ,..., xn) = (α1 , α2 ,..., αn) ∈ Kn thỏa  tất cả các phương trình trong (1) 
được gọi là một nghiệm của (1). Khi hệ có nghiệm ta còn nói hệ đó tương thích. 

2) Ma trận 

A = (aij)m×n = 

11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

a a ... a
a a ... a
...........................
a a ... a

 
 
 
 
 
 

 

được gọi là ma trận hệ số ở vế trái của hệ (1). 

Ma trận 

B = 

1

2

m

b
b
...
b

 
 
 
 
 
 

 

được gọi là ma trận hệ số ở vế phải của hệ (1). 

Ma trận  

(AB) = 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

...
...

.............................
...

n

n

mm m mn

a a a b
a a a b

ba a a

 
 
 
 
  
 

 

được gọi là ma trận bổ sung (hay ma trận mở rộng) của hệ (1).  

Khi đó, hệ (1) được viết dưới dạng ma trận như sau: 

AX = B    (2) 

trong đó  
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1

2

n

x
x

X
...
x

 
 
 =
 
 
 

: Ma trận cột các ẩn số 

6.2. Định nghĩa. Với các ký hiệu trong Định nghĩa 6.1, ta nói 

1) Hệ (1) và (2) là hệ phương trình tuyến tính thuần nhất nếu B = 0, nghĩa là b1 = b2 = ... = 
bn = 0.  

 2) Hệ (1) và (2) là hệ phương trình tuyến tính không thuần nhất nếu B ≠ 0 , nghĩa là tồn 
tại  1 ≤ j ≤ m sao cho bj ≠ 0. 

6.3. Nhận xét. Một hệ phương trình tuyến tính thuần nhất bất kỳ luôn luôn có nghiệm vì 
nó nhận (0,0,...,0) làm một nghiệm, gọi là nghiệm tầm thường. Điều này không đúng đối với 
các hệ không thuần nhất. 

 

7. PHƯƠNG PHÁP GAUSS GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH 

Trong phần này ta sẽ đề cập đến phương pháp Gauss để giải hệ phương trình tuyến tính: 

AX = B     

trong đó A = (aij)m×n; B = 

1

2

m

b
b
...
b

 
 
 
 
 
 

; 

1

2

n

x
x

X
...
x

 
 
 =
 
 
 

.  

7.1. Nhận xét. Ta đã biết khi giải một hệ phương trình tuyến tính, các phép biến đổi sau 
đây cho ta các hệ tương đương: 

1) Hóan đổi hai phương trình cho nhau. 

2) Nhân hai vế của một phương trình cho một số khác 0. 

3) Cộng vào  một phương trình một bội của phương trình khác. 

Tương ứng với các phép biến đổi trên là các phép BĐSCTD đối với ma trận bổ sung. Nhận 
xét trên tương ứng với kết quả sau: 

7.2. Định lý. (i) Nếu A ~ R thì AX = 0 ⇔  RX = 0. 

(ii) Nếu (AB) ~ (RB′) thì AX = B ⇔  RX = B′. 

Chứng minh. (i) Nếu A ~ R thì theo Hệ quả 4.14 tồn tại ma trận P vuông cấp m khả nghịch 
sao cho  A = PR. Khi đó 

AX = 0 ⇔  PRX = 0 ⇔  RX = 0. 

(ii) Nếu  (AB) ~ (RB′)  thì theo Hệ quả 4.14 tồn tại ma trận P vuông cấp m khả nghịch 
sao cho (AB) = P(RB′), nghĩa là  A = PR và  B = PB′. Khi đó 

AX = B ⇔  PRX = PB′ ⇔  RX = B′. 
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Nhận xét rằng nếu ma trận A có dạng bậc thang thì việc giải hệ phương trình tuyến tính 
AX = B rất đơn giản vì khi đó ta chỉ cần lần lượt tính các ẩn dựa vào các phương trình từ phía 
dưới lên. Từ nhận xét này và từ Định lý 7.2 ta tìm được phương pháp Gauss để giải các hệ 
phương trình tuyến tính như sau: 

7.3. Phương pháp Gauss 

Bước 1: Viết ma trận bổ sung (AB) của hệ (sau khi viết các ẩn theo một thứ tự nào đó). 

Bước 2: Dùng các phép BĐSCTD biến đổi ma trận (AB) cho đến khi A biến thành ma trận 
dạng bậc thang R, nghĩa là  

(AB) →  ...  → (RB′),  

trong đó R có dạng bậc thang. 

Bước 3: Viết lại hệ phương trình tuyến tính RX = B′ ứng với ma trận bổ sung (RB′), sau 
đó giải hệ này bằng cách lần lượt tính các ẩn dựa vào các phương trình từ phía dưới lên. 
Nghiệm của hệ này chính là nghiệm của hệ đã cho. 

7.4. Phương pháp Gauss–Jordan. Tương tự như phương pháp Gauss nhưng ở Bước 2 ta 
biến đổi ma trận (AB) cho đến khi A biến thành ma trận dạng bậc thang rút gọn (khi đó việc 
tính các ẩn ở Bước 3 sẽ đơn giản hơn rất nhiều). 

7.5. Nhận xét. Đối với hệ phương trình tuyến tính thuần nhất AX = 0, theo Định lý 7.2, ở 
Bước 2 ta chỉ cần biến đổi ma trận A thay vì (A0). 

Định lý sau đây mô tả tập nghiệm của một hệ hệ phương trình tuyến tính tổng quát.  

7.6. Định lý (Kronecker – Capelli). Xét hệ  phương trình tuyến tính AX = B gồm m phương 
trình, n ẩn số. Đặt r1 = r(A) và r2 = r(A|B). Khi đó  

(i) Nếu r1 < r2 thì hệ AX = B vô nghiệm. 

(ii) Nếu r1 = r2 = n thì hệ AX = B có duy nhất một nghiệm. 

(iii) Nếu r1 = r2 < n thì AX = B có vô số nghiệm với bậc tự do là n–r1, nghĩa là có n–r1 ẩn có 
thể nhận bất cứ các giá trị nào cho trước trong K, gọi là n–r1 ẩn tự do, và r1 ẩn còn lại được tính 
qua các ẩn tự do trên. 

7.7. Nhận xét. 1) Vì ma trận bổ sung (A|B) có từ A bằng cách ghép thêm cột B nên r1 ≤  r2  
≤ 1+ r1. Do đó điều kiện  r1 < r2  tương đương với  r2 = 1+ r1. 

2) Có nhiều cách chọn ẩn tự do, nhưng thông thường, ta chọn các ẩn tự do là các ẩn 
không đứng đầu trong các phương trình của hệ rút gọn RX = B' sau cùng (vì khi đó ta có thể dễ 
dàng tìm được các ẩn còn lại bằng cách chuyển các ẩn tự do sang vế phải). 

3) Đối với hệ  phương trình tuyến tính thuần nhất AX = 0, trường hợp (i) không xảy ra vì 
khi đó ma trận A và ma trận bổ sung (A|0) luôn có cùng hạng. 

Chứng minh. Gọi (RB′) là ma trận dạng bậc thang của (AB). Khi đó (AB) ~ (RB′) nên 
theo Định lý 7.2 hệ đã cho tương đương với hệ RX = B′. Theo cách đặt ta thấy R có r1 dòng khác 
0 còn (RB′) có r2 dòng khác 0. 

(i) Nếu r1 < r2 thì trong hệ RX = B′ phương trình thứ r2 có dạng  
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2 21 n r r0x ... 0x b   (b 0)′ ′+ + = ≠  

nên hệ vô nghiệm. 

(ii) Giả sử r1 = r2 = n. Khi đó các dòng k của ma trận (RB′) với k > n đều bằng 0, hơn nữa n 
dòng đầu của ma trận R tạo thành ma trận R1 vuông cấp n khả nghịch và hệ RX = B′ tương 
đương với hệ R1X = B1, trong đó B1 có từ B bằng cách xoá m – n hệ số 0 sau cùng. Vì R1 khả 
nghịch nên hệ trên có duy nhất một nghiệm X = R1

−1B1. 

(iii) Giả sử r1 = r2 < n. Khi đó bằng cách đánh số lại các ẩn (nếu cần) ta có thể giả sử hệ RX 
= B′ có dạng 

 

1 1

1 1

1 1 1 1 1

11 1 12 2 1 1 1

22 2 2 2 2

... ...

         ... ...

               .................................................
                        ...

r r n n

r r n n

r r r r n n r

a x a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x b

′ ′ ′ ′ ′+ + + + + =

′ ′ ′ ′+ + + + =


′ ′ ′+ + =

1 111 22  ( , ,..., 0)r ra a a

 ′ ′ ′ ≠




 

Bằng cách cho các ẩn 
1r 1 nx , ..., x+ nhận các giá trị tuỳ ý, dựa vào các phương trình từ phía dưới 

lên trong hệ trên ta tính được các ẩn 
1r 2 1x , ..., x , x theo các ẩn tự do trên. 

 

Sau đây là các ví dụ sử dụng phương pháp Gauss và minh hoạ cho Định lý Kronecker–
Capelli. 

7.8. Ví dụ. Giải các hệ phương trình tuyến tính sau trong R:  

a) 











=+++
=+++
=+++
=+++

18xx2x3x4
7xx2x2x3
6x3x2x2x
7x4x3x2x

4321

3421

4312

4321

 

b) 











=−++
=−++

−=+−+
=+−+

4x7x4x3x2
5x2xx5x3

1x22x13x3x
1x5x3x2x

4321

4321

4321

4321

 

c) 











=−+
=−++−
−=+−+

=−+−

8x10x3x3
5x3x2xx2

3xx5x3x3
2x4x3x2x

431

4321

4321

4321
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Giải. a) Ta viết lại hệ phương trình theo thứ tự của các ẩn:  











=+++
=+++
=+++
=+++

18xx2x3x4
7x2xx2x3
6x3x2xx2
7x4x3x2x

4321

4321

4321

4321

 

Viết ma trận bổ sung (AB) và biến đổi bằng các phép BĐSCTD ta có: 

(A|B) = 





















18
7
6
7

1234
2123
3212
4321





















−
−
−

−−−
−−−
−−−

−=
 →
−=
−=

10
14
8

7

151050
10840
5430

4321

d4d:d

d3d:d
d2d:d

144

133

122

 

2 2 3

1 2 3 4 7
d : d d 0 1 4 5 6

0 4 8 10 14
0 5 10 15 10

 
 = −  
 − − − −→
  − − − − 

3 3 2

4 4 2

1 2 3 4 7
d : d 4d 0 1 4 5 6

0 0 8 10 10
0 0 10 10 20d : d 5d

 
 = +  
 →
  = +  

 

3 4

3 3

1 2 3 4 7
d d

0 1 4 5 6
0 0 1 1 2

1 0 0 8 10 10d : d
10

 
↔  

 
→  

  =  

4 4 3

1 2 3 4 7
d : d 8d 0 1 4 5 6

0 0 1 1 2
0 0 0 2 6

 
 = −  
 →
  − 

= (R|B’) 

Vậy hệ đã cho tương đương với hệ sau: 

1 2 3 4 1

2 3 4 2

33 4

44

x 2x 3x 4x 7 x 2
        x 4x 5x 6 x 1

x 5                x  x 2
x 3                      2x 6

+ + + = = 
 + + = = ⇔  =+ = 
  = −= − 

 

Suy ra hệ đã cho có duy nhất một nghiệm là: 

(x1, x2, x3, x4) = (2, 1, 5, –3). 

b)  Ta viết ma trận bổ sung của hệ đã cho và biến đổi bằng các phép BĐSCTD: 

(A|B) = 




















−

−
−

−
−

4
5
1

1

7432
2153

221331
5321




















−

−−
−−

−
−

−=
 →
−=
−=

2
2
2

1

171010
171010

171010
5321

d2d:d

d3d:d
dd:d

144

133

122

 

3 3 2

4 4 2

1 2 3 5 1
d : d d 0 1 10 17 2

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0d : d d

 −
 = + − − 
 →
  = +  

 

Vậy hệ đã cho tương đương với hệ sau: 
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1 2 3 4

2 3 4

x 2x 3x 5x 1
x 10x 17x 2

+ − + =
 − + = −

 

Chọn x3 = α, x4 = β, ta tính được: 

2 3 4

1 2 3 4

x 2 10x 17x 2 10 17
x 1 2x 3x 5x 5 17 29

= − + − = − + α − β
 = − + − = − α + β

 

Vậy hệ đã cho có vô số nghiệm với hai ẩn tự do: 

1 2 3 4(x , x , x , x ) (5 17 29 , 2 10 17 ,  ,  )= − α + β − + α − β α β  

với α, β ∈ R tùy ý. 
c) Ta viết ma trận bổ sung của hệ đã cho và biến đổi bằng các phép BĐSCTD: 

(A|B) = 




















−

−
−−

−
−−

8
5
3

2

10303
3212

1533
4321




















−

−
−−

−
−−

−=
 →
+=
−=

2
9
9

2

2660
11830

131490
4321

d3d:d

d2d:d
d3d:d

144

133

122

 

2 3

1 2 3 4 2
d d 0 3 8 11 9

0 9 14 13 9
0 6 6 2 2

 − −
 ↔ − − 
 − −→
  − 

3 3 2

4 4 2

1 2 3 4 2
d : d 3d

0 3 8 11 9
0 0 10 20 18

d : d 2d 0 0 10 20 20

 − −
= +  − − →  −

 = +  − 

 

4 4 3
1 2 3 4 2

d : d d
0 3 8 11 9
0 0 10 20 18
0 0 0 0 2

 − −
= −  − − →  −

  
 

 

Vậy hệ đã cho tương đương với hệ sau: 

1 2 3 4

2 3 4

3 4

x 2x 3x 4x 2
  3x 8x 11x 9
            10x 20x 18
                          0 = 2

− + − =
 − + − =
 − =


 

Hệ này vô nghiệm. Do đó hệ đã cho ban đầu cũng vô nghiệm. 
 

7.9. Ví dụ.  Giải và biện luận các hệ phương trình tuyến tính sau theo tham số m∈R:  

a) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3x 5x 3x 4x 1
2x 3x x x 0
5x 9x 6x 15x 2
13x 22x 13x 22x 2m

+ + − =
 + + + =
 + + − =
 + + − =
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b) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4
2

1 2 3 4

x x x 2x 1
x 2x 3x 4x 2
x x 4x x m

4x 3x x mx m 6m 4

+ − + =
 + − + =
 − + − =
 + − + = − +

 

Giải. a) Viết ma trận bổ sung (AB) và biến đổi bằng các phép BĐSCTD ta có: 

(A|B) = 

3 5 3 4 1
2 3 1 1 0
5 9 6 15 2

13 22 13 22 2m

 −
 
 
 −
  − 

1 1 2

1 2 2 5 1
d : d d 2 3 1 1 0

5 9 6 15 2
13 22 13 22 2m

 −
 = −  
 −→
  − 

 

2 2 1

3 3 1

4 4 1

d : d 2d 1 2 2 5 1
d : d 5d 0 1 3 11 2

0 1 4 10 3
0 4 13 43 2m 13d : d 13d

= −  −
 = − − − − 
 − − −→
  − − −= −  

3 3 2

4 4 2

1 2 2 5 1
d : d d 0 1 3 11 2

0 0 1 1 1
0 0 1 1 2m 5d : d 4d

 −
 = − − − − 
 − − −→
  − − −= −  

 

4 4 3

1 2 2 5 1
d : d d 0 1 3 11 2

0 0 1 1 1
0 0 0 0 2m 4

 −
 = − − − − 
 − − −→
  − 

= (R|B’) 

Vậy hệ đã cho tương đương với hệ sau: 

1 2 3 4

2 3 4

3 4

x 2x 2x 5x 1
   x 3x 11x 2

     (1)
                 -x x 1
                        0  = 2m - 4

+ + − =
 − − + = −
 − = −


 

 Ta biện luận như sau: 

 1) 2m – 4 ≠ 0 ⇔  m ≠ 2: Khi  đó hệ (1) vô nghiệm nên hệ đã cho cũng vô nghiệm. 
2)  m = 2: Hệ (1) tương  đương với hệ sau: 

1 2 3 4

2 3 4

3 4

x 2x 2x 5x 1
   x 3x 11x 2      (2)
                 - x x 1

+ + − =
 − − + = −
 − = −

 

Chọn x4 = α ta tính được: 

3 4

2 3 4

1 2 3 4

x 1 x 1
x 2 3x 11x 1 14
x 1 2x 2x 5x 1 21                  

    

= − = − α
 = − + = − + α
 = − − + = − α

 

Vậy khi m = 2, hệ đã cho có vô số nghiệm với một ẩn tự do: 

1 2 3 4(x , x , x , x ) (1 21 , 1 14 ,1  ,  )= − α − + α − α α  

với α ∈ R tùy ý. 
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b)  Viết ma trận bổ sung (AB) và biến đổi bằng các phép BĐSCTD ta có: 
(A|B) = 

2

11 1 1 2
21 2 3 4
m1 1 4 1

4 3 1 m m 6m 4

 −
 

− 
 − −
  − − + 

2 2 1

3 3 1

2
4 4 1

d : d d 11 1 1 2
d : d d 10 1 2 2

m 10 2 5 3
0 1 3 m 8 m 6md : d 4d

= −  −
 = − − 
 −− −→
  − − −= −  

 

3 3 2

2
4 4 2

11 1 1 2
d : d 2d 10 1 2 2

m 10 0 1 1
0 0 1 m 6 m 6m 1d : d d

 −
 = + − 
 +→
  − − += +  

4 4 3

2

11 1 1 2
d : d d 10 1 2 2

m 10 0 1 1
0 0 0 m 7 m 7m

 −
 = − − 
 +→
  − − 

= (R|B’) 

Vậy hệ đã cho tương đương với hệ sau: 

1 2 3 4

2 3 4

3 4
2

4

x x x 2x  1
   x 2x 2x   1

     (1)               x x m 1

             (m-7)x   = m 7m

+ − + =
 − + =
 + = +
 −

 

 Ta biện luận như sau: 

1) m – 7 ≠ 0 ⇔  m ≠ 7: Khi  đó hệ (1) cho ta: 

4

3 4

2 3 4

1 2 3 4

x   = m
x m 1 x 1
x 1 2x 2x   3 2m
x 1 x x 2x  1


 = + − =
 = + − = −
 = − + − = −

 

Suy ra khi m ≠ 7 hệ đã cho có duy nhất một nghiệm là: 

1 2 3 4(x , x , x , x )=(-1, 3-2m, 1, m)  

2) m = 7: Hệ (1) tương  đương với hệ sau: 

1 2 3 4

2 3 4

3 4

x x x 2x  1
   x 2x 2x   1      (2)
               x x 8

+ − + =
 − + =
 + =

 

Chọn x4 = α ta tính được: 

3 4

2 3 4

1 2 3 4

x 8 x 8
x 1 2x 2x 17 4
x 1 x x 2x 8                  

    

= − = − α
 = + − = − α
 = − + − = − + α

 

Vậy khi m = 7, hệ đã cho có vô số nghiệm với một ẩn tự do: 

1 2 3 4(x , x , x , x ) ( 8 ,17 4 ,8  ,  )= − + α − α − α α  

với α ∈ R tùy ý. 
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7.10. Định lý. Hệ phương trình tuyến tính AX = B, trong đó A là một ma trận vuông cấp n, 
có duy nhất một nghiệm khi và chỉ khi A khả nghịch. Khi đó nghiệm tương ứng là X = A−1B. 

Chứng minh. (⇒) Giả sử hệ AX = B có duy nhất một nghiệm. Khi đó theo Định lý 
Kronecker–Capelli r(A) = r(A|B) = n. Suy ra A khả nghịch theo Định ký 4.11. 

(⇐) Suy từ Định lý 5.1. 

 

7.11. Hệ quả. Cho A là một ma trận vuông cấp n. Khi đó 
(i) Hệ phương trình tuyến tính AX = 0 có duy nhất một nghiệm khi và chỉ khi A khả nghịch.  
(ii) Hệ phương trình tuyến tính AX = 0 có vô số nghiệm khi và chỉ khi A không khả nghịch.  
Chứng minh. (i) Suy từ  Định lý 7.10. 

(ii) Đối với hệ phương trình tuyến tính thuần nhất AX = 0 không xảy ra trường hợp vô 
nghiệm nên (ii) được suy từ (i). 

 

BÀI TẬP 
1. Tính An với n nguyên dương:  

a) 
1 a

A
0 1
 

=  
 

   b) 
1 0 1

A 0 0 1
1 0 1

 
 =  
 
 

 c)  
1 1 1

A 0 1 1
0 0 1

 
 =  
 
 

 d) 
1 1 0

A 0 1 1
0 0 1

 
 =  
 
 

 

2. Tìm tất cả các ma trận X vuông cấp 2 thỏa: 

a) X2 = 0.     b) X2 = I2.    c) X2 = X. 

3. Ma trận nghịch đảo A–1 thay đổi thế nào, nếu 

a) Hoán vị hai dòng của A? 

b) Nhân một dòng với một hằng số khác 0? 

c) Thêm vào dòng thứ i một bội của dòng k ≠ i? 

d) Tương tự như trên nhưng thực hiện cho cột?  

4. Cho A, B  là hai ma trận vuông cấp n. Giả sử  ma trận C =  In + AB khả nghịch. Chứng minh 
rằng ma trận D =  In + BA cũng khả nghịch và  ta có 

D–1 = In – BC–1A. 

5. Cho A, B  là hai ma trận vuông cấp n thoả A + B = AB. Chứng minh AB = BA. 

6. Cho A là một ma trận vuông, hệ số thực, có vết tr(A) = 0. 
a) Chứng minh  rằng A đồng dạng với một ma trận B hệ số thực, trong đó mọi hệ số trên 

đường chéo chính của B đều bằng 0 (A đồng dạng với B nghĩa là tồn tại ma trận  P khả nghịch 
sao cho  P–1AP= B). 
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b) Chứng minh rằng tồn tại các ma trận vuông C, D có cùng cấp với A sao cho                 A = 
CD – DC. 
7. Kiểm tra tính khả nghịch và tìm A–1 (nếu có): 

a) 















−

−
=

246
216
152

A   b) 
















−
−
−−

=
423
243
112

A  

8. Tìm tất cả các ma trận X thỏa:  
1 3 1

1 2 2 3 1
X 4 5 2

2 4 4 6 2
5 7 3

− 
− −    − =    − −    − 

. 

9. Tìm ma trận  nghịch đảo của các ma trận vuông sau: 

a) 

2 n

n 1

1 a a ... a

0 1 a ... aA
.. .. .. ... ...
0 0 0 ... 1

−

 
 
 =  
 
 
 

.  b) 

1 0 ... a 0 ... 0
0 1 ... 0 a ... 0

B
. . ... . . ... .
0 0 0 0 0 0 1

 
 
 =
 
 
 

  

                                                                         (a cách 1 một khoảng bằng đúng r với r ≤ n–1) 

 

c) 

1 2 3 ... n 1 n
0 1 2 ... n 2 n 1

C
. . . ... . .
0 0 0 ... 0 1

− 
 − − =
 
 
 

. d) 

1 2 3 ... n 1 n
n 1 2 ... n 2 n 1

D
. . . ... . .
2 3 4 ... n 1

− 
 − − =
 
 
 

. 

10. Giải các phương trình sau: 

a) 











=−+−
=++−
−=−+−

=++−

8xx3x6x4
7x2x6x9x5
1xx3x7x3

5xx3x5x2

4321

4321

4321

4321

 b) 











−=+−+−
=+−+−

=−+−+
=+−+−

1x11x7x7x14x2
1x7x5x5x10x4

1x2xxx2x
1xxxx2x2

54321

54321

54321

54321

 

11. Giải và biện luận các hệ phương trình sau theo các tham số m ∈ R: 

a) 











−=+−+−
+=−+−−

=−+−+
=+−+−

1mx2x2xx5x2
1mxxxx2x3

m3x2x2xxx2
mxxxx2x

54321

54321

54321

54321

       b) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3x 4x 4x 17x 11m 7
2x 3x 2x 12x 8m 5
5x 6x 8x 27x 18m 10
3x 5x 2x (m 20)x 13m 8

+ + − = +
 + + − = +
 + + − = +
 + + + − = +

 

12. Bài 2.17 Sách lý thuyết. 

13. Bài 2.19 Sách lý thuyết. 

14. Bài 2.21 Sách lý thuyết. 
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15. Bài 2.22 Sách lý thuyết. 

16. Bài 2.23 Sách lý thuyết. 

17. Bài 2.39 Sách lý thuyết. 

18. Bài 2.41 Sách lý thuyết. 

19. Bài 2.44 Sách lý thuyết. 

20. Bài 2.46 Sách lý thuyết. 

–––––––––––––––––––––––––––––––– 

 


	CHƯƠNG 1
	MA TRẬN VÀ
	HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH
	Ta có A ( R và R có dạng bậc thang với 3 dòng khác 0 nên A có hạng là r(A) = 3.
	Giải. a)
	Vậy A ~ R1 và R1 có một dòng bằng 0 nên A cũng không khả nghịch.
	Giải. a) Ta viết lại hệ phương trình theo thứ tự của các ẩn:
	Hệ này vô nghiệm. Do đó hệ đã cho ban đầu cũng vô nghiệm.
	Giải. a) Viết ma trận bổ sung (A(B) và biến đổi bằng các phép BĐSCTD ta có:

